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Przedmowa

Przedstawiamy Panstwu druga czes¢ ksiazki ,Modele i metody biologii ma-
tematycznej”, poswiecona modelom probabilistycznym. Obszerne fragmenty
ksiazki powstaly na podstawie wykladéw prowadzonych przez autora w latach
2004-2015 dla studentéw i doktorantéw matematyki Uniwersytetu Slaskiego
w Katowicach i Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie. Na tre$c¢ i ksztatt ksigz-
ki wplynety réwniez wyklady prowadzone w African Institute for Mathematical
Sciences w Muizenbergu w RPA w roku 2010 oraz serie wykladow podczas szko6t
naukowych: ,Stochastic Differential Equations” w ramach szkoly ,Equations
Différentielles Ordinaires et Systémes Dynamiques” w Algierze w roku 2006;
»,Models of Population Dynamics and Their Applications in Genetics” w ramach
szkoty ,From Genetics to Mathematics” w Zbaszyniu w roku 2007; ,Stochastic
Semigroups and their Applications in Physics and Biology” w trakcie szkoty
sEvolutionary Equations with Applications in Natural Sciences” w Muizenbergu
wroku 2013 oraz podczas szkot ,,Evolution Equations: Theory and Applications”
w Besancon w roku 2015 i ,,From Individual Based Models to Structured Popula-
tion Level Description” w Bedlewie w roku 2018. Autor pragnie podziekowac
organizatorom wspomnianych szkoét: Jackowi Banasiakowi, Mirostawowi Lacho-
wiczowi, Jackowi Miekiszowi, Mustaphie Mokhtar-Kharroubi, Nadii El Saadi oraz
dyrektorowi AIMS Fritzowi Hahne za zaproszenie do wygloszenia wyktadow.
Pragne tez podziekowa¢ studentom i doktorantom z Polski i zagranicy za
cierpliwo$c¢ i aktywnos$¢ w czasie zaje¢. Dzieki nim moglem przetestowac czeS¢
prezentowanego materialu i poprawi¢ go. Zadania znajdujace sie na koncu
kazdego rozdziatu sa Scisle zwiazane z tematyka wykladu i w sposob istotny
go poszerzaja. Na 0ogol dotaczone sa do nich wskazowki ulatwiajace rozwia-
zanie. Swiadomie nie zamieszczamy pelnych rozwiazan, a jedynie obszerne
wskazowki, gdy rozwigzanie zadania moze nastreczac¢ trudnosci. Cze$¢ zadan
ma charakter otwarty - na przykltad skonstruowac¢ model opisujacy jaki$ proces
biologiczny. Zadania takie nie maja jednoznacznych rozwiazan i ich celem jest
uaktywnienie czytelnika w zakresie doboru metod matematycznych do bada-
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nia obiektéw pozamatematycznych. Zachecamy czytelnika do rozwigzywania
takich zadan.

Ksiazka przeznaczona jest przede wszystkim dla studentow matematyki
oraz pracownikow naukowych zainteresowanych zastosowaniami matematyki
w biologii. Celem wykladu jest zaprezentowanie réznych zastosowan proba-
bilistycznych w biologii. Ze wzgledu na rozmiary ksiazki pominiete zostaty
niektore dhugie i techniczne rozumowania. Pominiete zostaly tez dowody zna-
nych faktow z teorii prawdopodobienstwa i proceséw stochastycznych, ktore
mozna znalez¢ w dostepnych ksigzkach z tych dziedzin.

Ksiazka podzielona jest na rozdzialy wedlug klasyfikacji matematycznej,
a rozpatrywane modele biologiczne sa tej klasyfikacji podporzadkowane. Takie
podejscie moze prowadzi¢ do pewnych trudnoSci, jezeli czytelnik jest zainte-
resowany konkretnym zagadnieniem biologicznym, ktore moze wystepowac
w kilku miejscach ksiazki ze wzgledu na inne metody matematyczne uzyte
w konstrukcji i analizie modelu. Zaleta takiego ukladu jest jednak fakt, ze nie
musimy powtarzac tych samych, czesto dos¢ zaawansowanych rozumowan
matematycznych. Gdy jakieS zagadnienie biologiczne, np. ekspresja genow,
jest modelowane przy uzyciu réznych obiektow matematycznych, staratem sie
podac przy jego omawianiu odnosniki do innych fragmentow ksiazki, poswie-
conych podobnym problemom.

Na polskim rynku dostepnych jest kilka ksiazek zwiazanych z modelowa-
niem matematycznym w biologii, miedzy innymi ksiazki Murraya [270], Fory$
[123], Uchmanskiego [373] oraz Czerniawskiego i innych [78]. Nie ma w nich
praktycznie modeli probabilistycznych. Sporo ciekawych przykladéw zasto-
sowan rachunku prawdopodobienstwa w biologii i medycynie mozna znaleZ¢
w klasycznych ksigzkach Fellera [113] i Neymana [272]. Druga z nich zawie-
ra rowniez przyklady zastosowania statystyki matematycznej. Z obu ksigzek
intensywnie korzystalem przy przygotowaniu wykladow i ¢wiczen. Zamiesz-
czone w nich modele sa jednak oparte na stosunkowo prostych metodach
probabilistycznych.

Naszym celem jest przedstawienie calego spektrum potencjalnych za-
stosowan metod probabilistycznych w biologii. Juz na etapie wprowadzania
podstawowych poje¢ probabilistycznych, takich jak prawdopodobienstwo wa-
runkowe czy reguta Bayesa, pojawiaja sie nietrywialne ich zastosowania w de-
mografii, biologii i medycynie. Przedstawimy zastosowania tych poje¢ do opisu
i prognozowania wielko$ci populacji oraz jej struktury wiekowej, wyznacza-
nia wspotczynnikow ryzyka oraz skuteczno$ci testbw medycznych. Bedziemy
sie starali postugiwac¢ danymi rzeczywistymi, zaczerpnietymi np. z Roczni-
ka demograficznego. Przedstawimy roéwniez zastosowania elementow teorii
prawdopodobienstwa w prostych modelach genetyki. Nastepnie przypomnimy
pojecia zwiazane ze zmiennymi i wektorami losowymi oraz podstawowe twier-
dzenia rachunku prawdopodobienstwa. Podamy ich zastosowania do opisu
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i badania funkcji przezycia, modeli cyklu komérkowego, proceséw fragmentacji
i szacowania wielkoSci populacji. Rozdzial pierwszy zakonczymy rozwazaniami
dotyczacymi entropii i informacji oraz zastosowaniem tych poje¢ w genetyce
i dynamice populacyjnej.

Modele dotyczace dziedziczenia prowadza do teorii skonczonych tancu-
chow Markowa, omawianych w drugim rozdziale, a te z kolei do teorii operato-
row stochastycznych (Markowa) oraz polgrup stochastycznych. Dodatek A po-
Swiecony jest prezentacji teorii operatorow i poélgrup stochastycznych, ze
szczegblnym uzwglednieniem twierdzen dotyczacych ich asymptotyki. Z twier-
dzen tych bedziemy korzysta¢ w catej ksigzce. W ramach teorii lancuchéw
Markowa przedstawimy klasyfikacje stanow i twierdzenia o zbiezno$ci do
stanow stacjonarnych, quasi-stacjonarnych i pochtaniajacych. Wyznaczymy
tez Srednie czasy powracania i pochlaniania. Wyniki teoretyczne zastosujemy
do badania lancuchéw Markowa opisujacych teorie dziedziczenia, bladzenie
losowe, procesy urodzin i Smierci, rozw0j epidemii w malej populacji, dryf
genetyczny, sieci regulatorowe gendéw oraz automaty komorkowe. Duzo miejsca
poswiecimy procesom galagzkowym, ktorych badanie zapoczatkowato rozwoj
zastosowan metod probabilistycznych w demografii i naukach przyrodniczych.
Bedziemy rowniez analizowa¢ modele ewolucji DNA, odgrywajace istotna role
w genetyce populacyjnej. Niemal we wszystkich rozdziatach ksiazki bedzie-
my poznawac¢ modele ekspresji gendéw, kluczowe dla zrozumienia zagadnien
biologii molekularne;j.

W nastepnym rozdziale przedstawimy fragment teorii ergodycznej, ktora
zajmuje sie stochastycznymi wlasnosciami uktadéw dynamicznych. Przed-
stawimy podstawowe pojecia tej teorii: miare niezmiennicza, ergodycznosc¢,
mieszanie i dokladno$¢. Podamy charakteryzacje tych poje¢, uzywajac ope-
ratorow Frobeniusa-Perrona. Udowodnimy twierdzenie Poincarégo o powra-
caniu oraz lemat Kaca i przedstawimy indywidualne twierdzenie ergodyczne
Birkhoffa-Chinczyna. Dowody tego twierdzenia oraz jego uogolnien dla proce-
sOw stochastycznych przedstawione sag w dodatku B. Omowimy tez zwiazek
miedzy wlasnoS$ciami ergodycznymi i chaotycznymi ukladéw dynamicznych.
W ostatniej czesSci rozdzialu przedstawimy modele biologiczne prowadzace do
ukladow dynamicznych i zbadamy ich wlasno$ci. Bedziemy sie zajmowa¢ mode-
lami rozwoju populacji, w ktorych liczba osobnikow w kolejnych pokoleniach
zmienia sie wedlug wzoru rekurencyjnego x,.1 = S(x,). Bedziemy tez badac
modele wytwarzania erytrocytow, prowadzace do ukladoéw dynamicznych na
przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych, opisujacych ewolucje rozwiazan
pewnych rownan rozniczkowych czastkowych. W badaniu modeli biologicz-
nych bedziemy uzywac réznorodnych metod teorii ergodycznej: operatorow
Frobeniusa-Perrona, mocnych wersji twierdzenia Krytlowa-Bogolubowa o ist-
nieniu miary niezmienniczej dla ciaglych ukladéw dynamicznych, a takze miar
gaussowskich w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych.
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W rozdziale czwartym przedstawiamy modele opisywane z uzyciem kawat-
kami deterministycznych proceséw Markowa. Procesy kawatkami determini-
styczne sa naturalnym uogolnieniem zaréwno tancuchow Markowa, jak i ukla-
dow dynamicznych (potokow). Pojawiaja sie one w opisie niemal wszystkich za-
gadnien przyrodniczych, w ktoérych zjawiskom deterministycznym towarzysza
losowe zmiany skokowe. Rozpoczniemy od podania podstawowych informa-
cji o procesach stochastycznych, ze szczeg6lnym uwzglednieniem procesow
Markowa. Nastepnie poznamy zastosowania proceséw Markowa z czasem dys-
kretnym. Procesy tego typu mozna przedstawic¢ jako iteracje stochastyczne i sa
one wersjami stochastycznymi wielu modeli iteracyjnych dynamiki populacyj-
nej. Wiekszos$¢ zastosowan dotyczy proceséw kawalkami deterministycznych
z czasem ciaglym. Trajektorie takich proceséw maja przeliczalna liczbe sko-
kéw w losowych momentach, a w przedziatach miedzy skokami maja opis
deterministyczny. Rozpoczniemy od stosunkowo prostych modeli czysto sko-
kowych lub ze skokowa zmiana predkosci, wykorzystywanych w opisie ruchu
niektorych obiektow biologicznych oraz uktadéw dynamicznych z losowymi
skokami trajektorii, z ktorych korzystamy w modelowaniu pojedynczych linii
genealogicznych i w modelach dynamiki populacyjnej z katastrofami. Nastep-
nie przedstawimy model, w ktorym wystepuje kilka uktadéw dynamicznych
z przelaczaniem dynamiki. Taki model Swietnie nadaje sie do opisu ekspre-
sji genow. Przedstawimy rowniez modele cyklu komoérkowego i aktywnoSci
neuronu, w ktérych skok nastepuje w momentach nielosowych, np. na brze-
gu obszaru, w ktorym proces stochastyczny jest okre$lony. Ostatnia grupe
modeli stanowia indywidualne modele strukturalne. W modelach tych kazdy
osobnik ma pewne cechy, np. wiek, dojrzalos¢ w przypadku komorek czy okre-
Slony fenotyp. Miedzy osobnikami wystepuja réoznego rodzaju interakcje, ktére
zmieniaja populacje, a sama populacja to zespo6t cech wszystkich osobnikow.

W rozdziale piatym zapoznamy sie z rOwnaniami stochastycznymi i ich
zastosowaniami w modelach biologicznych. Przedstawimy pojecie catki It6 oraz
rownania stochastycznego, omowimy zwiazki réwnan stochastycznych z pro-
cesami dyfuzji i rownaniami czastkowymi, a takze przedstawimy twierdzenia
dotyczace asymptotyki rozwiazan i ich rozkladéw. Sprobujemy tez wyjasnic,
dlaczego pewne zagadnienia biologiczne warto modelowa¢ za pomoca rownan
stochastycznych, w jaki sposéb wprowadzac¢ stochastyke do modelu i czym sie
rozni zaburzenie demograficzne od zaburzenia Srodowiskowego. Nalezy pod-
kresli¢, ze rbwnania stochastyczne pojawiajace sie w modelach biologicznych
znacznie r6znia sie od typowych réwnan stochastycznych pochodzacych z fi-
zyki lub ekonomii. Na przykiad po przej$ciu granicznym od prostego procesu
urodzin i $mierci do odpowiedniego procesu dyfuzji, uzyskane réwnanie stocha-
styczne ma pierwiastkowy wspotczynnik dyfuzji, a wiec nie spelnia on warunku
Lipschitza, zwykle zakladanego w twierdzeniach o istnieniu i jednoznaczno-
$ci rozwiazan. Wspoélczynniki wystepujace w rownaniach rosna szybciej niz
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liniowo; czesto tez rozwaza sie procesy dyfuzji zdegenerowanej. Pokazemy
zastosowania réwnan stochastycznych w typowych modelach populacyjnych:
drapiezca-ofiara i konkurencji, a rowniez w modelu chemostatu i w modelach
epidemiologicznych.

W ostatnim rozdziale przedstawimy bardziej zaawansowane modele ma-
tematyczne. Rozpoczynaja go twierdzenia o przejsciach granicznych dla pro-
cesow skokowych i dyfuzji. Takie przejScia graniczne pozwalaja potaczyc¢ ze
soba rozne modele podobnych proceséw biologicznych. Pokazujemy np., ze
procesy galazkowe uzywane w dyskretnym opisie wzrostu populacji po od-
powiednim przejSciu granicznym zmieniaja sie w dyfuzje Fellera. Kluczowa
role w rozdziale VI peli fragment poswiecony granicom makroskopowym
modeli indywidualnych. Oprocz granic deterministycznych moga sie pojawiac
granice w postaci superprocesoéow, czyli proceséw o wartoSciach w przestrze-
ni miar. Do$¢ dokladnie omawiamy dwa superprocesy: Dawsona-Watanabe
i Fleminga-Viota. Procesy te sa réwniez rozwiazaniami stochastycznych réw-
nan czastkowych, i to dosc¢ specjalnej postaci. Spora czes¢ rozdzialu zajmuja
modele fenotypowe i modele wzrostu fitoplanktonu. Wybor tych zagadnien nie
jest przypadkowy. Stanowily one istotna czeS$¢ zainteresowan autora, ale poka-
Zuja rowniez, jak r6znorodne metody matematyczne mozna stosowac przy ich
badaniu oraz ze otrzymywane w wyniku modelowania obiekty matematyczne
moga prowadzi¢ do interesujacych zagadnien matematycznych.

W ksiazce nie omawiamy zastosowan statystyki matematycznej w biologii
i medycynie. Wspolczesnie jest to tak szeroka i zaawansowana galaz wiedzy,
ze proby pobieznego lub wyrywkowego jej omowienia nie mialyby sensu.

W przygotowaniu wykladu korzystaliSmy z r6znorodnej literatury. Poza
wspomnianymi juz ksiazkami Fellera [113] i Neymana [272] korzystaliSmy
miedzy innymi z fragmentow ksigzek Allena [9], Baileya [22], Borowkowa [53],
Etheridge [106], Ethiera i Kurtza [107], Evansa [108], Foguela [121], Fomina,
Kornfelda i Sinaja [122], Iosifescu [165], Jacoda i Sziriajewa [166], Kallen-
berga [180], Lasoty i Mackeya [222], Samorodnickiego [339], Sziriajewa [349],
Wentzella [386] oraz oryginalnych prac cytowanych w tekscie.

Mito mi podziekowa¢ moim wspoélpracownikom Krzysztofowi Argasin-
skiemu, Adamowi Bobrowskiemu, Katarzynie Pichér, Marcie Tyran-Kaminskiej
i Radostawowi Wieczorkowi za cenne uwagi, ktore przyczynity sie do ulepszenia
pierwotnego tekstu. Ksiazka powstata w wyniku realizacji projektu badawczego
nr 2017/27/B/ST1/00100, finansowanego ze Srodkow Narodowego Centrum
Nauki.

Ryszard Rudnicki



Podstawy teorii
prawdopodobienstwa

1. Wstep

1.1. Uwagi historyczne

Nowoczesna teoria prawdopodobienstwa to dziedzina o szerokim spektrum
zagadnien i zaawansowanym aparacie pojeciowym. Wraz z wyrosla na jej bazie
statystyka matematyczna jest glbwnym narzedziem zastosowan matematyKki.
Nawet szybki rozw0j technologii komputerowych, ktéry umozliwil zastapie-
nie skomplikowanych obliczen symulacjami numerycznymi, nie zmniejszyt
jej znaczenia w innych dziedzinach nauki, wrecz przeciwnie - pozwolil na
wprowadzenie metod probabilistycznych do rozwigzywania zaawansowanych
zagadnien analizy matematycznej, czego przykladem jest metoda Monte Carlo
przyblizonego obliczania calek i rozwigzywania réwnan rézniczkowych czast-
kowych. Biorac pod uwage ztozono$¢ problematyki teorii prawdopodobienstwa
i jej znaczenie dla zastosowan, czytelnik moze by¢ zaskoczony faktem, ze w ra-
mach AMS Mathematics Subject Classification cala matematyka podzielona jest
na kilkadziesiat sekcji, z czego zaledwie dwie dotycza bezposrednio probabili-
styki, mianowicie sekcja 60: teoria prawdopodobienistwa i procesy stochastyczne
i sekcja 62: statystyka. Przyczyna tego stanu rzeczy jest fakt, ze teoria prawdo-
podobienstwa stala sie usystematyzowana dziedzing matematyki stosunkowo
po6zno. Pewne proby systematyzacji rachunku prawdopodobienstwa podjete
zostaly w latach dwudziestych XX wieku, gtéwnie przez von Misesa, ktory
wprowadzil pojecie przestrzeni probek; dopiero jednak aksjomatyczne ujecie
przedstawione w ksiazce Kolmogorowa z roku 1933 pozwolito ujednolici¢
klasyczna teorie i przyspieszylo dalsze, bardziej zaawansowane badania.
Samo pojecie ,prawdopodobienstwa” ma znacznie dluzsza i ciekawa histo-
rie [150]. Wspélczesnie kojarzy sie ono ze stowem ,losowy” lub ,niepewny”, ale
jego pochodzenie jest inne. Czlowiek od niepamietnych czaséw miat do czy-
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nienia ze zjawiskami losowymi, a nawet sam wykonywal eksperymenty, ktore
wspotcze$nie mozna nazwac losowymi. Wszelkiego rodzaju wrézby oparte byly
na losowosci, ale uznawano ich wynik jako boska wskazéwke, legitymujaca
wybor wiasciwej decyzji. Pierwotnie slowo ,prawdopodobny” oznaczato ,za-
twierdzony” lub ,,godny aprobaty”. W tym swoistym determinizmie byl wyjatek
- juz w starozytnym Egipcie bardzo dbano o to, aby kosSci do gry byly dobrze
wywazone. Swiadczy¢ to moze o tym, ze juz wtedy ludzie mieli podobne do
nas wyobrazenie o losowosci, a koncepcja zbioru zdarzen jednakowo praw-
dopodobnych, ktora legta u podstaw wspolczesnej probabilistyki, nie byta im
obca. Zagadnienia zwiazane z grami hazardowymi staly sie gléwna inspiracja
do rozwoju rachunku prawdopodobienstwa w XVII wieku. Warto jednak wspo-
mnie¢, ze juz okoto roku 220 rzymski prawnik i maz stanu Ulpian opracowat
na potrzeby 6wczesnego systemu rent tablice, podajaca oczekiwany pozostaly
czas zycia czlowieka o ustalonym wieku. Watpliwe, aby Ulpian znalazl te zalez-
nosci, korzystajac z wiedzy aktuarialnej, ale jest to zagadnienie, ktére mozna
rozwiazac¢, uzywajac metod probabilistycznych oraz danych dotyczacych roz-
kladu Smiertelnosci. Tak wiec poczatkowy rozwoj teorii prawdopodobienstwa
byl inspirowany nie tylko zagadnieniami z kregu gier hazardowych, ale réwniez
problemami dotyczacymi demografii.

Nie bedziemy tu szczegdtowo przedstawiac historii rozwoju teorii praw-
dopodobienstwa, ktérej poczatki zwiazane sa z nazwiskami Fermata i Pascala,
a wklad w jej rozw0j wniosto wielu wybitnych uczonych. Podamy jedynie kilka
waznych przykladow z historii teorii prawdopodobienstwa, zwiazanych z zasto-
sowaniami w biologii i medycynie. W 1662 roku John Graunt opracowatl na pod-
stawie londynskich danych dotyczacych Smiertelnosci (Bills of mortality) tablice
funkcji przezycia, jak rowniez oszacowal inne wielko$ci zwiazane z demografia
i chorobami zakaZznymi. Nastepnie Christiaan Huygens wprowadzit do rachun-
ku prawdopodobienstwa warto$¢ oczekiwana i korzystajac z obliczen Graunta,
okreslil Sredni czas zycia cztowieka. Daniel Bernoulli, syn Johanna i bratanek
Jacoba, autora pierwszego twierdzenia granicznego, w swojej przelomowej
pracy z 1766 roku [37, Q1] dowodzi, ze szczepienia przeciw czarnej ospie
zwiekszaja szanse przezycia. Bernoulli, korzystajac z tablic Halleya funkcji
przezycia (patrz rozdz. I, punkt i zaktadajac, ze ryzyko zarazenia sie ospa
w ciagu jednego roku wynosi 1/8 (osoby, ktére przezyly, nabieraja odpornosci
i nie moga ponownie zachorowac), oraz przyjmujac, ze Smiertelno$¢ wynosi
12,5%, wyznacza funkcje przezycia, gdyby wyeliminowano zachorowalno$¢ na
ospe. W pracy pojawia sie tez pierwszy zaawansowany model matematyczny
opisujacy zalezno$¢ funkcji przezycia od Smiertelnosci w wyniku zachorowania
na ospe.

Kolejne wazne zastosowania rachunku prawdopodobienstwa w biologii
dotycza teorii procesow galazkowych, a ich geneza zwiazana jest z badaniem
wymierania rodzin arystokratycznych. Problem zbadal po raz pierwszy francu-
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ski statystyk Irénée-Jules Bienaymé w pracy z roku 1845, ktora ulegta zapomnie-
niu. W roku 1873 wszechstronny brytyjski uczony Francis Galton ponownie
sformutowal ten problem, ale nie byl w stanie go rozwiaza¢. W nastepnym
roku Henry Watson opublikowatl niepelne rozwiazanie. Mimo iz interesowato
sie problemem kilku znanych matematykow, jego pelne rozwiazanie podat do-
piero w roku 1930 dunski matematyk Johan Steffensen. Nalezy tu wspomnie¢
protegowanego Galtona - Karla Pearsona. Ten znakomity statystyk wywart
znaczacy wplyw na badania statystyczne w biologii i medycynie; byt miedzy
innymi wspotzatozycielem czasopism Biometrika i Annals of Human Genetics.

W poczatkach XX wieku otwarlo sie nowe pole zastosowan teorii praw-
dopodobienstwa - genetyka. Godfrey Hardy [153] w roku 1908 udowodnit, Zze
przy zalozeniu losowego laczenia sie w pary, czestosci genotypow w populacji
diploidalnej nie zmieniaja sie z pokolenia na pokolenie (prawo Hardy’ego-
Weinberga). Przelomowe znaczenie w rozwoju statystyki, genetyki i biologii
ewolucyjnej odegraty prace Ronalda Fishera [137]. Praca [116] stworzyla pod-
waliny rozwoju genetyki i wyjasniala w oparciu o model genetyczny utrzymanie
roznorodnosci fenotypowej w populacji, a w ksigzce [117] sformutowane zo-
stalo miedzy innymi podstawowe prawo Fishera selekcji naturalnej: Tempo
wzrostu przystosowania dowolnego organizmu jest rowne jego genetycznej
zmiennosci. Rozliczne zastosowania teorii prawdopodobienstwa w biologii,
rowniez te dotyczace genetyki, pojawily sie wraz z rozwojem teorii tancuchow
Markowa [165]. Jednym z najwazniejszych przykladow jest tu proces urodzin
i Smierci, wprowadzony przez Williama Fellera [112].

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze uzywanie metod probabilistycznych w bio-
logii miato tez wielu przeciwnikéw. Jednym z powodow bylto przeswiadcze-
nie o deterministycznym charakterze proceséow zachodzacych w przyrodzie,
ugruntowane w fizyce i chemii, zanim pojawila sie mechanika statystyczna
i kwantowa. Uwazano, ze teorie oparte na losowos$ci nie moga by¢ elemen-
tem nauk Scistych. Szczegolnie atakowana, i to przez przedstawicieli skrajnie
roznych Swiatopogladéw, byta naukowa teoria ewolucji, bazujaca na zdarze-
niach losowych. Do przeciwnikow nalezeli kreacjoni$ci i zwolennicy powolnej
ukierunkowanej ewolucji, zwani lamarkistami (teoria transmutacji). Skrajnym
przyktadem odrzucenia ewolucji opartej na losowosci byt ,tysenkizm”, stworzo-
ny w ZSRR przez Trofima Lysenke w latach trzydziestych XX wieku; odrzucat
on prawa dziedziczno$ci, przypisujac nieograniczone mozliwosci przeksztatca-
nia organizmoéw wiasciwemu doborowi Srodowiska. Absurdalne teorie Lysenki
zostaly zaaprobowane przez Stalina jako jedyne dopuszczalne i przetrwaty do
polowy lat sze$cdziesiatych, powodujac olbrzymi regres rolnictwa i biologii
w ZSRR.

W drugiej polowie XX wieku, wraz z rozwojem teorii prawdopodobienstwa,
znacznie szybciej rosnie liczba modeli probabilistycznych biologii matematycz-
nej. Oprocz standardowych juz modeli opartych na metodach bayesowskich
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oraz tancuchach Markowa szeroko korzysta sie z procesow stochastycznych
typu dyfuzyjnego, procesow kawalkami deterministycznych, a nawet tzw. su-
perprocesow, czyli proceséw o wartoSciach w przestrzeni miar, wygodnych
w opisie zaawansowanych modeli dynamiki populacyjnej. Cze$¢ modeli wpro-
wadza sie, uzywajac stochastycznych rownan rézniczkowych, zaro6wno zwy-
czajnych, jak i czastkowych, a ich badanie wymaga uzycia wyrafinowanych
twierdzen granicznych i zaawansowanego aparatu analizy funkcjonalne;j.

1.2. Stochastyczny charakter zjawisk przyrodniczych

Jak wspomnieli$my, uzywanie metod teorii prawdopodobienstwa do opisu rze-
czywisto$ci budzito wiele kontrowersji, gtobwnie ze wzgledu na zbyt malo Scisty
charakter tej teorii, zwlaszcza w poczatkowym okresie jej rozwoju. Charak-
terystyczny jest tu zarzut Alberta Einsteina przeciwko mechanice kwantowej:
,B0Og nie gra w kosSci”. Wypowiedz ta jest o tyle zaskakujaca, ze prace Einsteina
przyczynily sie do wyjasnienia stochastycznej natury procesow dyfuzji.

Okazuje sie, ze nawet procesy calkowicie deterministyczne moga miec
przebiegi praktycznie nie do odr6znienia od proceséw losowych. Duza czes$¢
rozdziatu [l po$wiecona jest takim rozwazaniom. Przykladem sa tu ciagi liczb
zadane transformacja logistyczna

Xn+1 = 4xn(1—xy), n=12,...

(patrz rys.[.1). Latwo zauwazymy tu duza zalezno$¢ od warunku poczatkowego.
O ile obserwujac kolejne wartosci tych liczb, bylibySmy w stanie odtworzy¢
regute deterministyczna okreslajaca ten ciag, to obserwujac np. ciag

X0, X105 X205 X305, X405 X505 X605 « - - 5

trudno byloby nie tylko odtworzy¢ wzér na kolejne wyrazy ciagu, ale nawet
odro6znic ten ciag od wartoSci ciagu niezaleznych zmiennych losowych &, o tym
samym rozktadzie i o gestosci

Comdx(1—x)

Przyklad ten pokazuje, ze nawet proste i catkowicie deterministyczne procesy
staja sie losowe, jezeli w zbyt dlugich odstepach czasu dokonujemy ich obser-
wacji - wtedy opis probabilistyczny staje sie jak najbardziej uprawniony. Mozna
byloby odpowiedzie¢ Einsteinowi, ze moze i BOg nie gra w kosci, ale my czesto
nie jesteSmy w stanie ustali¢, czy proces jest losowy, czy deterministyczny.
Innym istotnym powodem wprowadzenia elementéw probabilistycznych
w modelach zjawisk o charakterze deterministycznym jest brak mozliwosci
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-

Rysunek I.1. Kolejne iteracje transformacji S(x) = 4x(1 — x), startujace z xo = 0,1 na
gornym rysunku i z xo = 0,12 na dolnym

w miare pelnego opisu deterministycznego. Jezeli na przebieg procesu wplywa
wiele r6znych czynnikow, to niektore z nich mozna uznac za nieprzewidywalne
i zastapi¢ zaburzeniem stochastycznym. Oznacza to, Zze w opisie oprocz czesci
deterministycznej powinniSmy uwzglednic jeszcze zaburzenie stochastyczne
(szum), ktore zastepuje nieznane nam sktadniki zjawiska. Problem dodawa-
nia szumu nie jest trywialny, zwlaszcza dla modeli opisanych rownaniami
rozniczkowymi. Rowniez gdy wyznaczamy warto$¢ mierzona w doSwiadcze-
niach eksperymentalnych, pojedynczy pomiar obarczony jest pewnym btedem
i zastosowanie metod probabilistycznych (gléwnie centralnego twierdzenia
granicznego) pozwala na dokladniejsze okreSlenie mierzonej wielkosci i osza-
cowanie btedu.

Prawie wszystkie procesy biologiczne mozna opisywac¢, uzywajac zarow-
noy modeli deterministycznych, jak i probabilistycznych (stochastycznych).
Gdy np. badamy zmienno$¢ w czasie niewielkiej populacji, wlasciwy wydaje
sie model probabilistyczny, bo zmiana liczby osobnikow zalezy od czynni-
kéw losowych, jak narodziny lub Smierc¢ osobnika. W takim modelu wielkos¢
populacji opisana jest przez proces stochastyczny, a wiec w tym wypadku
funkcje zalezna od czasu o warto$ciach w zbiorze liczb naturalnych z loso-
wymi skokami warto$ci w momentach narodzin i Smierci osobnikéw. Proces
taki nazywany jest procesem urodzin i Smierci. Konkretny przebieg proce-
su, a wiec gdy znamy momenty i typ skoku, nazywamy realizacjq procesu.
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Realizacja procesu nie jest wyznaczona jednoznacznie: momenty skoku, prze-
mieszczenie i rodzaj skoku sa wybierane losowo, a wiec funkcja ta zalezy
tez od nieznanego nam parametru losowego. Jezeli za$ zastapimy funkcje
losowa jej warto$cig oczekiwana, a wiec uSrednimy ja wzgledem parametru
losowego, otrzymamy model deterministyczny opisany przez ,zwykla” funkcje
czasu, ale o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych. Mozna
sie spierac o to, czy tak otrzymany model deterministyczny ma sens, bo co
to na przyklad znaczy, ze populacja liczy 157,63 osobnikow - ale takie po-
dejscie w modelowaniu jest jak najbardziej uprawnione. Na dodatek, te dwa
modele moga prowadzi¢ do pozornie r6znych wnioskéw biologicznych. Jezeli
np. zalozymy, ze wspotczynniki urodzen i Smierci sa takie same, to w mode-
Iu deterministycznym wielko$¢ populacji bedzie stata, natomiast w modelu
probabilistycznym bedzie podlegac¢ fluktuacjom, a prawie wszystkie realiza-
cje beda dazy¢ do zera, gdy czas zmierza do nieskonczonosci. Model pro-
babilistyczny sugeruje zatem wymieranie populacji, a deterministyczny jej
stabilizacje. Zauwazmy jeszcze, Ze model probabilistyczny dostarcza wiecej
informacji niz model deterministyczny, bo oprécz Sredniej wielkosci populacji
mozemy jeszcze podac rozklad wielkosci populacji w ustalonych momen-
tach czasu, a wiec prawdopodobienstwa, ze populacja liczy ustalona liczbe
osobnikow.

Dla duzej populacji punktem wyjscia moze by¢ model deterministyczny.
Zwykle operujemy wtedy wzgledna liczba osobnikow x (t). Niech N (t) bedzie
liczba osobnikéw w populacji w chwili t, a Ny pewna ustalona liczba naturalna
rzedu N (t). Wzgledna wielko$¢ populacji definiujemy wzorem x(t) = N(t)/No.
Mimo iz formalnie funkcja x (t) nie jest ciagta, zwykle mozna ja dobrze przy-
bliza¢ funkcjami rézniczkowalnymi; dlatego przyjmujemy, ze funkcja x(t) jest
rozniczkowalna oraz speiia réwnanie rézniczkowe postaci

(1.1 x'(t) = A(t, x(t))x(t).
Liczba A(t, x(t)), zwana wspolczynnikiem wzrostu, wyraza sie wzorem
(1.2) A(t,x(t)) = b(t,x(t)) —d(t,x(1)),

gdzie b i d nazywamy odpowiednio wspolczynnikiem urodzen i wspotczyn-
nikiem Smiertelnosci (lub Smierci, lub umieralnosci). Model ten r6zni sie od
wczesniejszego modelu deterministycznego jedynie skalowaniem wielkoSci po-
pulacji. Korzystajac z modelu deterministycznego, opisanego roéwnaniem roz-
niczkowym (L.I), mozemy budowa¢ model probabilistyczny, dodajac element
losowosci, np. przyjmujac, ze wspolczynnik wzrostu nie jest $cisle okreSlony
dla ustalonych t i x, ale jest modyfikowany przez zaburzenie stochastyczne.
W ten sposo6b otrzymamy model probabilistyczny opisany za pomoca rOwnania
stochastycznego (np. typu It6).
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Inny sposéb otrzymania modelu wzrostu duzej populacji polega na tym,
Ze rozpatrujemy ciag proceséw urodzin i Smierci, w ktéorym zmieniamy skok
dla n-tego procesu przy pojedynczym zdarzeniu (urodzeniu lub $mierci) np.
na 1/n i odpowiednio modyfikujemy wspoélczynniki urodzen i Smiertelnosci.
Nastepnie znajdujemy proces graniczny, gdy n — co. W wyniku tej operacii,
w zalezno$ci od skalowania, proces graniczny moze by¢ np. funkcja determini-
styczna opisana rownaniem (1.I), ale moze tez by¢ procesem stochastycznym.
Widzimy wiec, ze praktycznie to samo zagadnienie moze by¢ modelowane
na wiele sposobéw, zaréwno deterministycznie, jak i stochastycznie, a uzycie
narzedzi probabilistycznych prowadzi do ciekawych interakcji miedzy réznymi
modelami.

1.3. Zasady modelowania probabilistycznego w biologii

Podstawy modelowania matematycznego sa takie same dla modeli determi-
nistycznych i probabilistycznych; omoéwiliSmy je w [324]. Przypomnijmy, Ze
modelowanie to proces wieloetapowy, obejmujacy sformutowanie przestanek
biologicznych za pomoca modelu matematycznego, nastepnie zbadanie jego
wlasnosci i biologiczna interpretacje wynikéw, a na koniec weryfikacje poprzez
porownanie wynikow z danymi empirycznymi i ewentualna korekte modelu.
W modelu nalezy uwzglednic¢ te elementy, ktére maja istotny wplyw na prze-
bieg opisywanego zjawiska. Dobry model powinien dawac¢ jasno sformulowane
wnioski, tak aby mozna bylo je analizowac¢. Zwykle rozpatrujemy zestaw mo-
deli opisujacych dane zjawisko, od najprostszych (z angielskiego zwanych toy
models) do modeli ztozonych, uwzgledniajacych wszystkie znane nam istotne
czynniki. W tej ksiazce zajmujemy sie gléwnie tzw. modelami modutowymi,
ktére przedstawiaja pewne elementy proceséw przyrodniczych i moga stuzyc¢
do budowy modeli ztozonych, w pelni opisujacych dane zjawisko.

Modele probabilistyczne pojawiaja sie w sposob naturalny w opisie wielu
zagadnien biologicznych i medycznych. Na przyklad badanie skutecznoSci
lekarstw lub testow medycznych wymaga uzycia narzedzi statystycznych lub
co najmniej prostych metod bayesowskich, a wiekszo$¢ zagadnien z genety-
ki lub biologii molekularnej mozna dobrze modelowac, uzywajac tancuchow
Markowa lub bardziej skomplikowanych proceséw stochastycznych. Gdy mo-
del deterministyczny stabo oddaje rzeczywisty proces, czesto zastepujemy
go wersja probabilistyczna, dodajac zaburzenie stochastyczne. W takiej sy-
tuacji najlepiej jest, gdy samo zaburzenie jest wyprowadzone z przestanek
biologicznych. Dopuszczalna jest rowniez prosta modyfikacja modelu przez
sztuczne wprowadzenie szumu, takie postepowanie wymaga jednak pewnej
ostrozno$ci i zrozumienia natury zaburzenia, aby nie popemi¢ prostych bltedow
dyskwalifikujacych model, np. prowadzacych do ujemnej wielko$ci populacji.
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2. Przestrzen zdarzen i prawdopodobienstwo
warunkowe

2.1. Przestrzen probabilistyczna

Rozpoczniemy od formalnej definicji przestrzeni probabilistycznej, a nastepnie
przedstawimy pewne interpretacje wprowadzonych pojec.

Przestrzeniq probabilistyczng nazywamy trojke (Q, >, P) zlozona ze zbio-
ru Q zwanego zbiorem zdarzen elementarnych lub przestrzeniq probek,
o-algebry 2, ktorej elementy nazywamy zdarzeniami, i miary probabilistycznej
P: = — [0, 1], zwanej krotko prawdopodobieristwem. Przypominamy, ze zbior
> ¢ 292 nazywamy o -algebrq (lub o-ciatem), jezeli spelnia nastepujace warunki:

(i) 9 ez,
(ii) jezeli A€ X, t0 X\ A €3,

(iii) dla dowolnych zbioréow A, € 3, n > 1, mamy U,,_, A, € 3.

Z warunkow (i)-(iii) wynika, ze dla dowolnych zbiorow A, € X, n = 1, mamy
ﬂﬁ;l Ay, € 2. Funkcje p: 2 — [0, o] spelniajaca warunki

@ p(@) =0,

(i) p(Un=1An) = Xn-1 H(Ap), jesli Ay, € Sdlan > 0oraz A;nAj = @ dla
i#j,

nazywamy miarq. Miare P nazywamy miarq probabilistyczng, jesli P(Q) = 1.
Przyjmujemy oznaczenie A" = Q \ A. Wtedy P(A") =1 —P(A).

Pojecie zdarzenia elementarnego jest pojeciem pierwotnym i nie definiuje-
my go. Zwykle przestrzen probabilistyczna zwigzana jest z pewnym do$wiad-
czeniem losowym (wykonanym lub wymysSlonym). Czesto przyjmuje sie, Ze
zbior zdarzen elementarnych sklada sie ze wszystkich mozliwych wynikow
eksperymentu lub obserwacji [40]. Tak przyjeta definicja dobrze odpowiada
eksperymentom losowym, ale tez moglaby zbyt mocno narzucac¢ wybor zbio-
ru Q. Na przyklad przy n-krotnym rzucie moneta, gdy interesuje nas liczba
uzyskanych ,ortow”, automatycznie przestrzenia bylby zbior {0, 1,...,n}, ale
nic nie stoi na przeszkodzie, aby przyjac, ze Q jest zbiorem wszystkich ciagow
n-elementowych ,ortow” i ,reszek”. W praktyce mozemy swobodnie badac¢
eksperymenty losowe, uzywajac teorii prawdopodobienstwa, bez znajomosci
zbioru zdarzen elementarnych. Do definicji konkretnego zdarzenia niepotrzeb-
na jest zwykle znajomos$¢ zbioru zdarzen elementarnych, z ktérych sie sktada;
wystarczy podac, jakich wynikéw eksperymentu zdarzenie to dotyczy.
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Intuicyjnie prawdopodobienstwo zdarzenia odpowiada czesto$ci wystepo-
wania tego zdarzenia w eksperymencie losowym. Okreslenie prawdopodobien-
stwa ustalonego zdarzenia moze polegac na tym, ze wielokrotnie wykonujemy
doswiadczenie i sprawdzamy, jak czesto dane zdarzenie sie pojawilo; wtedy
przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo zdarzenia jest rowne czesto$ci jego
wystepowania. Zwykle jednak nie trzeba wykonywa¢ zadnych doswiadczen
losowych, aby zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo zdarzenia. Tak jest dla poje-
dynczego rzutu kostka, gdzie przyjmujemy, ze kazdy z wynikéw jest jednako-
wo prawdopodobny i pojawia sie z prawdopodobienstwem 1/6. Prawdopodo-
bienstwa bardziej skomplikowanych zdarzen, dotyczacych np. kilkukrotnych
rzutoéw kostka, obliczamy juz, opierajac sie na tym zalozeniu i uzywajac metod
probabilistycznych.

Celem klasycznej teorii prawdopodobienstwa bylo wyznaczenie prawdo-
podobienstw pewnych zdarzen na podstawie znajomosci prawdopodobienstw
innych zdarzen [272]; podstawowe problemy zastosowan teorii prawdopodo-
bienstwa dotycza tego typu zagadnien. Wazna role w badaniu takich zagadnien
odgrywa pojecie prawdopodobienstwa warunkowego i zwiazany z nim wzor na
prawdopodobienstwo calkowite i reguta Bayesa.

2.2. Prawdopodobienstwo warunkowe i niezaleznoSc
zdarzen

Niech (Q, 3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech A i B beda zdarze-
niami losowymi, przy czym P(A) > 0. Wyrazenie

P(A N B)

(2.1) P(BIA) = P(A)

nazywamy prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia B pod warunkiem A.
Korzystajac z definicji prawdopodobienstwa warunkowego, mozna wyka-
zac, ze dla dowolnych zdarzen Ay,..., A, spelniajacych nierownos¢

P(Ain---NnA,_1)>0

zachodzi wzor multiplikatywny

(2.2) P(Ai1nA>n---NAy)
=P(A1) P(A2|A1) P(A3]A1 N Ap) - - - P(AplA1 N - - - N Ap1).

Niech A;, Ay, ... bedzie skonczonym lub nieskonczonym ciagiem zdarzen
parami roztacznych (tj. A; N Aj = @ dla i # j), ktorych suma jest cata prze-
strzen, a B niech bedzie dowolnym zdarzeniem. Wtedy zachodzi wzor na
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prawdopodobienstwo catkowite

(2.3) P(B) = > P(B|A;) P(A;).

1

Sumowanie ; jest po wszystkich mozliwych i, dla ktérych P(A;) > 0.
Niech C bedzie dowolnym zdarzeniem. Zakltadamy, ze P(B) > 0 oraz
P(C) > 0. Wtedy spelmiona jest reguta Bayesa

P(B|C)P(C)
> iP(BIA;)) P(A;)

(2.4) P(C|B) =
Aby to udowodni¢, korzystamy dwukrotnie ze wzoru na prawdopodobienstwo
warunkowe oraz ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

P(BNC)  P(BIC)P(C)
P(B)  X;P(BIA)P(A))’

P(C|B) =

W szczegoélnosci dla dowolnego k mamy

P(B|Ag) P(Ax)  P(B|Ag) P(Ag)

(2.5) P(Ak|B) = P(B) ~ SiP(BIA)P(A)’

Wzo6r ten pozwala na wyznaczenie ,odwrotnego” prawdopodobienstwa warun-
kowego i czesto wystepuje we wnioskowaniu statystycznym.

Jednym z kluczowych pojec teorii prawdopodobienstwa jest niezaleznosc
(zdarzen, o-algebr, zmiennych losowych, proceséow stochastycznych). Mowimy,
ze zdarzenia A i B sa niezalezne, jezeli P(A N B) = P(A) P(B).

Zauwazmy, ze jezeli zdarzenia A i B maja prawdopodobienstwa dodatnie,
to warunek ten jest rownowazny warunkowi P(A|B) = P(A) (lub P(B|A) = P(B)).
Niezalezno$¢ zdarzen oznacza wiec, ze zajScie zdarzenia B nie wplywa na
prawdopodobienstwo zdarzenia A i na odwro6t.

Niech {Ax}aca bedzie dowolnym zbiorem zdarzen. Méwimy, ze zbior
{Axr}aca jest zbiorem zdarzen niezaleznych, jezeli dla dowolnego skonczonego
ciagu indekséw Aq,..., A, mamy

(2.6) P(A)\l n--- ﬂA)\n) = P(A;\l) e P(AAn).

Warto wspomnie¢, ze trzy zdarzenia moga by¢ parami niezalezne, ale nie
spelnia¢ warunku (2.6).

Uwaga L.1. Pojecie prawdopodobienstwa warunkowego i niezalezno$ci zdarzen
mozna interpretowa¢ w nastepujacy sposob. Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenia
probabilistyczna i niech A bedzie zdarzeniem losowym, przy czym P(A) > 0.
Mozemy teraz wprowadzi¢ nowa przestrzen probabilistyczna (A,X4,P,), ktéra
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jest ,,obcieciem” wyjSciowej przestrzeni do zbioru A, gdzie >4 = {AnB: B € X}

oraz
P(ANB)

P(A)

W mianowniku pojawito sie P(A), aby nowa przestrzen byla probabilistyczna, tj.
P4(A) = 1. Stad prawdopodobienstwo warunkowe P(B|A) wynosi P4 (ANB), jest
wiec prawdopodobienstwem zdarzenia B obcietego do przestrzeni (A,34,P4).
Zdarzenia A i B sa niezalezne, jezeli obciecie zdarzenia B do przestrzeni
(A, 34,P4) nie zmienia jego prawdopodobienstwa.

Po(ANB) =

2.3. Czynniki i dane demograficzne

W analizie r6znorodnych zagadnien demograficznych, medycznych i biologicz-
nych bedziemy sie starali postugiwa¢ danymi rzeczywistymi, tak aby czytelnik
mogt sie przekonac¢ o uzytecznos$ci metod matematycznych w tych naukach.
Wspolcze$nie dane takie sa zwykle dostepne w internecie, ale bardzo czesto
sq one albo czastkowe, albo juz tak przetworzone, ze trudno z nich bezpo-
Srednio skorzystac. Ré6wniez w takich razach bedziemy sie starali tak dobiera¢
hipotetyczne dane w analizowanych problemach, aby byly bliskie danym rze-
czywistym.

Stosunkowo tatwo mozna znaleZ¢ rozmaite dane dotyczace demografii;
na przyklad Gléwny Urzad Statystyczny publikuje obszerny Rocznik demo-
graficzny [133], z ktorego korzystaliSmy. Cze$¢ danych pochodzi ze strony
internetowej GUS: http://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ludnosc/ludnosc/
ludnosc-piramida/. Dane dotyczace urodzen i zgonéw sa wystarczajaco doklad-
ne i obszerne. Wsrod czynnikéw wplywajacych bezposrednio na demografie
jest rowniez migracja ludnoSci, a wiec emigracja i imigracja. Dane dotyczace
migracji sa rowniez dostepne w Roczniku demograficznym, ale z jednej strony
moga by¢ obarczone bledem ze wzgledu na niejasny status emigrantéw i imi-
grantow (czy np. pobyt za granica jest staly, czy czasowy), a co wazniejsze,
trudno jest prognozowac wielkos¢ migracji, ktéra zalezy od wielu czynnikéw
wewnetrznych i zewnetrznych.

Ponizej zebraliSmy podstawowe dane demograficzne dotyczace Polski
w roku 2015. Poré6wnujemy réwniez niektére wskazniki demograficzne z lat
19901 2015. Do porownania wybraliSmy rok 1990 ze wzgledu na dostepnos¢
danych, a réwniez dlatego, ze 25 lat odpowiada w przyblizeniu réZznicy miedzy
kolejnymi pokoleniami, a wiec np. wyze i nize demograficzne wystepuja w tych
samych grupach wiekowych.

W tabeli przedstawiona jest struktura wiekowa ludnos$ci Polski (obu
plci tacznie) na dzien 31 grudnia 2015 r., Smiertelno$¢ w poszczeg6dlnych prze-
dziatlach wieku oraz iloraz wspotczynnikéw Smiertelnosci mezczyzn i kobiet.
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w 0-4 5-9 | 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29
L | 1891,6 | 20656 | 1797,3 | 1977,7 | 2411,3 | 2832,5
P 4,92 537 | 4,68 | 515 | 627 | 737
Z | 400/17* 9 13 39 59 65

1| 1,22/127 | 1,11 | 145 | 262 | 409 | 461
W | 30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-49 | 50-54 | 55-59
L | 32455 | 3102,8 | 2730,6 | 2334,0 | 2408,3 | 2837,1
P 8,44 807 | 710 | 607 | 627 | 738
z 85 130 206 352 581 918
I 3,8 3,23 | 286 | 2,72 | 264 2,5
W | 60-64 | 65-69 | 70-74 | 75-79 | 80-84 | 85+
L | 27265 | 2161,8 | 1208,2 | 1139,3 | 862,7 | 704,4
P 7,09 562 | 3,14 | 296 | 224 | 1,83
Z | 1384 1960 | 2790 | 4249 | 7210 | 15400
I 2,37 2,28 2,1 1,85 | 1,53 | 1,18

Tabela I.1. Struktura wiekowa ludnosci Polski w roku 2015. Oznaczenia: W - przedziat
wieku, L - liczba mieszkancéw w tysiacach, P - udzial procentowy w calej populacji,
Z - liczba zgonow na 100 tys. ludnosSci (obu plci) w danej grupie wiekowej, I - ilo-
raz wspolczynnikow $miertelno$ci mezczyzn i kobiet. *Dane dotyczace SmiertelnoSci
w przedziale wieku 0-4 zostaly podzielone na pierwszy rok zycia (400 zgonow w pierw-
szym roku zycia na 100 tys. urodzen zywych) oraz na wiek 1-4 (17 zgon6éw na 100 tys.
dzieci w tej grupie wiekowej).

Zgodnie z danymi GUS liczba ludnosSci wynosita ogétem 38 mln 437 tys. W roku
2015 urodzito sie 362,1 tys. dzieci, co stanowito 0,94% calej populacji, a zmarto
394,9 tys. 0s0Ob (1,03%).

Podajac dane dotyczace wielu chorob wystepujacych gtéwnie u osob star-
szych, bedziemy czesto dzieli¢ cala populacje na trzy przedzialy wieku: osoby
w wieku 0-44, 45-64 i 65+. W poszczegdblnych przedziatach byto: 22 mln 55 tys.
0s0b (57% populacji), 10 min 306 tys. (27%) i 6 mln 76 tys. (16%).

Rysunek [I.2| przedstawia wykres rozkladu wiekowego ludno$ci Polski (bez
podziahu na ple¢) wedlug stanu na dzien 31 grudnia 2015 r. Rozklad wieku
mial trzy wyrazne maksima lokalne, charakterystyczne dla rocznikow wy-
zu demograficznego. Maksima osiagane sa dla osob w wieku 32 lat (urodzo-
nych w roku 1983) - 675 tys. (1,8% populacji); w wieku 58 lat (urodzonych
w roku 1957) - 586 tys. (1,5%) i w wieku 6 lat (urodzonych w roku 2009) -
433 tys. (1,1%). Minima lokalne wystepuja w wieku 12 lat (urodzonych w ro-
ku 2003) - 351 tys. (0,9%) i w wieku 48 lat (urodzonych w roku 1967) -
456 tys. (1,2%).
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Rysunek 1.2. Rozklad wieku ludnosci Polski w roku 2015. W oznacza wiek w latach,
a L liczbe ludno$ci w danym wieku.
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Rysunek 1.3. Rozklad wieku ludnosci Polski w roku 1990

Jak zmienila sie struktura wiekowa, mozna zaobserwowac, poroéwnujac roz-
klady z lat 1990 i 2015. Rozklad z roku 1990 przedstawiony jest na rysunku 3]
Catkowita liczba ludnos$ci w tym roku wynosita 38 mln 144 tys. i byla zblizona
do tej z roku 2015. Maksima lokalne byly w wieku 7 lat - 699 tys., 35 lat -
675 tys. i 60 lat - 409 tys., a minima w wieku 23 lat - 481 tys., 48 lat - 338 tys.
i 73 lat - 130 tys. Jezeli pominiemy fluktuacje zwiazane z wystepowaniem
cyklu demograficznego poprzez usrednienie rozkladu na dostatecznie dlugich
przedziatach, to liczebnos$¢ kolejnych grup wiekowych maleje liniowo, podczas
gdy w rozkladzie z roku 2015 dominuje ludno$¢ w wieku 25-65 lat.
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Do 59. roku zycia wystepuja niewielkie ro6znice w liczbie kobiet i mezczyzn.
Dokladniej méwiac, do 41. roku zycia jest 51% mezczyzn, potem do 51. roku
zycia mamy réwnowage, a nastepnie proporcje sie odwracaja. W wieku 60 lat
mamy 47% mezczyzn, w wieku 70 lat 43%, 75 lat 39%, 80 lat 35%, 85 lat 31%
i 90 lat tylko 25%. Dane dotyczace proporcji pici sa dos¢ wazne, pokazuja
bowiem istotne r6znice w Smiertelno$ci kobiet i mezczyzn. Wykres na rysun-
ku ilustruje, jak zmienia sie stosunek liczby mezczyzn do liczby kobiet
w zaleznosci od wieku, wedlug danych z roku 2015.
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Rysunek 1.4. Proporcje ptci w zaleznos$ci od wieku

W prognozowaniu demograficznym wazna role odgrywa wspolczynnik
Smiertelnosci d, wyrazony ilorazem liczby os6b zmartych w danym roku do
lacznej liczby os6b w danej populacji na poczatku roku. Wspo6tczynnik ten
mozna obliczy¢ na podstawie liczby zgonéw na 100 tys. ludnoSci w danej
grupie wiekowej (patrz tabela[l.I). Wykres na rysunku[L.5| przedstawia zalezno$¢
wspolczynnika $Smiertelnosci od wieku. Wspélczynnik $miertelnosci ro$nie
w przyblizeniu w tempie wykladniczym, dlatego dla ilustracji tej zaleznoSci
przyjeliSmy skale logarytmiczna na osi Od. Na rysunku ograniczyliSmy
sie do przedzialu wiekowego 0-87 lat, warto jednak dodac, ze tendencja do
wzrostu wykladniczego d utrzymuje sie rOwniez powyzej tego wiekuE] Na
przykiad w wieku 96 lat wspotczynnik ten wynosi okoto 0,25, a dla ogétu osob
w wieku 100 lat i wiecej - okoto 0,44.

Iwykresy wykonano zgodnie z danymi dostepnymi w tabeli 1 w nastepujacy sposob.
Dane przedstawiaja $rednia $Smiertelno$¢ w przedziatach wieku dlugosci 5 lat. Np.
w przedziale wieku 35-39 mamy 130 zgonéw w ciagu roku na 100 tys. osob. Jako
wspoélrzedna x bierzemy Srodek przedziatu, wiec x = 37, a jako wspélrzedna y bierze-
my ¥ =1In130, bo na osi Oy jest skala logarytmiczna. Tak otrzymane punkty laczymy
krzywa, wykorzystujac krzywe Béziera trzeciego stopnia i korzystajac z programu do
produkcji czcionek METAFONT.



26 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

1074

. . . . . . . . —
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 W

Rysunek L.5. Zalezno$¢ wspoétczynnika $miertelnosci d od wieku

Wspblczynniki Smiertelnosci kobiet i mezczyzn r6znia sie istotnie. W ta-
beli[l.1|podany jest iloraz wspotczynnikéw Smiertelnosci mezczyzn i kobiet dla
roznych przedzialow wieku. W przedziale wieku 15-74 umiera ponad dwa razy
wiecej mezczyzn niz kobiet, a w przedziale 20-34 az czterokrotnie wiecej. Czy-
telnik moze by¢ zdziwiony, dlaczego w takim razie udzialy procentowe kobiet
i mezczyzn w populacji zmieniaja sie w niewielkim stopniu az do pie¢dziesia-
tego roku zycia. Wiaze sie to z faktem, ze w Swietle aktualnych danych sredni
wspolczynnik SmiertelnosSci w przedziale wieku 1-50 wynosi w przybliZzeniu
1073, co oznacza, ze okoto 95% 0sob dozywa wieku 50 lat, a wiec wplyw $mier-
telnoS$ci na zmiane proporcji obu plci w tym przedziale wieku nie jest istotny.

W tabeli poréwnano liczbe zgonow w latach 1990 i 2015 w r6znych
przedziatach wieku. Widzimy wyrazna tendencje do zmniejszenia sie wspot-

w 0-4 5-9 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29
2015 | 400/17 9 13 39 59 65
1990 | 1934/59 27 29 69 104 119

w 30-34 35-39 | 40-44 | 45-49 | 50-54 | 55-59
2015 85 130 206 352 581 918
1990 174 259 398 620 928 1395

w 60-64 65-69 | 70-74 | 75-79 | 80-84 85+
2015 1384 1960 2790 | 4249 7210 | 15400
1990 2044 2981 4468 7282 | 11704 | 20155

Tabela I.2. Liczba zgonéw na 100 tys. ludno$ci (obu pitci) w latach 19901 2015 w r6z-
nych przedzialach wieku
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czynnika $miertelno$ci we wszystkich przedziatach. Podobnie jak w roku 2015,
wspolczynnik Smiertelnos$ci w roku 1990 rosnie w tempie zblizonym do wy-
kladniczego, ale jego wartoSci sa przesuniete w czasie 6-7 lat (np. w roku
1990 wspotczynnik Smiertelno$ci dla wieku 40 lat miat zblizona wartos$¢ do tej
w roku 2015 dla wieku 47 lat). Poréwnujac ilorazy wspoélczynnika Smiertelnos$ci
mezczyzn i kobiet w roznych przedziatach wieku w latach 1990 i 2015, mozna
zauwazy¢ pewne fluktuacje losowe, ale bez wyraznej tendencji.

Uwaga L.2 (Superstulatkowie - maksymalna dlugos$¢ zycia cztowieka). Jak juz
wspomnieliSmy, wyznaczony przez nas wspotczynnik $miertelno$ci wynosit
0,25 w wieku 96 lat, a dla og6étu os6b w wieku 100 lat i wiecej - okoto 0,44.
Nasuwaja sie dwa pytania: jak bedzie sie zmienial wspoélczynnik $miertelnosci
dla os6b powyzej stu lat i czy istnieje granica dlugosci zycia czlowieka? Dozycie
wieku 100 lat nie jest juz czym$ wyjatkowym. W Polsce, kraju stosunkowo
mlodym demograficznie, mamy okoto 3,5 tys. oséb, ktore ukonczyly 100 lat.
Wedlug danych ONZ aktualnie na Swiecie zyje 573 tys. stulatkow, z czego tylko
w USA 97 tys. i w Japonii 79 tys. (1 osoba na 2 tys. mieszkancow Japonii).
Gerontolodzy szacuja, ze tzw. superstulatkow, a wiec osob, ktére maja 110 lat
i wiecej, zyje na Swiecie od 300 do 450, jest to wiec bardzo nieliczna grupa
wsrod stulatkow. Nie ma udokumentowanego przypadku osoby, ktora zylaby
dhuzej niz biblijne 120 lat.

Ze wzgledu na to, ze grupa superstulatkow jest stosunkowo nieliczna,
wyznaczenie w peli wiarygodnego wspotczynnika Smiertelno$ci w tej grupie
wiekowej jest niemozliwe, cho¢ pewne szacunkowe warto$ci mozna podac
[28 [132]. Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze do obliczenia wspotczynnika $mier-
telnoSci uzywaliSmy modelu z czasem dyskretnym, a wiec d méwi nam, jaka
czeSt osob w danym wieku zmarta w ciggu roku. Czesto wspoétczynnik $miertel-
nos$ci u definiujemy na podstawie modelu z czasem ciaglym, przyjmujac, ze
wielko$¢ populacji maleje wedlug wzoru x’ = —pux; jesli wiec wspotczynnik u
jest staly, tod = 1 — e # jest prawdopodobienstwem Smierci w ciagu jednego
roku, a 1/u to oczekiwana Srednia dlugosc zycia. Dla stulatkéw wspotczynniki d
i u sa stosunkowo duze i nie obowiazuje tu wzoér przyblizony u =~ d, dlatego nie
mozna ich uzywac wymiennie. Wedlug r6znych szacunkow od 0,15% do 0,25%
stulatkow dozywa wieku 110 lat, co odpowiada wspotczynnikom $miertelnos$ci
u=0,62id =0,45.

W przedziale wieku 30-90 oba wspotczynniki rosna wraz z wiekiem w przy-
blizeniu wyktadniczo. OczywiScie wspotczynnik d nie moze przekroczy¢ warto-
$ci 1, ale nieograniczony wzrost wspotczynnika u jest teoretycznie mozliwy.
W pracy [28], na podstawie analizy danych dotyczacych dos¢ duzej grupy
stulatkéw, stwierdzono, ze wspotczynnik gy ma wzrost ograniczony. Méwimy
wtedy o zjawisku wyplaszczenia Smiertelnosci (ang. mortality plateau). Taka
graniczna warto$¢ p wynosi okoto 0,65 i jest osiagana w wieku 105 lat. Zgodnie



28 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

z otrzymanymi wynikami, szansa przezycia przez superstulatka kolejnych
10 lat wynosi 0,15%. Jezeli teoria ta sie potwierdzi, to biorac pod uwage, ze
liczba stulatkéw i superstulatkéw rosnie, mozemy sie spodziewac, iz granica
wieku 120 lat zostanie przekroczona, cho¢ przekroczenie wieku 130 lat jest
zupelnie nieprawdopodobne.

Drugim obok S$miertelnos$ci waznym czynnikiem demograficznym jest
dynamika urodzen. Wykres na rysunku [I.6| przedstawia, jak zmieniala sie liczba
dzieci urodzonych w latach 1946-2015. Kolejne lokalne maksima urodzen
(odpowiadajace wyzom demograficznym) byly w latach 1955 - 793,8 tys., 1983 -
723,6 tys. i 2009 - 417,6 tys., a minima lokalne w latach 1967 - 521,8 tys.
i 2003 - 351,1 tys. Liczba dzieci urodzonych w danym okresie zalezy od
struktury wiekowej populacji i dzietnosci kobiet.
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Rysunek 1.6. Urodzenia zywe w latach 1946-2015, gdzie R oznacza rok, a U liczbe
dzieci urodzonych w danym roku

O ile strukture wiekowa populacji, a w szczegoélnosci liczbe kobiet w wieku
rozrodczym i rozklad ich wieku, mozna dos$¢ dokladnie przewidywac na wie-
le lat naprzo6d, to trudno jest okresli¢, jakie beda tendencje dotyczace liczby
dzieci i rozkladu urodzen wedlug wieku matki. W tabeli [.3| poréwnaliSmy dane
dotyczace urodzen w latach 1990 i 2015. Podana jest w niej liczba urodzen
zywych w zalezno$ci od grupy wiekowej i ich procentowy udziat w poszcze-
golnych przedzialach oraz $rednia liczba matek noworodkéw na tysiac kobiet
w danej grupie wiekowej - 103b. Wspotczynnik b nazywamy wspdtczynnikiem
urodzen i oznacza on iloraz liczby matek noworodkéw do ogolnej liczby kobiet
w danej grupie. Nalezy jeszcze wspomniec¢, ze mozemy definiowac inne wspo6l-
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Ogotem -19 20-24 25-29 30-34 | 35-39 | 40-44 45+

1990 || 547720 || 44074 | 199575 | 160520 | 95052 | 39847 | 8374 278
% 100 8,047 | 36,437 | 29,307 | 17,354 | 7,275 | 1,529 | 0,051
10%b 31,73 | 166,04 | 122,07 | 58,97 24,40 | 6,26 0,31

2015 || 369308 || 12030 | 57107 | 123994 | 119140 | 47972 | 8725 340
% 100 3,256 | 15,463 | 33,574 | 32,260 | 12,990 | 2,363 | 0,0921
103b 12,48 | 48,30 89,06 74,45 31,31 6,45 0,29

Tabela I.3. Urodzenia zywe wg wieku matki w latach 1990 i 2015 w r6znych przedzia-
tach wieku

czynniki urodzen, np. iloraz liczby noworodkéw dziewczynek do liczby kobiet
Iub iloraz liczby noworodkéw do liczby kobiet i mezczyzn w danej grupie.
Zakladajac, ze kobiety stanowia okolo 49% populacji os6b w wieku ponizej
45 lat, przyjmujemy, ze te dwa ostatnie wspoélczynniki urodzen wynosza 0,49b.
Jezeli populacja podzielona jest na n grup, a w danej grupie i liczba kobiet
wynosi K;, liczba ludnosci L;, a wspo6lczynnik urodzen b;, to laczna liczbe
dzieci urodzonych w danym roku znajdujemy ze wzoru

(2.7) Z

0,49L;Db;.

[\/]s

i=1

Wykres na rysunku [[.7] przedstawia zalezno$¢ urodzen w liczbach bez-
wzglednych od wieku matki. Dane pochodza z roku 2015. Najwieksza liczbe
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Rysunek I.7. Urodzenia wedlug wieku matki w roku 2015: W - wiek matki, D - liczba
dzieci w tysiacach
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urodzen (29 tys.) odnotowano dla kobiet w wieku 30 lat. Zalezno$¢ wspotczyn-
nika urodzen od wieku matki przedstawiona jest na rysunku Wspotczynnik
urodzen mial najwieksza warto$¢ dla kobiet w wieku 29 lat i wynosit 0,0975.
Poréwnujac dane z tabeli[l.3] mozemy zauwazy¢, Ze nastapita istotna zmiana
w rozkladzie wieku matek w ciggu ostatnich 25 lat. Najwiecej urodzen w ro-
ku 1990 przypadato na matki w wieku 24 lat, podczas gdy w roku 2015 -
na matki w wieku 30 lat, a najwiekszy wspotczynnik urodzen miaty kobiety
29-letnie.

b A
0,1

0,08 /\

0,06 / \
004 / \

0,02 / \

15 20 25 30 35 40 45 W

Rysunek 1.8. Wspotczynnik urodzen wedhug wieku matki w roku 2015; W - wiek matki,
b - wspolczynnik urodzen

Waznym wskaznikiem demograficznym jest dzietnosc kobiet - definiowana
jako przecietna liczba dzieci, ktére urodzitaby kobieta w ciagu calego okresu
rozrodczego (wiek 15-49 lat) przy zalozeniu, ze w poszczegoélnych fazach tego
okresu rodzilaby z intensywnos$cia obserwowana wsrod kobiet w badanym
roku. Zwykle przyjmuje sie, Ze do utrzymania populacji na stalym poziomie
dzietno$¢ powinna wynosic¢ 2,1, a wiec nieco przekraczac 2, poniewaz kobiety
stanowia okoto 49% os6b w wieku do 49 lat, a trzeba tez uwzglednic¢ Smiertel-
nosc¢ dziewczynek w wieku do 14 lat. Dzietno$¢ mozemy stosunkowo tatwo
wyznaczy¢, korzystajac z rozkladu wspélczynnika urodzen (patrz tabela
i rys. [L.8). Jezeli populacja podzielona jest na n przedziatow wieku, a prze-
dzial i obejmuje t; rocznikow kobiet o Srednim wspotczynniku urodzen b;, to
wspolczynnik dzietnosci wynosi

n
(2.8) Wa = > tib;.
i=1
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W roku 1990 dzietno$¢ wynosita 1,991, a w roku 2015 tylko 1,289. Dla poréwna-
nia, w latach piecdziesiatych dzietno$¢ byta w przedziale 3,6-3,7, w roku 1965
wynosita 2,5, w latach siedemdziesiatych na poziomie 2,2-2,3, w roku 1983
osiagnela lokalne maksimum 2,416 i od tego roku systematycznie spadata az
do najnizszego poziomu 1,222 w roku 2003. W nastepnych latach utrzymywata
sie Srednio na poziomie 1,3, osiagajac maksimum lokalne 1,398 w roku 2009.
Wykres na rysunku [.9 przedstawia, jak zmieniala sie dzietnos¢ kobiet w latach
1950-2015.

W4 A
3 X
\
e
2 \
\\_/\\,_
1
e >

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 R

Rysunek 1.9. Dzietno$¢ kobiet w latach 1950-2015, gdzie R oznacza rok, a W; wspot-
czynnik dzietnosci

Ostatnim elementem decydujacym o strukturze demograficznej jest mi-
gracja. Jak juz wspomnieliSmy, wielko$¢ migracji zalezy od wielu czynnikow
wewnetrznych i zewnetrznych. Z demograficznego punktu widzenia najistot-
niejszym wskaznikiem jest saldo migracji, wyrazone réznica w liczbach bez-
wzglednych miedzy imigracja i emigracja. Wykres na rysunku przedstawia
bilans migracji na pobyt staly w latach 1990-2014. W calym rozwazanym okre-
sie saldo migracji bylo ujemne i cechowato sie duza zmiennoscia. Najwiekszy
ubytek ludnosci Polski z tego powodu odnotowano w roku 2006 - 36 tys., a naj-
mniejszy w latach 2009-2011 - Srednio 2,5 tys. na rok. W latach 1990-2014
wyemigrowato 603 tys. oséb, imigrowato 243 tys., saldo migracji wynosito wiec
—360 tys.

W badaniach struktury wiekowej populacji i w jej prognozowaniu istotne
sa dane dotyczace wieku i pici emigrantéow i imigrantow. W tabeli [.4| przedsta-
wiamy dane dotyczace roku 2014. Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze w pewnych
przedziatach wieku czynniki migracyjne maja wiekszy wplyw na zmiane liczeb-
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Rysunek 1.10. Saldo migracji w latach 1990-2014, gdzie R oznacza rok, a S, saldo
migracji w tysiacach

Imigracja Emigracja

Lacznie M K Lacznie M K

Ogoélem || 12330 | 6777 | 5553 28080 | 13803 | 14277
0-4 3783 1926 | 1857 1290 647 643
5-9 759 380 379 1946 1028 918
10-14 287 140 147 1531 771 760
15-19 394 207 187 1876 1243 633
20-24 537 279 258 1834 1005 829

25-29 1081 710 371 3090 1445 1645
30-34 1322 848 474 4300 1936 2364

35-39 933 588 345 3559 1654 1905
40-44 611 371 240 2450 1185 1265
45-49 482 273 209 1632 792 840
50-54 490 238 252 1382 646 736

55-59 492 250 242 1223 590 633
60-64 518 238 280 921 452 469
65-69 338 199 139 423 192 231

70+ 303 130 173 623 217 406

Tabela I.4. Migracja w roku 2014 z podzialem na imigracje, emigracje i r6zne grupy
wiekowe

nosci tych grup niz Smiertelno$¢. Na przykilad w grupie wiekowej 25-29 lat
saldo migracji w roku 2014 wynosito —2009, a zmarto 1840 0s6b.
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2.4. Prognozy demograficzne

Majac do dyspozycji dane dotyczace demografii Polski, rozpoczniemy od mode-
lowania prognoz demograficznych. Beda nas interesowatly prognozy wieloletnie,
ktére w duzym stopniu zaleza od przyjetych zatozen. Najprostsze modele
oparte sa na zalozeniu, ze wskazniki demograficzne, takie jak wspoélczyn-
nik urodzen i SmiertelnoSci czy bilans migracji, beda stale i takie same jak
w roku bazowym. Modele te mozna modyfikowac tak, aby uwzglednic tren-
dy wieloletnie. Na przyklad wspotczynnik $miertelno$ci od wielu lat maleje,
i to we wszystkich przedzialach wieku. Mozna rowniez prowadzi¢ symulacje,
przyjmujac, ze niektore wskazniki ulegna istotnym zmianom ze wzgledu na
decyzje panstwa. Na przyklad zmiana w polityce socjalnej moze wplynac¢ na
odpowiedni wzrost wspoélczynnika urodzen. Bedziemy sie gtownie postugiwac
danymi dotyczacymi przedzialow wieku (tabele [[.THL.4). Dokladniejsze prognozy
uzyskaliby$my, wykorzystujac dane dotyczace rocznikow; przy odpowiedniej
metodologii uzyskane roznice beda jednak niewielkie w stosunku do btedow,
ktore moga sie pojawi¢ w wyniku rozminiecia sie zalozen modelu z przyszlymi
wskaznikami.

Przyklad I.3 (Statyczny model demograficzny I). Rozpoczniemy od najprostsze-
go modelu, w ktérym mamy dane dotyczace liczebnos$ci wszystkich rocznikow
w populacji w wyjSciowym roku (ktory bedziemy nazywac rokiem zerowym)
oraz znamy wspotczynniki Smiertelnosci i urodzen dla wszystkich rocznikow.
Bedziemy zaktada¢, ze wspolczynniki te beda state w prognozowanym okresie.
Niech L; bedzie liczba ludno$ci w wieku i w roku zerowym (powiedzmy na
koniec 31 grudnia roku zerowego). Przyjmijmy, ze b; i d; sa odpowiednio wspot-
czynnikiem urodzen i Smiertelnosci w wieku i. Wspoélczynnik Smiertelnosci d;
traktujemy jako prawdopodobienstwo zgonu w ciggu roku pod warunkiem, ze
osoba jest z danej grupy wiekowej. Zatem 1 — d;.1 bedzie prawdopodobien-
stwem przezycia nastepnego roku.

Na poczatek zauwazmy, ze z populacji liczacej L; os6b nastepny rok
moze przezy¢ z pewnym prawdopodobienstwem p; dokladnie I oséb, gdzie
[ jest liczba naturalna z przedzialu od zera do L;. Prawdopodobienstwo to
mozna obliczy¢ z rozktadu Bernoulliego, nie bedziemy sie jednak tym zajmowac.
Interesuje nas spodziewana (nieco precyzyjniej, srednia) liczba osob, ktore
przezyja nastepny rok. Intuicja podpowiada, ze bedzie ich L;(1 — d;+1). Intuicja
ta ma glebokie uzasadnienie w prawie wielkich liczb, ktére poznamy p6Zniej.
Szansa przezycia kolejnych k lat przez osobe w wieku i wynosi

i+k
(2.9) piisk = || (1-dj),

Jj=i+1
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a prognozowana liczba osob w wieku i > ¥ w r-tym roku wynosi L} = Li_ypi_yi.
Jezeli chcielibySmy w tym modelu uwzgledni¢ migracje (przy zalozeniu, ze
jest ona rowniez na stalym poziomie zaleznym tylko od wieku, co jest duzym
uproszczeniem), to mozna we wzorze sktadnik 1—d; zastapic sktadnikiem
1-dj+mj, gdzie m; jest wzglednym saldem migracji, a wiec m; = Sy (i) /L;,
gdzie Sy, (i) jest saldem migracji dla osob w wieku i lat. Osoby w wieku i < »
urodzity sie juz po roku zerowym, a wiec ich prognozowana liczbe znajdujemy,
korzystajac ze wzoru (2.7). Osoby te urodzily sie w roku » — i. Ich liczba w tym
roku okreslona jest przybliZzonym wzorem

Dy~ > 0,49L}"b;,
j

gdzie zmienna j oznacza wiek matki i zmienia sie w zakresie przyjetym w do-
stepnych danych dotyczacych wspotczynnika urodzen. Przyjmujac, ze okres
prognozy jest na tyle krotki, ze matki urodzity sie do roku zerowego wlacznie
(np. r < 15), otrzymujemy

Dy_i~> 049Lj y+iPj-r+ijbj
J

1 ostatecznie

(2.10) LY ~ > 0,49L; y+ipj—r+ijb;poi.
J

Przyjmujac, Ze $miertelnoS¢ wsrod kobiet w wieku rozrodczym oraz dzieci jest
na tyle mata, ze mozna ja zaniedbac, ostatecznie otrzymujemy

>:0,49L; .ib; dlai<r,
(211) ':' ~ J J—r+itj ‘
Lifrpifri dlai=>r.

Jezeli interesuje nas prognoza w dluzszym okresie, to nalezy rozbi¢ go na
krotsze okresy, np. 15-letnie, tak, aby mozna bylo pomina¢ sytuacje, w ktorych
dziewczynka rodzi sie i zostaje matka w tym samym okresie.

Uwaga L.4. Obliczajac liczbe nowo narodzonych dzieci w danym roku, sko-
rzystaliSmy ze wzoru (2.7), ktory jest formalnie zgodny z przyjeta definicja
wspotczynnika urodzen. W tym wypadku najpierw znajdujemy liczbe ludno$ci
w przedziale wieku od jeden wzwyz, a nastepnie na podstawie tych danych
obliczamy liczbe dzieci urodzonych w danym roku. Procedura wyznaczania
rozktadu wiekowego w ustalonym roku na podstawie rozkladu z roku poprze-
dzajacego jest wiec dwuetapowa. Mozemy ja nieco uprosci¢, przyjmujac, ze
jezeli L; jest liczba ludno$ci w wieku j w danym roku, to D = >;0,49L;b; jest
liczba dzieci w nastepnym roku. Wyniki z uzyciem obu wzoréw niewiele sie od
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siebie r6znia, o ile nie ma zbyt duzych r6znic tego samego znaku w liczebno$ci
kolejnych rocznikow kobiet w wieku rozrodczym. W roku 2015 réznice te byly
znaczne - w kolejnych rocznikach bylo przecietnie 10 tys. mniej kobiet w grupie
wiekowej 19-32 lat, co spowodowato, ze liczba dzieci obliczona wedlug drugiej
metody byla o 7,5 tys. mniejsza niz wedlug schematu z przyktadu [L.3]

Przyklad L.5 (Statyczny model demograficzny II). Poniewaz dane w tabelach[L.1}
dotycza przedzialow wieku, a nie pojedynczych rocznikow, wyjasnimy, jak
nalezy zmodyfikowa¢ poprzedni model, aby mozna byto korzystac¢ z tych da-
nych. Zal6zmy, ze przedzial wieku obejmuje n rocznikow oraz r jest krotnoscia
n. Przyjmijmy, ze w ramach tej samej grupy wiekowej wspotczynniki urodzen
i Smiertelno$ci oraz bilans migracji sa identyczne oraz ze roczniki w tej samej
grupie sa rownoliczne. Bedzie nas interesowac¢ stan populacji po n latach. Majac
taki model, bedzie mozna go zastosowac wraz ze zmodyfikowanym modelem
poprzednim do wyznaczenia prognozy dlugoletniej.

Niech k-ty przedzial wieku obejmujacy roczniki od n(k — 1) do nk — 1
liczy Ly 0s6b i ma wspotczynnik urodzen by, wspotczynnik Smiertelno$ci dy
i wzgledne saldo migracji my. Rozwazmy rocznik nk — i. Wtedy osoba z tego
rocznika bedzie pozostawac w tej grupie przez i — 1 lat, a nastepnie przejdzie
do grupy k + 1, w ktorej bedzie przez n — i + 1 lat. Szansa przezycia kolejnych
n lat wynosi zatem

(1-d)"™ ' A —dps)" " = 1= (i = D = (n =i+ Ddgsa.

Po n latach wszystkie osoby z grupy wiekowej k utworza grupe wiekowa k + 1,
ktoéra bedzie liczyc

L . .
Lho = 250 —di) (1 = dgy) ™!

n.;
L n
z;kZ(l—(i—l)dk—(n—i+1)dk+1)
i=1
n-1 n+1
sz(l— 5 dg — > dk+1)

0s6b. Mozna wiec przyjac, ze n-letni wspotczynnik smiertelnosci dy dla k-tej
grupy wiekowej wynosi

(2.12) g, = =Dk +2(n + Dk

Jezeli pominiemy stosunkowo niska $miertelno$¢ wsroéd kobiet w wieku rozrod-
czym i migrantow, to w analogiczny sposéb otrzymujemy n-letni wspotczynnik
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urodzen by oraz n-letnie wzgledne saldo migracji my:

(n—1)bx + (n + 1) by . (n—-1Dmg + (n+ )My

= y mk = .
2 2
Jesli wyznaczymy nowe wskazniki dotyczace okresu n-letniego, mozemy nadal
postuzyc sie poprzednim modelem, zastepujac krok roczny krokiem »-letnim.
Poniewaz dane, ktorymi dysponujemy, dotycza zwykle piecioletnich przedzia-
tow wieku, wiec n = 5 i wtedy dyx = 2dy + 3di+1, bk = 2by + 3bg,1 oraz
My = 2My + 3Mk41.

(2.13) by

Uwaga L.6. Ze wzgledoéw pogladowych w tabelach [l.1]i[l.2| podaliSmy dane doty-
czace SmiertelnoSci w roku 2015 rozbite na wiek 0 i wiek 1-4. Dla uproszczenia
obliczen, prognozujac strukture wiekowa, przyjmujemy, ze Srednia Smiertel-
nos$¢ w catym przedziale wieku 0-4 wynosita (400+4-17)/5 ~ 94 na sto tysiecy
mieszkancow, a wspotczynnik Smiertelnos$ci wynosit 0,00094.

Przyklad 1.7 (Dynamiczny model demograficzny). W wyniku wzrostu swiado-
mosci zdrowotnej, podniesienia poziomu zycia i poprawy opieki zdrowotnej
stale wydluza sie przecietna dlugosc zycia i zmniejsza sie Smiertelnosc we
wszystkich przedziatach wieku. Przyjmujac, ze jest to tendencja trwala, na-
lezy zrezygnowac ze wspotczynnika Smiertelnosci zaleznego tylko od wieku
i wprowadzi¢ do modelu wspoélczynnik Smiertelnosci zmienny w czasie. Jezeli
przyjmiemy, ze dj, jest wspotczynnikiem Smiertelnosci w wieku j i w ¥-tym ro-
ku od roku zerowego, to szansa przezycia kolejnych k lat przez osobe w wieku
i wynosi

k
(2.14) piick = | [ (L = disry)
r=1
i zastepujac wzor w przyktadzie [[.3] otrzymamy model dynamiczny. Po-
dobna procedure mozna zastosowac w przykladzie modyfikujac wskazniki
w okresie n-letnim.

Pojawia sie pytanie, jak prognozowa¢ wspotczynniki Smiertelno$ci w na-
stepnych latach, znajac dynamike ich zmiennosSci w latach poprzednich. Pew-
nych wskazowek dostarcza nam tabela na podstawie ktorej mozemy porow-
na¢ wspotczynniki Smiertelno$ci w réznych przedziatach wieku w latach 1990
i 2015, a takze wykres zalezno$ci wspoétczynnika Smiertelnosci od wieku (patrz
rys. [.5). Po pierwsze widzimy, ze prawie pieciokrotnie zmalata umieralnos¢
niemowlat, a mniej niz 0,4% dzieci umiera w wieku 1-19 lat przy $rednim wspot-
czynniku $miertelno$ci w tym okresie okoto 2-10~4; Smiertelno$¢ w tej grupie
wiekowej jest wiec niewielka. Wspotczynnik $miertelnosci w roku 2015 wynosit
0,49-0,68 wspotczynnika Smiertelno$ci z roku 1990 zaleznie od grupy wiekowej
w przedziale wieku 15-84. Jezeli tendencja ta sie utrzyma, to mozemy przyjac,
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ze w tym przedziale wieku wspotczynnik Smiertelno$ci zmaleje o okoto 10%
w ciagu pieciu lat. W zadaniach bedziemy rozwazac wersje dynamiczna modelu
z przykladu[L.5i przyjmowac, ze wspolczynnik $miertelnosci w grupie wiekowe;j
k w okresie od 5s do 5s + 4 lat od roku zerowego wynosi dis = 0,9°dx. W wieku
powyzej 84 lat zmiany wspoélczynnika $miertelnoSci w latach 1990-2015 byly
mniejsze, gléwnie ze wzgledu na szybki wzrost wspotczynnika Smiertelno$ci
wraz z wiekiem. Prognozujac wspoétczynnik Smiertelno$ci w wieku powyzej
84 lat, mozemy przyjac, ze roSnie on wykladniczo wraz z wiekiem, i skorzystac
z wczeSniej obliczonych wspoélczynnikow dla mtodszych rocznikow.

Panstwo poprzez swoja polityke lub tez sytuacja miedzynarodowa moga
wplywac na zachowania demograficzne ludnos$ci. Przykladem moga tu by¢ pro-
gramy spoteczne, ktore maja za zadanie zwiekszenie wspotczynnika urodzen.
Rowniez polepszenie lub pogorszenie koniunktury gospodarczej moze wptynac
na migracje zagraniczna. Prognozowanie wplywu takich czynnikéw na struktu-
re demograficzna kraju moze pomoéc w wypracowaniu odpowiednich decyzji
strategicznych. Prognozy liczby ludnoSci zaleza od przyjetych hipotez, modele
sa jednak budowane na tych samych zasadach co poprzednie z uwzglednieniem
innych wskaznikow. W zadaniach [[.5HL.9| prognozujemy strukture demograficz-
na Polski w latach 2030 i 2045 w zalezno$ci od wybranego modelu i przyjetych
zalozen. Szczegdlnie ciekawe moze by¢ poréwnanie prognoz demograficznych
z r6znymi wspo6lczynnikami urodzen.

2.5. Model McKendricka

W modelach demograficznych rozwazanych do tej pory czas zmienial sie w od-
stepach roku, a populacja byla podzielona wedlug rocznikéw lub przedzia-
low wieku oraz wedtug plci. Czas zmienial sie wiec w sposob dyskretny, a takze
struktura podzialu populacji na mniejsze grupy (podpopulacje) byta dyskretna.
Modele takie nazywamy modelami z czasem i struktura dyskretna lub krotko
modelami Lesliego [229]. Do opisu struktury wiekowej ludnosci wybraliSmy
model dyskretny ze wzgledu na typ dostepnych danych i rodzaj rozpatrywa-
nych problemoéw, a takze z powodu jego prostoty. Jezeli ograniczymy sie do
rozwazania rozkladu wiekowego wylacznie populacji kobiet (rozklad wiekowy
mezczyzn mozna wyznaczyc¢, znajac proporcje liczby mezczyzn do liczby ko-
biet w zaleznosSci od wieku), to ewolucja tego rozkladu okresSlona jest wzorem
rekurencyjnym

(2.15) K = ,
! {zjKJT-bJT-, gdyi=0,
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gdzie K] jest liczba kobiet w wieku i w r-tym roku, d; jest wspotczynnikiem
Smiertelnosci w wieku i wyznaczonym w 7-tym roku, a b} jest wspotczynnikiem
urodzen dziewczynek przez kobiety w wieku i w ¥-tym roku.

Zamiast modeli dyskretnych mozna rozwaza¢ model z czasem ciaglym,
a takze z wiekiem opisywanym zmienna rzeczywista. Modele takie sa dosc¢
czesto uzywane i maja wielorakie zastosowania, zarowno dla populacji ludzi
i zwierzat (gdzie ograniczamy sie do kobiet lub samic), jak i dla populacji
komorkowych. Wazna role odgrywa tu model McKendricka [257] z roku 1926,
wprowadzony przy okazji jego badan epidemiologicznych. Nalezy zaznaczy¢,
ze wczes$niej podobny model zaproponowali Sharpe i Lotka [348], a w roku
1959 stosowat go von Foerster [120] w badaniach populacji komérkowych - i to
jemu czasami przypisuje sie jego wprowadzenie.

Bedziemy uzywac standardowych angielskich oznaczen t na czas oraz a na
wiek osobnika (lub komorki), natomiast u(t,a) jest gestoScia rozkltadu wieku,
a wiec fél "u(t,a) da jest liczba (lub biomasa) osobnikoéw, ktorych wiek w chwili
t nie przekracza a;. Nalezy zaznaczy¢, ze termin ,gesto$c¢ rozkltadu” nie jest tu
uzywany w znaczeniu probabilistycznym - catka z gestosci po calej przestrzeni
nie musi wynosic 1 i moze sie zmienia¢ w czasie.

Podobnie jak w modelu dyskretnym wprowadza sie wspotczynniki urodzen
i SmiertelnoSci. Przez u(t,a) oznaczamy wspotczynnik Smiertelnosci; zakla-
damy, ze prawdopodobienstwo, ze osobnik w wieku a w chwili t nie przezyje
do chwili t + At, wynosi u(t,a)At + o(At), gdzie o(x) oznacza taka funkcje
zmiennej x, ze limy_.o+ 0(x)/x = 0. Zatem, zgodnie z definicja u(t,a), liczba
osobnikow w wieku a, ktore zmarty w czasie (t,t + At), wynosi

u(t,a) —u(t + At,a+ At) = (u(t,a)At + o(At))u(t,a).

Dzielac obie strony rownosci przez —At i przechodzac do granicy przy At — 0%,
otrzymujemy
ou  ou
2.1 — +—— =- .
(2.16) ot taa p(t,a)u(t,a)

Podobnie definiujemy wspoélczynnik urodzen b(t, a). Liczba nowych osob-
nikow jest proporcjonalna do wspoétczynnika urodzen i liczebnosSci populacii,
wynosi wiec b(t,a)u(t,a). Po zsumowaniu po calym przedziale [0, a,,] otrzy-
mujemy wzOr

am

(2.17) u(t,0) = . b(t,a)u(t,a)da,

gdzie a,, < oo jest maksymalnym rozwazanym wiekiem.
Réwnania (2.16) i (2.17) tworza model McKendricka i wraz z warunkiem
poczatkowym 1u (0, a) = ug(a) pozwalaja ustali¢, jak zmienia sie rozklad wieku
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osobnikow w czasie. O funkcjach u(t,a) i b(t,a) bedziemy zaklada¢, ze sa
ciagte. Przez N (t) oznaczamy catkowita liczbe osobnikow w populacji w chwili
t,4j. N(t) = (‘f’" u(t,a) da. Funkcje p(t,a) = u(t,a)/N(t) nazywamy profilem
wiekowym populacji.

Dla populacji komoérkowych przyjmujemy, ze dzielac sie, komorka ginie.
Jezeli d(t,a) jest wspolczynnikiem naturalnej Smiertelnosci, a v (t,a) jest
wspolczynnikiem podziaty, to

ut,a) =d(t,a) +v(t,a), b(t,a)=2r(t,a).

2.6. Zastosowania w zagadnieniach ochrony zdrowia

Podamy teraz kilka przykladéw zastosowania prawdopodobienstwa warunko-
wego i reguly Bayesa przy wyznaczaniu wspoétczynnikoéw ryzyka oraz badaniu
skuteczno$ci testow.

Przyklad 1.8 (Wspodlczynniki surowe i standaryzowane). W tablicach danych
dotyczacych ochrony zdrowia pojawiaja sie dwa rodzaje wspotczynnikow: su-
rowe i standaryzowane. Na przyklad surowy wspoitczynnik zachorowalnosci na
nowotwory okres$la liczbe zglaszanych po raz pierwszy w danym roku kalen-
darzowym przypadkow zachorowan na nowotwory zlosliwe w przeliczeniu na
100 tys. mieszkancoOw; wynosi on wiec Wy, = % -10°, gdzie Z jest liczba nowych
zachorowan zgloszonych w danym roku kalendarzowym, a L jest liczebnoScia
badanej populacji w tym roku. Podobnie mozna okresla¢ surowe wspotczynniki
umieralno$ci. Pomijajac czynnik 10°, surowy wspotczynnik zachorowalnosci
jest prawdopodobienstwem zachorowania w danym roku losowo wybranej
osoby z catej populacji.

Wspotczynniki surowe nie uwzgledniaja struktury wiekowej populacji,
dlatego nie nalezy ich uzywa¢ do poréwnywania danych z r6znych populacji.
Z tego powodu wprowadza sie standaryzowane (wg wieku) wspotczynniki
zachorowalnosci i umieralno$ci, ktore okreslaja, ile zachorowan wystapitoby
w danej populacji (w przeliczeniu na 100 tys. mieszkancow), gdyby struktura
wieku tej populacji byta taka sama jak struktura wieku populacji przyjetej
za standard. Jako populacje standardowa przyjmujemy tu populacje swiata.
Wspolczynniki standaryzowane obliczamy wedilug wzoru

X1Y1+X2Y2 + -+ Xnln

WSt = ’
YitYet+ -+ n
gdzie x1,...,xy, sa wspotczynnikami surowymi dla poszczegédlnych 5-letnich
grup wieku, a y1,..., Vy jest liczebnoScia standardowej populacji w tych sa-

mych przedziatach wieku. Zauwazmy, ze x; - 107> jest prawdopodobienstwem
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w 0-4 5-9 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29
% | 8855 | 8,687 | 8,597 | 8,474 | 8,222 | 7,928
W | 30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-49 | 50-54 | 55-59
% | 7,605 | 7,145 | 6,590 | 6,038 | 5,371 | 4,547
W | 60-64 | 65-69 | 70-74 | 75-79 | 80-84 85+

3,723 | 2,955 | 2,210 | 1,515 | 0,905 | 0,632

X

Tabela I.5. Standardowa populacja swiata World (WHO 2000-2025) Standard

warunkowym zachorowania w danym roku, gdy osoba nalezy do grupy wie-
kowej i. Przyjmiemy, ze y; jest wzgledna liczebnoscia grupy wiekowej i
w standardowej populacji, tj. v/ = yi/ (V1 + - - - + yn). Wtedy Wy = X1y +
o+ XV, awiec Wg 1072 jest prawdopodobienstwem (catkowitym) zacho-
rowalnosci w populacji standardowej, jezeli miataby takie same wspoélczynni-
ki zachorowan w poszczegoélnych przedzialach wieku jak w danej populacji.
Przy poréwnywaniu danych bedziemy przyjmowac jako standardowa popu-
lacje swiata World (WHO 2000-2025) Standard, o rozkladzie przedstawionym
w tabeli [[.5]

Przyklad 1.9 (Czysty wspolczynnik ryzyka). Przy badaniu skutecznosci tera-
pii nowotworowych wazne sa informacje, jak czesto po zastosowaniu terapii
i powrocie do zdrowia nastepuje powro6t choroby lub zgon pacjenta w wyniku
nawrotu choroby w okreslonym czasie T. Pomijajac trudnosSci ze zbieraniem
takich danych, pojawia sie jeszcze inny wazny aspekt zagadnienia. Mozna
rozwazac rozne wspotczynniki ryzyka nawrotu choroby (lub Smierci). Pierw-
szy to surowy wspolczynnik ryzyka nawrotu choroby, Wy, = %, gdzie n jest
catkowita liczba pacjentow, ktorzy powrocili do zdrowia, a n; jest liczba pa-
cjentow z nawrotem choroby (lub zgonow w wyniku nawrotu choroby) w okre-
slonym czasie T. Wada tego wspotczynnika jest to, ze cze$¢ pacjentow moze
umrzeC w czasie T z innych przyczyn. Wspotczynnik ten jest wiec obarczo-
ny istotnym btedem, czesto zwiazanym np. ze Srodowiskiem, w ktérym zyja
pacjenci.

Okazuje sie, ze wyznaczenie (zdefiniowanie) czystego wspoitczynnika ryzy-
ka W., nieobarczonego wspomnianym btedem, nie jest proste. Mozna byloby
przyjac, ze czysty wspotczynnik ryzyka wynosi ny_lilz, gdzie n; jest liczba pa-
cjentow zmarlych w czasie T z innych przyczyn. Wspotczynnik ten rOwniez nie
jest w pelni adekwatny, poniewaz u 0so6b zmartych z innych przyczyn obserwa-
cja, czy nastapit nawrét choroby, byta prowadzona w czasie krétszym niz T.
Jezeli przyjelibySmy, ze zaréwno Smiertelno$¢ z innych przyczyn, jak i nawrot
choroby rozkladaja sie jednostajnie w rozpatrywanym przedziale czasu oraz
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ze zdarzenia te sa niezalezne, to otrzymaliby$Smy zaleznos¢

1
ny + M2 W,
(2.18) W, = 2727 1212 <

gdzie sktadnik %ng W, uwzglednia potencjalne przypadki nawrotu choroby u pa-
cjentow zmartych z innych przyczyn. Przeksztalcajac wzor (2.18), otrzymujemy

(2.19) Wy = —1
n— §n2

W praktyce pozostaje jeszcze powazniejszy problem braku danych od czesci
pacjentéw, ktory nalezy uwzgledni¢ przy ocenie ryzyka. Pelniejsza analize
przedstawionego problemu mozna znalez¢ w [272].

Przyklad 1.10 (Skutecznos¢ diagnostyki). W wypadku wielu chor6b przepro-
wadza sie wstepne testy (lub np. badania radiologiczne) majace stwierdzic,
czy pacjent jest chory. Testy te nie sa zwykle w pelni skuteczne, a metody
probabilistyczne pozwalaja oceni¢ ich skutecznosc.

Przypus$cmy, ze grupe badanych podzieliliSmy na trzy kategorie A1, A i A3
- 0s6b zdrowych, w poczatkowej fazie choroby i w zaawansowanym stadium
choroby. Przyjmujemy, ze q; = P(A;), i = 1,2, 3, oznacza wzgledna liczebno$¢
poszczegolnych kategorii badanych. Przypu$émy, ze na podstawie wczesniej
przeprowadzonych badan klinicznych ustalono, ze test daje wynik pozytywny
(stwierdza, ze badany jest chory) z prawdopodobienstwami pi, p2, p3 w kolej-
nych kategoriach. Jezeli B oznacza zdarzenie, ze test dat wynik pozytywny,
to p; = P(B|A;). Ze wzoru wynika, ze prawdopodobienstwo, ze u losowo
wybranej osoby test wypadnie pozytywnie, wynosi

(2.20) P(B) = P(B|A1) P(A1) + P(B|A2) P(A2) + P(B|A3) P(A3)
= p1q1 t+ p2q2 + p3qs.

Na podstawie reguly Bayesa prawdopodobienstwo warunkowe, ze badany
nalezy do kategorii Ay, jesli wiemy, ze test wypad}l pozytywnie, wynosi

P(B|Ak) P(Ay) _ Prdk
P(B) p1d1 + p2az + p3qs’

(2.21) P(Ak|B) =

a prawdopodobienstwo tego zdarzenia pod warunkiem, ze wynik testu byt
negatywny, wynosi

P(B'|Ag) P(Ay) (1 - pr)ax

2.22 P(Ax|B') = = '
( ) ( kl ) P(B/) 1-— (PlQl +p2612+l93013)
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Rozwazmy nastepujacy przyklad. Zakltadamy, ze przeprowadzono badania
kontrolne na grupie oséb, wsréd ktorych 98% jest zdrowych, a po 1% w poczat-
kowej fazie choroby i w zaawansowanym stadium choroby. Zal6zmy, Ze test
daje wynik pozytywny w kolejnych kategoriach w 2%, 90% i 97% przypadkow.
Zatem p; = 0,02, p» = 0,9, p3 = 0,97, q1 = 0,98, g» = 0,01 oraz g3 = 0,01.
Wtedy

P(B) =0,02-0,98 +0,9-0,01 + 0,97 - 0,01 = 0,0383,

a na podstawie wzorow (2.21) i (2.22) obliczamy odpowiednie prawdopodobien-
stwa warunkowe:

P(A;|B) = 0,5117, P(Az|B) = 0,2350, P(A3|B) = 0,2533,
P(A;|B") ~ 0,9986, P(A2/B") ~0,0010, P(A3|B’) =~ 0,0003.

Zauwazmy, ze ponad polowa 0sOb z pozytywnym wynikiem testu byla zdrowa,
co wiaze sie z faktem, ze osoby zdrowe stanowily znaczna wiekszo$¢ badanej
grupy. Wynika stad, ze jeSli wynik byt pozytywny, to konieczne sa dalsze
badania; za to wynik negatywny do$¢ dobrze wyklucza chorobe.

Przyklad I.11 (Testy wielokrotne). Jak pokazaliSmy w przykladzie pozy-
tywny wynik testu wcale nie musi oznaczac, ze osoba jest chora. Szczegdélnie
dotyczy to badan przesiewowych, ktore przeprowadza sie wsrod osob niepo-
siadajacych objawow choroby w celu jej wykrycia i wczesnego leczenia, aby
zapobiec powaznym nastepstwom choroby w przyszio$ci. W tym wypadku
grupa osob zdrowych jest znacznie liczniejsza od osob chorych i pozytywny
wynik testu ze stosunkowo duzym prawdopodobienstwem nie wyklucza, ze
osoba jest zdrowa. Dlatego nalezy przeprowadzi¢ dokladniejsze badania Iub
inny, mozliwie niezalezny test.

Rozwazmy najprostszy model, w ktorym badanych dzieli sie na osoby
zdrowe i chore, a A jest zdarzeniem, ze osoba jest zdrowa. Niech g = P(A).
Mamy dwa niezalezne testy i oznaczamy przez Bj, j = 1,2, zdarzenie, ze wynik
Jj-tego testu jest pozytywny. Zakladamy, ze j-ty test daje wynik pozytywny
z prawdopodobienstwem p; w grupie zdrowych i p}. w grupie chorych. Na
podstawie regutly Bayesa mamy

P(B1|A)P(A) piq

(@23 PABD = 53 APA) + PBIAYPA) ~ prat pi(d-a)

Rozwazmy teraz nowa przestrzen probabilistyczna (B, Zp,, P) odpowiadajaca
grupie osob, ktore przeszly pierwszy test pozytywnie. Niech A oznacza zdarze-
nie, ze osoba z tej grupy jest zdrowa. Wtedy P(A) = P(A|B,) i zakladajac, ze
testy sa niezalezne, prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia, ze zdrowa
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osoba przeszla oba testy pozytywnie, wynosi
P(By|A)P(A) ]
P(B2|A)P(A) + P(B2|A")P(A")
_ p2P(A) o p1p24
p2P(A) + p5(1 —=P(A))  pipea +pips(1-q)°

(2.24) P(A|B; N By) = P(A|By) =

Ten sam wynik otrzymamy, przyjmujac, Ze testy sa niezalezne, gdy

P(B1 N B2|A) = P(B1|A) P(B21A),

(2.25) , , /
P(B1 N B2|A") = P(B1|A") P(B2|A"),

a wiec gdy zdarzenia B; i B obciete do przestrzeni Ai A’ sa niezalezne. Czy-
telnik porowna skuteczno$¢ pojedynczych i dwukrotnych testow, rozwiazujac
zadanie [[.17] Zalozenie jest dosc silne, ale nawet przy pewnej zalezno-
$ci wynikow testow dwukrotne badanie do$¢ skutecznie eliminuje przypadki
wyniku pozytywnego u osob zdrowych. W wypadku testéw zaleznych, aby wy-
znaczy¢ prawdopodobienstwo, ze zdrowa osoba przeszla oba testy pozytywnie,
musimy znac¢ bezposrednio prawdopodobienstwa warunkowe P(B; N By |A)
iP(B; NBz|A"). Czytelnik zainteresowany medycznymi problemami diagnostyki
znajdzie ciekawe przyktady w opracowaniu [282].

3. Elementarne modele genetyki populacyjnej

Wyjasnienie, dlaczego dzieci dziedzicza cechy rodzicow, pozostawalo zagadka
az do roku 1944, kiedy to grupa uczonych pracujacych pod kierunkiem Oswalda
Avery’ego odkryla, Ze no$nikiem przenoszacym informacje sa tu mikroskopijne
czasteczki DNA. W istocie rzeczy na dhugo przed tym odkryciem bylo oczywiste,
ze takie nos$niki informacji zawiera kazda komorka, i nazwano je genami.
Jeszcze wczes$niej Gregor Mendel, obserwujac cechy roslin, np. kolor kwiatow
grochu, odkryt podstawowe prawa dziedziczenia.

Przedstawimy teraz modele probabilistyczne teorii Mendla oparte na wspot-
czesnej wiedzy genetycznej. Bedziemy w nich korzysta¢ jedynie z prawdopodo-
bienstwa warunkowego. Modele dotyczace stopnia pokrewienstwa przedstawio-
ne sa w nastepnym rozdziale w punkcie Modele te mozna rowniez wpro-
wadzi¢, uzywajac pojec¢ elementarnych, ale w pewnym zakresie analizy tych
modeli wygodnie jest postugiwac sie terminologia i wlasnos$ciami tancuchow
Markowa. W rozdziale drugim przedstawimy tez modele dryfu genetycznego
Wrighta-Fishera i Morana.
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3.1. Krzyzowanie i dziedziczenie

Za dziedziczenie odpowiadaja fragmenty DNA zwane genami. We wszystkich
komorkach osobnika wystepuja kopie tego samego DNA, a wiec te same geny.
Geny rozmieszczone sa na chromosomach, a chromosomy w komoérkach czto-
wieka i wielu innych gatunkéw wystepuja parami. Wyjatek stanowia komorki
rozrodcze, zwane gametami, z pojedynczymi chromosomami. Para chromoso-
mow jest praktycznie identyczna (jednym z wyjatkow jest para XY chromoso-
mow plci u osobnika pici meskiej), co oznacza, ze w tych samych miejscach
mamy te same geny. Méwiac dokladniej, kazdy gen moze wystepowac w roz-
nych formach (mutacjach) zwanych allelami i chromosomy tej samej pary moga
sie r6znic allelami.

Rozwazmy najprostsza sytuacje, gdy gen ma dwa allele; zwyczajowo ozna-
czamy je A i a. Mamy wiec trzy pary AA, Aa i aa, zwane genotypami (nie
rozrozniamy par Aa i aA). W klasycznym modelu Mendla gen A odpowiada
za kwiaty czerwone, a gen a za biate. Zatem w przypadku pary AA kwiaty sa
czerwone, w przypadku pary aa biate, a w przypadku pary Aa rézowe.

Wystepuja rowniez allele dominujace (oznaczane zwyczajowo wielka litera)
Iub recesywne. Wtedy kwiaty moga by¢ tylko albo koloru czerwonego, dla pary
AA (homozygota dominujaca) i Aa (heterozygota), albo koloru bialego, dla
pary aa (homozygota recesywna). Recesywnos$¢ polega wiec na tym, Zze cecha
kodowana przez allel a ujawni sie tylko dla pary aa.

Komorki rozrodcze maja pojedyncze allele. Zakltadamy, ze jest to jeden
z pary alleli wybrany z prawdopodobienstwem 1/2. Zatem w organizmach,
w ktorych wystepuja pary chromosomow (np. u cztowieka), mamy pary alleli
pochodzace od przodka meskiego i zenskiego.

Rozwazmy teraz procesy dziedziczenia. Mamy pewna populacje i zaklada-
my, Ze osobniki w tej populacji moga sie taczy¢ w pary, przy czym wszystkie
wybory pary rodzicOw sa wzajemnie niezalezne. Jest to model wyidealizowany,
ale dosc¢ dobrze opisuje wiele naturalnych populacji, a przynajmniej przeka-
zywanie niektorych cech. Zal6zmy, ze w danym pokoleniu trzy genotypy AA,
Aa i aa wystepuja w populacji z odpowiednimi czestoSciami x, 2y i z. Zatem
X + 2y + z = 1 oraz allel A wystepuje z prawdopodobienstwem p = x + y,
za$ allel a z prawdopodobienstwem q = 1 — p = y + z. Komorki rozrodcze
z prawdopodobienstwem p beda zawierac allel A, a z prawdopodobienstwem
q allel a. Konsekwencja losowego kojarzenia sie par bedzie rozklad par alleli
AA, Aa i aa w nastepnym pokoleniu z prawdopodobienstwami

(3.1) x1=p% 2y1=2pa, zi=4q°

Zauwazmy, ze allel A wystepuje w nowym pokoleniu z czestoScia

x1+y1=p*+pa=pp+q =p,
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a wiec rozklad alleli sie nie zmienil. W kolejnych pokoleniach rozklad geno-
typow, czyli par alleli, jest rowniez postaci (3.I). Mozemy, wiec stwierdzic, ze
rozkitad jest stabilny i ustabilizowat sie po jednym pokoleniu. Fakt ten
zostal po raz pierwszy zauwazony w roku 1908 przez G. H. Hardy’ego oraz
niezaleznie przez W. Weinberga i nosi nazwe prawa Hardy’ego-Weinberga.
Mozemy zatem przyjac, ze rozklad genotypow w duzej populacji jest bliski
rozkladowi stabilnemu i zalezy jedynie od p, a wiec czesto$ci wystepowania
alleli w populacji.

Uwaga 1.12. Zauwazmy, ze podobny rezultat otrzymamy, jezeli gen ma wiecej
niz dwa allele. Jezeli mamy n alleli Aq,..., A, tego samego genu, to bedziemy
mieli ("; l) roznych par alleli. Jezeli p; jest czestoScia wystepowania i-tego
allela w populacji, to w nastepnym pokoleniu mamy pf par A;A; oraz 2p;p;

par AjAj dlai # j.

Uwaga 1.13. Niektore cechy zaleza od dwoch lub wiecej par genow. Ponie-
waz dla jednej pary mamy trzy genotypy, wiec przy dwoéch parach mamy
9 = 3 X 3 genotypow AABB, AABD,...,aabb, a przy n-parach 3" genotypow.
Gdy wszystkie geny leza na tej samej parze chromosomoéw, pojawia sie naste-
pujacy problem. Genotyp AaBb moze byc¢ realizowany na dwa sposoby: albo
na chromosomach mamy pary alleli AB i ab, albo Ab i aB. Jezeli populacja
w pierwszym pokoleniu sklada sie wylacznie z osobnikéw o parach alleli AB
i ab, to w nastepnych pokoleniach beda tylko genotypy AABB, AaBb i aabb;
dla populacji o parach alleli Ab i aB w nastepnych pokoleniach beda genotypy
AAbb, aaBB i AaBb. Rozklad genotypow w nastepnych pokoleniach moze
wiec zalezec¢ od sposobu rozmieszczenia alleli na chromosomach.

Problem badania rozkladu genotypow, gdy wszystkie geny leza na tej samej
parze chromosomoéw, mozna sprowadzi¢ do rozwazania pojedynczego genu,
ale z wieksza liczba alleli. Gdy np. rozwazamy dwie pary genow, zastepujemy
je pojedynczymi genami z allelami A; = AB, A» = Ab, A3 = aBi Ay = ab,
mamy wiec formalnie 10 genotypow A;A;, 1 <i < j < 4. W szczegblnoSci osob-
niki o genotypie AaBb formalnie dzielimy na dwa genotypy A1 A4 i AA3. Na
podstawie prawa Hardy’ego-Weinberga rozklad genotypow ustabilizuje sie juz
w nastepnym pokoleniu, a czesto$¢ wystepowania genotypu AaBb w kolejnych
pokoleniach jest suma czestoSci genotypow A1 A4 i A»Az. ROwniez gdy geny
wystepuja na roznych chromosomach, rozktady genotypow daza do stanu row-
nowagi (stabilnego), cho¢ nie nastepuje to w jednym pokoleniu (patrz zad.[.20).

Uwaga 1.14. Nawet przy catkowicie losowym kojarzeniu par nastepuja mate
losowe zmiany czestoSci wystepowania alleli, a wiec wielkoSci p i g. Zmiany
te bez dodatkowych innych czynnikéw moga doprowadzi¢ po wielu pokole-
niach do calkowitej eliminacji jednego z alleli. Dodatkowe zjawiska zwigzane
z mutacja i selekcja czesto jednak zapobiegaja takim zmianom.
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3.2. Cechy zwiazane z plcia

Niektore cechy i choroby wiaza sie z plcia czlowieka. Ple¢ determinowana
jest wystepowaniem pary chromosomow XX u kobiety i XY u mezczyzny.
Chromosom Y jest znacznie krotszy od chromosomu X i nie ma wielu genéw
wystepujacych na chromosomie X, wiec genotypy zwiazane z chromosomami
pici moga by¢ u kobiet i mezczyzn inne. Geny wystepujace tylko na chromoso-
mie X nazywamy genami skojarzonymi piciowo.

Jezeli gen wystepuje na chromosomie X, a nie wystepuje na chromoso-
mie Y, to osobniki ptci Zenskiej maja genotypy AA, Aa i aa, a meskiej A i a.
Zatozmy losowe kojarzenie sie par. Przyjmijmy, ze genotypy AA, Aa i aa wyste-
puja z odpowiednimi czestoSciami x, 2y i z. Allel A wystepuje wiec z prawdo-
podobienstwem p = x + y, a allel a z prawdopodobienstwem g =1—-p = y + z.
Oznaczmy przez p’ i q' czesto$ci wystepowania genotypoéw meskich A i a.
W nastepnym pokoleniu osobnik plci meskiej otrzymuje swoj chromosom X od
matki, a wiec prawdopodobienstwa genotypow meskich wynosza odpowiednio

pi=v, d4i=4.

Poniewaz zakladamy niezalezne dobieranie sie w pary, genotypy zenskie AA,
Aa i aa w nastepnym pokoleniu wystepuja z prawdopodobienstwami

’

x1=pp’, 2yi=pq +ap’, z1=4a4q.
Stad

1 , , , p 1 /
191=x1+y1=§(mo +pqa +pp +ap) E(PJFP),

]. 2 7 7 7 ]' 4
m=x1+z1=5(pq +q4q +ap +aq) =5(q +4).
Rozwazajac kolejne pokolenia, otrzymamy nastepujace wzory rekurencyjne:

1 , 1 / / /
(3.2) pn= E(pn—l +Pn-1)s an = E(Qn—l +dn-1)y, Pn="Pn-1, dn = dn-1.

Przez podstawienie wykazujemy, ze

a-4
3.2n°

p-v
3.2n°

(3.3) Pn=o+ (-1)" an =B+ (="

gdzie
1 , 1 /
a==Q2p+p), B=32a+a).
Zatem py, — & P, — & qn — B, 4, — B 1 mozemy przyja¢, ze w duzej
ustabilizowanej populacji genotypy meskie A i a wystepuja z czestoSciami

« i B, a genotypy zenskie AA, Aa i aa z czesto$ciami «?, 2xp i B2, gdzie
x+ f=1.
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Cecha zwiazana z genem recesywnym, np. daltonizm, wystepuje u mez-
czyzn dla genotypu a, a u kobiet dla genotypu aa. CzestoS¢ takiej cechy
u mezczyzn wynosi zatem B, a u kobiet 82, co ttumaczy, dlaczego daltonizm
wystepuje znacznie czeSciej u mezczyzn niz u kobiet.

3.3. Selekcja

Czesto procesom krzyzowania towarzysza procesy selekcji, polegajace na tym,
Ze niektore genotypy sa z pewna czestosScia eliminowane z populacji. Selekcja
moze by¢ naturalna, jezeli np. osobniki o ustalonym genotypie nie moga sie
rozmnazac, ale moze tez by¢ prowadzona w celu otrzymania osobnikéw o po-
zadanych cechach. Inny rodzaj selekcji, polegajacy na tym, ze genotypy lacza
sie w pary z niejednakowym prawdopodobienstwem, moze wystepowac u ludzi
z przyczyn kulturowych lub religijnych.

Rozwazymy teraz przyklad procesu selekcji. Przyjmijmy, Ze genotyp aa
jest eliminowany z populacji. Jezeli genotypy AA, Aa i aa sa roztozone z cze-
sto$ciami x, 2y i z, to proces selekcji prowadzi do rozkladu tych genotypow
W procesie krzyzowania z czestoSciami

x* = X, 2y*=%, z* =0.

Wtedy czesto$¢ wystepowania gamet z allelami A i a wynosi odpowiednio

Xty y
11—z 11—z

Zal6zmy losowe kojarzenie sie par z uwzglednieniem wczeS$niejszej selekcji.
Wtedy w nastepnym pokoleniu genotypy AA, Aa i aa sa rozlozone z czesto-
Sciami

x1=p% 2y1=2pqa, zi=q°
W ten sposob otrzymujemy wzory rekurencyjne na prawdopodobienstwa wy-
stepowania genotypow oraz alleli w kolejnych pokoleniach:

_Xntn __In
n 1_Zn’ n 1_Zn1

Xn+1 = 191,21, 2Yn+1 = 2Pndn, Zn+l = ‘ﬁu

Stad

p 1:Xn+1+yn+1: Pn_ _ 1
" 1—2zn4 1-qn 1+an
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oraz
Yn+1 _ an
1-2zupn 1+an

an+1 =

7 ostatniego wzoru otrzymujemy

[
dn+1 Qn’
a wiec
q 2
=1 ng’ Z"+1:<1+nq>'

Zauwazmy, ze w ten sposob nastepuje eliminacja allelu a, ale w do$¢ wolnym
tempie. Prawdopodobienstwo wystepowania allelu a jest w przyblizeniu pro-
porcjonalne do n~!, podczas gdy dla genotypu aa mamy proporcjonalnosc
don—2.

Jezeli procesowi selekcji towarzyszy proces mutacji, powodujacy zmiany
allelu A na a, to nawet tak drastyczna selekcja nie musi prowadzic¢ do eliminacji
allelu a. Procesy selekcji przebiegaja znacznie szybciej, jezeli niepozadana
cecha zwiazana jest z plcia (patrz zad.[[.22HL25).

3.4. Stownik terminow z genetyki

Zbierzemy teraz w postaci stownika niezbedne informacje dotyczace DNA.

allel jedna z form genu wystepujaca w okreslonym miejscu na chromosomie.
Allele tego samego genu roznia sie jednym lub kilkoma nukleotydami.
Rozrozniamy allele dominujace (0znaczane zwyczajowo wielka litera, np.
A) lub recesywne (oznaczane malq litera, np. a). W organizmach, w ktorych
wystepuja pary chromosomoéw (np. u czlowieka), mamy pary alleli pocho-
dzace od przodka meskiego i Zzenskiego, a wiec trzy kombinacje: aa (tzw.
homozygota recesywna), aA lub Aa (heterozygota) oraz AA (homozygota
dominujaca). Recesywnos$¢ polega na tym, ze cecha kodowana przez allel
a ujawni sie tylko w przypadku aa.

chromosom forma organizacji materialu genetycznego wewnatrz komorki.
Chromosomy dziela sie na autosomy zwiazane z dziedziczeniem cech nie-
sprzezonych z ptcia oraz chromosomy ptciowe (allosomy lub heterosomy),
ktore wystepuja u konkretnej pici. Cztowiek ma 23 pary chromosomow,
w tym jedna pare chromosomoéw plciowych (u kobiet zlozona z dwoch
chromosomoéw X, umezczyzn z chromosomu X i chromosomu Y). Z reguly
chromosomy sa przekazywane jako odrebne jednostki z calym zestawem
genow (alleli).
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DNA (skrot od kwas deoksyrybonukleinowy) no$nik informacji genetycznej
organizmow zywych, zbudowany jest z liniowo utozonych nukleotydow.
NajczesSciej wystepuje DNA dwuniciowe, zbudowane z polaczonych ze soba
lancuchow nukleotydow owijajacych sie wokot wspolnej osi i tworzacych
tzw. prawoskretna podwdjna helise.

eukarioty organizmy zbudowane z komorek posiadajacych jadro komorkowe
z chromosomami, co odroznia je od prokariotow, ktorych komorki nie
zawieraja jadra komorkowego.

fenotyp zespo6t cech organizmu. Oddzialywanie miedzy genotypem a Srodowi-
skiem daje fenotyp.

gen fragment DNA o zdolnoSci tworzenia jakiego$ RNA lub biatka. Gen jest
podstawowa jednostka dziedziczenia.

genom material genetyczny zawarty w pojedynczym zespole chromosomoéw.
Na przykiad komorki czlowieka posiadaja dwa genomy, z wyjatkiem ko-
morek rozrodczych, ktére zawieraja po jednym genomie. W przypadku
eukariotow genom odnosi sie do DNA zawartego w jadrze komorki.

genotyp uklad alleli danego osobnika warunkujacy jego wlasciwosci dzie-
dziczne.

kodon jednostka w sekwencji mRNA (informacyjne RNA) skladajaca sie
z trzech nukleotydéw (odpowiadajacych zasadom A, C, G, U) koduja-
cych okreslony aminokwas. Istnieja 43 = 64 kodony, z czego 60 okre-
sla 20 aminokwasow (rézne kodony moga okreslac ten sam aminokwas);
kodon AUG (metionina) inicjuje translacje, a trzy kodony koncza transla-
cje. Dzieki temu, ze wystepuje kodon inicjujacy, kazdy nukleotyd wcho-
dzi w sklad jednego kodonu, nie trzeba oddziela¢ kodonow ,przecin-
kami”, kodonom przyporzadkowane sa jednoznacznie aminokwasy, a ich
kolejnos¢ ulozenia w biatku odpowiada kolejnosci w mRNA. Rowniez
DNA zbudowane jest z trojek nukleotydowych (zawierajacych zasady
A, C G, T).

nukleotyd podstawowy skltadnik DNA i RNA. Nukleotyd zbudowany jest z cu-
kru - w przypadku DNA deoksyrybozy, a w przypadku RNA rybozy - oraz
jednej z zasad azotowych.

RNA (skrot od kwasy rybonukleinowe) czasteczki organiczne zbudowane zwy-
kle z jednej nici rybonukleotydow, uzywane miedzy innymi w transkrypcji
DNA i w syntezie biatek.

zasady azotowe w przypadku DNA: adenina A i guanina G (zasady puryno-
we) oraz cytozyna C i tymina T (zasady pirymidynowe); w RNA i w DNA
niektorych wiruséow zamiast tyminy T wystepuje uracyl U. W DNA dwuni-
ciowym zasady lezace naprzeciwko siebie polaczone sa wedlug wzoru A-T
lub G-C.
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4. Zmienne losowe i ich wlasnosci

4.1. Pojecie zmiennej losowej i jej rozkladu

W teorii prawdopodobienstwa kluczowa role odgrywa pojecie zmiennej losowej.
Niech (€, 2, P) bedzie dowolna przestrzenia probabilistyczna. Zmienng losowq
nazywamy funkcje mierzalna §: Q — R (symbol R oznacza zbior liczb rzeczy-
wistych), gdzie zbior R rozpatrujemy wraz z o-algebra zbioroéw borelowskich
w R.

Przypominamy, ze jezeli (X, A) i (Y,B) sa przestrzeniami mierzalnymi
z o-algebrami A i B, to odwzorowanie f: X — Y nazywamy funkcjq mierzalng,
jezeli f~1(B) € A dla dowolnego zbioru B € B. Ponadto dla kazdej przestrzeni
topologicznej mozna rozpatrywac najmniejsza o-algebre zawierajaca zbiory
otwarte; jej elementy nazywamy zbiorami borelowskimi, a o-algebre zbioréw
borelowskich w przestrzeni X oznaczamy przez B(X).

Zatem funkcja &: Q — R jest zmienna losowa, jezeli £ 1(B) € = dla
dowolnego zbioru B € B(R).

Oprocz pojecia zmiennej losowej wprowadza sie ogélniejsze pojecia wekto-
ra losowego i elementu losowego. Niech (X, A) bedzie przestrzenia mierzalna.
Wtedy odwzorowanie mierzalne &: Q) — X nazywamy elementem losowym. Zwy-
kle rozwazamy elementy losowe o wartoS$ciach w przestrzeni topologicznej X
wyposazonej w o-algebre B(X). Jezeli X = R", to & nazywamy n-wymiarowym
wektorem losowym lub n-wymiarowa zmienna losowa. Wektor losowy ma postac
E(w) = (&1 (w),..., & (w)), gdzie &; sa zmiennymi losowymidlai=1,...,n.

W praktyce czesto poslugujemy sie zmiennymi losowymi bez znajomosci
przestrzeni probabilistycznej, na ktoérej sa okreSlone. Istotna jest znajomos¢
rozkladu zmiennej losowej, a wiec z jakim prawdopodobienstwem zmienna
losowa przyjmuje wartoSci w interesujacych nas zbiorach.

Rozktadem zmiennej losowej nazywamy miare probabilistyczna u okreslo-
na na o-algebrze B(R) wzorem u(B) = P(§ € B) dla B € B(R). Zapis P(§ € B)
jest skréocona forma wzoru P({w € Q: E(w) € B}). Podobnie definiujemy
rozklad dla wektorow i elementéw losowych. Formalnie pojecie rozkladu praw-
dopodobienstwa moze funkcjonowac bez odwolywania sie do zmiennej losowej,
jako miara probabilistyczna na R lub na ogolniejszej przestrzeni, np. R™.

Rozklad zmiennej losowej mozna wyznaczac, korzystajac z pojecia dys-
trybuanty. Dystrybuantq zmiennej losowej nazywamy funkcje Fg: R — [0, 1]
okreslona wzorem

Fe(x) = P(& < x).

Niech F bedzie dystrybuanta zmiennej losowej £. Funkcja F ma nastepujace
wlasnosci:
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(i) F jest niemalejaca: jezeli x; < x», to F(x1) < F(x?),
(i) Imy_s_ o F(x) =0ilimy_, 0 F(x) =1,

(iii) F jest prawostronnie ciagla: lim, _,; F(x) = F(xo) dla dowolnego x¢ € R.

Na odwrot, jezeli funkcja F spelnia warunki (i)-(iii), to jest dystrybuanta zmien-
nej losowej £E(w) = w okresSlonej na przestrzeni probabilistycznej (R, B(R),P),
gdzie P jest miara zdefiniowana wzorem P((—o0, x]) = F(x) dla x € R, z ktoére-
go jednoznacznie mozna wyznaczy¢ P(B) dla B € B(R).

Uwaga L.15. W niektérych podrecznikach dystrybuante definiuje sie wzorem
Fe(x) = P(§ < x). Definicja ta r6zni sie od poprzedniej, jezeli zmienna losowa
przyjmuje pewna warto$¢ z dodatnim prawdopodobienstwem.

Wsrod rozkladow wyrézniamy rozklady ciagle i dyskretne. Mowimy, ze
zmienna losowa & ma rozklad ciqgly, jezeli jej dystrybuanta jest funkcja ciagla.
Jezeli natomiast istnieje taki przeliczalny zbiér S = {x,x2,...},ze P(§ € 5)
= 1, to méwimy, zZe zmienna losowa jest dyskretna oraz ze ma dystrybuante
i rozklad dyskretny. W tym wypadku rozktad & jest w pelni wyznaczony przez
wartosci p; = P(§ = x1), p2 = P(§ = x»), ...nastepujaco:

4.1) P(EeB) = > p; dlaBeBR).

{i: x;€B}

Wsréd zmiennych losowych o rozktadach ciaglych wyr6zniamy zmienne
majace gesto$ci. Mowimy, ze zmienna losowa, jak réwniez jej rozklad, ma
gestos¢ wzgledem miary Lebesgue’a, lub krotko: ma gestosc f, jesli f jest taka
nieujemna funkcja mierzalna okreslona na prostej R, ze

4.2) P(E € B) = JBf(x) dx dlaB € B(R).

Podamy teraz kilka przykladow rozkltadoéw dyskretnych oraz rozkladow
majacych gestosSci. Najprostszym rozkladem dyskretnym jest rozklad jedno-
stajny, gdy zmienna losowa przyjmuje skonczona liczbe warto$ci z tym samym
prawdopodobienstwem. Do podstawowych rozkladow dyskretnych naleza roz-
ktad dwumianowy (Bernoulliego), rozklad Poissona, rozktad geometryczny,
rozktad potegowy oraz rozktad logarytmiczny.

Przyklad 1.16 (rozklad dwumianowy (Bernoulliego)). Wykonujemy serie n nie-
zaleznych dos$wiadczen, w ktorych prawdopodobienstwo sukcesu wynosi
p € (0,1). Zmienna losowa & wyraza liczbe sukcesoéw. Wtedy & ma rozktad
dwumianowy (zwany tez rozkitadem Bernoulliego):

4.3) P(E = k) = (’Z)pku—p)"—k dlak=01,....n
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Przyklad 1.17 (rozklad dwumianowy mieszany). W diagnostyce niektore testy
wykonywane sg kilkakrotnie, gdy np. mamy kilka r6znych probek badanej tkan-
ki Iub ptynow ustrojowych. Rozwazmy najprostszy model, w ktorym badanych
dzieli sie na osoby zdrowe i chore; niech g bedzie prawdopodobienstwem, ze
losowo wybrana osoba z rozpatrywanej proby jest zdrowa. Test daje wynik po-
zytywny z prawdopodobienstwem p; dla oséb zdrowych i p» dla oséb chorych.
Wybieramy osobe i wykonujemy serie n niezaleznych testow. Zmienna loso-
wa & wyraza liczbe wynikéw pozytywnych. Wtedy € ma rozktad dwumianowy
mieszany (lub wazony):

n
k

Korzystajac z reguly Bayesa (2.5), mozemy wyznacza¢ prawdopodobienstwo,
ze osoba jest zdrowa lub chora, w zaleznosci od liczby wynikéw pozytywnych
(patrz zad.[[.26).

Pojecie rozkladu dwumianowego mieszanego mozna uogoélnic, rozwazajac
wieksza liczbe roziacznych grup oséb (warunkoéw itp.); wtedy

P(E— k) = q< )p’f(l—pl)”_k+ (1 —q)(’Z)pm—pz)"—k dlak=0,1,....n.

s
n
@d  PE=R=Ya(})pka-pont dak=01,..n,
i-1
gdzie q1,...,qs sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi spelmiajacymi warunek

a1 +---+qs=1,ap;€[0,1]dlai=1,...,s. Mozna tez rozpatrywac rozklad
dwumianowy mieszany, w ktérym wystepuje przeliczalna liczba rozkladéw
dwumianowych.

Przyklad 1.18 (rozklad Poissona). Przypus$cmy, ze podobnie jak dla rozkladu
dwumianowego wykonujemy serie n niezaleznych doswiadczen, w ktorych
prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p,, = A/n, gdzie A jest ustalona liczba
dodatnia. Mozna tatwo wykazac, ze

n

k n-k /\k —-A
X Pl —pn) = e

(4.5) lim ( X

n— 00
dla dowolnego k € N (przez N oznaczamy zbior liczb naturalnych, tzn. nieujem-
nych liczb calkowitych). Wzo6r po prawej stronie wyraza zatem przybliZone
prawdopodobienstwo k sukceséw w n niezaleznych do$wiadczeniach, gdy
n jest dostatecznie wielkie, a prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczym
doswiadczeniu jest mate i wynosi p = A/n. Wyrazenie po prawej stronie wzo-
ru wyznacza rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze liczb naturalnych,
zwany rozktadem Poissona.

Przyklad 1.19 (rozklad geometryczny). Znoéw wykonujemy serie niezaleznych
dos$wiadczen, w ktorych prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p € (0, 1). Serie
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przerywamy, jezeli doSwiadczenie zakonczylo sie porazka. Niech zmienna
losowa & oznacza liczbe sukceséw, przy czym jezeli pierwsze doSwiadczenie
zakonczylo sie porazka, to przyjmujemy & = 0. Zmienna losowa & ma rozktad
geometryczny wyrazony wzorem

(4.6) P(E=k)=(1-p)p* dladowolnego k € N.

Przyklad .20 (rozklad hipergeometryczny). W wielu zastosowaniach wystepuje
rozkiad hipergeometryczny, ktory wygodnie jest wprowadzi¢, rozpatrujac na-
stepujace zadanie kombinatoryczne. W urnie mamy N kul, wsrod ktoérych jest
B kul biatych i C kul czarnych, przy czym B + C = N. Z urny wylosowano prob-
ke liczaca K kul. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze w wylosowanej
probie jest dokladnie n kul biatych.

Zauwazmy, ze roznych probek K-elementowych jest (z). Ze zbioru kul bia-
lych mozemy wybrac¢ n kul na (ﬁ) sposobow, a ze zbioru kul czarnych mozemy
wybra¢ K — n kul na ( Kfn) sposobow. Stad wsrod probek K-elementowych ma-
my ( fl ) ( Kfn) réznych probek zawierajacych n kul biatych. Rozklad zmiennej
losowej & wyznaczajacej liczbe kul bialych w probce K-elementowej okreSlony
jest wiec wzorem

() (65)
(x)

Przyjmujemy tu konwencje (%') = 0, gdy k < 0 lub k > m. Rozklad
nazywamy rozktadem hipergeometrycznym.

(4.7) P(E=n) =

Uwaga I.21. Rozklady, w ktorych wystepuje symbol silni (np. rozklad Bernou-
lliego, Poissona i hipergeometryczny), sa niewygodne do obliczen i czesto
korzysta sie ze wzorow asymptotycznych, wystarczajacych w wielu zastoso-
waniach.

Dwa ciagi (a) i (by,) o wyrazach réznych od zera nazywamy rownowaz-
nymi i piszemy a, ~ by, jezeli lim, .. a,/b, = 1. Wygodnie jest uzywac
nastepujacego wzoru Stirlinga:

(4.8) nl ~~2mnn"te .

Wykazemy, ze jezeli k = cn, gdzie c € (0,1), to

<1’1) - 1 enH(c)
(4.9) k J2ttne(l —¢) ’
H(c) =-clnc—-(1-c¢)In(1 —c).
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Istotnie, korzystajac ze wzoru Stirlinga, otrzymujemy

(") _ n! N 2mn nn o
k) kin =k 2k\2T(n — k) kk(n — k)n-k e~ke-(n-k)
B ﬁ exp{ninn - kink - (n — k) In(n - k)}
- Jﬁ exp{nlnn - cnin(cn) - (1 - c)nln((1 - c)n))}
B \/ﬁ exp{-cninc — (1 -c)nin(1 - o)},

Przyklad 1.22 (rozklad potegowy). Ustalmy liczbe rzeczywista a > 1 i liczbe
naturalng n > 0. Niech ¢, , bedzie taka stata, ze can D pon k¢ = 1. Jezeli
zmienna losowa & o warto$ciach w zbiorze {n,n + 1, ...} spelnia warunek

(4.10) P(E =k) = cank™@ dla dowolnego k > n,

to moéwimy, ze & ma rozktad potegowy. Trudno jest podac prosta interpretacje
rozkladu potegowego, tak jak w przypadku rozkladu dwumianowego, Poissona,
czy geometrycznego. Mimo to rozkiad potegowy wydaje sie by¢ najlepszym
przyblizeniem wielu rozkladow empirycznych, miedzy innymi w sieciach biolo-
gicznych i w biologii genomu [201].

Przyklad 1.23 (rozklad logarytmiczny). Ustalmy p € (0,1). Jezeli zmienna
losowa & o warto$ciach w zbiorze {1, 2,...} spelnia warunek

k
(4.11) P(E=k) = cp% dla dowolnego k > 1,

gdzie ¢, = —m, to moéwimy, ze & ma rozkiad logarytmiczny. Rozklad
logarytmiczny pojawil sie w pracy [118] jako model opisu rozkladu wzgled-
nej liczebnosci kolejnych gatunkéw na danym obszarze. Opisuje on rowniez
rozklad rodzin paralogéw w genomie [330} [355].

Podamy teraz kilka przyktadow rozkladéw ciaglych.

Przyklad 1.24 (rozktad jednostajny). Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi
ia < b.Rozklad o gestosci

1
4.12) f(x) = ml[a,b](x)

nazywamy rozkladem jednostajnym na przedziale [a,b]. Rozklad ten ma
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dystrybuante
0, gdy x < a,
(4.13) Fx)=1X=2 gdya<x=<b
. X) = b—a’ g y — — y
1, gdy x > b.

Przyklad 1.25 (rozklad normalny (Gaussa)). Niech m bedzie liczba rzeczywista,
a o liczba dodatnia. Rozklad o gestosci

(4.14) fx) =

1 (x —m)?

2o P <_ 202 )

nazywamy rozktadem normalnym (lub gaussowskim) o parametrach m, o
i oznaczamy przez N (m,oc?). Jezelim = 0i ¢ = 1, to rozklad normalny
nazywamy standardowym, a jego dystrybuante oznaczamy przez ¢(x). Na
rysunku przedstawione sa wykresy gestosci rozkladu normalnego dla roz-
nych parametrow o. Rysunek [.12] przedstawia wykres dystrybuanty rozkladu
normalnego o parametrach m =4io = 1.

YA
0,75

0,50

0,25

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek L.11. Gesto$¢ rozkladu normalnegodlam =4io =0,5,0=1,0 =2
YA

1

0,8

0,6

0,4

0,2

|
X

0 1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 1.12. Dystrybuanta rozkladu normalnego o parametrachm =4io =1
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Przyklad 1.26 (rozklad gamma). Rozklad o gestosSci

A
0(7 A-1,—-ax
0, gdy x <0,

nazywamy rozkltadem gamma o parametrach o« > 0i A > 0, gdzie I jest funkcjq
gamma okreSlona wzorem

(4.16) [A) = J xMleXdx, A>0.
0

Nalezy wspomnie¢, ze
4.17) I(x+1)=xI'(x) dlax>0orazI'(n+1)=n!dlan e N.
Rozklad gamma z A = 1 nazywamy rozkltadem wykitadniczym. Rozklad wyktad-

niczy ma wiec gestosc

(4.18) flx) = {0‘9_ , gdyx =0,

0, gdy x <0,

i dystrybuante

0, gdy x <0,
(4.19) F(x) =
1—-e* gdyx=0.

Wykresy gestos$ci rozkladu gamma dla réznych A przedstawione sa na rysun-
ku

Przyklad 1.27 (rozklad potegowy (Pareto)). Niech x;, i k beda dodatnimi liczba-
mi rzeczywistymi. Rozklad o dystrybuancie

k
X
gdy x < xum,

(4.20) F(x) = 1
0’

nazywamy rozktadem potegowym lub rozkitadem Pareto o parametrze skali x;,
i parametrze ksztaltu k.

Przyklad 1.28 (rozklad Cauchy’ego). Rozklad o gestosci

1
(4.21) g(x) = m

nazywamy standardowym rozktadem Cauchy’ego. Jego dystrybuanta wyraza
sie wzorem F(x) = % + % arctg x.
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vA
A=0,5
1,0
A=1
0,5 ¢
A=2
A=3
. . >
0 1 2 3 4 5 6 x

Rysunek I.13. Rozklad gammadlacx=1iA=0,5,A=1,A=2,A=3

4.2. Charakterystyki zmiennych losowych

Wartosciq oczekiwanqg lub momentem pierwszego rzedu zmiennej losowej &
nazywamy liczbe

(4.22) EE = JQE(w)P(dw),

o ile calka po prawej stronie istnieje. Definicja warto$ci oczekiwanej przenosi
sie automatycznie na zmienne losowe o warto$ciach zespolonych i wektory
losowe. Warto$¢ oczekiwana wektora losowego & = (&1,...,&,) wynosi EE =
(Egl;---’EEn)-

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej mozemy wyznaczy¢, korzystajac
z jej dystrybuanty:

(4.23) EE = Jw x dF (x).

Calka wystepujaca po prawej stronie wzoru jest caltka Stieltjesa wzgledem
funkcji F. Jezeli zmienna losowa jest dyskretna, to

(4.24) EE = xipi,

iel

gdzie liczby x;j, i € I, sa wszystkimi wartoSciami, ktére przyjmuje zmienna &,
a p; = P(E = x;). Jesli zbior I jest skonczony, to wartos¢ oczekiwana istnieje,



58 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

a jezeli jest nieskonczony, to wartoS¢ oczekiwana istnieje, o ile szereg po
prawej stronie wzoru (4.24) jest bezwzglednie zbiezny. JeSli zmienna losowa &
ma gestosc f, to

(4.25) EE = Jw xf(x)dx.

Wzory (4.23)-(4.25) mozna uogolni¢ na inne funkcjonaly od zmiennych
losowych. Niech g: R — R bedzie funkcja mierzalna. Wtedy

(4.26) Eg(®) = [ gtodrio,
o ile ta calka istnieje, a jezeli &€ ma gestoS¢ f, to
(4.27) Eg() = | gtoftodx.

Wariancja D?> € zmiennej losowej £ nazywamy liczbe
(4.28) D?E = E(§ -EE)?,
ktéra mozemy takze oblicza¢ ze wzoru
(4.29) D’E =EE* - (EE)?,

o ile E &2 istnieje. Niekiedy wariancje oznacza sie przez Var &. Liczbe o = \/DTE
nazywamy odchyleniem standardowym.

JezeliEE = 0i D? £ = 1, to zmienna losowa nazywamy standaryzowana.
Kazda zmienna losowa o skonczonej wariancji wyznacza zmienna standaryzo-
wana za pomoca przeksztalcenia liniowego

g -5 EE
VD?E

W analizie i prezentacji danych statystycznych wazna role odgrywa pojecie
mediany. Mowimy np., Ze mediana zarobkow jakiej§ grupy wynosi m, jezeli
polowa 0sOb w grupie zarabia mniej niz m, a druga potowa wiecej niz m.
Pojecie to mozna przenie$¢ na zmienne losowe, przy czym definicja moze
nie by¢ jednoznaczna. Jezeli zmienna losowa & ma ciagla dystrybuante F, to
mediang & nazywamy taka liczbe m, ze F(m) = 0,5. Zauwazmy, ze m moze
nie by¢ okreSlone jednoznacznie, jezeli funkcja F przyjmuje warto$¢ 0,5 na
pewnym odcinku. W tym wypadku mozna przyjac, ze mediana jest osiagana
w $rodku tego odcinka. Jeszcze wiekszy problem stwarza definicja mediany dla
dyskretnych zmiennych losowych. Wtedy taki punkt m, ze F(m) = 0,5, moze
nie istniec.




4. Zmienne losowe i ich wlasnosci 59

Przyjmujemy, ze dla dowolnej zmiennej losowej & mediana jest definio-
wana jako taki punkt m, ze P(§ < m) = 0,51 P(§ = m) = 0,5, co w jezyku
dystrybuanty wyraza sie zaleznoSciami F(m~) < 0,51 F(m) = 0,5. Jezeli
rozklad jest symetryczny wzgledem punktu x = m, to m jest jednoczes$nie
wartoScia oczekiwana (o ile istnieje) i mediana tego rozkitadu.

Przyklad I1.29. Dla rozkladu dwumianowego z parametrem p iliczba prob n
mamy EE = pn, D> £ = p(1 — p)n, a mediana jest jedna z liczb [np] — 1, [np],
[np] + 1.

Przyklad 1.30. Warto$¢ oczekiwana i wariancja dla rozkladu Poissona z para-
metrem A wynosza A.

Przyklad I.31. Dla rozkladu geometrycznego z parametrem p, a wiec gdy
P(E=k) = (1-p)pkdlak € N, mamy EE = p(1 - p)~!, D’E = p(1 — p)~2,
a mediana wynosi m = —[logl2 p] — 1. Zauwazmy, ze roéznica miedzy wartoScia
oczekiwana i mediana jest duza dla p ~ 1 (patrz zad.[[.33).

Przyklad I.32. Dla zmiennej losowej o rozkladzie hipergeometrycznym (patrz
przyktad [[.20) z parametrami B, C = N — B, K mamy
BK

EE N D’ E =

KB(N - B)(N - K)
N2Z(N -1) ’

a mediana wynosi
—_— [(B+1)(K+ 1)]
- N+2 '

Przyklad 1.33. Rozklad jednostajny na przedziale [a, b] ma warto$¢ oczekiwa-
na (a + b)/2 i wariancje (b — a)?/12.

Przyklad I.34. Rozklad normalny z parametrami m i ¢ ma warto$¢ oczekiwana
m i wariancje o2,

Przyklad I.35. Rozklad gamma z parametrami « i A ma warto$¢ oczekiwana
A/« i wariancje A/ 2.

Przyklad 1.36. Rozklad potegowy o parametrze skali x;, i parametrze ksztattu

k ma mediane x,, v/2. Warto$¢ oczekiwana istnieje dla k > 1 i wynosi %{‘
2

Wariancja istnieje dla k > 2 i wynosi %

Przyklad 1.37. Standardowy rozklad Cauchy’ego ma mediane rowna zeru, ale

nie ma wartos$ci oczekiwanej.

Wazna role w teorii prawdopodobienstwa odgrywa pojecie funkcji charak-
terystycznej i funkcji tworzacej zmiennej losowej. Przedstawimy teraz definicje



60 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

obu poje¢, podamy bez dowodu ich wlasnosci oraz sformulujemy podstawowe
twierdzenia dotyczace zwiazku miedzy funkcja charakterystyczna i rozktadem
zmiennej losowej.

Funkcja charakterystycznq zmiennej losowej & o dystrybuancie F nazy-
wamy funkcje o dziedzinie R i o warto$ciach zespolonych, okreslona wzorem

00

(4.30) e(t) =Ee® = J e™ dF (x).

— 00

Funkcja charakterystyczna jest wiec transformata Fouriera rozkladu zmiennej &,
zgodnie z jedna z wielu definicji transformacji Fouriera. Jezelin = o€ + m, to
wprost ze wzoru (4.30) otrzymujemy zalezno$¢

(4.31) Pp(t) = e pg(at).

Przyklad 1.38. Jezeli & jest zmienna dyskretna o wartoSciach xy, k € I, oraz
Pk = P(& = xx), to

(4.32) Pe(t) = > pre™™.
kel

W szczegolnosci dla rozkladu dwumianowego z parametrem p iliczba prob n
mamy Qg (t) = (1-p+peit)", zas exp(Aeit —A) jest funkcja charakterystyczna
rozkladu Poissona z parametrem A.

Przyklad 1.39. Jezeli zmienna losowa & ma gestos¢

fx) = J;?exp(—xz/Z),
to f'(x) = —xf(x), a wobec tego f\’ = —/)\/C?, gdzie J oznacza transformate

Fouriera funkcji g. Poniewaz f’ (t) = —itf (t) i xf = —if’(t), wiec transfor-
mata funkcji f spelmia rownanie r6zniczkowe

£/ (@) =—tf)

z warunkiem poczatkowym f(O) = E1 = 1. Rozwiazaniem tego réwnania
jest funkcja exp(—t2/2), a wiec @g(t) = exp(—t2/2). Jezeli zmienna losowa n
ma rozklad N (m, o?), to ze wzoru otrzymujemy réwnos$¢ @y (t) =
exp(itm — (to)?/2).

Jezeli E|E|* < o dla pewnego k € N, to korzystajac z wlasnosci trans-
formacji Fouriera, stwierdzamy, ze istnieje ciagla k-ta pochodna funkcji g
oraz

(4.33) @ (0) = iFEEX.
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Poniewaz funkcja charakterystyczna jest transformata Fouriera rozkladu
zmiennej losowej, wiec jeSli zmienna losowa ma gesto$¢ f, to ze wzoru na
odwrotna transformacje Fouriera otrzymujemy

_i ® —itx
(4.34) Fo) =5 | e tprwar.

W ogoélnym przypadku mamy nastepujace twierdzenie pozwalajace wyrazic¢
dystrybuante zmiennej losowej za pomoca funkcji charakterystycznej.

Twierdzenie .40 (Lévy’ego). Jezeli F jest dystrybuantq, a @ funkcjq charaktery-
stycznq zmiennej losowej &, to dla dowolnych punktow ciqgtosci x iy funkcji F
mamy

T e—itx _ e—ity

1 ..
(4.35) F(y) -F(x) = ETII_IEO _Tf(p(t)dt.

Zauwazmy, ze funkcja @ (t)/t moze byc¢ niecalkowalna w t = 0 i wtedy
catke f_TT po prawej stronie wzoru 1i rozumiemy jako warto$¢ gtowna catki
niewlasciwej, czyli jako granice lim, o+ ([ + IET).

Z funkcji charakterystycznych mozemy korzystac¢ przy badaniu zbieznosci
rozkladéw. Mowimy, ze ciag (&) zmiennych losowych (lub ich rozkladéw) jest
stabo zbiezny lub zbiezny wedtug rozktadu do zmiennej losowej &, jezeli dla
dowolnej funkcji ciagtej i ograniczonej g mamy limy, ., Eg(&§,) = Eg(&). W ten
sam sposoOb definiujemy zbiezno$¢ staba (lub wedlug rozkladu) dla wektorow
losowych i elementow losowych.

Staba zbiezno$¢ zmiennych losowych mozna wygodnie sformutowac¢ w je-
zyku dystrybuant. Niech F,, i F oznaczaja dystrybuanty zmiennych losowych
&, 1 & Wtedy slaba zbiezno$c¢ ciagu (&;,,) do & oznacza zbieznoS¢ ciagu (Fy (x))
do F(x) w kazdym punkcie ciagto$ci x funkcji F. Zbiezno$¢ staba bedziemy
oznaczac¢ symbolem = (zaréwno dla zmiennych losowych, dystrybuant, jak
i rozkladow). Nastepujace twierdzenie podaje zwiazek miedzy zbieznoS$cia
staba a zbieznoscia funkcji charakterystycznych.

Twierdzenie 1.41. Niech (@) bedzie ciggiem funkcji charakterystycznych
zmiennych losowych &,. Jezelilim,, ,. @, (t) = @(t) dla kazdegot € R i funk-
cja @ jest ciqgta wt = 0, to @ (t) jest funkcjq charakterystyczng pewnej zmien-
nej losowej € oraz &, = &. Na odwrdt, jezeli &, = &, tolimy . @u(t) = @(t)
dla kazdegot € R.

Korzystajac z funkcji charakterystycznych, mozna udowodni¢ nastepujace
twierdzenie o zbieznos$ci wektorow losowych.
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Twierdzenie 1.42. Ciqg wektoréw losowych &, = (EL,...,E%) jest stabo zbiez-
ny do wektora € = (EL,..., &%) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu
(ai,...,aq) € R4 zmienne losowe a &L + - - - + a4&% sq stabo zbiezne do zmien-
nej losowej a1 &' + - - - + az&4.

Dla zmiennych losowych o warto$ciach w zbiorze liczb calkowitych za-
miast funkcji charakterystycznych wygodnie jest uzywac funkcji tworzacych.
Funkcjq tworzqcq zmiennej losowej & przyjmujacej wartosci calkowite nazy-
wamy funkcje zmiennej zespolonej Yg(z) = E z¢. Funkcja e nie musi byc
okreSlona w calym zbiorze liczb zespolonych C, ale na pewno jest popraw-
nie okreslona na okregu jednostkowym, przy czym @g(t) = (,Ug(eit). Mamy
nastepujace zaleznoSci:

1 Ye(z)

- dz.
2711 Jiz1=1 zk+1

(4.36) we(z) =2 Z*P(E=k), P(E=k) =
k

Jezeli E|E|¥ < oo dla pewnego k € N, to korzystajac ze wzoru i zaleznoSci
We(z) = EZ%, stwierdzamy, ze

0 k
k _
4.37) EE* = (zaz> Ye(2)

z=1

a wyrazenie po prawej stronie wzoru obliczamy w ten sposob, ze najpierw
k razy dzialamy operatorem z% na g (z), a nastepnie wyznaczamy wartosc¢
otrzymanego wyrazeniaw z = 1.

Na koniec tego punktu wspomnimy o metodzie momentow, wygodnej przy
rozwiazywaniu wielu praktycznych zagadnien. Nieco szersze omowienie tej
metody mozna znaleZ¢ w ksiazce [40]. Bedziemy rozpatrywa¢ zmienne losowe
o skonczonych momentach my = EE¥ k = 1,2,..., dowolnego rzedu.

Pojawiaja sie tu dwa naturalne pytania: po pierwsze, czy momenty wy-
znaczaja rozklad zmiennej losowej & jednoznacznie; po drugie, jezeli mamy
ciag zmiennych losowych, ktérych momenty dowolnego rzedu sa zbiezne, to
czy i w jakim sensie cigg tych zmiennych losowych jest zbiezny do pewnej
zmiennej losowej. Nastepujace twierdzenia podaja odpowiedzi na te pytania.

Twierdzenie 1.43. Jezeli zmienna losowa € o rozkladzie p ma skoviczone mo-
menty my = EEX dla kazdego k = 1,2,... i szereg potegowy

> murk k!
k=1

ma dodatni promien zbieznosci, to miara u jest jednoznacznie wyznaczona
przez ciqg (my).
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Twierdzenie 1.44. Zatozmy, ze rozklad zmiennej losowej € jest jednoznacznie
okreslony przez jej momenty. Jezeli zmienne losowe &,, majq skoriczone momenty
dowolnego rzedu oraz lim,_, EEX = EEX dla dowolnegok = 1, t0 &, = E.

4.3. Niezaleznosc¢ i warunkowe wartosci oczekiwane

Rozpoczniemy od wprowadzenia pojecia dystrybuanty wektora losowego, co
pozwoli nam na podanie prostej definicji niezaleznos$ci zmiennych losowych.

Niech &,..., &, beda zmiennymi losowymi na przestrzeni probabilistycz-
nej (Q, %, P). Funkcje Fg,_g,: R" — [0, 1] okreslona wzorem

(4.38) Fe 5, (X1,...,xn) =P(&1 < X1,...,&n < Xn)

nazywamy dystrybuantq wektora losowego & = (&1,...,&yn).

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym wyr6zniamy wektory losowe
o rozkladzie absolutnie cigglym i dla takiego wektora & definiujemy jego gestos¢
f:R™ — [0, o) jako funkcje spelniajaca warunek

P(£ € B) =J---Lf(tl,...,tn)dtl...dtn dla B € B(R™).

Jezeli rozklad wektora losowego jest absolutnie ciagly, to jego dystrybuanta F
i gesto$c f spelniaja zaleznos¢

X1

Xn
(4.39) F(xl,...,xn)=J f(t,...,ty)dt;...dt, dlax e R"

— 00

Zmienne losowe &1,..., &, nazywamy niezaleznymi, jezeli
(4.40) Fg g, (x1,...,xn) = Fg (x1)...Fg,(xn) dlax e R".

Definicje te mozna uogolni¢ na dowolna rodzine zmiennych losowych, przyjmu-
jac, ze zmienne losowe z tej rodziny sa niezalezne, jezeli niezalezne sa zmienne
z kazdego skonczonego podzbioru tej rodziny. Jezeli zmienne losowe &1,..., &,
sa niezalezne i maja gestosci fi,..., fu, to wektor losowy & = (&1,...,&,) ma
rozkiad absolutnie ciagly o gestosci

f(x1,..0,xn) = fi(x1) ... fu(xn).

Niezalezno$¢ zmiennych losowych mozemy rowniez zdefiniowac w jezy-

ku o-algebr zdarzen zwiazanych z tymi zmiennymi. Niech A4,..., A, beda
podzbiorami o-algebry X dla i = 1,...,n. Jezeli dowolne zdarzenia A; € A,
...,Ay, € A, sa niezalezne, to méwimy, ze rodziny zdarzen A,..., A, sa

niezalezne. Definicje te mozna przenie$¢ na dowolny zbior rodzin zdarzen,
zakladajac niezalezno$¢ rodzin ze skonczonych podzbioréw tego zbioru.
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Kazda zmienna losowa & generuje o-algebre zdarzen okreslona wzorem
Fe=1{&'(B): Be B(R)}.

Niezaleznos¢ zmiennych losowych &p,...,&, jest rbwnowazna niezalezno-
Sci o-algebr fy,,..., Fg,. Implikacja w jedna strone jest oczywista, bo zbior
{w € Q: &(w) < xi} z definicji dystrybuanty Fg, nalezy do o-algebry 7.
Bezposredni dowod implikacji odwrotnej jest trudniejszy. Implikacja ta wynika
m.in. zZ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.45. Zalézmy, ze o-algebry A.,..., A, sq generowane przez
rodziny zdarzen A, ..., A, ikazda rodzina A jest Tt-uktadem. Jezeli rodziny
Al,..., A, sa niezalezne, to o-algebry Ay, ..., Ay, sa réwniez niezalezne.

Moéwimy, ze rodzina P jest mr-ukladem, jezeli jest zamknieta wzgledem
skonczonych iloczynow, tj. jezeli A,B € P, to AN B € P. Rodzina P generuje
o-algebre A, jezeli A jest najmniejsza o-algebra zawierajaca 2.

Podamy teraz definicje r6znych wartoSci warunkowych dla zmiennych
losowych, zdarzen i o-algebr zdarzen. Rozpoczniemy od definicji E(§|A), gdzie
& jest zmienna losowa, a A zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie.
O zmiennej losowej & bedziemy stale zakladac, ze E|&E| < oo.

Jak juz wspomnieliSmy przy okazji definicji prawdopodobienstwa wa-
runkowego dwoch zdarzen (patrz uwaga [[.1), definicja wartosci warunkowej
wzgledem zdarzenia A sprowadza sie do zacieSnienia przestrzeni zdarzen
elementarnych do zbioru A i rozpatrywania nowego prawdopodobienstwa
P4(B) =P(B)/P(A) dla B < A. Podobnie definiujemy warunkowq wartosc ocze-
kiwanq zmiennej losowej & wzgledem zdarzenia A jako

1
P(A)

Wzoér na prawdopodobienstwo calkowite mozna przenie$¢ na zmienne
losowe. Niech Ay, Ap,... bedzie skonczonym lub nieskonczonym ciagiem zda-
rzen parami roztacznych (tj. A; N Aj = @ dla i # j), ktorych suma jest cata
przestrzen, a & - dowolna zmienna losowa. Zachodzi nastepujacy wzor na
prawdopodobienstwo catkowite dla wartoSci oczekiwanej:

(4.41) EE = > E(E|A;) P(4)).

E(E]A) = L £(w) Pa(dew) = L £(w) P(dew).

Sumowanie > ; jest po wszystkich mozliwych i, dla ktérych P(A;) > 0.

Niech A bedzie o-algebra zawarta w 3. Warunkowa wartos¢ oczekiwana
E(E|A) zmiennej losowej & wzgledem o-algebry A jest taka zmienna losowa
n mierzalna wzgledem A, ze

(4.42) JA £(w) P(dw) = JA n(w)P(dw) dlaAc A,
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Istnienie i jednoznacznosc E(&]|A) wynika z twierdzenia Radona-Nikodyma. Be-
dziemy korzystac¢ z nastepujacych wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwane;j:

(a) jezeli zmienna losowa n jest mierzalna wzgledem o-algebry A, to
E(n&lA) = nE(&lA),

(b) E(E(E]A)) = EE,

(c) jeSli zmienna losowa & i o-algebra A sa niezalezne, to E(§|A) = E&.

Udowodnienie powyzszych wzoréow pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie

(patrz zad. 1.42).

Przyklad 1.46. Niech o-algebra A bedzie generowana przez zdarzenia parami
rozlaczne Ay,...,Ap. Zakltadamy, ze % A; = Q i definiujemy n = E(§|A).
Poniewaz zmienna losowa n jest mierzalna wzgledem A, wiec jest postaci
n=>mn ¢ily,. Pozostaje nam wyznaczyc takie stale cq,...,cm, ze

JAJ E(w)P(dw) = JAv Z cilAi(w)P(dw).

Ji=1
Ma to miejsce, gdy

_ 1
~ P(A)

Ci

[ g pw) - ka0,

Niech C € X iniech A bedzie o-algebra zawarta w . Zmienna losowa
P(C|A) =E(C|A) := E(1¢|A)

nazywamy prawdopodobienistwem warunkowym zdarzenia C wzgledem o-
algebry A. Jezeli o-algebra A jest taka jak w przyktadzie [.46] to

P(CnA;)

m
P(CIA) = > cila, gdzie c¢; = AL

i=1

= P(CJA;).

Niech & i n beda zmiennymi losowymi i niech F, bedzie o-algebra gene-
rowana przez zmienna losowa n. Warunkowq wartos¢ oczekiwanq zmiennej
losowej & wzgledem zmiennej losowej n definiujemy wzorem

E(&In) = E(E1Fn).

Poniewaz zmienna losowa E(&E|n) jest mierzalna wzgledem o -algebry genero-
wanej przez n, mozna wykazac, ze istnieje taka funkcja mierzalna g: R — R,
ze

E(EIn) =g(n).
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Przyjmujemy, ze E(§ | n = ) = g(»). Funkcje y — E(& | n = ) nazywamy re-
gresjq zmiennej losowej & wzgledem n. W klasie wszystkich funkcji mierzalnych
h: R — R warto$¢ oczekiwana E(Z — h(n))? osiaga minimum dla h = g.

Dla dowolnego zbioru C € X definiujemy prawdopodobiernistwo warunkowe
zdarzenia C wzgledem zmiennej losowej n wzorem

P(CIn) = E(XclFn);

podobnie jak poprzednio definiujemy tez P(C|n = y) = g(y), gdzie g(n)
=P(CIn).

Uwaga 1.47. Niech € = E(&|n). Wiemy, ze €T = g(n) dla pewnej funkcji
g: R — R. Nasuwa sie naturalne pytanie, jak wyznaczy¢ funkcje g. Jezeli
para (&, n) ma gestosc rozktadu f¢ ,(x,y), to

%% X fen(x,y) dx _ I5% X fen(x,y)dx
[% fen(x,¥) dx () '

Dowdd tego faktu pozostawiamy czytelnikowi (patrz zad.[.44). Wyrazenie

g(y) =

_ . fE,r)(X,y)
fexIn=y):= O

nazywamy warunkowq gestosciq prawdopodobienstwa; wtedy g () jest warto-
Scia oczekiwana warunkowej gestosci prawdopodobienstwa, tzn.

o0

ay) = j XfelxIn=y)dx.

Niech C bedzie zdarzeniem o prawdopodobienstwie dodatnim i niech g(y) =
P(CIn=1y).Wtedy g(y) =P(C)Fc(y)/F(y), gdzie F jest dystrybuanta zmien-
nej losowej n, a F¢ jest jej dystrybuantq warunkowq przy warunku C, okreSlona
wzorem Fc(y) =P(n < x|C).

4.4. Rodziny o-algebr. Prawa zero-jedynkowe

Ustalmy nieskonczony ciag zdarzen A;, Ay, .... Interesuje nas prawdopodobien-
stwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze zaszlto nieskonczenie wiele sposrod
zdarzen Aj, A, .... Zdarzenie A okreSlone jest wzorem

A= U A
n=1k=n

Twierdzenie 1.48. Jesli > ;_; P(Ax) < o, to P(A) = 0. Jesli zdarzenia Ay, As, ...
sq niezalezne i ;1 P(Ag) = o, toP(A) = 1.
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Twierdzenie [l.48| nosi nazwe lematu Borela-Cantellego i jest jednym z tzw.
praw zero-jedynkowych. Aby sformutowa¢ kolejne prawo zero-jedynkowe, mu-
simy wprowadzi¢ pomocnicze o-algebry.

Przez o-algebre generowanq przez rodzine zmiennych losowych &y rozu-
miemy o-algebre generowana przez wszystkie zdarzenia postaci {Ey € B},
gdzie B € B(R). Jest to robwniez najmniejsza o-algebra zawarta w 3, wzgledem
ktorej wszystkie zmienne &, jak rowniez wektory losowe z nich utworzone, sa
mierzalne.

Rozwazmy teraz ciag zmiennych losowych &1, &»,.... Z ciagiem (&,;,) bedzie-
my wiazac nastepujace o-algebry: Fin - generowana przez zmienne losowe
&k, ..., En; F<n - generowana przez &i,...,&y; oraz F-, - generowana przez

&nsEn+1,- ... Niech
Fo = ﬂ Fon.
n=1

Wtedy ¥ nazywamy o -ciatem ogonowym lub o-algebrq ogonowgq; zdarzenia
nalezace do F« nazywamy resztkowymi albo ogonowymi. Ogoélnie o o-ciele
ogonowym i zdarzeniach resztkowych mozemy mowic¢, gdy zastapimy ciag Fsn
dowolnym zstepujacym ciagiem o-algebr.

Twierdzenie 1.49 (Prawo zero-jedynkowe Kohmogorowa). Jezeli zmienne loso-
we &1,&p,... sq niezalezne i A jest zdarzeniem resztkowym, to P(A) = 0 lub
P(A) = 1.

Podamy teraz twierdzenie o zbieznosci warunkowej, zwane tez prawem
zero-jedynkowym Lévy’ego. W tym celu wprowadzimy pojecie zbieznoSci prawie
na pewno. Ciag (&) jest zbiezny do & prawie na pewno (albo prawie wsze-
dzie, albo z prawdopodobienstwem 1), jezeli lim;, , . &, (w) = E(w) dla prawie
wszystkich w (tj. z wyjatkiem w ze zbioru o zerowym prawdopodobienstwie).
ZbieZznoS¢ prawie na pewno oznaczamy &, — & p.n.

Twierdzenie 1.50. Niech & bedzie zmiennq losowq o skoriczonej wartosci ocze-
kiwanej okreslonq na przestrzeni probabilistycznej (Q,3,P) i niech (Fn)nen
bedzie ciqgiem o -algebr zawartych w 3., przy czym spetniony jest jeden z dwoch
warunkow:

- ciag (Fn)nen Jjest rosngcy, a Fe jest najmniejsza o-algebrq zawierajacaq
wszystkie o -algebry Fy;

- ciag (Fn)nen jest malejgcy, a F jest czesciq wspolng o -algebr F,.

Wtedy
lim E(£|Fn) = E(E|Fw)  pon.



68 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

Nazwa ,prawo zero-jedynkowe” bierze sie stad, ze jezeli A jest zdarzeniem
z o-algebry Fo, to limy, .. P(A|Fn) = 14 p.n. Z otrzymanego wzoru wynika
prawo zero-jedynkowe Kolmogorowa. Niech zmienne losowe &1, &»,... beda
niezalezne, zatozmy, ze Fn = F<n = 0(&1,...,&n), i niech A € Fo. Wtedy
zdarzenie A jest niezalezne od o-ciala ‘F,, wiec P(A|Fn) = E(14|Fn) = P(A).
Zatem P(A) = 14 p.n., awiec P(A) = 11lub P(A) = 0.

Znane sg jeszcze inne prawa zero-jedynkowe, np. twierdzenie Hewitta-
Savage’a dla zdarzen symetrycznych. W dalszej czesSci ksiazki poznamy prawa
zero-jedynkowe zwiazane z ukladami dynamicznymi, martyngatami i procesem
Wienera.

Na koniec tego punktu wprowadzimy pojecia momentu zatrzymania
i zmiennej niezaleZznej od przysztosci. Zmienna losowa v przyjmujaca war-
toSci w zbiorze liczb naturalnych nazywamy momentem zatrzymania, jezeli
{v = n} € F<, dla kazdego n. Definicje momentu zatrzymania przenosi sie
natychmiast na przypadek, gdy o-algebry F<, zastapimy dowolna rosnaca
rodzing o-algebr.

Jezeli zmienne losowe &1, &»,... sa niezalezne, to o-algebry F<y i Fon+1
sq tez niezalezne, w szczeg6lnosci zdarzenie {v < n} nie zalezy od Fsy+1-
O takiej zmiennej v mowimy, ze nie zaleZy od przysztosci.

Nastepujace twierdzenie pozwala tatwo wyznacza¢ wartosci oczekiwane
sum zmiennych losowych o losowej liczbie sktadnikéw. Przyjmujemy oznacze-
nieS, =& +---+¢&,.

Twierdzenie 1.51 (Tozsamos$¢ Walda). Jezeli zmienne losowe &1, &, ... sq nie-
zalezne i majq taki sam rozkiad o skoriczonej wartosci oczekiwanej, a zmienna
losowa v nie zalezy od przysztosci orazEv < oo, to

ES, =E& -Ev.

4.5. Wektory losowe; dzialania na nich i ich
charakterystyki

Niech € i n beda zmiennymi losowymi o skonczonych wartosciach oczekiwa-
nych. Kowariancjq zmiennych & i n nazywamy liczbe

Cov(&,n) =E((E -E&)(n—En)).

Jezeli & i n maja skonczone wariancje, to ich kowariancja istnieje. Jezeli ponadto
wariancje zmiennych losowych & i n sa dodatnie, to wspdtczynnikiem korelacji
nazywamy liczbe

Cov(&,n) _ E(E-E&)(n—En))

p(&n) = o5, ﬁDZE oin
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Korelacja jest wiec warto$cia oczekiwana iloczynu zestandaryzowanych zmien-
nych losowych & i n. Jezeli zmienne losowe & i n sa niezalezne, to kowa-
riancja i wspotczynnik korelacji sa zerowe, co natychmiast wynika ze wzo-
ru E(§n) = EE - En. Wspoblczynnik korelacji jest liczba z przedzialu [—1,1]
i w zaleznosci od jego znaku mowimy o skorelowaniu dodatnim, ujemnym
lub nieskorelowaniu zmiennych losowych. Jezeli p(&, n) = +1, to istnieja takie
stateaib, z2e P(n =a& +b) =1, przy czym a > 0, gdy p(&,n) = 1,oraz a <0,
gdy p(&,n) = -1.

Jezeli mamy wektor losowy & = (&1,...,8&x), to (n X n)-wymiarowe ma-
cierze [Cov(&;, &5)11 [p(&i, §j)] nazywamy odpowiednio macierzq kowariancji
i macierzq korelacji. Macierze te sa symetryczne i nieujemnie okre$lone. Przy-
pominamy, ze macierz rzeczywista A = [a;;] jest nieujemnie okreslona, jezeli
dla dowolnego x € R™ mamy Ax - x > 0. W szczego6lnoSci det A > 0.

Jezeli A = [Cov(&;, &)1 lub A = [p(&;, )], to detA = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy wektor losowy & jest zdegenerowany, co oznacza istnienie takich
stalych c1,...,cn+1, 2 P(c1&E1 + - - - + cn&n = cpy1) = 1.

Przyklad I.52. Niech &1,..., &, bedzie ciagiem niezaleznych wektoréw o roz-
ktadzie N (0, 1). Niech C = [c¢;;] bedzie macierza rzeczywista o wymiarach
nxn, m e R"iniech n; = X', cix& + m;. Wtedy zmienne losowe n; maja
wartosci oczekiwane m;, a wektor n = (n1,...,n,) ma macierz kowariancji
A = CCT, gdzie CT jest macierza transponowana wzgledem C. Wektor n na-
zywamy n-wymiarowq zmiennqg gaussowskq. Jezeli det C # 0, to wektor n jest
niezdegenerowany i ma rozklad o gestosci

(4.43) f

_; _1 _ -1 _ T
(X1,...,Xn) = (2n)n/2mexp( s (x —m)AT (x —m)").

Dla dowolnych zmiennych losowych &;,..., &, mamy
E@ +---+&)=E& +---+E&y,

o ile wartos$ci oczekiwane tych zmiennych istnieja. Jezeli zmienne losowe
&1,..., &, saniezalezne, to

D&+ ---+ &) =D& +--- + D2 &p,
Qg ++8, (1) = Qg (1) ... g, (1).

Funkcje charakterystycznq definiujemy réwniez dla wektora losowego
& = (&1,...,8&n) jako odwzorowanie @g: R" — C okreslone wzorem

n
(4.44) @g(t,...,ta) =EetE = E(exp > ityEx).
k=1
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Znajac funkcje charakterystyczna wektora losowego, mozemy wyznaczac inne
charakterystyki wektorow losowych, np. jezeli istnieje E E’fl fl", to

)ak1+"'+k"Q)§(t)

k1 kn _ i—(ki+---+ky
BEL B =t otk otk o’

W wielu zagadnieniach praktycznych znamy rozktad pewnego wektora
losowego & = (&1,...,&n), a interesuje nas rozklad zmiennej losowej n =
S(&1,...,&n), gdzie S: R™ — R jest pewna funkcja. Ograniczymy sie do przy-
padku, gdy wektor & ma gestoS¢ fg(x1,...,xn), a S jest funkcja ciagla. Zauwaz-
my, ze dystrybuante F, mozna wyznaczyc ze wzoru

(4.45) F,(x) =P(n<x) = J s Lt-S(t) }fg(tl, o tp)dty . dty.

Jezeli zmienna losowa n ma gesto$¢, to mozna ja wyznaczy¢, korzystajac ze
wzoru (4.45).

Przyklad 1.53. Rozpoczniemy od przykladu jednowymiarowego. Niech n = &2.
Wtedy dla x > 0 mamy

JxX
Falx) = Pn =) = PUE < v3) = | feat

astad fr(x) = 3x7V2(fe(=yX) + fr(vx)) dla x > 0. Jezeli £ ma standardowy
rozklad normalny, to f,(x) = (2mx)~1/2e~X/2] jest to wiec rozklad gamma
z oboma parametrami % Jezelin = Ef + - + &2, gdzie &,..., &, sa nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o standardowym rozkladzie normalnym, to n
ma rozklad gamma z parametrami « = % iA= % Rozklad ten nazywamy

rozkladem x? o n stopniach swobody.

Przyklad I.54. Niech & bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartoSci w pewnym
przedziale A, tzn. P(E € A) = 1,a S: A — R niech bedzie funkcja ré6zniczko-
walna o dodatniej pochodnej. Wtedy dystrybuanta zmiennej losowej n = S(&)
okre$lona jest wzorem

S~ H(x)
Fy(x) = P(n = x) = Fe(S~1(x)) = [ Fe(t) dt.

— 00

Ro6zniczkujac obie strony rownosci wzgledem x, otrzymujemy

d o i} 1 .
(4.46) Sn(x) = a(s 1)) fe(S7Hx)) = 5 Se(S7Hx)).

($71(x))
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Przyklad I.55. Niech n = & + - - - + &,,.. Korzystajac ze wzoru (4.45), otrzymu-
jemy

(4.47) Fy(x) = J_Z . fm J:tzmit” fe(tr,.. tn) dty ... dty.

n—-1razy

Korzystajac teraz ze wzoru na rozniczkowanie pod znakiem catki, otrzymujemy
wzOr na gesto$¢ zmiennej n:

(4.48) fn(X)=J { fg(x—tz—---—tn,tz,...,tn)dtz...dtn.
—00 —00
n—1 razy

Jezeli zmienne &;,...,&, sa niezalezne, to fg(t1,...,tn) = fg (t1) ... fg, (tn)
i wtedy

(4.49) fn:fm*"'*fnn’

gdzie symbol * oznacza splot (konwolucje) funkcji i dla dowolnych funkcji
catkowalnych g i h okresSlony jest wzorem

gxh(x)= fo gt)h(x —t)dt = Jjo glx —t)h(t)dt.

Przyklad 1.56. Niech n = max(&y,...,&,). Wtedy

p pe
FU(X)ZJ "'J fg(tl,...,tn)dtl...dtn.
Jezeli zmienne losowe &, ..., &, sa niezalezne, to
Fy(x) = Fg, (x) ... Fg, (x),

podczas gdy

S, (x) Se, (x)
Fr, 0 T Fe (%)

Sn(x) = ( )F;;1 (x)...Fg, (x).

5. Podstawowe twierdzenia rachunku
prawdopodobienstwa

5.1. Prawo wielkich liczb

Rozpoczniemy od przypomnienia réznych rodzajéw zbieznos$ci zmiennych
losowych. W punkcie wprowadziliSmy pojecie zbiezno$ci stabej. Przypo-
minamy, Ze ciag (&,) zmiennych losowych jest slabo zbiezny (albo zbiezny
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wedlug rozkladu) do zmiennej losowej &, jezeli dla dowolnej funkcji ciaglej
i ograniczonej g mamy lim, .. Eg(&,) = Eg(§); w jezyku dystrybuant ozna-
cza to, ze Fg, (x) — Fg(x) w kazdym punkcie ciagtoSci x funkcji Fg. Zbieznosc
staba oznaczaliSmy przez =.

Ciag (&) jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa (albo stochastycznie),
jezeli dla kazdego ¢ > 0 zachodzi rownos¢

Jim P(|&, — € > &) =0,

Cco oznaczamy &, R &. W punkcie wprowadziliSmy zbiezno$¢ prawie na
pewno. Przypominamy, ze ciag (&,) jest zbiezny do & prawie na pewno, jezeli
limy, 0 Ex(w) = E(w) dla prawie wszystkich w. Ze zbieznoSci prawie na
pewno wynika zbiezno$¢ wedlug prawdopodobienstwa, a z niej zbieznosc¢
wedlug rozktadu. Implikacje odwrotne nie zachodza.

Uwaga L.57. Pojecie zbieznoSci stabej nie jest bezposrednio zwiazane z prze-
strzenia probabilistyczna i mozemy moéwic o zbieznoSci wedlug rozkladu dla
zmiennych okreslonych w r6znych przestrzeniach probabilistycznych. Naste-
pujace twierdzenie Skorochoda o reprezentacji (patrz [39, str. 70]) pokazuje, ze
majac staba zbieznos¢ rozktadéw, mozna tak dobrac¢ przestrzen probabilistycz-
na i zmienne losowe, aby uzyska¢ zbieznos$¢ prawie na pewno.

Twierdzenie 1.58. Niech (un)nen bedzie ciagiem miar probabilistycznych na
przestrzeni metrycznej (X, p), stabo zbieznym do pewnej miary probabilistycz-
nej u. Zatéozmy, ze nosnik topologiczny miary u jest przestrzeniq osrodkowaq.
Wtedy istniejq: przestrzen probabilistyczna (Q, 2, P), ciag (E,)nen Zzmiennych
losowych oraz zmienna losowa & okreslone na tej przestrzeni, o rozkltadach
odpowiednio (Un)nen iU, dla ktorych &, — & p.n.

Nosnik topologiczny miary borelowskiej m definiujemy jako najmniejszy
zbior domkniety F speliajacy warunek m (X \ F) = 0 lub, rownowaznie,

F={x e X: m(B(x,¢&)) > 0 dla kazdego ¢ > 0},
gdzie B(x, ) jest kula otwarta o Srodku x i promieniu &.

W teorii prawdopodobienstwa i teorii ergodycznej kluczowa role odgrywaja
twierdzenia o zbieznoSci Srednich. Rozwazmy ciag (&, ) zmiennych losowych
iniech S, = & + - - - + &;,. Interesuje nas, kiedy ciag (S,,/n) jest zbiezny i jaka
ma granice. Odpowiedz zalezy od przyjetych zalozen dotyczacych ciagu (&,).

Twierdzenie 1.59 (Mocne prawo wielkich liczb). Zatézmy, ze (§,) jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkiadzie. Jezeli zmienne
losowe majq skoviczong wartos¢ oczekiwang m, to %” — m p.n.
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Prawo wielkich liczb zostalo po raz pierwszy sformulowane przez Jakuba
Bernoulliego w roku 1713 dla zmiennych losowych binarnych (o warto$ciach
01 1) i bytlo wielokrotnie poprawiane. Twierdzenie [1.59| zostato udowodnione
przez Kolmogorowa, a wcze$niej przez Chinczyna w wersji ze zbieznoScia
wedtug prawdopodobienstwa (stabe prawo wielkich liczb).

Podamy teraz wersje prawa wielkich liczb dla elementoéw losowych. Niech
&1,&2,... bedzie ciagiem elementéw losowych o warto$ciach w przestrzeni
mierzalnej (X, A). Miare empirycznq u, na o-algebrze A okreSlamy wzorem
1
n

pn(A) = = > 1a(E).
k=1

Jezeli &1, &, ... jest ciagiem niezaleznych elementéw losowych o tym samym
rozkladzie p, to dla kazdego ustalonego zbioru A € ‘A zmienne losowe
14(&1),14(&2),... saniezalezne i o tym samym rozkladzie z warto$cia oczeki-
wana p(A). Z prawa wielkich liczb wynika zbieznos$¢ p.n. ciagu (u, (A)) do u(A).
To proste stwierdzenie ma wazne implikacje praktyczne. Przeprowadzajac np.
niezalezne eksperymenty, mozemy wyznacza¢ rozklady parametrow bada-
nego obiektu. Inne zastosowania poznamy w dalszej czeSci ksiazki, a teraz
ograniczymy sie do prostego przykladu. Przyjmijmy, ze model stochastyczny
opisuje rozklad liczby pewnych molekut w komorce. Przy zalozeniu, ze proce-
sy w r6znych komoérkach zachodza niezaleznie, mozemy wyznaczy¢ rozktad
empiryczny liczby molekul w catej populacji komoérkowej, a wiec podac, jaka
czeS¢ komoérek ma ustalona liczbe molekutl.

Mozna podac¢ wersje mocnego prawa wielkich liczb, gdy zmienne losowe
(&n) maja rozne rozklady, ale wtedy potrzebne sa dodatkowe zalozenia.

Twierdzenie 1.60. Zatozmy, ze (&) jest ciqgiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o skonczonych wariancjach. Wtedy

) ) _
jezeli > Dk;§k < oo, to w — 0 p.n.

k=1

Na podstawie twierdzenia Srednie ciggu niezaleznych zmiennych loso-
wych daza prawie na pewno do ich wartosci Sredniej m. Nasuwa sie pytanie,
o ile n-ta $rednia moze sie r6zni¢ od m. OdpowiedZ wynika z nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 1.61 (Prawo iterowanego logarytmu). Niech (&,,) bedzie ciqgiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkiadzie. Zatozmy, zeEE,, = 0
i D° &, = 02, Wtedy

(5.1) lim inf Sn o, limsup

—o 2nInlnn noo 2nlnlnn = pn
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5.2. Centralne twierdzenie graniczne

Do jednych z najczesSciej stosowanych twierdzen rachunku prawdopodobien-
stwa nalezy centralne twierdzenie graniczne. Rozpoczniemy od nastepujacej
klasycznej wersji.

Twierdzenie 1.62 (Centralne twierdzenie graniczne). Zatozmy, ze (&,) jest
ciqgiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkiadzie o wartosci
oczekiwanej EEx = a i skoriczonej wariancji D> & = o2 > 0. Niech S, =

&1+ +&yoraz
Shn—an

e
Wtedy P(n, < x) — ®(x) jednostajnie dla x € R, gdy n — o, gdzie ®(x) jest
dystrybuantq standardowego rozktadu normalnego.

Prostym przykladem zastosowania twierdzenia [.62] jest wyznaczanie przy-
blizonej dystrybuanty rozkladu dwumianowego. Zmienna losowa S, o rozkla-
dzie dwumianowym dla n prob i z prawdopodobienstwem sukcesu p w poje-
dynczej probie jest suma niezaleznych zmiennych losowych &,,..., &, o jed-
nakowym rozkladzie P(§x = 1) = pi P(§ = 0) = 1 — p. Zgodnie z centralnym
twierdzeniem granicznym dystrybuante S, mozna przybliza¢ dystrybuanta
rozkltadu normalnego z parametrami m = pni o? = p(1 — p)n. Wykresy
na rysunkach [[.14]i[[.15] przedstawiaja przyblizenie rozkladu dwumianowego
zn=9orazp =1/2ip =2/3.

Sformutujemy teraz dwie wersje centralnego twierdzenia granicznego dla
niezaleznych ciagdbw zmiennych losowych o niejednakowym rozkladzie. Be-
dziemy rozwazac¢ nastepujacy schemat tworzenia zmiennych losowych n,,.
Zalozmy, ze dla kazdego n naturalnego istnieje ciag niezaleznych zmiennych

losowych &1n,E2.n, - - -, Enn SPeiajacy warunek
n

(5.2) E&n=0, > D°&n=1,
k=1

iniech ny = &0 + - - - + Enn- Bedziemy rozwazac nastepujacy warunek Linde-
berga:

n
(L) lim > J . g2 . (w) P(dw) =0 dlakazdego € > 0.
— J{Enkl>e} 7

n—oo
k=1

Twierdzenie .63 (Lindeberga-Lévy’ego). Jesli spetnione sq warunki (5.2)) i (L),
toP(ny, < x) — ®(x) jednostajnie wzgledem x.

7 twierdzenia [.63| mozna uzyskac¢ wersje centralnego twierdzenia granicz-
nego w klasycznej postaci dla zmiennych losowych o réznych rozkladach. Niech



5. Podstawowe twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa 75

v A

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

o

0

Rysunek I.14. Dystrybuanta rozkladu Bernoulliego dla p = 0,51 n = 9 oraz jej
przyblizenie dystrybuanta rozkltadu normalnego z m =4,5i 0 = 1,5

v A

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

~

0

1

2

3 4

Rysunek 1.15. Dystrybuanta rozkladu Bernoulliego dla p =
przyblizenie dystrybuanta rozktadu normalnego z m = 6io = /2

X

2/3imn = 9 oraz jej
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(&) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o warto$ci oczekiwanej
E & = ai i skofnczonej wariancji D? & = (T,f > 0. Niech

u 2 _ Sn_gzzlak
Zo-k’ NMn = B .
n

Zauwazmy, ze 22:1 ay jest wartoScia oczekiwana, a B,% wariancja zmiennej Sy,
a wiec zmienna losowa n,, jest standaryzowana - ma zerowa warto$¢ oczekiwa-
na i wariancje rowna 1. Jednoczes$nie n, jest suma niezaleznych zmiennych
losowych &1, - .., Enn OkreSlonych wzorem
&k —ax
gk,n - Bn ’

dla ktorych sprawdzamy warunek Lindeberga (L). W szczego6lnoSci z twierdze-
nia wynika nastepujace:

Twierdzenie 1.64 (Lapunowa). Zatozmy, ze dla pewnego & > 0 istniejq state
c,%*‘g =E|& — ax|?*9, i niech C2%% = 3}, c,f*‘s. Jezeli C,, /By, — 0, gdy n — oo,
toP(np < x) — d(x).

Zauwazmy, ze w twierdzeniu Lapunowa pojawil sie warunek zakladajacy
istnienie momentéw zmiennych losowych &, rzedu wiekszego niz 2, a wiec
samo istnienie wariancji nie wystarcza do jego sformutowania.

Nalezy wspomnie¢ o wersjach centralnego twierdzenia granicznego, w kto6-
rych warunek niezalezno$ci zastepuje sie innymi warunkami, jak staba niezalez-
nos$¢ lub mieszanie; istniejg rowniez wersje dla procesow stochastycznych oraz
wersje ze zbieznoS$cia do tzw. rozkladow «-stabilnych, jezeli drugi moment nie
istnieje [40} 53} [113].

Gdy zmienne losowe (&) maja gestosci, pojawia sie naturalne pytanie,
czy twierdzenie [.62|mozna wzmocnic¢ i zamiast zbieznoS$ci dystrybuant uzy-
ska¢ zbiezno$¢ gestosci ciagu (1) do gestosci rozkladu normalnego. Tak jest
istotnie, przy dodatkowym zalozeniu.

Twierdzenie 1.65 (Centralne twierdzenie graniczne dla gestoSci). Zatozmy,
Ze (&n) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkla-
dzie absolutnie ciggtym i funkcji charakterystycznej @. Jezeli |@p|" jest funkcja
catkowalnq dla pewnego v > 0, to zmienne losowe

Sn - TLE§1
NMn = —FfF——
ynD? &

majaq gestosci fy, ktore zmierzajq jednostajnie do gestosci standardowego rozkla-
du normalnego. Jezeli gestos¢ zmiennej &, jest ograniczona, to rowniez gestosci
zmiennych n, zmierzajq jednostajnie do gestosci standardowego rozktadu nor-
malnego.
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Centralne twierdzenie graniczne mozna réwniez sformutowac dla wekto-
row losowych.

Twierdzenie 1.66 (CTG dla wektorow losowych). Zatozmy, ze (&) jest ciagiem
niezaleznych wektoréw losowych w R4 o tym samym rozkladzie z macierza
kowariancji A. Wtedy ciag wektorow losowych

1 n
n= = (G- E
n \/ﬁk:1(§k Ex)

Jest zbiezny wedtug rozktadu do wektora normalnego o zerowej wartosci oczeki-
wanej i macierzy kowariancji A.

5.3. Nierownosci dla zmiennych losowych

Na koniec tej czeSci ksiazki przedstawimy kilka waznych nier6wnoSci, z ktorych
korzysta sie zaro6wno w dowodach r6znych twierdzen, jak i w zastosowaniach
do szacowania prawdopodobienstw zdarzen.

Jezeli €& = 0, to dla kazdego € mamy
(5.3) P(E=¢) < %

Niech £ bedzie zmienna losowa ze skonczona wariancja o2 = D* €. Wtedy
dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ > 0 mamy

(5.4) P(IE—EEIzCU)sC%.
Dla dowolnej zmiennej losowej € oraz p > 0i & > 0 mamy
14
(5.5) P(|&] = ¢) < E'j}' .

Nierownosci i nosza nazwe nierownosci Czebyszewa, a to
nierownosc¢ Markowa. Nieréwnosci i $a prostymi wnioskami z niero6w-
nosci (5.3), ktora tez mozna tatwo sprawdzic.

Niech &i,..., &, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o zerowych war-
tosSciach oczekiwanych. Jezeli

Sk=8& +---+& oraz My =max{|Sil,...,|Snl},

to spelniona jest nierownos¢ Kotmogorowa

2

(5.6) P(My = x) < Dxf" dla x > 0.

Nieréwnosc¢ (5.6) to istotne wzmocnienie nier6wnosci Czebyszewa (5.4).
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Niech teraz f: R — R bedzie funkcja wypukla, a & zmienna losowa. Wtedy
zachodzi nierownos¢ Jensena

(5.7) Ef(&) = f(E(E)).

Nieréwnosc mozna stosunkowo tatwo udowodnic¢, korzystajac ze wska-
zowki do zadania [.48] Bedziemy tez korzystac z nieréwnosci Jensena w naste-
pujacej postaci. Niech (X, 2, u) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Jezeli F
jest rzeczywista funkcja wypukla, a h: X — R funkcja calkowalna, to

(5.8) F(JX h(x) u(dx)) < JXF(h(x)) u(dx).

6. Przyklady zastosowan

6.1. Funkcja przezycia i oczekiwany czas zycia

Rozpoczniemy od modeli dyskretnych z punktu W statycznym modelu
demograficznym z przyktadu [I.3| szansa przezycia n lat wynosi

n
(6.1) an = [[(1-dj),
j=0
gdzie d; to wspolczynnik SmiertelnoSci w wieku j. Przypominamy, ze przy-
jeliSmy tu konwencje, ze dziecko w roku urodzenia jest w wieku zerowym,
a przezycie n lat oznacza, ze osoba dozyla do konca roku kalendarzowego,
w ktorym miala n-te urodziny. Wzoér ten ulega tylko drobnym modyfikacjom
w przypadku dynamicznego modelu demograficznego z przykladu[[.7] w kto-
rym wspotczynnik d; zalezy nie tylko od wieku osobnika j, ale rowniez od
roku r, w ktorym jest obliczany. Model dyskretny mozna przenieS¢ na inne
populacje, czesto z sensowna zmiana skali czasu, np. zamiast roku rozwazamy
dni lub godziny w przypadku mikroorganizmoéw. Wspoétczynnik $miertelno-
$ci moze zaleze¢ od innych czynnikéw niz wiek osobnika, np. od fenotypu,
dojrzatosci lub rozmiaréw organizmu dla populacji komorkowych.
Korzystajac ze wzoru (6.I), mozna wyznaczy¢ inne charakterystyki demo-
graficzne. Prawdopodobienstwo, ze osoba przezyje dokladnie n lat, wynosi

n-1 n n-1
an-1 —qdn = n(l_dj)— n(l—dj) =dy n(l—dj),
j=0 Jj=0 j=0

a stad sredniq dlugos¢ Zycia S wyznaczymy ze wzoru

Mmax Mmax

n-1
(6.2) S= > nan1-an) = (nda [[(1-dy),

n=1 n=1 Jj=0
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gdzie npax jest maksymalnym wiekiem w populacji. Podobnie mozna wyzna-
czy¢ wariancje i odchylenie standardowe S$redniej dlugosci zycia. W danych
statystycznych postugujemy sie mediang ditugosci zycia, czyli chcemy wyzna-
czyc¢ taki wiek, do ktérego dozyjemy z prawdopodobienstwem 0,5. Dokladniej,
mediana bedzie taka liczba naturalna n, ze g, = 0,5 = qn+1-

Mozemy réwniez wyznaczy¢ rozklad pozostatej dlugosci zycia pod warun-
kiem, Ze osoba jest w wieku i, oraz $rednia, wariancje i mediane tego rozktadu.
Przypominamy, ze zgodnie ze wzorem szansa przezycia kolejnych k lat
dla osoby w wieku i wynosi

i+k
Piitk = 1_[ (1-4d;),

Jj=i+l1

a wiec prawdopodobienstwo, ze przezyje ona dokladnie k kolejnych lat, wynosi

i+k-1 i+k i+k-1
Piisk1 —piisk= || A=dj) - [] A-dj) =disx [] A -d)).
=i+l =i+l j=itl

Znalezienie warto$ci oczekiwanej, wariancji i mediany tego rozkladu pozosta-
wiamy czytelnikowi jako zadanie.

Uwaga L.67. Korzystajac z danych w tabeli[.1} mozemy w sposob przyblizony
wyznaczy¢ wymienione wyzej charakterystyki demograficzne. W tabeli podano
liczbe zgonow Z w ciagu roku na 100 tys. ludnoSci w 5-letnich przedziatach
wieku. Przyjmiemy, ze wspoétczynniki Smiertelnosci sa takie same dla wszyst-
kich rocznikow z tego samego przedziatu wieku i wynosza d; = 107> Z. Tabela
podaje tylko sumaryczne dane do przedzialu wieku 85+; do obliczenia warto-
$ci oczekiwanej przyjmujemy, ze wspotczynniki Smiertelnosci w nastepnych
przedziatach wieku wynosza: d = 0,12 dla 85-89, d = 0,19 dla 90-94id = 0,28
dla 95-99, a starszych os6b nie uwzgledniamy. Poniewaz $miertelnoS¢ w wieku
1-49 nie przekracza 0,004, wygodnie jest uzywac¢ w tym przedziale wieku
wzoru przyblizonego [[1-; (1 —d;) =1 - >, d;.

Rozwazmy teraz model McKendricka z punktu Przypominamy, ze
byl to model z czasem ciaglym, w ktérym prawdopodobienstwo, ze osobnik
w wieku a w chwili t nie dozyje do chwili t + Aa, wynosi u(t,a)Aa + o(Aa).
Funkcje u(t,a) nazwaliSmy wspoélczynnikiem $miertelnosSci. Niech zmienna
losowa T oznacza dlugosc¢ Zzycia osobnika i niech G(a) = P(T > a). Funkcje G
nazywamy funkcjq przezycia i wprost z jej definicji otrzymujemy

Ga)—-Ga+Aa) =Pla<T=<a+ Aa)
=Pla<T=<a+Aal|T>a)P(T > a).



80 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

Zakladamy, ze osobnik urodzit sie w chwili t(, wiec zgodnie z definicja wspol-
czynnika $miertelno$ci mamy

Pa<T=<za+Aal|T>a)=u(ty+a,a)Aa +o(Aa),
a wiec
G(a) — G(a+ Aa)
G(a)

Po podzieleniu obu stron przez Aa i przejsSciu z Aa do granicy w zerze otrzy-
mujemy

= u(tg + a,a)Aa + o(Aa).

G'(a)
G(a)
Ostatnia roOwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci

d
%lnG(a) =—u(to+a,a),

skad po scatkowaniu wzgledem a otrzymujemy

= pu(ty +a,a).

InG(a) —InG(0) = — Jo u(to +s,s)ds.

Poniewaz G(0) = P(T > 0) = 1, ostatecznie

a

(6.3) G(a) = exp(—J

u(to +s,s)ds>.
0

Funkcja G jest dopelnieniem dystrybuanty Fr zmiennej losowej T, tzn. G(a) +
Fr(a) =1, przy czym dla a < 0 formalnie przyjmujemy, ze G(a) = 1.

Zauwazmy, ze zmienna losowa T wyrazajaca czas zycia osobnika ma
gestosS¢ fr okreSlona wzorem fr(a) = 0 dlaa < 0 oraz

(6.4) fr(a) = u(ty +a,a) exp(— J:u(to +5,8) ds) dlaa = 0.

Wzér (6.4) pozwala na wyznaczenie Sredniej i wariancji dlugos$ci Zycia.
Niech Gx(a) bedzie prawdopodobienstwem, ze pozostata dlugos¢ zycia
osobnika w wieku x jest wieksza niz a. Wtedy

P(T>x+a) G(x+a)
P(T=x)  G(x)

Gx(a)=P(T>x+alT=x) =

Oznacza to, ze srednia pozostata dlugos¢ zycia osobnika w wieku x jest okre-
Slona wzorem

am—X Am—X
E(T—xszx):—J aG;(a)da:J Gx(a)da
0 0

aAm—X
:J’ G(x+a) da.

0 G(a)
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W szczegoblnosci srednia dlugos¢ zycia wynosi

aAm

ET = G(a)da.
0

Rozwazmy teraz populacje, w ktorej wspolczynniki urodzen b i $miertel-
nosci u nie zaleza od czasu, a jedynie od wieku osobnika. Rozwiazania uktadu

réwnan (2.16)-(2.17) daza do rozwiazania postaci u(t,a) = CeMtp, (a), tzn.
lim;_, o e Mty (t,a) = Cpx(a), gdzie p«(a) jest rozkladem wieku osobnikow
(profilem wiekowym) okreSlonym wzorem

pila) = Cre~doalin()ds,

liczba Ag jest jedynym rozwiazaniem roéwnania

am a

b(a)e @ exp{— J

u(s) ds} da =1,
0

a (C jest stala normujaca (patrz [324] uwaga V.16 oraz rozdz. V, punkt 3.4]).
Poniewaz funkcja przezycia G zdefiniowana jest wzorem

G(a) — e_J.(;lu(S)dS’

mamy interesujacy zwiazek miedzy funkcja przezycia G, profilem wiekowym
P« (a) oraz wykladnikiem wzrostu populacji Ag:

(6.5) p«(a) = Cre 4G (a).

Niech Q(a) = foa u(s) ds i niech € bedzie zmienna losowa o rozkladzie
wykladniczym z parametrem « = 1. Poniewaz

P(T >a) =e 2@ =P(E>Q(a)),

rozklady zmiennych losowych Q (T) i & sa takie same. Mowimy wtedy, Ze zmien-
ne te sa rowne wzgledem rozktadu, i piszemy Q(T) d &. Jezeli Smiertelno$c u
nie zalezy od wieku, to Q(a) = ya iwtedy T 4 &/u.

Na koniec tych do$¢ teoretycznych rozwazan dotyczacych funkcji przezy-
cia przedstawimy dwa przyktady.

Przyklad L1.68. Jezeli u(a) = cak~1, gdzie c,k > 0, to
a a 1k
G(a) = exp(—J u(s)ds) = exp(—J csk‘lds) = e ¢k at,
0 0
Czesto dobieramy takie A > 0, ze ¢ = kA~¥; rozklad z funkcja przezycia G(a) =

e~ (@M nazywamy rozktadem Weibulla z parametrem skali A i parametrem
ksztattu k.
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Przyklad 1.69. Badajac dane demograficzne, zaobserwowaliSmy, ze w doS¢
duzym przedziale wieku wspo6tczynnik SmiertelnoSci ro$nie wyktadniczo (patrz
rysunek[L.5), a wiec spelnia rownanie p’(a) = cu(a), gdzie ¢ jest pewna stata
dodatnia. Zjawisko to mozna wyjasni¢ w ten sposob, ze w wyniku procesu
starzenia sie ro$nie liczba negatywnych zmian w organizmie, a wspotczynnik
Smiertelno$ci wyraza sume tych zmian. Zmiany te dziataja kaskadowo i powodu-
ja pojawienie sie nowych zmian negatywnych, co daje zaleznos¢ u’(a) = cu(a).
Wobec tego p(a) = ppe?, a stad

a
G(a) = eXp(—J Hoe<s ds) = exp(%(l — ec‘l)>.
0
Rozklad z tak wyznaczona funkcja przezycia nazywamy rozktadem Gompertza.

Wyznaczenie podstawowych wielkosci demograficznych dla modeli o roz-
ktadach Weibulla i Gompertza pozostawiamy czytelnikowi jako zadania

[L53HLSS

6.2. Modele pokoleniowe cyklu komorkowego

Cyklem komorkowym nazywamy ciag procesow zachodzacych w komorce i pro-
wadzacych do jej podzialu. Procesy te regulowane sa przez skomplikowana
sie¢ interakcji miedzy biatkami - np. uproszczony model cyklu komoérkowego
u ssakéw opisany jest za pomoca ukladu zlozonego z osiemnastu rownan
rozniczkowych [275].

Rozro6znia sie cztery podstawowe fazy cyklu komorkowego [7, 175} [269].
Pierwsza faza, oznaczana zwykle przez G, jest fazq wzrostu komorki. W tej fa-
zie komorka dojrzewa do podziatu i syntetyzuje roznorodne enzymy. Poniewaz
komorki bezposrednio po podziale moga sie istotnie rézni¢ pod wzgledem doj-
rzatoSci mierzonej np. ich wielkoScia lub zawartoScia materialu genetycznego
potrzebnego do rozpoczecia procesu podzialu komorki, wiec dlugo$c fazy G
jest bardzo zr6znicowana nawet dla komorek tego samego rodzaju i w duzym
stopniu zalezy od stanu dojrzatosci komorki w chwili poczatkowej. W kolejnej
fazie cyklu komoérkowego, oznaczanej przez S, nastepuje synteza DNA i mozna
przyjac, ze od tej fazy zaczynaja sie procesy zwiazane z podziatem komorki.
W nastepnej fazie G» w komoérce wytwarzane sa biatka niezbedne w procesie
mitozy, tj. podzialu komoérkowego. W ostatniej fazie M (mitozy lub mejozy)
nastepuje podzial jadra komorkowego i podzial komorki.

Laczna dlugos$c faz S, G2 i M jest praktycznie jednakowa dla wszystkich
komorek tego samego rodzaju/gatunku. Rozwazana jest rowniez faza Gg (spo-
czynkowa). Komorki wielokomoérkowych organizméw eukariotycznych zwykle
wchodza w faze Gg z fazy G; i moga pozostawac¢ w fazie spoczynkowej przez
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(M

Rysunek 1.16. Schematyczny model cyklu komorkowego

dhugi okres, ewentualnie az do Smierci, lub po pewnym czasie wroécic do fazy G;.
Schematyczny model cyklu komoérkowego przedstawiony jest na rysunku

W literaturze mozna spotkac¢ ré6zne modele cyklu komoérkowego [296],
np. model czterofazowy [30], ale najbardziej popularne sa modele jedno lub
dwufazowe. W modelu jednofazowym laczymy fazy G, S, G2 i M w jedna, a za-
niedbujemy faze Gg. Druga kategoria sa modele dwufazowe. Biolodzy zwykle
lacza fazy G, S, G» w tzw. interfaze, druga faza jest faza M. Z matematycz-
nego punktu widzenia lepszy jest podzial na faze wzrostu A = G; o losowej
dhugosci t4 i faze podzialu B skladajaca sie z faz S, G» i M o praktycznie
statej dtugosci tg. W tych modelach réwniez nie uwzglednia sie fazy Go. MozZna
spotkac tez modele dwufazowe, w ktorych taczy sie fazy G1, S, Gp i M w jedna,
a druga faza jest faza spoczynkowa Gq [16), [310]. Niektére modele cyklu komor-
kowego i ich wlasno$ci badane sa w [324] rozdz. V], dlatego nasze rozwazania
ograniczymy do pewnych zagadnien probabilistycznych.

W modelach cyklu komoérkowego stan komorki opisany jest parametrem
Iub zespotem parametréw opisujacych dojrzatos¢ komorki. DojrzatoSc utozsa-
miana jest z wiekiem fizjologicznym komorki (zegarem komoérkowym), decydu-
jacym o przechodzeniu komorki przez kolejne fazy rozwoju. Rozpoczniemy
od stosunkowo prostego modelu Lasoty i Mackeya [221]], w ktérym caly cykl
sktada sie z jednej fazy, a dojrzaloscia jest wielkos¢ komorki x > 0 (obje-
toS¢, masa). Bedzie nas interesowac zaleznos¢ miedzy dojrzatoscia komorek
na poczatku cyklu komoérkowego w kolejnych pokoleniach komorek. Niech
g (x) bedzie wspolczynnikiem wzrostu dojrzatosci, a wiec dojrzalo$¢ x ros$nie
wedlug rownania

dx
(6.6) a g(x).
O funkcji g zal6zmy, Ze ma ciagla i ograniczona pochodna oraz g(x) > 0 dla
x > 0.
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Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo, iz komoérka o dojrzatos$ci x podzieli
sie w czasie At, wynosi AP = @ (x)At + o(At). O funkcji ¢ bedziemy zakladac,
ze jest ciagla i istnieje my > 0 spemhiajace warunek @ (x) = 0 dla x < myg
iw(x) > 0dlax > mg. Zgodnie z przyjetym zatoZeniem minimalna dojrzatos¢
komorki wynosi mg/2. Poniewaz

AP =y(x)At +o(At), Ax =g(x)At+ o(At),

wiec
AP = ((7x)) Ax + 0(Ax).

Jezeli przyjmiemy, ze u(x) = (X)), i utozsamimy x z wiekiem a, to mozemy

mowic o funkcji przezycia G zalezneJ od dojrzatosci x i w tym wypadku
wynoszacej

pe
Pp(s) ds},
xo 9(8)

gdzie xg jest dojrzaloscia komorki na poczatku cyklu komoérkowego, a wiec
w chwili £ = 0. Poniewaz minimalna dojrzalo$¢ komorki wynosi mg/2, wiec
przyjmujac oznaczenie

pe
Q(x) = J wis) ds,

mo/2 g(S)

G(x) = exp{—

otrzymujemy
G(x) = eQx0)=Q(x)

Bedziemy zakladac¢, ze limy_,. Q (x) = o, co gwarantuje, ze komorka podzieli
sie z prawdopodobienstwem 1.
Niech teraz X bedzie dojrzatoscia komorki w momencie podziatu i niech
n bedzie zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem « = 1.
Poniewaz
P(X > x) = e2X0~QX = p(n > Q(x) — Q(x0)),

wiee P(Q(X) > Q(x)) = P(Q(x0) + n > Q(x)), skad X £ Q1(Q(x0) + ). Pod-
sumowujac, stwierdzamy, ze jezeli komorka miata dojrzatos¢ xy na poczatku
cyklu komoérkowego, to dojrzato$¢ komorek potomnych na poczatku ich cyklu
komorkowego okreSlona jest za pomoca zmiennej losowej

(6.7) g-= %Q‘l(Q(xO) +n).

Korzystajac ze wzoru (6.7), mozemy znajdowa¢ r6zne charakterystyki
zwiazane z modelem, ktore z kolei umozliwiaja jego weryfikacje na podstawie
eksperymentow. Ze wzoru (6.7) mozna np. wyznaczy¢ zmienna losowa T opisu-
jaca dlugosc¢ cyklu komorkowego, a wiec czas zycia komorki do momentu jej
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podziatu. Niech 1y xo bedzie rozwiazaniem rownania w chwili t, spelia-
jacym warunek poczatkowy x(0) = xp. Jezeli komorka w chwili poczatkowej
miala dojrzatos$¢ xg, to T spelnia zaleznos¢

d 1 -1
(6.8) TrX0 = EQ (Q(x0) +n).
Prawdopodobienstwo podzialu komérki w czasie [t,t + At] pod warunkiem,
ze podzial ten nie nastapil wczeSniej, wynosi AP = @ (11:x0) At + 0(At), wiec
rozkiad dhugosci cyklu komorkowego mozna wyrazi¢ bezposrednio wzorem

(6.9) P(T >a) = exp<— J: Y (1TeX0) dt).

Szczegolnie interesujace sa zalezno$ci miedzy dlugoscia cyklu komérkowe-
go komorek siostrzanych (powstajacych w wyniku podziatu tej samej komorki)
oraz miedzy dojrzatoscia ich komoérek potomnych [221]. Jezeli np. komorki
siostrzane mialy poczatkowa dojrzatos$¢ xg, to poczatkowa dojrzatos¢ komorek
potomnych &; i & wynosi &; = %Q‘l(Q(xo) +ni), 1= 1,2, przy czym zmienne
losowe n; i np sa niezalezne i maja standardowy rozklad wykladniczy.

Bardziej zaawansowany jest dwufazowy model cyklu komoérkowego Tyrchy
[371]. W modelu tym wystepuja dwie fazy: faza wzrostu A i faza podziatu B.
Podobnie jak w poprzednim modelu dojrzatosc¢ rosnie wedlug rownania (6.6),
a funkcja ¢ w tym wypadku jest intensywnoscia przejscia z fazy A do B.
Komorka przebywa w fazie B ustalony okres czasu tg, a nastepnie dzieli sie.
Niech x( bedzie poczatkowa dojrzaloscia komorki. Poniewaz w momencie
wejscia do fazy B dojrzatos¢ komorki jest zmienna losowa okreslona wzorem
Q' (Q(x0) + n), a dlugos¢ drugiej fazy wynosi tg, wiec dojrzato$¢ komorki
potomnej na poczatku cyklu komorkowego wynosi

1

(6.10) £ = EmB(Q*(Q(xw +n).

6.3. Fragmentacja

W punkcie rozwazaliSmy cykl komorkowy, w ktérym komorka dzielila sie
na dwie o tej samej wielko$ci. Mozna rozwazac¢ modele, w ktorych komoérki
potomne moga mie¢ rézne rozmiary. ROwniez w innych procesach biologicz-
nych mozna rozpatrywac¢ podzialy niesymetryczne. Komorki fitoplanktonu
czesto wystepuja w grupach zwanych agregatami; w badaniu dynamiki agrega-
tow wazna role odgrywaja procesy fragmentacji, a wiec podzialu na mniejsze
agregaty.

Ograniczymy rozwazania do podziatow na dwie czeSci. Niech x bedzie wiel-
koscia agregatu przed podzialem i niech &; i &, beda wielkoSciami agregatow
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powstatych po podziale. Wtedy &; + & = x oraz obie zmienne losowe maja ten
sam rozklad P, (A), tj. P (A) = P(& € A) = P(& € A) dla podzbioréw borelow-
skich A przedziatu [0, x]. Z przyjetych zaloZen o zmiennych losowych &; i &
wynika, ze Py ([0, ¥]) = Px([x — v,x]) dlay € [0,x]. Poniewaz EE; + E&, = x
oraz EE; =E&», wiecEE =E& = % Kowariancja zmiennych losowych &; i &>
wynosi

Cov(&1,8) =E((&1 —E&) (5 —E&)) =E((& - % !
E((&1 - 5)(x —& = 3)) =E((& - 3)%) ~E((E - }) (&1 + )
~E(& - (3)°) = ~EE) + (E&)? = -D* &,

a wspotczynnik korelacji wynosi —1, co $ciSle wiaze sie z zaleznoScia & =
X — El-

Zal6zmy dodatkowo, ze miara pu(A) = Px(A) ma gestos¢, ktora bedziemy
oznaczac przez p(y|x), awiec [, p(»|x)dy = Px(A) dla dowolnego zbioru
borelowskiego A C [0, x], i niech p(y|x) bedzie funkcja mierzalna zmiennych
(x,>). Jezeli & jest zmienna losowa opisujaca rozklad wielko$ci agregatu przed
podziatem, a fg, jest gestoScia zmiennej losowej &1, to

fa (v 1E=x)=p(ylx),

a jezeli zmienna losowa & ma gesto$c f, to

6.11) fe () = L p(y1%) £ (x) dx.

Niech funkcja u(t,x) opisuje rozklad wielkoSci agregatow w chwili t, tj.
Jou(t,x)dx jest liczba agregatow o wielkoSci ze zbioru A w chwili t. Za-
16zmy, ze prawdopodobienstwo podzialu agregatu wielko$ci x w czasie At
wynosi @ (x)At + o(At). Wtedy w czasie At z dokladnosScia do o(At):

(a) w(x)u(t,x)At agregatow wielkoSci x podzieli sie,

(b) powstanie [ p(x|z)y(z)u(t,z)dz At agregatow o wielkosci x w wyniku
podziatu wiekszych agregatow.

Korzystajac z (a) i (b), tatwo znajdujemy rownanie fragmentacji
ou °°
612 Sex = [ pelw@u,2) dz - peou(t,x).
X

Wzor (6.11), w polaczeniu ze wzorami (6.7) i (6.10), pozwala na wyzna-
czenie gestoSci rozkladow wielkos$ci komorek potomnych na poczatku cyklu

komorkowego dla modeli z punktu z podzialem niesymetrycznym.
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6.4. Szacowanie wielkosci populacji

Szacowanie wielkoSci populacji nalezy do podstawowych zagadnien ekologii.
Mimo iz literatura dotyczaca tej tematyki jest obszerna (np. [11}[203}301}347]),
dominuja w niej opracowania po$wiecone rozwiazaniom praktycznym, z goto-
wymi wzorami i algorytmami, bez precyzyjnego matematycznego uzasadnienia
nawet uproszczonych modeli. Ze wzgledu na zlozono$¢ problemu trudno wy-
bra¢ model stosunkowo tatwy do przeanalizowania, a jednoczes$nie uzyteczny
praktycznie. Jest to zagadnienie statystyczne, wiec metody, ktorych mozemy
uzy¢, sa ograniczone. Przy szacowaniu wielkoSci populacji uzywana jest me-
toda wielokrotnych zltowien (ang. capture-recapture lub mark and recapture),
polegajaca na tym, ze po ,ztowieniu” osobnikow znakujemy je, a po ponownych
ztowieniach, na podstawie liczebnos$ci osobnikow wczesniej oznakowanych,
szacujemy wielkos$¢ catej populacji.

Rozpoczniemy od najprostszej metody opartej na dwoch zlowieniach, kto-
ra wymaga spelnienia dos¢ rygorystycznych zalozen dotyczacych zachowania
populacji:

- prawdopodobienstwo schwytania kazdego osobnika jest takie samo,

- populacja jest zamknieta, a wiec nie zachodzi migracja osobnikow miedzy
kolejnymi ztowieniami,

- prawdopodobienstwo ponownego schwytania osobnika juz zlowionego
i oznakowanego jest takie samo jak przy pierwszym zlowieniu.

Niech N bedzie nieznana wielkoScia populacji, N; i N» liczba schwytanych
i oznakowanych osobnikéw w kolejnych ztowieniach, a n - liczba osobnikow
zlowionych dwukrotnie. Przyjmujac, ze udzial osobnikéw oznakowanych w ca-
lej populacji jest taki sam jak w grupie osobnikow powtérnie schwytanych,

otrzymujemy zalezno$¢
M _n

N Ny’
skad uzyskujemy oszacowanie (estymator) wartosci N w postaci wzoru Lin-
colna-Petersena
N1N>

(6.13) N = )
n

Wzoér (6.13) mozna tez wyprowadzi¢ w inny sposéb. Zal6zmy, ze mamy
ustalone wielko$ci N, Nj i N»>. Wtedy n ma rozklad hipergeometryczny (4.7)
z parametrami B = N1, C = N — N1, K = N», a wiec okre$lony wzorem

GO

(6.14) P(E=mn)= N
(n,)
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Ustalmy N1, N2, n i zbadajmy, jak zmienia sie P(& = n) przy zmianie N. Oznacz-
my to prawdopodobienstwo przez q(N). Wtedy

q(N+1)_(13£)(N§21:51)_ (N+1-N)(N+1-Np)
alN) (GO (N+FDIN+1-Ni—No+n)

14 NiN> —n(N+1)
- (N+1D)(N+1=N;=No+n)’

Ustalmy N tak, aby nN < NiN> < n(N + 1), a wiec

§ =[]
n

Jezeli N1 N> /n nie jest liczba catkowita, to q%;)l) > 1dlaN < N oraz % <1
dla N = N, a wiec ciag (q(N)) ma maksimum dla N = N. Jezeli N\N»>/n
jest liczba caltkowita, to ciag (¢q(N)) ma maksimum dla N = N-1iN = N.
Uzywajac jezyka statystyki, wykazaliSmy, ze N jest estymatorem najwiekszej
wiarygodnosci dla N. Estymator N rozni sie nieznacznie od estymatora N
obliczonego wedlug wzoru Lincolna-Petersena.

Okazuje sie, Zze wyznaczona w ten sposob wielko$¢ populaciji jest prze-
szacowana, w szczegolnosci gdy wyrazy wystepujace we wzorze sa sto-
sunkowo mate. Chapman [71] podat znacznie dokladniejszy estymator dla N:

o _ (N +DNa+1)

(6.15) N¢ " 1.

Wyrazenie N¢ nosi nazwe estymatora Chapmana. Poniewaz N¢ nie musi by¢
liczba catkowita, przyjmujemy, ze szacowana wielkos¢ populacji wynosi [N¢].

Przyklad 1.70. Aby poréwnac oba estymatory dla N, rozwazmy nastepujacy
przyklad. Niech Ny = 10, N> = 10in = 2. Wtedy N = 10 - 10/2 = 50, podczas
gdy Nc = 11-11/3 -1 = 39%. Ro6Znica oszacowan wielkos$ci populacji za
pomoca obu estymatoréw jest duza w stosunku do szacunkowej wielkoSci
populacji, nawet przy spelieniu dosc¢ rygorystycznych zalozen dotyczacych
rozpatrywanego modelu. Przy duzych wartoS$ciach n réznice oszacowan nie sa
juz tak znaczne.

Z praktycznego punktu widzenia nalezatoby jeszcze powiedzie¢, z jakim
btedem wyznaczyliSmy warto$¢ N, lub uzywajac terminologii statystycznej,
okresli¢ przedzial ufnosci dla ustalonych wspotczynnikéw ufnosci. Ograniczy-
my sie do podania wariancji:

(N1 +1)(N2 + 1)(N1 —n)(N2 —n)

(6.16) VarN¢ = miD2m12)
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RoOzZnice w przyjetych oszacowaniach wielkoSci N zwiazane sa z wyborem
wlasciwego modelu - czy np. przy oznakowaniu lub powtérnym odlowie stara-
my sie schwyta¢ maksymalna liczbe osobnikéw, czy tez liczba ta jest ustalona
z gory. Interesujace rozwazania na ten temat mozna znalez¢ w pracy [385],
w ktorej podano r6zne estymatory w zalezno$ci od przyjetego modelu i wy-
znaczono momenty wielkoSci N. Pominiemy wyprowadzenie wzoréw
i(6.16), a zainteresowanych czytelnikow odsytamy do ksiazki [347]. Korzystajac
z pracy [385], przedstawimy podobne modele i dla jednego z nich znajdziemy
ENiVarN.

Rozpoczniemy od modelu, w ktorym z gory ustalamy liczbe osobnikoéw
do odlowu, a wiec N; i N> sa znane przed eksperymentem. W analizie modelu
bedziemy korzysta¢ z pewnych faktow zwigzanych z funkcjami hipergeome-
trycznymi, nie wchodzac gltebiej w ich teorie. Dla liczb naturalnych a, b, c
speliajacych nieré6wnosc ¢ > a + b + 2 definiujemy funkcje

o0

(6.17) fla,b,c) = >

n=0

(n+a)l(n+b)!
nl(n + c)!

Funkcja f spelia tozsamos¢ Gaussa

albl(c—a—-b-2)!
(c—a-1Dlc-b-1I"

(6.18) f(a,b,c) =

Stad wnioskujemy, ze

fa+1,b+1,c+1) _ (a+DIb+1)(c—a—-b-3)!

(6.19) f(a,b,c) abl(c—a—-b-2)
IRCESIIRSY
T c-—a-b-2"

Aby unikna¢ dlugich wzoréow, bedziemy stosowac uproszczony zapis praw-
dopodobienstw warunkowych i np. oznaczac¢ przez P(n | N7, N2, N) prawdo-
podobienstwo, ze liczba osobnikow ztowionych dwukrotnie wynosi n pod
warunkiem, ze w pierwszym i drugim odlowie i w catej populacji jest odpowied-
nio N1, N>, N osobnikow. Zgodnie ze wzorem (6.14),

N1IN2!I(N — N1)I(N — N»)!
n!(N; — n)!(N2 — n)!(N — N)!NV

(6.20) P(n|Ny,N2,N) =

gdzie Ny = N1 + N> — n jest liczba osobnikéw schwytanych co najmniej raz.
Chcemy obliczy¢ P(N | N1, N2,n). W tym celu skorzystamy z nastepujacej
0golnej obserwacji:

P(AnBNnC) P(CIAnB)P(ANnB)

P(BNC) P(BNC)
_P(CIAnB)P(AIB)P(B) P(C|ANnB)P(A|B)
- P(C|B) P(B) - P(C|B)

P(AIBNC) =
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Stad

P(n|N1,N2,N)P(N | N1, N»)

6.21) P(N|Ny,Np,n) = P(1| N1,N>)

i zgodnie ze wzorem (6.20) mamy

Nl!Nz!(N—Nl)!(N—Nz)!P(N|N1,N2)

PININ1, N, ) = n'(N7 — (N2 — m)!(N — No)IN'P(n | N1, Na)

Skladnik
Ni1!N>!

n!(N1 — n)!(N> —n)!'P(n|Ni,N»>)
nie zalezy od N, a poniewaz liczby N; i N> byly ustalone z gory niezaleznie
od N, przyjmujemy, ze wyrazenie P(N | N;, N») nie zalezy od N > N;. Nalezy
tu zaznaczy¢, ze przyjety rozklad jest a priori niewlasciwy, bo > 5 P(N | N1, N2)
= o0, Z przyjetych zalozen wynika, ze

_ C(N = NDUN = Np)!
B (N = Ng)IN! ’

(6.22) P(N |N1,N2,n)

gdzie stalag normujaca C dobieramy tak, aby Zf\‘}st P(N|Ny,N2,n) = 1.

Niech K = N — N;,n; = Ny —n oraz np = Np — n. Wtedy N — N7 = K + np,
N-N,=K+n,N-N; =Koraz N = K + N;. Zgodnie ze wzorami (6.22)
i(6.17),

C(K+np)I(K +mnp)!
K!(K + Nj)! ’

(6.23) P(N = N + K|Ni,Noy,n) = K =0,1,...,

gdzie C = (f(nl,nz,NS))fl. Wyznaczymy EN i Var N. Zauwazmy, ze EN =
N; + EK oraz Var N = Var K. Mamy

(o)

o Clk+n)lk+n)lk <« Clk+n +DI(k+n2+ 1Dk
EK‘,{% k!(k + Ng)! =2 k!'(k + Ng + 1)!
Sy +1,n,+1,Ns+1)

f(nlinZJNS) ’

C(k + ’I’Ll)!(k + nz)!kz
k!'(k + N)!

k=0

Me

EK? =

=
Il
[}

C(k +n)!(k + no)lk N i Ck +n)!(k +mn)lk(k —1)
k!(k + N;)! k!(k + N;)!

Me

=
I
(e}

k=0

Ck+n1+ DIk +mny+1)! i Clk+ny+2)(k+mns+2)!
k!(k + Ng + 1)! =0 k!(k + Ns + 2)!
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Korzystajac ze wzoru (6.19), otrzymujemy

EK = (m+1)(nx+1) (M +1)(n2+1)

Ne—nj—no—2 n-—2 ’
> fny+2,n,+2,Ng+2) f(ng +1,n,+1,Ns+ 1)
R = L s LN+ D) (o N)
_ (ny+2)(nx +2)\ (n;+2)(n2 +2)
_(EK)(1+N5—n1—n2—3)_(EK)(1+ n-3 )
Stad
VarK = EK? — (EK)?
_ <1+ (M +2)(n2+2) (m +1)(7’L2+1))EK
n-3 n-2
_ M1 +1)(n2+1)(N; —1)(N2 - 1)
(n—-2)%(n-3) '

Korzystajac ze wzorow EN = N + EK oraz Var N = Var K, ostatecznie otrzy-
mujemy
(N1 -1)(N2 - 1)
n-1
(Ni-n+1)(Np—n+1)(N1 —1)(N — 1)
(n-2)2(n-3)

EN =

(6.24)
VarN =

dla n > 3.
W pewnych modelach rozkiad P(N | N1, N2, n) mozna wyznaczy¢, korzy-
stajac ze wzoru

P(n|Ni,No,N)P(N1IN)P(N2|N)P(N)
P(N1,Np,n) ’

Dowdd wzoru jest podobny do dowodu i pozostawiamy go czytel-
nikowi jako ¢wiczenie.

Rozwazmy teraz eksperyment, w ktorym staramy sie ztowi¢ maksymalna
liczbe osobnikow w obu odlowach. Przyjmijmy, ze N; i N> sa wybierane lo-
sowo sposrod liczb 0,1,...,N z jednakowym prawdopodobienstwem, a wiec
P(N{IN) = 1/(N + 1) i P(N2|N) = 1/(N + 1). Jezeli teraz a priori ustalimy
rozkiad wielkosSci N, czyli warto$ci P(N), otrzymamy

C(N — N1)I(N — N2)!P(N)
(N —NoINY(N +1)2 °

gdzie C jest stala normujaca. Jezeli np. rozklad zmiennej N jest staly, to

(6.25) P(N[N1,N2,n) =

(6.26) P(N[N1,N2,n) =

En o V1 +1)7sz+1) 2
(6.27) (N1 -n+1)(N2 —n+1)(N; + 1) (N2 + 1)
VarN = 2
n?(n-1)

dla n > 3.
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Znacznie lepsze oszacowania wielko$ci populacji uzyskujemy, wykonujac
wiecej odlowien. Ograniczymy sie do szkicowego przedstawienia metody [342]
dla populacji zamknietej. W tym wypadku dokonujemy m odlowien i za kaz-
dym razem znakujemy te osobniki, ktére nie zostaly wczeSniej oznakowane,
po czym je wypuszczamy. Niech N; oznacza liczbe osobnikow ztowionych
w i-tej probie, M; - liczbe osobnikow oznakowanych przed i-ta proba, zas n; -
liczbe osobnikéw oznakowanych ztowionych w i-tej probie. Wielko§¢ populacji
szacujemy, stosujac wyrazenie

(6.28) N =

zwane estymatorem Schnabel. Mozna réwniez wyznaczy¢ warto$c Var(1/N),
ktéra podaje nam informacje o bledzie:

1 Sito Ny
var(L) - Sham
N (Zio MiN;)?

Nie bedziemy wyprowadza¢ wzorow i(6.29), a jedynie zwrocimy uwa-
ge na zwiazek wzoru (6.28) ze wzorem Lincolna-Petersena (6.13). Zauwazmy,
ze dla m = 2 wzory i sa identyczne, bo M> = N;. Poniewaz przed
i-tym polowem oznakowaliSmy M; osobnikéw, iloraz M;N;/n; odpowiada wzo-
rowi Lincolna-Petersena w przypadku, gdy pierwsze i — 1 prob traktujemy
lacznie, a sprawdzamy, jaka jest liczba osobnikow oznakowanych w i-tym
odlowie. Wyrazenie po prawej stronie wzoru mozna wiec traktowac jako
Srednia wazona z m prob.

(6.29)

Przyklad 1.71. W kolejnych pieciu dniach odlowiono i oznakowano pewna
liczbe zab okreSlonego gatunku. W tabeli podano liczbe N; osobnikoéw
odlowionych i liczbe n; oznakowanych w kazdej probie oraz przedstawiono
metode obliczania M;. Zgodnie ze wzorem (6.28) mamy

52-44+82-38+108-40+130-32 13884

N= 14+12+18+17 61 2%
i|| Ni | ni || Ni—n; M;
1 52 0 52 0
21 44 | 14 30 52
3 38 | 12 26 52+ 30 =82
4 || 40 | 18 22 82 +26 =108
5 32 | 17 15 108 + 22 =130

Tabela I.6. Przyklad
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Stosujac wzor Lincolna-Petersena do pierwszej i drugiej proby, otrzymujemy

N = NiN> _ 52 -44 ~ 163,
ny 14

a dla ostatniej proby

N:M5N5 _ 130 - 32 ~ 245
ns 17

Wynik otrzymany za pomoca metody Schnabel jest blizszy ostatniego wyniku
otrzymanego metoda Lincolna-Petersena niz wtedy, gdy uwzgledniali$my tylko
dwie pierwsze préby, co mozna latwo wytlumaczy¢ tym, ze przed ostatnim
odlowem liczba oznakowanych osobnikow byla dostatecznie duza (ponad
potowa populacji). Oszacowane odchylenie standardowe zmiennej 1/N wynosi

- it i B V61 N

Blad wyznaczenia N mozemy oszacowac, korzystajac z nieréwnos$ci
Czebyszewa
p(|L-L
N N

Przyjmujac np. ¢ = /10, otrzymujemy

1 1
(|-
N N

Poniewaz 1/N =~ 0,00441, wiec co najmniej z prawdopodobienstwem 0,9 mamy

1
E.

ZCO’)S

> 0,00177> <0,l.

0,00441 - 0,00177 < % < 0,00441 + 0,00177,

a stad stwierdzamy, ze 162 < N < 379 z prawdopodobienstwem > 0,9. Wi-
dzimy, Ze oszacowanie bledu uzyskane za pomoca nieréwnosci Czebyszewa
nie jest zbyt dokladne. Znacznie mniejszy btad uzyskamy, przyjmujac, ze 1/N
dobrze przybliza sie w otoczeniu wartosci 1/N rozkladem normalnym. Wtedy
juz dla c = 1,7 mamy P(|1/N — 1/N)| > co) <0,1i187 <N < 2809.

Przedstawione metody szacowania wielkoSci populacji stanowia zaledwie
wstep do znacznie bardziej zaawansowanej teorii wyznaczania réznych para-
metrow populacyjnych na podstawie metody wielokrotnych zlowien. Zalozenia,
ze populacja jest zamknieta i kolejne odlowy sa od siebie niezalezne, sa bardzo
ograniczajace, dlatego stosuje sie inne metody, niewymagajace tych zatozen.
Ponadto za ich pomoca mozna badac takie parametry, jak wspotczynniki Smier-
telnosci lub urodzen. Metody te stosuje sie nie tylko w ekologii, ale rowniez
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w innych dziatach biologii i w medycynie. Oprocz literatury wspomnianej na
poczatku rozwazan, istnieje dobrze rozbudowane oprogramowanie uwzgled-
niajace rozne zalozenia ekologiczne, np. program MARK.

7. Entropia i informacja

7.1. Intuicje matematyczne i podstawowe definicje

Pojecie entropii wywodzi sie z termodynamiki; zamiast jednak odwolywac sie
do pojec fizycznych, przedstawimy proste intuicje zwiazane z teoria informacji,
prowadzace do tzw. entropii Shannona.

Niech w bedzie pewnym nieznanym nam elementem przestrzeni probabi-
listycznej (Q, %, P). Ile informacji uzyskaliSmy o w, jezeli dowiedzieliSmy sie,
ze w nalezy do pewnego zbioru A € X? Jezeli podzielimy przestrzen na dwa
zbiory Ai Q\ A, przy czym P(A) = 1/2, to wiadomoS¢, ze w € A, przynosi
jednostkowa informacje o w (1 bit), bo zdarzenia Ai Q \ A sa tak samo praw-
dopodobne. Do zakodowania tej wiadomosSci w systemie binarnym, a wiec za
pomoca cyfr 0, 1, wystarczy jeden znak. Jezeli P(A) = 1/8, to wiadomos¢, ze
w € A, daje trzy bity informacji, bo skoro przestrzen jest podzielona na 8 = 23
zdarzen jednakowo prawdopodobnych, to w systemie binarnym mozemy je
zakodowac¢ za pomoca ciagéw tréjelementowych cyfr 0, 1.

Ogoblnie przyjmujemy, ze jezeli P(A) > 0, to ilos¢ informacji otrzymanej
przy zajsciu zdarzenia A wynosi

I(A) = —log, P(A).

(Jednostke informacji (bit) mozna zamieni¢ na inna, zastepujac log, w definicji
ilosci informacji logarytmem o innej podstawie, np. logarytmem naturalnym).
Tak zdefiniowana ilo$¢ informacji ma nastepujaca wlasnos$¢ addytywnosci:

(7.1) I(ANnB) =1(A) +14(B),

gdzie I5(B) jest iloScia informacji, ktora uzyskaliSmy, traktujac B jako zda-
rzenie w przestrzeni probabilistycznej (A, 34,P4). Istotnie, P4(B) = P(B|A),
wiec

P(ANB)

I(A) +Io(B) = —log, P(A) —log, P(B|A) = —log, P(A) — log; P(A)

—log, P(ANB) =1(ANB).

Jezeli w szczegoOlnos$ci A i B sa zdarzeniami niezaleznymi, to P4(B) = P(B|A)
= P(B), awiec I4(B) = I(B), skad

(7.2) I(AnB) =I(A) +I1(B).
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Podzielmy przestrzen na m zdarzen rozlacznych A,,...,A,. Niech
pi = P(A;) dlai =1,...,n. Jezeli w rezultacie jednego do$wiadczenia otrzy-
mujemy informacje, Ze w nalezy do jednego z tych zdarzen, to $rednia ilos¢
informacji wynosi

n
(7.3) H(p) =EI=-> pilogpi, P=(p1,...,Pn).
i=1

Wyrazenie H(p) nosi nazwe entropii doswiadczenia. Przy p; = 0 przyjmu-
jemy, ze p;log, p;i = 0. Entropie mozna tez utozsamia¢ z miara niepewno-
$ci lub nieprzewidywalnosSci. Im wieksza entropia, tym wieksza niepewnosc¢
wyniku doswiadczenia. Wykazemy, Ze najwieksza entropia jest wtedy, gdy
p1 =+ =pn = 1/n (patrz wzor (7.31)), a wiec gdy wszystkie wyniki do$wiad-
czenia sa jednakowo prawdopodobne; jezeli zas entropia wynosi zero, to wynik
doswiadczenia jest w peli przewidywalny.

Pojecie entropii zwiazane jest tez z oszczednym kodowaniem. Mamy prze-
kazac wiadomo$¢ zapisana za pomoca n liter Ay, ..., Ay. Litery traktujemy jako
rozlaczne zdarzenia, ktorych suma jest cala przestrzenia Q. Litery kodujemy
binarnie. Chcemy to zrobic¢ tak, aby uzy¢ jak najmniej znakow. Jezeli np. sa
cztery litery i kodujemy je kolejno 00, 01, 10, 11, to do zakodowania jednej lite-
ry uzywamy S$rednio dwoch znakow. Jezeli prawdopodobienstwa wystepowania
liter wynosza 1/2, 1/4, 1/8 i 1/8, to oszczedniejsze kodowanie jest postaci
0:=A1,10:=A5,110:= A3i 111 := A4. Wtedy do zakodowania jednej litery
potrzeba Srednio
2+3-3+5-3=H( ) =
znakow. Przy dlugim tekScie zawierajacym N liter i oszczednym kodowaniu,
tekst zapiszemy za pomoca ciaggu binarnego zawierajacego okoto %N znakow,
podczas gdy przy poprzednim kodowaniu mamy 2N znakéw. W praktyce
problem jest jednak bardziej skomplikowany.

W definicji entropii mozna zamiast log, uzywac logarytmow o innych
podstawach > 1, np. logarytmu naturalnego. Tak zmodyfikowana entropia
bedzie sie r6znic¢ od wyjSciowej stata dodatnia przed znakiem sumy. W dalszych
definicjach podstawa logarytmu nie odgrywa roli, piszemy wiec log, przyjmujac,
ze podstawa logarytmu jest ustalona.

Entropia ma nastepujaca wlasnos¢ addytywnosci, analogiczna do (7.1).
Niechp = (p1,...,pi) iq = (q1,...,4;) beda takimi ciagami liczb nieujemnych,
zep+qa=1,p=pi1+- -+pi,q=qi+--+q;ip,q > 0.Jezelip* = (%,...,%)

iq* = (%,...,%),to

o=
ENEN]

oo

NP

N =

1
2

(7.4) H(p,q) = H(p,q) + pH(P*) + gH(q*).
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Wzor moOwi nam o tym, ze Srednia informacja uzyskana poprzez rozbicia
na coraz mniejsze zbiory sumuje sie. Istotnie, H(p, q) jest $rednia informacja
uzyskana z rozbicia na dwa zbiory o miarach p i g; nastepnie wybieramy
losowo jeden z tych zbiorow i obliczamy informacje uzyskana z jego rozbicia.
Wzor latwo uogolnia sie na przypadek, gdy pierwsze rozbicie jest na wiecej
niz dwa zbiory.

Dla dalszych celébw wygodnie jest zdefiniowac pojecie entropii za pomoca
zmiennej losowej. Niech £ bedzie zmienna losowa przyjmujaca skonczona

liczbe wartosci x1, ..., x,. Wtedy entropiq zmiennej losowej & nazywamy liczbe
n

(7.5) H(E) = - > P(€ = xi) 1ogP(& = xy).
i=1

Definicja pokrywa sie z (7.3), gdy A; = {§ = x;} dlai=1,...,n.

Jezeli mamy dwie zmienne losowe & i n przyjmujace skonczona liczbe
wartosci, to entropia tqczna (albo produktowa) zmiennych & i n okreslona jest
wzorem

(7.6) H(En) =- > P(E=x4,n=2y;)10gP(§ =xi,n =),
i,j

gdzie x;, y; sa wartoSciami przyjmowanymi przez & i , a sumowanie jest
po wszystkich wskaznikach. Gdy zmienne losowe & i n sa niezalezne, tatwo
z definicji entropii lacznej wnioskujemy, ze

(7.7) H(&,n) =H(E) +H(n).
Znacznie trudniejszy jest dowod nieréwnosci
(7.8) H(&,n) <H(E) +H(n)

dla dowolnych zmiennych losowych o skonczonych zbiorach wartosci (patrz

zad.[L.63).

Uwaga L.72. Entropie taczna mozna bezposrednio zdefiniowac dla rozbic prze-
strzeni probabilistycznej na zbiory. Niech Ay, ..., A, i By,..., B, beda dwoma
rozbiciami przestrzeni Q na zbiory mierzalne i roztaczne. Wtedy rodzina zbio-
row postaci Cjj = AinBj, gdziei =1,...,moraz j = 1,...,n, jest tez rozbiciem
przestrzeni Q. Takie rozbicie bedziemy nazywac produktowym. Jezeli & jest
zmienna losowa odpowiadajaca rozbiciu Aq,...,An, tj. A; = {& = x;} dla
i=1,...,m, an jest zmienna losowa odpowiadajaca rozbiciu By,...,By,, to
entropia rozbicia produktowego C;j, gdziei =1,...,moraz j = 1,...,n, jest
rowna H(&, n).
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Dalej wprowadzimy pojecia entropii warunkowej i informacji wspoélnej.
Pojecia te mozna tez formalnie zdefiniowa¢ dla rozbi¢ przestrzeni probabili-
stycznej.

Entropie n pod warunkiem & okreSlamy wzorem

(790  HMIE) = =D P(E =xi) > P(n =y, =xi)logP(n = y; | & = xi).
i i

Entropia warunkowa speinia réwnanie

(7.10) H(n|&) = H(En) - H(&),
skad i z nieréwnosci otrzymujemy

(7.11) H(nl&) < Hn);

takze na odwrot, z wynika (7.8). Zgodnie ze wzorem (7.10) entropia n
pod warunkiem & mowi nam, ile dodatkowo informacji dostarczy zmienna n,
jezeli juz znamy informacje dostarczona przez &.

Wprowadzamy réwniez informacje wspolng (lub wzajemnq) zmiennych
losowych & i n, okreSlona wzorem

P(&€ = xi,n = yj)
P(E=x)P(n=y;)"

(7.12) I(§&,n) = > P(§ = xi,n =y;)log
i,j

Natychmiast z definicji informacji wspoélnej otrzymujemy wzor
(7.13) I(&,n) =H(n) + H(E) — H(E,n),

ktéry wyjasnia nazwe tego pojecia.

Gdy zmienne losowe &, n przyjmuja warto$ci w tym samym zbiorze, moz-
na zdefiniowac entropie wzglednqg rozkladu & wzgledem rozkladu n (zwana
rowniez odleglosciq Kullbacka-Leiblera lub dywergencjq Kullbacka-Leiblera):

P(n = xi)

(7.14) Hy1(nl%) gP(n xXi)log g

Zauwazmy, ze w definicji entropii wzglednej nie wystepuje wspolny rozklad
zmiennych losowych € i n, a jedynie rozklady kazdej z tych zmiennych. Entropia
wzgledna mierzy odlegto$¢ miedzy rozkladami zmiennych losowych & i n,
w odroznieniu od entropii warunkowej, zwiazanej z niezaleznoS$cia i korelacja
zmiennych losowych (patrz zad. [.64). Zauwazmy, ze

(7.15) Hkr(nl€) = = > P(n = x;) logP(§ = x;) — H(n).
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Wyrazenie H.(n,&) = — >; P(n = x;) logP(& = x;) nosi nazwe entropii krzyzo-
wej n wzgledem & i opisuje Srednia liczbe bitéw potrzebna do zakodowania
zmiennej n przy uzyciu kodowania odpowiadajacego zmiennej &.

7.2. Przypadek zmiennych losowych majacych gestosci

Pojecia wprowadzone w punkcie dotyczace zmiennych losowych dyskret-
nych, mozna latwo przenie$¢ na przypadek, gdy zmienne losowe maja gestoSci.

Niech & i n beda zmiennymi losowymi lub ogo6lniej elementami losowymi
o wartosciach w przestrzeniach X i Y z miarami o-skonczonymi my i my
o gestosciach fx(x), f(v); zat6zmy tez, ze ich wspolny rozktad ma gestosc
Sfen(x,y). Wtedy entropiq zmiennej losowej & nazywamy liczbe

(7.16) H(E) = —JXf};(X)lngg(X)mx(dX)-

Entropia tqczna (albo produktowa) zmiennych & i n okreSlona jest wzorem

717)  H(En) - - jy JX Fen (%, 1) 108 fen (x, ) mx (dx) my (dy).

Entropie zmiennej n pod warunkiem zmiennej & okreSlamy wzorem

HE) = - [ fe00) | FO10108 (1) my(dy) ma(dx)
(7.18) P
__ Jen(x, )
= JY Jngn(X,y)log Fe(x) my(dx) my(dy),
_ Ja(xy)

gdzie f(ylx) = oo - Informacje wspolng (lub wzajemnaq) zmiennych loso-
wych € i n okre§lamy wzorem

fgn(xyy)
fe(x) frn(y)

Jezeli € i n przyjmuja wartoSci w tej samej przestrzeni X, to entropie
wzglednq rozkladu n wzgledem rozkladu & definiujemy jako

fn(x)
Se(x)

Mozemy rowniez okresli¢ entropie krzyZzowq zmiennej n wzgledem & wzorem

719)  I(En) = JY Jngn(X,y)log M (dx) my (dy).

(7.20) Hir (N]E) = jx £,(x) log My (dx).

He(n,8) = = [ fa(x)log f () m(dx).
Entropia, entropia wzgledna i entropia krzyzowa powiazane sa rownoscia

(7.21) Hkr(nl€) = He(n, &) —H(n).
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Zdefiniowanie entropii, entropii lacznej i warunkowej, informacji wza-
jemnej oraz entropii wzglednej dla elementéw losowych ma szereg zalet. Po
pierwsze, definicja entropii tacznej dla & i n pokrywa sie z definicja entropii
wektora losowego (&, 7). Po drugie, definicje te obejmuja tez dyskretne wersje
entropii i informacji, poniewaz jako przestrzenie X i Y mozna przyjac zbiory
wartosci tych zmiennych losowych, a jako miary my i my przyjac¢ miary licza-
ce (tzn. myx(A) jest liczba elementow zbioru A); miary te sa dyskretne, wiec
zmienne losowe & i n maja gestoSci. Takie podejsScie pozwala na ujednolicenie
dowodow. Po trzecie, widzimy, ze wprowadzone definicje dotycza gestoSci
rozkladow zmiennych losowych € i n albo gestosci ich lacznego rozkiadu,
mozna wiec wprowadzic¢ te definicje w jezyku samych gestoSci. W szczeg6l-
nosci, jezeli f jest gesto$cia rozkladu elementu losowego &, to H(f) := H(&)
nazywamy entropiq gestosci f.

Niech X bedzie przestrzenia z miara m. Funkcje mierzalna f: X — [0, o)
nazywamy gestoscia, jezeli [y f(x) m(dx) = 1. Entropie gestosci f mozemy
zdefiniowac wzorem H(f) = — [ f(x)log f(x) m(dx). Jesli zas f i g sa gesto-
$ciami, to

S(x)
g(x)

(7.22) Hiw(f19) = | f(x)1082 =S mdx)
nazywamy entropiq gestosci f wzgledem g. Podobnie entropie krzyzowq gesto-
sci f wzgledem g okreSlamy wzorem

Hc(f,g) = — JXf(X) log g(x) m(dx).

Wiasnosci (7.7), (7.8), (7.10) i (7.13) entropii lacznej i warunkowej oraz

informacji wspolnej przenosza sie na przypadek gestosci; dowody z wyjatkiem
dowodu nieré6wnosci (7.8) sa natychmiastowe. Poniewaz warunki (7.8) i (7.11)
sa rownowazne, udowodnimy (7.11). Skorzystamy z nieréwnosci Jensena (5.8):

F(JX R () < JXFm(x)) u(dx),

gdzie F jest funkcja wypukla, u miara probabilistyczna, a h(x) funkcja catko-
walna. W tym wypadku ustalamy 7y i przyjmujemy, ze F(x) = —logx, u(dx) =

% mx(dx)ih(x) = ff((;;). Z nieréwnosci Jensena otrzymujemy

Se(x)  fen(x,y)

—1
© Uxﬁ;n(x,y) fn(3)
B fe(x) \ fen(x,y)
= Jxlo (fgn(x,y)> fn )

mx(dx))

mx(dx),
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wiec

Je(x) o Jex ) fen(x, )
oggxfn(y)mx(dx))z X o) log Fex) mx(dx).

Po pomnozeniu obu stron nierownosci przez fj(y) i scatkowaniu wzgledem y
otrzymujemy

- L Fa(3) 108 fo () my(dy)

f§n

> = | | fenlx, ) 10g =2 s >

mx(dx) my(dy),

a zatem
H(n) = H(nl¥).

7.3. Entropia uogolniona

Korzystajac z pracy [247], wprowadzimy teraz ogolniejsza definicje entropii
wzglednej, wygodna w wielu zastosowaniach, i przedstawimy jej wlasnosci.
Zauwazmy, ze wzor (7.22) mozna zapisa¢ w postaci

S (x)

Hiw(f19) = | atx )n( =

)m(dx), gdzie n(x) = xlogx.

Poniewaz n(x) = xlog x jest funkcja wypukla, naturalne uogolnienie entropii
wzglednej Hg; uzyskamy, podstawiajac w miejsce tej funkcji inna funkcje
wypukla. Niech n: [0, ) — R bedzie dowolna funkcja ciagla i wypukla. Dla
dowolnych gestosci f i g definiujemy n-entropie gestosci f wzgledem g wzorem

S (x)

(7.23) Hy(f1g) = jg(x)n( =

) m(dx).

Poniewaz f i g moga przyjmowac wartosci 0, wzor wymaga doprecy-
zowania. Wprowadzamy funkcje pomocnicza @: [0,00) X [0,0) — R U {0},
przyjmujac
vn(u/v), v>0u=0,
@(u,v) =40, v=0,u=0,
un'(«), v=0,u>0,

gdzie
n' () = lim n'(v) = lim n(v)/v.
V—o00 V—00
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Przyjmujemy, ze
(7.24) Hy(f19) = jxcmf(x),g(x)) m(dx)

dla dowolnych gestosci fi g.

Dobierajac r6zne funkcje n, mozna uzyskac inne n-entropie niz odlegtos¢
Kullbacka-Leiblera. Podamy dwa najbardziej znane przykiady.
(1) Jezeli ny(u) = |1 —ul, to Hy, (f1g) = II.f — gll, gdzie || - || jest norma w L'.
(i) Niech x € (0,1) i ny(u) = —u®. Wtedy

Hy.(f19) = - [Xf“u)gl-“(x) m(dx).

Przedstawimy teraz kilka wlasnos$ci n-entropii. Dla dowolnych gestosci f
i g spelmiona jest nieré6wnosc

(7.25) Hy(flg) = n(1).

Aby to udowodni¢, skorzystamy z nieréwnosci Jensena (5.8), przyjmujac F = n,
p(dx) = g(x)m(dx)ih(x) = f(x)/g(x). Wtedy

f

Hy(flg) = an(g)gdm > n(JX J;gdm) =n (fodm> =n(1),

co dowodzi (7.25).

Entropii warunkowej mozna uzywa¢ do badania zbieznosci w L.

Twierdzenie 1.73. Zatdzmy, ze n: [0, ) — R jest funkcjq ciaglq i wypukiq oraz
n"’ (1) > 0. Niech (fy) i(gn) bedq ciqgami gestosci. Wtedy

%i_l;rgoHn(fﬂgn) =n(l) = %1_1;130 I fn —gnll =0,
gdzie || - || jest normaq w przestrzeni L.

Stosunkowo prosty dowod twierdzenia podany jest w pracy [247].
Zalozenie n’’ (1) > 0 mozna zastapi¢ stabszym zalozeniem $cistej wypukto$ci
funkcji n(x) w x = 1. Jezeli n’’(1) > 0, to z twierdzenia[l.73]i z wynika
nierownos¢ H,(f|g) > n(1) dla f # g.

Kolejna wazna wlasnos$¢ n-entropii wiaze sie z pojeciem operatora Marko-
wa. Odwzorowanie liniowe P: L' — L przeprowadzajace gesto$ci na gestosci
nazywamy operatorem Markowa (lub operatorem stochastycznym).

Twierdzenie 1.74. Jezeli P jest operatorem Markowa, to
(7.26) Hy(flg) = Hy(Pf|Pg)

dla dowolnych gestosci f i g.
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Dowod twierdzenia podany w pracy [247] przebiega nastepujaco. Ponie-
waz n jest funkcja wypukla, istnieja takie ciagi (a,) i (by,) liczb rzeczywistych,
ze
(7.27) n(u) = sup {an + byu: n € N}.

Wynika stad natychmiast, ze
(7.28) @(u,v) =sup{anv + byu: n € N}.
Poniewaz operator Markowa jest monotoniczny, z (7.28) wynika, ze
Po(f,g) = P(ang + bnf) = anPg + b, Pf.
Stosujac jeszcze raz (7.28) dlau = Pf i v = Pg, otrzymujemy
Po(f,g9) = @(Pf,Pg),
a poniewaz operator Markowa zachowuje calke, wiec
Hy(flg) = | o(f.@)dm = Pof.grdm= | o(Pf.Pg)dm
> H,(Pf|Pg).

Entropie H(f) mozna rowniez uogolnic, zastepujac funkcje x log x inna
funkcja wypukla. Niech n: X — R bedzie funkcja ciagla i wypukla. Wtedy
wyrazenie

(7.29) Hy(f) = —an(f(x))m(dx)

nazywamy n-entropiq gestosci f. Zauwazmy, ze jezeli m(X) = 1,to g = 1 jest
gestoscia oraz Hy(f) = —H, (f|1) (patrz (7.23)). Tozsamos¢ te mozna uogonic:
jesli f i g sa gesto$ciami wzgledem miary m, to f/g jest gestoScia wzgledem
miary u okresSlonej wzorem p(dx) = g(x) m(dx) oraz

Hn.u(£> = —Hpm(f19),

gdzie miary u i m w oznaczeniach entropii i entropii wzglednej podkreS$laja,
z jakimi miarami zwiazane sa te entropie.
Jezeli m(X) < oo, to spelniona jest nier6wnosc

(7.30) () < =mxn(, )
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dla dowolnej gestosci f. Aby to wykazac, skorzystamy ponownie z nier6wnosci
Jensena , przyjmujac tym razem F = m(X)n, u = 0%y i h = f. Wtedy

f(x)m(dx)

'm“m<x mx)

)sLnuu»mmm,

wiec

mOn () < ~Hy(F),

co dowodzi (7.30). W zachodzi rownos$é, gdy f = 1/m(X). Jezeli n(x) =
xlogx, to

1 1
H <-m(X) - I (
)= =m0 8 )
Poniewaz entropia doSwiadczenia (7.3) jest entropia gestosci (pi, ..., pn) okre-
Slonej na przestrzeni n-elementowej z miarq liczaqcq m (tzn. m(A) jest liczba
elementow zbioru A), wiec

) = logm(X).

(7.31) H(pi,...,pn) <log, m(X) =log, n,

a maksimum entropii osiagane jest dlap = (%, cees %).

Jezeli P jest operatorem Markowa, mozemy go rozszerzy¢ na dowolne
funkcje mierzalne nieujemne, przyjmujac P f(x) = lim;,,_.. P.fn(x), gdzie (f)
jest dowolnym ciagiem rosnacym funkcji catkowalnych zbieznym prawie wsze-
dzie do f (definicja Pf(x) nie zalezy od wyboru ciagu (f5) dla p.w. x). Tak
wiec ma sens wyrazenie P1y. Operator Markowa P nazywamy podwdjnie sto-
chastycznym, jezeli P1x = 1.

Twierdzenie 1.75. Jezeli P jest operatorem podwdjnie stochastycznym, to
(7.32) Hr](f) SHn(Pf)
dla dowolnych gestosci f.

Dowodd twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu twierdze-
nia[l.74] przy czym zamiast wzoru (7.28) stosujemy bezposrednio wzor (7.27),
otrzymujac Pn(f) = n(P.f). Poniewaz operator Markowa zachowuje catke, wiec

-Hy(f) = { nif)dm > J Pn(f)dm = J n(Pf)dm > —H,(Pf)
X X X
i otrzymujemy nieréwnosc¢ (7.32).

Uwaga 1.76. Twierdzenie|l.75|nie zachodzi, jezeli opuScimy zatozenie P1y = 1x.
Niech P bedzie operatorem Markowa na przestrzeni L'[0,) z miara
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Lebesgue’a, okreSlonym wzorem Pf(x) = 2f(2x). Jezeli f = 1013, to
Pf =2-1j9,1,2] oraz

H(f) = —L 110,11(x) In10,17(x) dx = 0,
) 1/2
H(Pf)Z—J 2-1[0,1/2](x)ln(2-1[0,1/2]()())dx=—J 21n2dx:—ln2,
0 0

awiec H(Pf) < H(f).

Przyklad 1.77. Niech X = {1,...,n}, = = 2%, a m niech bedzie miara liczaca.
Przestrzen L' (X, 3, m) utozsamiamy z R", a gestoSci w tej przestrzeni to wek-
tory p o wyrazach nieujemnych, speliajace warunek p; + - - - + p, = 1. W tym
wypadku operator podwoéjnie stochastyczny jest odwzorowaniem liniowym
P:R"™ — R™ o macierzy A o wyrazach nieujemnych, w ktérej suma wyrazow
w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest rowna 1. Dla takiej macierzy A,
gestosci p i funkcji wypuklej n spelniona jest zatem nieréwnosc

Hy(p) < Hy(Ap) < —nn(2).

7.4. Informacja i entropia w genetyce

Kiedy w latach szescdziesiatych XX wieku poznano kod genetyczny, a w nastep-
nym dziesiecioleciu zaczeto sekwencjonowac DNA, pojawily sie duze nadzieje,
ze matematyczna teoria informacji pozwoli odpowiedzie¢ na wiele pytan do-
tyczacych informacji zmagazynowanej w kodzie genetycznym. Oczekiwania
te spelnily sie tylko czeS$ciowo. Opierajac sie na pracy [2, 3] oraz ksiazce [200],
przedstawimy kilka og6lnych wnioskoéw wynikajacych z analizy kodu w cza-
steczkach DNA i RNA przy uzyciu entropii i teorii informacji.

Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych faktow z biologii. No$niki
informacji genetycznej DNA i RNA zbudowane sa z nukleotydow, a te z kolei
z cukrow i zasad azotowych. W wypadku DNA zasadami sgq adenina A, guanina
G, cytozyna C i tymina T, podczas gdy w RNA zamiast tyminy wystepuje uracyl
U. Z punktu widzenia teorii informacji czasteczki te kodowane sa za pomoca
czterech liter A, G, C, T lub A, G, C, U. Mimo iz czasteczka DNA jest dwuniciowa,
znajomosS¢ kolejnosci polozenia zasad na jednej nici w pelni ja opisuje, bo
zasady na obu niciach polaczone sa wedtug ustalonych wzorow. Mozemy zatem
patrzec na czasteczki DNA i RNA jak na odpowiednio dlugie wyrazy w alfabecie
czteroliterowym. Tréjki nukleotydéw tworza kodony, ktore odgrywaja kluczowa
role w syntezie biatek. Kodonow jest 43 = 64, z czego 60 stuzy do budowy 20
aminokwasow. Z punktu widzenia syntezy bialek informacja genetyczna moze
wiec by¢ zapisana za pomoca wyrazow w alfabecie dwudziestoliterowym.
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Ograniczymy sie do kodowania czteroliterowego i bedziemy uzywac en-
tropii z logarytmem o podstawie 4. Na ustalonym miejscu w nici DNA (lub
RNA) moze wystepowac jedna z liter A, G, C, T. Niech pa, p¢, pc, pr beda
prawdopodobienstwami wystapienia tych liter. Wtedy entropia pojedynczego
miejsca, a wiec zmiennej losowej przyjmujacej wartosci A, G, C, T, wynosi

H=- > pilogyp:.
i=A,G,C,T

Rozwazmy teraz ustalona sekwencje kolejnych nukleotydow. Oznaczmy en-
tropie tej sekwencji przez Hy, gdzie L jest liczba nukleotyddéw w sekwencji.
Niech H(j) bedzie entropia j-tego miejsca w sekwencji. Wtedy H; jest entropia
laczna i spelia nier6wnos¢

L
Hp < > H(j).
Jj=1

Jezeli korelacja nukleotydow jest matla, to

L

(7.33) H; = ZH(j).
j=1

Korelacja moze by¢ jednak stosunkowo duza, szczegolnie w populacjach nie-
ustabilizowanych genetycznie, poniewaz mutacje zwykle zachodza jednocze-
$nie na dluzszych sekwencjach nukleotydéw. Mimo to do obliczenia H; uzywa-
my wzoru przyblizonego z dosc prostych powodéow. Jezeli np. sekwencja
sktada sie z dziesieciu nukleotydow, to liczba roznych ciagow wynosi 419, mu-
sielibySmy wiec zna¢ prawdopodobienstwa ponad miliona r6znych wariantéw
ustalonej sekwencji, czyli zbadac¢ te sekwencje u co najmniej kilku milionow
osobnikow tego samego gatunku.

Pojawia sie pytanie, jaka informacje mozna uzyskac, jezeli wyznaczymy
warto$¢ H;. Maksymalna warto$¢ entropii H; rowna sie L i jest osiagana, gdy
na kazdym miejscu w sekwencji wystepuje dowolny z symboli A, G, C, T z praw-
dopodobienstwem 1/4; minimalna warto$¢ H; rowna sie 0, gdy cata sekwencja
jest wyznaczona jednoznacznie. Zal6zmy, ze populacja jest ustabilizowana,
a wiec uplyneto dostatecznie duzo czasu od ostatniej zmiany ewolucyjnej. Wte-
dy mozna przyjac, ze sekwencje nukleotydow o niskiej entropii odpowiadaja
miejscom, w ktorych zakodowana jest istotna informacja genetyczna, poniewaz
mutacje na tych miejscach powodowatyby szkodliwy wplyw na przystosowanie
osobnika. Miejsca, ktére nie koduja informacji genetycznej, moga swobodnie
mutowac i poszczegoélne symbole beda sie pojawia¢ losowo, ich entropia bedzie
wiec duza. Mozna przyjac, ze informacja genetyczna zakodowana w ustalonej
sekwencji jest r6znica miedzy entropia maksymalna dla sekwencji ustalonej
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dhugos$ci a entropia rzeczywista, czyli w przyblizeniu wynosi
I=L—-H(L).

PodejsScie to nie dostarcza informacji o tym, co jest zakodowane, ale moze
wskazywac na miejsca, gdzie informacja genetyczna jest przechowywana.

Jezeli rozwazymy caly genom (lub np. caly kod dla czasteczki RNA, bialka),
to wielkos¢

k

(7.34) C(N)=N-H(N)=N- > H(L;)
i=1

nazywamy ztozonosciq biologicznqg lub ewolucyjng genomu. We wzorze (7.34),
N jest liczba nukleotydéw w genomie (lub innych biomolekutach), k liczba
segmentow, w ktorych dokonuje sie pomiaru, np. genéw, a L; ich dlugoscia.
Mozemy réwniez zdefiniowac biologiczng (lub ewolucyjnqg) gestos¢ informacji
wzorem

k
(7.35) D(N):C(N)/N=1—H(N)/N=I—ZH(Li)/N.
i=1

Interesujace jest porownanie wielkosci C(N), H(N) i D(N) dla r6znych
organizmow. Wraz z ewolucyjnym rozwojem organizmow i towarzyszacym mu
wzrostem genomow wielkoSci C(N), H(N) rowniez rosna, co nie jest zaska-
kujace, ale D(N) szybko maleje. Oznacza to, Ze genomy organizmow wysoko
zorganizowanych w stosunku np. do prokariotéw (np. bakterii) maja mata ge-
sto$¢ informacji. Mowiac kolokwialnie, ewolucja nie dazy do optymalizacji kodu
genetycznego, a wrecz zwieksza udziat ,,Smieciowych” lokalizacji. Ten pozorny
paradoks (zwiazany z wiekszym wysitkiem energetycznym przy replikacji DNA)
mozna wytlumaczy¢ nastepujaco. Przy kolejnych etapach ewolucji zwiekszat
sie genom, poniewaz organizm stawat sie bardziej skomplikowany, ale niektore
lokalizacje, ktore wcze$niej niosly informacje genetyczna, przestawaty by¢ funk-
cjonalnie istotne, a wiec stawaly sie podatne na mutacje. W ten sposob entropia
rosta szybciej w porownaniu do wzrostu informacji. Réwniez istnienie duzych
sekwencji zdolnych do mutacji moze utatwia¢ przystosowanie do $rodowiska.

Zawarto$¢ informacji w r6znych sekwencjach DNA lub RNA i zlozonos¢ bio-
logiczna to nie jedyne zagadnienia genetyczne, ktore mozna badac, korzystajac
z teorii entropii i informacji. Do waznych probleméw nalezy korelacja po-
szczegoOlnych sekwencji kodu genetycznego (lub kodow réznych organizmow);
mozna ja badac¢, korzystajac z entropii warunkowej i informacji wspolnej.
Wysoki wspotczynnik korelacji moze oznacza¢ powiazanie funkcjonalne wybra-
nych sekwencji. Ciekawe jest rowniez zagadnienie, w jaki sposob informacja
zwiazana z adaptacja do Srodowiska (np. lekoodpornoscia) jest umiejscowiona
W genomie.
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7.5. Zastosowania entropii wzglednej w dynamice
populacyjnej

Entropia wzgledna moze shuzy¢ do opisu odleglto$ci miedzy r6znymi rozkla-
dami oraz do badania zbiezno$ci, dlatego jest czesto uzywana do badania
asymptotyki w ro6znych modelach fizycznych i biologicznych. Praca [21] zawiera
przeglad zastosowan klasycznej entropii wzglednej (tj. odlegtosci Kullbacka-
Leiblera) w systemach biologicznych, m.in. w dynamice replikatoréw, badaniu
lancuchéw Markowa i reakcji biochemicznych. PoniewaZ wspomniane zasto-
sowania oparte sa na podobnych metodach, ograniczymy sie tu do prostego
modelu typu Lotki-Volterry.

Rozwazmy populacje ztozong z k podpopulacji. Przyjmijmy, ze podpo-
pulacje reprezentuja rézne gatunki, w szczegoélnos$ci osobniki rozmnazaja sie
w ramach swojej podpopulacji, ale istnieje konkurencja miedzy podpopulacja-
mi. Wektor x(t) = [x1(t),...,xx(t)] opisuje stan populacji w chwili t, gdzie
x;i(t) jest rozmiarem (liczebno$cia) i-tej podpopulacji w chwili t. Zal6zmy, ze

(7.36) x;(t) = filx()xi(t), i=1,...,k,

gdzie fij(x(t)) jest wspblczynnikiem wzrostu i-tej podpopulacji, czyli r6znica
miedzy wspoélczynnikiem urodzen i Smierci. Niech

x(t) =x1(t) + - -+ xx(t).

Wektor p(t) = [p1(t),...,px(t)] z pi(t) = x;(t)/x(t) przedstawia rozklad
calej populacji na podpopulacje. Korzystajac z rownania (7.36), otrzymujemy

x'(H)pi(t) + x(t)p;(t) = fi(x(t)x(t)pi(t)
dlai=1,...,k oraz

k
x'(t) = > fix()x(t)p;(t),

j=1

a stad
k

(7.37)  pi(©) = fi®)pi(t) = | X fix®)p; (1) |pitt),  i=1,....k
j=1

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest §rednim wspotczynnikiem wzrostu
populacji i czesto zapisuje sie je w postaci (f(x(t))). Otrzymujemy w ten
sposob rownanie replikatorowe

(7.38) pi(t) = (fix(t)) — Ex@)Npi(t), i=1,..., k.
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Niech q bedzie ustalonym rozkladem prawdopodobienstwa. Interesuje nas,
jak zmienia sie w czasie funkcja

HKL(q,pu)):fqiln( CL )

b pi(t)
Wtedy
y@p®) -~ a2 S (o) - o)
dt o pi(D) bt
Poniewaz g1 + - - - + qx = 1, wiec
d k
(7.39) ——Hkr(q,p(t) = > fi(x(t))(pi — ai) = (p(t) —q) - £(x(1)).

dt i=1

Zatem entropia warunkowa nie ro$nie, jezeli spelniony jest warunek
(7.40) (p(t) —q) - f(x(1)) < 0.

Jezeli podamy warunek wystarczajacy na to, aby przynajmniej w pewnym
otoczeniu wektora q spelniony byl warunek (7.40), to odleglos¢ Kullbacka-
Leiblera miedzy stanami p(t) i q nie zwieksza sie, a wiec stan q jest stabilny.

Rozwazmy przypadek, gdy f jest funkcja liniowa, a wiec f(x) = Ax, gdzie
A jest pewna macierza kwadratowa o wymiarach k x k. Wtedy warunek
mozna zapisa¢ w postaci

(7.41) (p(t) —q) - Ap(t) < 0.

Pokazemy, jak wyznaczy¢ q o wspotrzednych dodatnich tak, aby niero6wnos¢
(7.41) byla spelniona w pewnym otoczeniu wektora q. Wtedy

(7.42) (p-q)-Ap=<0

dla wszystkich wektorow p postaci p = q + ¢r, gdzie wektor r spelnia warunki
Il <=1ir; +---+7r=0,a ¢ jest dostatecznie mate. Poprzednia niero6wnosc
mozemy zapisa¢ w postaci

(7.43) e&r-A(q+eér) <0,
skad wnioskujemy, ze
(7.44) r-Aq=0 oraz r-Ar<0

dla dowolnego wektora r speliajacego warunek r; + - - - + rx = 0. Podstawiajac
za r wektory o jednej wspolrzednej 1, innej —1, a pozostatych 0, wnioskujemy,
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ze poszukiwany wektor q, o ile istnieje, spelnia warunek Aq = [c,c,...,c]T dla
pewnej statej c. Z (7.39) otrzymujemy roOwniez

L Hxe(@,a(0) <0,

gdzie q(t) jest rozwigzaniem rownania replikatorowego z x(0) = x(0)q. Stad
Hgr(q,q(t)) < 0, a poniewaz entropia wzgledna nie moze by¢ ujemna, wiec
q(t) = q. Podsumujmy uzyskane wyniki. Jezeli macierz A jest niedodatnio
okreS$lona na przestrzeni E = {r: 7} + - - - + ¥}y = 0} oraz rozklad wektora q
spetnia rownanie Aq = [c,c,...,c]T dla pewnej statej ¢, to rozklad ten jest
stacjonarny i stabilny.

Zadania
.1 Udowodni¢ wzor (2.2).
1.2 Udowodni¢ wzor (2.3).

I.3 Korzystajac z tabeli wyznaczy¢ rozklad zgonow wedtug wieku w Polsce
w roku 2015.

Wskazowka. Skorzystac ze wzoru Bayesa, a z tabeli [.1] odczyta¢ wspotczynniki
Smiertelno$ci i wielko$ci populacji wzgledem wieku.

L4 Korzystajac z tabel [L.1]i[.3] wyznaczy¢ rozktad liczby urodzen wedtug
wieku matki w roku 2015. Przyjac, ze kobiety w wieku rozrodczym stanowity
49% populacji w kazdym przedziale wieku.

L5 Korzystajac z modelu statycznego z przykladu bez uwzgledniania
migracji, wyznaczy¢ strukture wiekowa Polski w roku 2030.

Wskazowka. W tym i nastepnych zadaniach skorzysta¢ z uwagi[l.6 dotyczacej
wspolczynnika $miertelnoSci w przedziale wieku 0-4.

.6 Korzystajac z modelu statycznego z przykladu bez uwzgledniania
migracji, wyznaczy¢ strukture wiekowa Polski w roku 2045.

I.7 Korzystajac z modelu statycznego z przykladu z uwzglednieniem
migracji na poziomie roku 2014, wyznaczy¢ strukture wiekowa Polski w roku
2030.

I8 Korzystajac z modelu dynamicznego z przyktadu [[.7]z uwzglednieniem
migracji na poziomie roku 2014, wyznaczy¢ strukture wiekowa Polski w latach
20301 2045.
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.9 Korzystajac z modelu dynamicznego z przykladu z uwzglednieniem
migracji na poziomie roku 2014, wyznaczy¢ strukture wiekowa Polski w latach
20301 2045 przy zalozeniu, ze wspolczynnik urodzen w kazdej grupie wiekowej
bedzie (a) o 10% wiekszy, (b) o 20% wiekszy niz w roku 2015.

.10 W Polsce ryzyko zawahlu serca w ciagu najblizszych pieciu lat u mezczy-
zny w wieku 65-69 lat wynosi okolo 11%. Wysokie skurczowe ci$nienie tetnicze
wsérod mezczyzn z tego przedzialu wieku wystepuje 2,5 razy czesciej u osob,
ktore przeszly zawal w ciagu pieciu lat, niz w pozostalej grupie. Wyznaczy¢
ryzyko zawalu u mezczyzn z tego przedzialu wieku z wysokim skurczowym
ciSnieniem tetniczym.

Uwaga 1.78. W wielu publikacjach popularnonaukowych mozna znalez¢ wska-
z6wki, jak wyznaczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia choroby w zalezno$ci
od roznych czynnikow ryzyka. Na przyktad w poradniku [302] podano ocene
ryzyka wystapienia zawalu mie$nia sercowego lub naglego zgonu wiencowego
w ciagu 10 lat. W skali PROCAM wyrdznia sie kilka czynnikow ryzyka: wiek,
stezenie cholesterolu (wysokie LDL i niskie HDL) i trojglicerydow, palenie papie-
rosow, cukrzyca, wystapienie zawalu u najblizszych krewnych przed 60. rokiem
zycia i wysokie skurczowe cis$nienie tetnicze. Za czynniki ryzyka przydziela-
ne sa punkty, ktére nastepnie sumujemy i w zaleznosci od otrzymanej sumy
odczytujemy z tabeli ocene ryzyka. Na przyklad 26 punktéw otrzymuja mez-
czyzni w przedziale wieku 60-65 lat, za stezenie cholesterolu LDL w zakresie
1,6-1,89 g/1 przydziela sie 14 punktow, a 8 punktow za skurczowe ciSnienie
tetnicze powyzej 160. W przypadku 40 pkt i 48 pkt ryzyko wynosi odpowiednio
6,1%1 12,8%.

.11 Wyznaczy¢ surowe i standaryzowane ryzyko zgonu w Polsce na podsta-
wie danych z z tabel [L.1]i[L.5]

L12 W tabelipodaliémy dane dotyczace nowych przypadkow zachorowal-
nos$ci na nowotwory zto$liwe. Wyznaczy¢ surowe wspotczynniki zachorowan
na nowotwory w réznych przedziatach wieku i wedlug plci. Wyznaczy¢ standa-
ryzowane wspolczynniki zachorowan na nowotwory w réznych przedziatach
wieku dla obu plci lacznie.

Mezczyzni Kobiety
0-44 | 45-64 65+ 0-44 | 45-64 65+
11485 | 5149 2020 || 11080 | 5499 3305
3985 | 28478 | 39323 || 6464 | 31462 | 34624

=

Tabela I.7. Zachorowania na nowotwory zlos$liwe w roku 2011 wedlug wieku. L - liczeb-
no$¢ danej grupy w tys., Z - liczba przypadkéw nowych zachorowan na nowotwory
zlosliwe (Zrodto: Krajowy Rejestr Nowotworow).
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.13 Korzystajac z surowych wspotczynnikéow zachorowan na nowotwory
wyznaczonych w zadaniu [l.12] obliczy¢ dla kolejnych przedzialéw wieku praw-
dopodobienstwa, ze na nowotwor zachorowal mezczyzna.

[.L14 Przypus$cmy, ze ryzyko zachorowania na nowotwor w ciagu roku wynosi
0,05% u ludzi w wieku 0-44, 0,6% w wieku 45-64 lat, a u starszych 1,4%. Wyzna-
czy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany mieszkaniec Polski zachoruje na
nowotwor w tym roku. Przyjmujemy, ze proporcje kolejnych grup wiekowych
wynosza 57%, 27% i 16%.

.15 Przyjmujac dane takie, jak w zadaniu .14} wyznaczy¢ prawdopodobien-
stwa, Ze osoba, ktora zachorowata na nowotwor, jest w wieku 0-44, w wieku
45-64 lat oraz w wieku 65+.

.16 Zal6zmy, ze przeprowadzono badania kontrolne na grupie os6b, wsrod
ktorych 97% jest zdrowych, 2% w poczatkowej fazie choroby i 1% w zaawansowa-
nym stadium choroby. Zat6zmy, ze test daje wynik pozytywny (czyli sugeruje,
ze osoba jest chora) dla 1%, 95% i 99% os6b w kolejnych grupach. Wyznaczyc¢
prawdopodobienstwa, ze test dat wynik pozytywny u osoby zdrowej i wyniki
negatywne u 0s6b w poczatkowym i zaawansowanym stadium choroby.

.17 Zal6zmy, ze w badanej grupie jest 2% os6b chorych. Pierwszy test daje
wynik pozytywny u 98% chorych i 2% zdrowych, a drugi test odpowiednio 99%
i 3%. Zal6zmy, Ze testy sa niezalezne. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze osoba
jest zdrowa, gdy wykonano jeden z tych testow i wynik byl pozytywny, a takze
gdy wykonano oba testy i dwukrotnie wynik byl pozytywny.

.18 Zal6zmy, ze w grupie kontrolnej jest 2% osob chorych, a test daje wynik
pozytywny u 99% chorych i 2% zdrowych. Osoba badana ma wysoki poziom
leukocytow we krwi, a wiadomo, ze ryzyko wystapienia choroby u takiej osoby
wynosi 10%; z drugiej strony, 90% chorych ma wysoki poziom leukocytow. Jakie
jest prawdopodobienstwo, Ze osoba jest chora, jezeli test dat wynik pozytywny?
Wskazowka. Potraktowac badanie krwi jako wstepny test niezalezny od testu
wlasciwego.

.19 Zal6zmy, ze w grupie kontrolnej jest 2% os6b chorych, a test daje wynik
pozytywny u 99% chorych i 2% zdrowych. Osoba badana ma wysoki poziom
leukocytow we krwi, a wiadomo, ze ryzyko choroby wsrod takich oséb jest trzy
razy wieksze niz u pozostatych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba jest
chora, jezeli test dat wynik pozytywny?

.20 Rozwazmy ceche zalezna od dwoch par genow lezacych na réznych
chromosomach. Zal6zmy, ze w wyj$ciowej populacji genotypy wystepuja z na-
stepujacymi czestoSciami: AABB - x11, AABb - 2x12, AAbb - x13, AaBB - 2x>1,



112 I. Podstawy teorii prawdopodobienstwa

AaBb - 4x75, Aabb - 2x»3, aaBB - x31, aaBb - 2x3»> oraz aabb - x33. Niech

PaAB = X11 + X12 + X21 + X22,
PAb = X12 + X13 + X22 + X23,
PaB = X21 + X22 + X31 + X32,
Paa = X22 + X23 + X32 + X33,

I =pap - Pab — PAB - Pab

oraz

pag =pas+1, p,=pav—1, pig=pvas—1, Py, ="Pab+1.

Wykaza¢, ze prawdopodobienstwa genotypow w kolejnych pokoleniach stabili-
zuja sie, gdy liczba pokolen dazy do nieskonczonoSci, a rozklad graniczny jest
postaci

paass = (P5p)°, PAABb = 2P * Pap Paabb = (P5),)°
PAaBB = 2PAp - Paps PAaBb = 2Pap * Pap T 2PAp * Pags Paabb = 2P3p * Pap
PaaBB = (p;oB)Z' PaaBb = 2Pgp Iﬂ,‘fb, Paabb = (Iﬂ,‘fb)z-

Wykazac, ze pip + P, + Pag + Pap = ’1 oraz pyp - Pap = Pap - Pag- Niech
X =Ppap+Pab 1y = pag + Pap. Wykazac, ze

Pig=XY, Pap=X(1-2), pip==0-x)y, pg==0-x)10-y).

Wskazowka. Uzasadnic, ze w wyjSciowej populacji pary genéow AB, Ab, aB, ab
w komorkach rozrodczych wystepuja z nastepujacymi prawdopodobienstwami:
PAB, PAb, PaB, Pab- Nastepnie wyznaczy¢ rozklady genotypow w pierwszym
pokoleniu i wykazac, ze pary genow w komorkach rozrodczych po pierwszym
pokoleniu wystepuja z prawdopodobienstwami: p}\B =pap+ %I , p},b = Papb— %I ,
Pag = Pas — 31, Py, = pap + 31. Obliczy¢ I' = ply - pl, — phy - P, i wykazag,
zell = %I . Rozumujac indukcyjnie, wyznaczyC graniczne wzory na p g, Pap
Pag Oraz p_,, a nastepnie obliczy¢ graniczne rozklady genotypow.

I.21 Rozwazmy proces selekcji, w ktorym genotyp aa jest eliminowany z po-
pulacji z prawdopodobienstwem A € (0, 1). Wyprowadzi¢ wzory rekurencyjne
na rozklady alleli A i a oraz genotypéw AA, Aa i aa w kolejnych pokoleniach.

[.22 Niech a bedzie skojarzonym plciowo genem recesywnym, a selekcja po-
lega na eliminacji osobnikow plci meskiej z genotypem a. Opisa¢, jak zmieniaja
sie rozklady genotypow zenskich AA, Aa, aa w kolejnych pokoleniach.

I.23 Niech a bedzie skojarzonym plciowo genem recesywnym, a selekcja pole-
ga na eliminacji osobnikéw pici zenskiej z genotypem aa. Opisac¢, jak zmieniaja
sie rozklady genotypow zenskich AA, Aa, aa w kolejnych pokoleniach.
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.24 Niech a bedzie skojarzonym plciowo genem recesywnym, a selekcja
polega na eliminacji osobnikéw plci zenskiej z genotypem aa oraz osobnikow
plci meskiej z genotypem a. Opisac, jak zmieniaja sie rozklady genotypow
meskich i Zenskich w kolejnych pokoleniach.

I.25 Rozwazmy teraz selekcje polegajaca na eliminacji osobnikow pici meskiej
z genotypem a z prawdopodobienstwem A € (0,1). Opisa¢, jak zmieniaja
sie rozklady genotypow meskich A, a i zenskich AA, Aa, aa w kolejnych
pokoleniach.

.26 Zal6zmy, ze w grupie kontrolnej jest 2% osob chorych, a test daje wynik
pozytywny u 99% chorych i 2% zdrowych. Test wykonano trzykrotnie i dal k
razy wynik pozytywny. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, Ze osoba jest chora
w zaleznoSci od k.

Wskazowka. Zastosowac rozklad dwumianowy mieszany i regule Bayesa. W tym
wypadku wyznaczamy P(A|B), gdzie A jest zdarzeniem, ze osoba jest chora,
zas$ B, ze test wypadl pozytywnie k razy.

.27 Udowodni¢ wzor (4.5).

I.28 Wykazac, ze jezeli & jest zmienna losowa o rozkladzie Bernoulliego, to
dla k = cn, gdzie c € (0,1), zachodzi wzor asymptotyczny

exp{—n(cln% +(1-¢)ln 1 _C>}.

(745) P(E=k) ~ T

1
Je2mtne(l —c¢)

Wskazowka. Skorzystac ze wzoru (4.9).

.29 Wyznaczy¢ F(%).
Wskazowka. Podstawi¢ x = y2/2 we wzorze (4.16).

.30 Wykazac, ze
E(§ - E§)’ =E& - 3EE*EE + 2(E¥)°,
E(§-E§)* =E&'—4E&EE - 6EE*(EE)* - 3(EE)Y,

o ile momenty zwykte po prawej stronie wzorow istnieja. Wyrazenie typu
E(E — E¥)k nazywamy momentem centralnym rzedu k.

.31 Rozwazmy zmienna losowa & o rozkladzie dwumianowym z parame-
trem p iliczba prob n. Korzystajac ze wzorow @g(t) = (q + pe)" g=1-p,
oraz cpék) (0) = i*EEK, wyznaczy¢ EE, EE2, EE3 i EE#, a nastepnie wykazac, ze

(7.46) E(E-E&)*=(3n-2)pq+1)npq.

.32 Wykaza¢, ze warto$¢ oczekiwana i wariancja dla rozkladu Poissona
Z parametrem A wynosza A.
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1.33 Niech &, bedzie zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym z parame-
trem p. Wyznaczy¢ granice
E
p—1- My

gdzie m, jest mediana zmiennej &,.
I.34 Wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwana dla rozkladu logarytmicznego.

.35 Wykaza¢, ze rozklad gamma z parametrami « i A ma warto$¢ oczekiwana
A/« i wariancje A/ 2.

.36 Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne rozkladu Poissona i rozkiladu
geometrycznego.

.37 Niech &; i & beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
Poissona z parametrami A; i Ap. Wykazac, ze zmienna losowa & = &; + & ma
rozklad Poissona z parametrem A = A; + Ao.

Wskazowka. Skorzystac z funkcji charakterystycznej lub ze wzoru

k
P(E=k) = > P(& = j)P(& =k —j).

j=0

[.38 Samice wielu gatunkéw owadow skladaja stosunkowo duza liczbe jaj,
powiedzmy N, ale szanse osiagniecia wieku dojrzatego ich potomkoéw sa mate
i wynosza p. Mozna wiec przyja¢, ze liczba potomkéw pojedynczej samicy,
ktora osiagneta wiek dojrzaty, ma rozklad Poissona o parametrze A = pN. Jaki
bedzie rozklad liczby dorostych potomkéw n samic?

I.39 Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne rozkladu jednostajnego na prze-
dziale [a, b] i rozkladu wykladniczego.

.40 Wykazac, ze jezeli zmienna losowa n jest mierzalna wzgledem o -al-
gebry A, to
E(n&|A) = nE(E|A).

.41 Wykazac, ze E(E(§]A)) = EE.

.42 Wykazac, Ze jeSli zmienna losowa & i o-algebra A sa niezaleZne, to
E(§|A) =E&.

I.43 Niech € i n beda rzeczywistymi zmiennymi losowymi. Wykazac, ze jezeli
zmienna losowa C jest mierzalna wzgledem n (tzn. jest mierzalna wzgledem
o-algebry Fy), to istnieje taka funkcja mierzalna g: R — R, ze € = g(n).
Wskazéwka. Niech B. € B(R) beda takimi zbiorami, ze {€ < ¢} = n~1(B.) dla
c € R. Wykaza¢, ze rodzine {B.} mozna tak dobra¢, ze B., C B.,, gdy c1 < ¢2,
np. zamieniajac ja na rodzine B, = U{Bq: q < ¢, q € Q}. Nastepnie przyjac, ze
g(x) = adlax € Ny Bas1/n \ Ba.
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[.44 Zal6ézmy, ze para zmiennych losowych & i n ma gesto$¢ rozkladu f(x, y).
Wykazac, ze E(§n) = g(n), gdzie

I x f(x,y)dx

(V) = = )
I fx, vy dx

I.45 Niech &,..., &, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie wykladniczym z parametrem «. Wykazac¢, Ze gesto$¢ rozkladu
zmiennej losowej n = & + - - - + &, ma rozklad gamma z parametrami «
iA=n.

.46 Niech &4,..., &, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkltadach
wykladniczych z parametrami odpowiednio «y,..., ;. Wyznaczy¢ gestoSc
rozkladu zmiennej losowej n = min(&y,..., &,).

Wskazowka. Zamiast P(n < x) obliczy¢ P(n > x).

[.47 W Polsce w roku 2015 urodzito sie 189677 chtopcow i 179631 dziewczy-
nek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w losowej grupie 10 000 noworodkow
bedzie o0 400 wiecej chlopcéw niz dziewczynek?

.48 Niech f : R — R bedzie funkcja wypukla, a & rzeczywista zmienna
losowa. Udowodni¢ nier6wnos¢ Jensena E f(E) > f(E(E)).

Wskazowka. Skorzysta¢ z faktu, ze funkcja wypukla f jest rowna supremum
po wszystkich takich prostych v = ax + b, ze ax + b < f(x) dla x € R. Stad
Ef(X)=2E(a+bX)=a+bEX.

.49 W modelu demograficznym z przykladuwyznaczyé Srednia, wariancje
i mediane pozostatej dlugosci zycia pod warunkiem, Ze osoba jest w wieku i.

.50 Korzystajac z danych w tabeli[L.1]i uwagi[.67} wyznaczy¢ $rednia, odchy-
lenie standardowe oraz mediane dlugosci zycia.

I.51 Korzystajac z danych w tabelii uwagi .67, wyznaczy¢ $rednia, odchy-
lenie standardowe oraz mediane pozostalej dlugosci zycia dla os6b w wieku 60
i 70 lat.

.52 Wyznaczy¢ zaleznoS¢ wariancji pozostatej dlugosci zycia od funkcji
przezycia w modelu McKendricka.

.53 Rozwazmy model McKendricka ze wspoélczynnikiem Smiertelnosci u
niezaleznym od czasu i wieku. Wyznaczy¢ $rednia i odchylenie standardowe
dhugosci zycia. Jaki jest zwiazek G(a) z Gx(a)?

.54 Wyznaczyc¢ Srednia dlugo$¢ zycia w modelu McKendricka z rozkladem
Weibulla, tj. dla G(a) = e~ @V,
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I.55 Rozwazmy model McKendricka ze wspotczynnikiem $miertelnosci u(a)
= Upe?, gdzie U i c sa stalymi dodatnimi. Wyrazi¢ zmienna losowa T opisujaca
dhugosc¢ zycia jako funkcje standardowego rozkladu wykladniczego.

.56 Niech T; i T> bedzie dlugoscia cyklu komorkowego dwoch komorek
siostrzanych o poczatkowej dojrzatosci xo. Zal6zmy, ze komorki rozwijaja sie
niezaleznie. Wyznaczy¢ rozklad wielkosci |T; — T»|.

I.57 Niech f bedzie gesto$cia rozktadu dojrzatos$ci komérek w chwili rozpo-
czecia cyklu komorkowego. Korzystajac ze wzoréow i (6.10), wyznaczy¢
gestosc rozkladu dojrzatosci poczatkowej ich komoérek potomnych.

I.58 Rozwazmy model cyklu komorkowego z niesymetrycznym podziatem.
Zalozmy, ze jezeli x jest dojrzalosciag komorki w momencie podziatu, to rozktad
poczatkowej dojrzato$ci y komorek potomnych wynosi p(y|x). Zal6zmy,
ze komoérka ma dojrzatos¢ xg na poczatku cyklu komoérkowego. Korzystajac
ze WZOrow i (6.10), wyznaczy¢ gestosc rozkladu dojrzatosci komorek
potomnych.

.59 Udowodni¢ wzor (6.25).

.60 Badamy liczebnos$¢ pewnej populacji zamknietej. W pierwszym odtowie
oznakowano 150 osobnikow, a w drugim schwytano 130, z czego 13 bylo juz
oznakowanych. Wyznaczy¢ wielkos¢ populacji, uzywajac oszacowan (6.13),
(6.15), (6.24) i (6.27). Wyznaczy¢ odchylenie standardowe dla estymatora Chap-
mana. Korzystajac z nierownosci Czebyszewa (5.4), wyznaczy¢ taki przedziat
A = (N¢c—a,N¢c +a), ze P(N € A) > 0,8. Jaki bedzie przedziat A, jezeli zato-
zymy, ze w otoczeniu wartosci N¢ rozklad liczby N jest dobrze przyblizany
rozkladem normalnym?

.61 Korzystajac z metody Schnabel, oszacowa¢ wielko$¢ populacji, jezeli
w kolejnych odlowach liczba N; osobnikow odlowionych i liczba n; osobnikow
oznakowanych w kazdej probie przedstawione sa w tabeli Poréwnac te
wyniki z uzyskanymi za pomoca wzoru Lincolna-Petersena.

i 1 2 3 4 5 6
N; || 30 | 28 | 25| 30| 26 | 33
n; 0 8 9 |12 |12 | 17

Tabela I.8. Dane do zadania[[.61]

.62 Udowodni¢ wzor (7.7).

163 Udowodni¢ wzor (7.8).
Wskazowka. Niech p; = P(§ = xi), qj = P(n; = ¥j), pij = P(§ = xi,nj = ¥j).
Wtedy > pij = 4j, 2jpij = pi oraz H(§,n) = — X ;pijlogpi;. Bez straty
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0go6lnosci mozna przyjac, ze log oznacza logarytm naturalny. Wyznaczymy
maksymalna wartos¢ H (&, ) przy zalozeniu, ze p; oraz q; sa ustalone. W tym
celu korzystamy z metody czynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a i badamy,
kiedy

0 [_zpijlnpij _”J'(Zpij —Qj) _/\i<Zl9ij - Pi)] =0

opijt

dla dowolnych i, j. Wykazujemy, ze p;; = e 17Ai~Hi 7 naszych warunkow
wynika istnienie takich statych ci1, ¢, ze e % = picy, e Hi = qjc». Pozostaje
wywnioskowac, ze p;j = p;q; w maksimum wartosci H(, n).

.64 Wykazac, ze H(n|&) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy n = @ (&), gdzie @ jest
pewna funkcja.

.65 Niech «y,..., &, beda pewnymi liczbami dodatnimi i niech m speknia
nier6wnos$¢ min; &; < m < max; &;. Wykazac, ze istnieje liczba rzeczywista A
spelniajaca rownanie

n n
D e M =m > e,
izl iz1

Wykaza¢, ze wsrod wszystkich rozkladéw p = (p1,...,pn) spemiajacych
warunek

n
> aipi=m
i=1
najwieksza entropie ma rozklad Boltzmanna
n
di = L one, gdzie c¢= > e
¢ i=1
Wskazowka. Wykazac, ze H(q) = — > *; piIngq;. Stad
0 < Hgr(plg) = —H(p) + H(q).

.66 Ustalmy a < 0ib € R3. W przestrzeni X = R3 z miara Lebesgue’a
dobieramy ¢ > 0 tak, aby funkcja M (x) = c exp(al/x||®> + b - X) byla gestoscia.
Wykazac, ze wérod wszystkich gestosci f speliajacych warunek

[ amrmax=| geomeodx
R3 R3
dla g(x) = x1, dla g(x) = x», dla g(x) = x3 i dla g(x) = ||x||? entropia H(f)

osiaga najwieksza warto$c dla f = M.
Wskazowka. Wykazac, ze Hgy (fIM) = H(M) — H(f).



