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Introduction

Une des préoccupations essentielles de la théorie des singularités est la variation
du type topologique d’espaces singuliers le long d'une famille. C’est & cet égard que
dans les années 60 R. Thom [Th] et H. Whitney [Wh]| ont été amenés a introduire
les stratifications.

De nombreuses conditions de régularité ont été ensuite définies sur celles-ci au
cours des derniéres décennies, donnant des informations plus ou moins précises sur
la géométrie de 'espace considéré. La condition (b) de Whitney assure la trivialité
topologique des submersions stratifiées. C’est un résultat célébre connu sous le nom
de théoréme d’isotopie de Thom-Mather ([Ma-2| ou [Th]). Plus tard, en 1976, J. L.
Verdier [V] a établi le méme résultat a partir d’une autre condition : la condition w
de Kuo-Verdier.

Dans les années 80, T. Mostowski [Mo| propose une autre condition qui s’intéresse
au type lipschitzien. Cette condition est plus forte que celle de Verdier mais nous
renseigne sur la stabilité du type métrique des familles ainsi stratifiées. En 1964 | R.
Thom a également défini la condition t, qui est une condition sur les transversales
aux espaces stratifiés. Cete condition a ensuite été généralisée par D. Trotman [[TT]
[T2] dans puis dans [T-W]. Bien qu’elle se soit avérée insuffisante a 'obtention des
théorémes d’isotopie ( la condition (b) de Whitney est sensiblement plus forte),
elle a permi d’établir des théorémes de stabilité des types topologiques des espaces
singuliers avec une transversale. En fait on s’est apercu ([Ku-T| ou [T=W]) que
cette condition est reliée a la condition (w) de Verdier a travers des transformations
de type pull-back. Les théorémes de stabilité topologique des sections transverses
étaient alors des conséquences du résultat de J. L. Verdier.

La question de savoir si une application est, & une équivalence prés déterminée
par son expansion de Taylor est un probléme classique de la théorie des singularités.
De nombreux auteurs s’y sont intéressés ([Wal,[Ku-3|, [Ku-5|, [Ku-T), [T-W], [Ma-1],
[Tal, [Y], [Ko-1|, [Wi-1], ) donnant des critéres plus ou moins forts suivant le type
d’équivalence considéré. Ces résultats permettent de ramener I’étude d’une fonction
différentiable & celle d’un polynéme dont I’étude est plus simple. Ceci permet aussi
de ramener 1’étude de I'espace des fonctions a celle de ’espace des jets qui se plonge
dans un espace euclidien de dimension finie [Ma-1].

Les théorémes de détermination finie donnés dans [T-W] sont démontrés & partir
de la théorie des stratifications. L’idée est de considérer les axes de coordonnées
définissant le graphe de la fonction comme un espace stratifié. Par exemple le lieu
des zéros est ainsi l'intersection du graphe avec ’axe source. Les théorémes de dé-
termination du lieu des zéros d’une application découlent donc des théorémes de
détermination des sections transverses a un espace stratifié mentionnés plus haut.
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En particulier (cf [T=W]) il suffit de savoir si I’espace stratifié¢ en question vérifie la
condition ' pour s’assurer de la suffisance du jet d’ordre i.

Dans ce travail on généralise ces travaux autour de la condition w, et on s’interesse
a la condition L de Mostowski pour avoir des théorémes de suffisance lipschitz des
jets via la théorie des stratifications (ou plutét d’'une généralisation de celle-ci). Ce
qui est intéressant c’est que I'on obtient également des théorémes de détermination
C! a partir de la théorie des stratifications. Ceux-ci sont méme un peu meilleurs que
ceux donnés dans [Wal ou [Ta] dans la mesure ou ils donnent un jet un peu plus
court.

Contenu de la thése. La thése donne des théorémes de suffisance des jets pour
des applications différentiables. On s’intéresse a trois types de détermination : la dé-
termination rugueuse “a l'ordre ", la détermination lipschitzienne “a 'ordre (i;k)”,
la détermination C'. On entend en mentionnant 1'ordre de la détermination donner
une majoration de ce qui sépare I’équivalence de l'identité (on donne au chapitre
5 des propriétés géométriques de ce que cela peut induire). Dans chaque chapitre,
on commence donc par le cas rugueux, pour ensuite se consacrer aux cas lipschit-
zien et C'*. Tout 'intérét d’appliquer la théorie des stratifications a la suffisance des
jets est de n’avoir a démontrer qu'un seul théoréme d’isotopie pour les trois pro-
blémes de détermination que nous considérerons (détermination des transversales,
de I'application ou du lieu de ses zéros).

Le premier chapitre compare les fonctions qui définissent les critéres de suffi-
sance des jets donnés dans [Wal|, [Ku-2] et [T=W]. On définit ensuite nos propres
fonctions qui sont destinées a 1’étude lipschitzienne. On étudie leurs propriétés qui
nous serviront essentiellement au chapitre 3.

Le chapitre 2 définit des conditions de régularité sur les stratifications apres
quelques rappels sur les conditions (/). On généralise ensuite la condition (L) de
Mostowski pour 'appliquer au probléme de la suffisance des jets. On tente alors de
rapprocher le passage de L(i; j; k) a (L) de celui de la condition (¢*) & la condition
(w).

Le chapitre 3 établit des théorémes de type pull-back généralisant ceux de [T-W].
Le thebéréme généralise le cas rugueux aux ordres supérieurs, le théoréme B.2.3,
le corollaire et la proposition en sont la généralisation lipschitzienne (le
corollaire concerne le cas au moins t régulier et la proposition la dimension
1, dans ces cas on a un meilleur résultat), la proposition B3 est le cas C'*. On donne
aussi une version lipschitz du blowing-up de T. C. Kuo et D. Trotman [Ku-T-X].
Il est intéressant de voir que la condition (L) induit la trivialité C! de I’éclatement
(théoreme B33)).

Le chapitre 4 détaille les théorémes d’isotopie dont nous aurons besoin aprés avoir
appliqué les théorémes de pull-back (théorme 4.1.3 pour le cas rugueux et 4.2.10 pour
le cas lipschitzien). On donne aussi une condition que I'on appelle 7(In”) qui nous
permet de généraliser des résultats de [H-M], [O-T] ou [Hi|. En effet on démontre
un théoréme d’isotopie (théoréme 4.1.9) a partir de cette condition qui implique la
pseudo-platitude normale. Ce théoréme d’isotopie permettra aussi au chapitre 5 de
voir que cette condition est suffisante a la continuité de la fonction densité le long
des strates dans le cas sous-analytique.



TABLE DES MATIERES 5

Le chapitre 5 étudie les volumes et leur variation dans une famille stratifiée sous-
analytique. On démontre que la condition (w) le long d’une strate implique que
la densité est une fonction lipschitzienne le long de cette strate (corollaire 5.2.13).
Plus généralement on démontre aussi que la condition (w) d’exposant i implique
la constance des termes d’ordre inférieurs a ¢ du développement log-analytique du
volume (proposition 5.2.11 ou corollaire 5.2.12). On s’intéresse aussi aux multiplicités
d’une projection linéaire et on étudie leur invariance le long d’un espace stratifié
(proposition 5.2.15). On généralise ainsi des résultats de [Co3| ou [Hi|. On ennonce
les mémes théorémes pour la variation du volume de I’ensemble lui méme dans la
section 5.2.2.

La propositon 5.2.4 constitue I’argument essentiel des démonstrations de cette
section, puisqu’elle établit 1’égalité des multiplicités de deux ensembles reliés par un
homéomorphisme approchant suffisament l'identité, dans le complémentaire d’une
partie dont on sait majorer la mesure. En intégrant on obtient une majoration de la
différence entre les volumes des deux ensembles.

Le chapitre 6 donne des théorémes de détermination de chacun des trois types
étudiés. Des cas particuliers sont ensuites dégagés donnant des conditions plus ex-
plicites. La détermination rugueuse a l'ordre ¢ est une conséquence du théoréme de
pullback qui induit la condition w’ et permet d’appliquer 4.1.3. L’intérét de ces
théorémes est d’obtenir des théorémes de détermination des volumes des transver-
sales & un espace stratifi¢ (proposition 6.1.6 et corollaire 6.1.7 pour la densité), des
volumes du lieu des zéros d'une application sous-analytique (corollaire 6.1.10). On
donne aussi des théormes de suffisance lipschitz des jets. Ils sont donnés “a I'ordre
(7;k)” mais le cas le plus intérssant est le cas lipschitzien (i. e. & = 0) qui donne
la suffisance lipschizienne). Le théoréme 6.2.12 (k = 0) donne des critéres pour la
SV —suffisance lipschitz et le corollaire 6.2.15 pour la R—suffisance lipschitz (voir les
remarques qui suivent pour une version plus explicite des critfes a l'aide des fonc-
tions définies au chapitre 1). On améliore la des résultats de Yomdim. Le chapitre 3
donnait 3 théroémes de pull-back (des versions un peu meilleures sont obtenues dans
le cas t régulier et dimY = 11. e. le cas des fonctions) on donne donc en section 6.2.1
plusieurs théorémes de détermination lipschitz des sections transverses aux espaces
stratifiés suivant le théoréeme de pull-back appliqué. La méme chose peut étre faite
pour la SV —suffisance ( cf remarque 6.2.13).

On compare les résultats avec ceux de [Wal ou [Ta] et on s’apercoit les critéres
donnés sont ostensiblement plus faibles (corollaire 6.3.13 et 6.3.14). Signalons aussi
que nous les généralisons aux espaces a singularité isolée (corollaire 6.3.12). On donne
aussi a la fin une interprétation d’un de ces critéres en termes de cloture intégrale
sur le modeéle de [G=T-W]J.

Le chapitre 7 est un peu indépendant. Il s’agit d’un travail avec Dwi Juniati et
David Trotman sur la condition (L) de Mostowski [IZT=V]. On démontre que celle-ci
se préserve par section hyperplane générique. C’est une des propriétés de la condition

(b) de Whitney ([N] ou [N=T).
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Chapitre 1

Estimation de la transversalité

On étudie dans ce chapitre certaines fonctions définies sur des espaces d’applica-
tions linéaires. Ces fonctions sont destinées a estimer la “singularité” des applications
linéaires. Il est classique, pour établir des théorémes de suffisance des jets de considé-
rer de telles fonctions. Dans [Wal, C. T. C. Wall utilise le déterminant de la matrice
de Gram, dans [Ku-2| ou [T=W] on introduit d’autres fonctions. Dans un premier
temps on relie ces trois fonctions, ce qui nous permet de les comparer (et nous per-
mettra de comparer les critéres de suffisance des jets au chapitre 6). On généralise
ensuite certaines définitions de [IT-W] et on introduit des fonctions plus adaptées au
cas lipshitzien. Au chapitre 2 nous utiliserons ces fonctions pour définir la condition
L(7; j; k) qui se comportera comme la condition ¢ pour I’étude topologique.

Soient m et n deux entiers. On pose Y = {0} xR™, N = R"x{0}, R? = R*xR™.
On note Lin(R™; R™) l'espace des applications linéaires de R" dans R™ et 0y, ..., 0y,
la base canonique de R™. Si F est une partie d’'un espace vectoriel normé F, on notera
d(x; F) la distance du point = de F a F.

1.1 Estimation de la singularité

1.1.1 Trois fonctions sur les applications linéaires

Soit v : R™ — R™ une application linéaire. On notera v4, ..., v,, les gradients des
composantes de I'application v pour la métrique euclidienne. Trois fonctions sont
définies sur I'espace de telles applications qui estiment la “singularité” de I'applica-
tion. On compare ces trois fonctions. Ceci nous permettra de comparer les critéres
de suffisance des jets qu’elles définissent (cf la discussion aprs la remarque B3T14]).

Une premiére introduite par T. C. Kuo (cf [Ku=2|,[Ku-3|,[Ku-5]) :
Définition 1.1.1. Soit V; I’ espace engendré par les v;, j # ¢ . On pose alors

v(v) = mind(v;V;)

= min \Wzl(vz)|

ot ;- désigne la projection sur V.
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Une autre fonction due a D. Trotman et L. Wilson est équivalente (voir [T=W]) :

Définition 1.1.2. On note K = {z € kerv*/|x| = 1}. On pose alors :
div) = Iuréllr(1|v(u)| si rguv=m

dlv) = 0 sinon.

Enfin une troisiéme fonction utilisée notamment par C.T.C. Wall (voir [Wal) :

Définition 1.1.3. On note :

N(v) = det(vv')

= la somme des carrés des mineurs d’ordre m.

Nous allons voir que la fonction N est reliée aux deux autres. On établit une
formule explicite entre N et v.

Proposition 1.1.4. Soit iy, ..., 1, une permutation. Pour j < m, on note W]’ l’es-
pace engendré par (vi,,, ..., v, ). Alors :

N(v) = d(vi;; W) .. .. d(v;,,; W2

Démonstration. Tout d’abord les deux fonctions s’annulent si et seulement si le rang
est strictement inférieur & m. On peut donc se contenter de vérifier la formule dans le
cas ou la famille (v%;...; 0! ) est libre. Remarquons ensuite que si P est une matrice
orthogonale, N(vP") = N(v) et puisque P préserve la distance d(Pv) = d(v). On
peut donc (en travaillant modulo une application orthogonale qui envoie R™ x {0}
sur 'espace engendré par les v;) supposer que les v; engendrent R™ x {0}. Dans la
matrice de v le seul mineur susceptible de ne pas étre nul est celui qui consideére les
m premiéres colonnes car les suivantes sont nulles puisque < vy;...;v, >=R™ x 0.
Calculons celui-ci. On note m, la projection sur Wi et mit la projection sur son

orthogonal. Il vient :

det(vy,...,vm) = det(mf(v1),v2,...,0m) + det(my(v1), v, . .., Un)
= det(r{ (v1),v2, ..., Um)
= det(r{(v1),...,m-(vm)) en itérant I'étape précédente
= mi ()l (vm)]

car le déterminant d’une famille dont les vecteurs sont orthogonaux deux a deux est
égal au produit des normes. O

Remarquons que V;, = W{. En conséquence si I'on choisit une permutation telle
que 71 soit U'indice qui réalise le minimum des d(vg; Vj) la proposition précédente
nous permet de déduire I'inégalité suivante :

N(v) = v(v)%d(viy,; Wi)2. .. .. d(vi,; W)

Par récurrence on déduit alors :

N@) =v)?v@)? . ... v(vl _|)? (1.1)
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ou (J1;...;Jm) est une permutation et vi désigne I'application de R" dans R™* dont
les gradients des composantes sont les (vj,, ;.. .;v;, ). De plus, d’aprés la définition,
il est clair que v(v]) > v(v). Ceci nous permet d’écrire :

N(v) > v(v)*™.

Pour |v| dans un compact on peut également déduire de ([LTl) qu’il existe une
constante C' telle que :
N(v) < Cv(v)?.

Enfin nous pouvons conclure que pour tout compact de 'espace des applications
linéaires de R™ dans RP il existe une constante C telle que :

v(v)*™ < N(v) < Cv(v)?. (1.2)

Montrons maintenant que les fonctions N et v? ne sont pas équivalentes et que
I’on ne peut espérer mieux que la premiére inégalité de ([L2). Dans 'exemple suivant
I’égalité est réalisée.

Exemple 1.1.5. Soit v : R®” — R" définie par v = €el,,.
Alors N(v) = €*" et v(v) = €.

1.1.2 u; et v d’une application

Nous définissons ici une quatrieme fonction. La fonction introduite par T. C.
Kuo, ou celle de D. Trotman et L. Wilson, est adaptée a I’étude topologique des
singularités. Celle de C. T. C. Wall est utile pour 1'’étude C* de tels ensembles ou
fonctions. Nous définissons une condition intermédiaire qui donnera des conditions
plus faibles que celles données par C. T. C. Wall pour la suffisance des jets mais
qui nous garantira la détermination lipschitz et méme différentiable (cf la discussion
aprs la remarque B3.T4)).

On définit une fonction qui se rapproche de celle qui est donnée dans [I=W] de
la maniére suivante (comparer avec celle de la définition [CT.2) :

Définition 1.1.6. On pose :

pi(v) = inf inf  Jo(u)| [v(W)] st rg v=m (1.3)
uE‘kielr'Ll)L uw!€ker vl |ul|=1
ul= uw Lu

et p1(v) = 0 sinon.
La fonction vy peut étre définie de maniére analogue. Il suffit de poser :

vi(v) =min d(v Vi) - d(vy; Vi)
ou V;; désigne l'espace engendré par les v;, [ # 1, j.
Alors py et vy sont équivalentes pour les mémes raisons que p et v (cf proposi-
tions [CZT] et [L2ZA]). Si 'on choisit une permutation ot i; et 75 sont les deux indices
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qui réalisent le minimum définissant 1, 14 est constitué de deux termes du produit
de l'égalité (CTl) (sans le carré). On en déduit donc 'égalité suivante :

Nv) =uv(v).... v(v! _)? (1.4)
pour une permutation j. Ce qui permet d’écrire 1'inégalité suivante :
N(v) > v (v)2"" 2 (v).
Et donc pour v dans un compact il existe une constante C' telle que :
vi(v)?2.72 < N(v) < Cry(v)? (1.5)

De plus (cf exemple [CTH) il est facile de construire des exemples ot la premiére
inégalité est une équivalence de fonctions. Ceci montre que la fonction v; est explici-
tement plus grande que la fonction N. Elle nous donnera un critére plus faible pour
estimer la singularité.

1.2 Estimation de la transversalité

1.2.1 Généralisation des fonctions p et v

On généralise des définitions données dans [I-W]. Ceci nous permettra de me-
surer la transversalité d’un graphe a un espace stratifié. Le chapitre 6 donne des
théormes de stabilité des sections transverses a4 un espace stratifiés. Ces fonctions
nous servirons donc au chapitre 2, lorsque nous définirons les conditions de régula-
rité qui induiront au chapitre 6 les théorémes de suffisances des jets. Le lien entre
les fonctions mesurant les angles entre les espaces vectoriels et celles s’intéressant
aux appliations relativement 4 un sous-espace permettra de donner des critéres por-
tant plus explicitement sur les applications et aussi de faire le lien avec les critéres
existants (cf [T-W] ou [Wa|, vpir aussi les remarques qui suivent les théorémes de
détermination au chapitre 6).

Soit v un produit scalaire sur R™ x R™. Lorsque 'on ne spécifiera pas v pour
désigner les fonctions utilisées c’est que I'on considérera le produit scalaire euclidien
de R%.

On définit donc pour 7" C R™ x R™,

po (0 T) = (| (Y 5 (@ 0y = m)) o/ D = 1) (16)

ou l'on note 7, la projection orthogonale sur 7" relativement au produit scalaire -,

J7 le gradient relativement a ce produit scalaire, v; la i*™¢ composante de v et |.|,

la norme qui en est issue. Soit V; 'espace engendré par les 7.(97(v; — m;)), j # i.
On pose :
vy(v;T) = min d(7-(0" (v, — m;)); Vi). (1.7)

0<i<m

Alors 1, et v, dépendent de v mais donnent des fonctions équivalentes quand ~
varie.
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Le vecteur m,.(97v;) est le gradient de la restriction de la forme linéaire v; & T
pour le produit scalaire . La norme d’une forme linéaire est celle de son gradient.
On a donc en fait :

iy (0: ) = t{| Y a0 = my)yrly/ Y af = 1} (1.8)

V’Y(,U7 T) - 1%1%1]7 |(,UZ - ﬂ-z) |j;iker(vjf7rj)ﬁT|’y’

(1.9)

ot |.|, désigne la norme des formes linéaires construite a partir de la norme |.|, a la
source. Comme toutes les normes de Lin(R™; R™) sont équivalentes on en déduit que
tous les 1, sont équivalents entre eux. C’est a dire que pour tout produit scalaire ~y
il existe des constantes C, et C” telles que :

Copy(v;T) < p(0; T) < C i (0; T) (1.10)

ot p(v;T) désigne p, quand v est la métrique euclidienne. Et bien sir la méme
chose est vraie pour v,,.

Proposition 1.2.1. Pour toute application linéaire v de R™ dans R™,

1, (0:T) < 0y (05 T) < Vi o (03 ). (1.11)

Démonstration. Soit v = Y a;0"(v; — m), Y. a? = 1. Soit a; = max | |. Alors
la;| > \/—% Soient & = m.(u) et w; = W‘A;J_ (v;). On note w; le vecteur W‘A;J_ (07" (v; —m;)).

Il vient :
1
x|, > |7T\A2 ()l

L
7 (O 007 (v — )5
= Jeiwil
1

> —uv (T

- \/ﬁ ’Y( )
Ce qui montre la deuxiéme inégalité. Montrons maintenant la premiére. Soit ¢ un
entier. Soit w le vecteur de 'espace engendré par les 07(v; — m;), j # i tel que
mp(w) = 7y, (07 (v; — ;) ; on dira que w = Y 3;07(v; — m;). Alors il vient :

i#]

1
;- (Vi)

|
EX
[
Q
3

&

— ;) — 7y (07 (vi — ™))y

= [ =@ - ),
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Remarque 1.2.2. En fait on peut voir que p(v; N) = inf |v(u)| et donc p coin-

u€ker vt
/=1

cide donc avec d dans le cas T'= N et 7y le produit scalaire euclidien.

Pour I’étude du cas lipschitzien ou C', ., ou v ne nous suffira pas. On introduit
{1, (et vy, de maniére analogue).

Définition 1.2.3. Soit K, = {3 a;0"(v; — m;)/ Y. aj = 1}. Posons :
pa4(v;T) = inf{|my (u)l, [mp ()]s /u, o € Ky, y(usu’) = 0} (1.12)
On note V; j 'espace engendré par les 7}.(0"v; — 0; avec j' ¢ {j,i}. Posons :

V14(v;T) = min dy (o (87 (v = m3)); Vi) dy (7. (07 (v — 75)); Vi) (1.13)

On montre de la méme maniére que pour la proposition [CZ1] que :

Proposition 1.2.4.
140 T) S vy (0 T) < mpny (0 T) (1.14)

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition [LZT1l
]

On pourra donc utiliser indifférement une fonction ou 'autre pour définir les
conditions au chapitre 2, car elles ne varient pas & une équivalence prés. En fait dans
notre travail nous nous servirons de p; mais en pratique il est plus simple de vérifier
le critére que nous donnerons a partir de ;. La fonction v est définie par un inf qui
se porte seulement sur les champs gradient des composantes alors que j; est 'inf
sur la sphére et cela permet de réduire les calculs.

On définit enfin une fonction p entre les sous-espaces vectoriels de R? reliée aux
fonctions précédemment définies sur les applications. On utilisera ces fonctions au
chapitre 2 pour définir la condition L(i; j; k).

Définition 1.2.5. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de R™ x R™. Soient ~y
un produit scalaire de R™ x R™. On pose :

o (A; B) = inf{ |7} (u)|, u € A, Jul, = 1} (1.15)
et
pi1y(A; B) = inf{ |7 (u)|, |75 (u) |, /u, v’ € A, luly = |u'|, = 1, y(u;u') = 0}

On ennonce maintenant des propriétés qui nous serviront au chapitre 3 pour
établir le théoréme de pull-back (théorme 3.2.5).

Propriétés 1.2.6. On a :
pir (A 5 (A)) = py(A; B),

15 (A;75(A)) = p14(A; B)
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et
w(A;B) =0 < At B.

De plus si A et B sont deux sous-espaces de méme dimension :
py(A; B) = piy(B; A)

et
p(A; B) = (B3 A)

Démonstration. Les deux premiéres égalités sont claires puisque projeter un vecteur
de A sur B ou sur mj5(A) revient au méme.

Etant donnés deux espaces de méme dimension on peut trouver une application
préservant le produit scalaire qui les échange. Cette application préserve donc p et
i1 ce qui démontre les deux derniéres inégalités. O

Proposition 1.2.7. Soient T un sous-espace vectoriel de R™ x R™. Alors :
p(Y5T) = p(0;T)

et,
(Y5 T) = pa(0;T)
ot 0 désigne lapplication nulle de Lin(R™;R™).

Démonstration. D’aprés les propriétés de p et la définition :

pn(Y;T) = p(Ysmp(Y))
= wrr(Y);Y)
—  inf
w0
|ul=1
= w(0;T).
La méme chose est vraie pour p;. U

1.2.2 Meétrique d’une application linéaire

Une application linéaire v induit un produit scalaire sur R™ x R™. Celle-ci fait de
{0} x R™ l'orthogonal du graphe de v dans R™ x R™. Elle sera utilisée au chapitre
2 (cf proposition 2.1.5 et définition2.3.4). Il suffit de poser, pour tout couple (u;u’)
de vecteurs de R™ x R™

<uyu >,=< (ur;ug — v(uy)); (uy;uy — v(uh)) >

ou u = (uy;ug) et u' = (uf;uy). Le gradient de I’application v; — m; pour cette forme
bilinéaire est alors le vecteur 0;.

On note p, et 111, les fonctions i, et p; , obtenues lorsque 7y est la forme bilinéaire
symétrique issue de ’application v.

On a alors le résultat suivant :
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Proposition 1.2.8.

et

Démonstration.

po(Y5 T

(Y5 T) = po(v; T),

p10(Y5T) = paw(v; T).

po (Y 77(Y))

iggfﬂh%(Z ;0;) |

inf |7rTZoz3 i — 7)) |w

> a2=1

f Zav - My v
Zlg_JZa =y

f Z Z v
Zlgf—l| Za ol
po(v;T)  cf [LH).

O

En conséquence 1, (Y;T) et py,(Y;T) sont équivalents a p(v;T') et uy(v;T)
respectivement (d’aprés (CI0)). Clest a dire :

Proposition 1.2.9. Pour tout compact K de l’espace des applications linéaires de
R™ dans R™ il existe des constantes C' et C' telles que :

C'u(YV3T) < p(v; T) < Cpo (Y5 7).

Et,

C'ur (V5 T) < pa(v;T) < Cn (Y5 T).

(1.16)

(1.17)



Chapitre 2

Des conditions de régularité

On généralise la condition %7 définie dans [T=W] et [Wi-2]. On généralise aussi
certaines définitions données dans [V]| et on donne diverses caractérisations qui uni-
fient les conditions de rugosité et de transversalité. Le but est de donner une carac-
térisation des conditions t*/ en termes de projections linéaires des vecteurs tangents
a Y ce qui nous aménera naturellement au cas lipschitzien.

Dans un deuxiéme temps on étend donc ce type de condition au cas lipschitzien.
On introduit la condition L(; j; k) qui se rapproche de la condition L de T. Mos-
towski. On s’efforce de mettre en évidence le paralléle entre le passage de (t) a (w)
et le passage de L(i;j;k) a (L).

Etant donné un couple (g; ¢’) de R? on pose 0(q; ¢') = max(d(q;Y);d(¢’;Y)). On
note 7 la projection orthogonale sur Y. Pour un sous-espace vectoriel A de R¢ on
notera w4 la projection orthogonale sur A.

On rappelle que n et m sont deux entiers fixés, que Y désigne R™, N désigne R"
et que RY =N +Y.

2.1 Définitions et préliminaires

On note R, I'ensemble des nombres réels avec en indice le signe + (i. e. a; avec
a €R).

On étend & R U R, la relation d’ordre de R de la maniéere suivante. Soient j et
k deux nombres réels. On dira que ky < jy sik<j, k. <jsik<jetquei <i,
pour tout réel 7. On fait alors de i, le suivant de ¢ dans R. On étend aussi ’addition
en posant :

k+jy=(k+7)+.
et,
kv + e = (k+J)+
Soient f et g deux fonctions définies sur un partie de R%. On écrira f < g s'il
existe une constante strictement positive C' et un voisinage U de l'origine tels que
flq) < Cglq) Yq e U.On écrira f(q) < g(q)* une fonction v définie partout ot f

et g sont définies, et un voisinage U de lorigine tels que f(q) < g(q)*¥(q) avec ¥(q)
tendant vers zéro quand ¢ tend vers zéro.

15
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Soient j, k dans RUR, . Avec les notations définies ci-dessus si | f(q)| < d(q; Y)?
et |g(q)| S d(g;Y)" alors |£(q).9(q)] < d(g; V)",

Définition 2.1.1. Une transversale directe a Y est la donnée d’un germe d’appli-
cation v : N — Y, au moins C* de dérivée lipschitzienne. On notera I', son graphe.

Définition 2.1.2. Soit ¢ une fonction continue dans un voisinage de zéro privé de
l'origine dans R?. On appelle voisinage d’ordre j de v un voisinage du type :

H(v;j;C) = {q = (;t) € R" x R"/[vi(2) — t;] < O]},
avec C' € R. On appelle voisinage d’ordre k_ de v un voisinage du type :

H(v; ji¢) = {g = (x:t) € R* x R™/|vy(z) — ti| < ¥(q)]2l’}.

avec ¢ tendant vers 'infini a 'origine.
Pour j € RUR_, on notera H(v; j) 'ensemble des voisinages d’ordre j de v.

On définit une application de RUR_ dans RUR, qui étend I'application j — —j.
Pour j € R_ on pose —(j_) = (—7)+. De méme on pose —(j;) = (—j)—. On a alors
une relation d’ordre qui fait de j_ le précédent de j.

Pour : € RUR, UR_ on notera ¢ I'application qui “omet le signe” i. e. on pose :
o(jy) =0(j-) =0(j) =j Vje€R Soit p € RUR_. On note [p] le plus petit
entier inférieur ou égal & p (c’est & dire que I'on a [1_] = 0).

Une application h : R™ — RP, dérivable au voisinage de 1'origine (sauf peut-étre
en zéro), sera dite C” (resp. C?-) si elle est Cl“! et si pour tout multi-index w,
0 < |w| < [pl, d(f —p)(z) < |z|/71! (resp. < C|z|*~*I pour une constante C'), oil
p est le polynome de degré [p] représentatif de 5! f(0). Une fonction C'- est une
fonction lipschitzienne dérivable en dehors de l'origine.

Définition 2.1.3. Soit A une partie de R%t k un élément de RUR_.. Une fonction
w : A — R sera dite rugueuse d’exposant ¢ (relativement & Y) si pour tout point ¢

de A. '
lw(q) —w(n(q)] < dlg;Y)". (2.1)

Elle sera dite lipschitzienne d’exposant k si elle est rugueuse d’exposant k+1 et si en
outre pour tout couple (¢;¢') € A x A tel que |¢ — ¢'| < id(q; Y) (pourun ¢ > 1) :

lw(q) —w(d))| < dlg:;Y) g — . (2.2)

Remarque 2.1.4. (i) Pour une application qui induit l’application constante sur
Y on peut omettre la restriction sur les couples (¢;¢’) et 'hypothése que “ru-
gueuse d’exposant k + 17 dans la défintion des fonctions lipschitz d’exposant
k a condition de renforcer 'inégalité & satisfaire. Plus précisément :
une fonction est lipschitzienne d’exposant k si et seulement si pour tout couple
(g:4') e Ax A

w(q) —w(@))| S 0(a:q)* g~ (2.3)

(ii) Une application lipschitz d’exposant 0, dérivable en dehors de Y est une ap-
plication C! au sens de Whitney.
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Nous avons vu au paragraphe 1.2.2 qu'une application linéaire induisait une forme
bilinéaire. Soit v : N — Y une transversale directe. On définit le difféomorphisme
local ¢, de R? par ¢, (x;t) = (x;t—v(z)). Celle-ci induit une métrique riemannienne,
qui vaut au point ¢ = (x;t) la métrque induite par d,v, en posant pour tout point
q dans un voisinage de 'origine :

< a;b >, =< dyp,(a); dyp,(b) > a,b € R (2.4)

Pour une fonction f définie au voisinage de zéro dans R™ on désignera par 9° f son
vecteur gradient relativement a cette métrique.

Proposition 2.1.5. Soit f : R — R définie au voisinage de zéro dans R?. Soient
X une sous-variété de R? et u et v deux transversales directes. Soit q € ¢_,_o(X).
On pose ¢ = ¢,(q) alors :

Gt (f © Gugn) = do, ()0 (f © du)
et,

8;‘*”(f O Pytn)|x = dqﬁ;l(q')@;ﬁ(f 0 Pu) |6y (X)-

Et par conséquent pour r € {1,...,m} :
av<7Tr © (bv) = 87’7

0" (mr 0 du)ix = do, " (¢') Py (0)-

Démonstration. Soit ¢" = ¢u(q') = ¢ui(q). Il découle des définitions que 9y (f o
gbu) = dqb;l(q”)aq”f . De plus ¢u © gbv = gbu—f—v- Donc :

o, (¢ (fodu) = doy'(d)do, (q")0p f
= dgb;—i{u(q”)aq"f
- 8;Hrv(f © ¢u+v)'

Méme chose pour les restrictions. O

Définition 2.1.6. Soit X une partie de R%. Un Y —fibré vectoriel de R? sur X est
un fibré vectoriel G : A — X tel que Ajynx = Y N X xY. Un Y—fibré vectoriel
G : A — X étant fixé on notera A, la fibre au dessus du point ¢ € X et G (ou G
s’il n’y a pas de confusion) 'espace de ses fibres i. e. :

Gi = {4 x Ay/a € X).

Ceci va nous permettre de généraliser a la catégorie lipschitz les conditions de
stabilité sur les transversales données par D. Trotman et L. Wilson.
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2.2 Rugosité et transversalité

2.2.1 Des conditions pour les fibrés vectoriels

On définit ici les fibrés vectoriels rugueux d’exposant 7. On généralise a 1'ordre ¢
la définition donnée par Verdier dans [V]. Soit i € RUR,.

Définition 2.2.1. Soit X une partie de R?, v une transversale directe et soit G
un Y —fibré au dessus de X. (v;G) est dit rugueux d’exposant i s’il admet une
trivialisation (en tant que fibré vectoriel) H : U x Y — G~Y(U) vérifiant pour une
constante C' :

|hg = 1d] < Cd(q;Y)’
-1 . i
by — 1d) < Cd(g;Y)

et,
7' ohy = Idyy,
ot ¥ dénote la projection sur Y pour la métrique issue de v, h, : Y — A, I'applica-

tion linéaire H(.;q) et |.| désigne la norme des applications linéaires de Y a valeurs
dans R? et U un ouvert de X.

Remarque 2.2.2. Un Y —fibré vectoriel est rugueux d’exposant i si et seulement
s’il admet un systéme de sections (wyq; . . .; w,,) rugueuses d’exposant ¢ vérifiant pour
tout r=1,...,m:

' (w,(q)) = 0.

2.2.2 Stratifications t' réguliéres

La condition ¢ est une condition introduite par D. Trotman. Elle généralise une
condition introduite par R. Thom qui correspond au cas des variétés C'>°. On en
rappelle la définition qui est celle de [T=W] ou [Wi-2|. Soit G¢ = U;l:m G(d;j) ou
G(d; j) est la grassmannienne des plans de dimension j dans R

Dans tout ce qui suit on notera X une partie de R¢, et G le graphe d’une appli-
cation A de X dans G?. Etant donnée une telle partie on notera P} la projection
sur A, relativement a la métrique induite par v, et Gy le graphe de la fonction Ay
définie par Ay (¢q) = PY(Y). C’est un sous-ensemble de R? x G

Dans [T-W] et [Wi-2] il est défini la fonction 7. Nous en rappelons la définition
ici :

T(U;V) = sup inf tan 6(u;v
(U;V) S ety (u;v)
4

|7y ()]
v (u)]

o O(u;v) désigne I'angle entre u et v.

Soit X(T') = {v € Lin(N;Y)/T", i T'}.

On commence par rappeler la définition des conditions #/*. Comme dans [T-W],
pour i € R, on dira que une suite (y,) est i-plate par rapport a (x,) si |ys| < |zs|®
On dira que une suite (y,) est i_-plate par rapport a x, si |ys| < |z,
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Définition 2.2.3. Soient ¢,7 € RUR_. On dira que (v;G) est #* si aucune suite
(xs;ys; Ts) de points de G tendant vers 0 ne vérifie : |ys — v(z,)| soit j-plate et
d(d,,v; 3(Ty)) soit i-plate.

On dira que le couple (v;G) est t* en 0 8’1l est "1, C’est a dire on dira que le
couple (v;G) est t* en 0 si aucune suite (z;ys; Ts) de points de G tendant vers 0 ne
vérifie :

< |zt et (2.5)

ve — vz _
) < fnlt

d(d,,v; 5(T)

Et de méme on dira que (v;G) est '~ en 0 si aucune suite (zy;ys; Ts) de points
de G tendant vers 0 ne vérifie :

lzs|" et (2.7)

EN (2.8)

lys —v(zs)| S
d(d.,v; 3(T5)) <

Dans le cas d’une stratification la condition ¢’ se caractérise par la transversalité
aux autres strates des transversales & Y. Soit S = (X})pep une famille de variétés.
Soit v : N — Y est une transversale directe.

Définition 2.2.4. Soit » € R UR_ supérieur ou égal a 1. On dira que (v;S) est
t" a l'origine si pour toute transversale C" z ayant le méme r—jet que v a l'origine,
il existe un voisinage de l'origine tel que I', soit transverse a toutes les variétés X,
dans ce voisinage.

On désigne par G(S) la réunion des ensembles des fibres des fibrés tangents aux
variétés Xp. Alors un résultat da a D. Trotman et L. Wilson (cf [T-W]) (v; G(S))
satisfait la condition ¢" si et seulement si (v;S) la satisfait.

2.2.3 Caractérisations des conditions de Trotman-Wilson

Nous allons caractériser les conditions t” a l'aide de la métrique induite par
la transversale v que nous avons introduite précédemment. On généralise ainsi des
résultats connus pour la transversale nulle qui utilisent la métrique euclidienne. Tout
d’abord on introduit la fonction 7, qui généralise de maniére naturelle la fonction 7
a la métrique induite par v. G désigne encore le graphe d’une application A de X
dans G<.

On pose :

7Y (10)log
7(U; V) = sup ————. (2.9)
Touer 7 (u)leg

lul=1

vt 2 v 2 A : A ;
Comme |7y; (u)[; , +|7y(w)[;, = 1 le numérateur est maximal quand le dénomi-
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nateur est minimal. Alors :

= —— (2.10)

On rappelle le résultat suivant :

d(ANB;C)

ANB;CNB) <
MANBCoNE) < u(B*+; C)

(2.11)
pour A, B, trois sous-espaces vectoriels de R?. C’est une conséquence des défi-
nitions. On pourra se rapporter au chapitre 7, preuve du théoréme 7.2.1 pour la
démonstration.
On va alors généraliser un lemme de [T-W]. En effet il est démontré pour tout
TecG?:
m(Y;T)=1/d(0; X(T)). (2.12)

Lemme 2.2.5. Pour tout T € G*, 71,(Y;T), = 1/d(d.v;%(T)).
Démonstration. Remarquons d’abord que 7,(Y;A,), = 7(Y; d¢,(¢)A,) puisque par

définition d¢,(q) réalise un isomorphisme de R? muni du produit scalaire euclidien
sur RY muni du produit scalaire induit par v. On commence par démontrer que
L € 3(T) si et seulement si (L — d,v) € X(d,¢(T)).

Soit L € X(T). Alors I'y, (i T, ce qui équivaut & d,¢,(I'r)  dy¢,(T), ce qui
revient a dire que I'(;_q,.) # dg@u(T) (car dy¢, = (7+; 7 — dyv)).

Par conséquent d(d,v; X(T")) = d(0; 3(dy¢,(T))). Et donc :

(YT, X), = 7(Yido(g)A,)
— 1/d(0; S(do(T)))  dapres (1)
1/d(dv; 3(T)).
O

Ceci nous améne a une caractérisation de la condition ¢' qui fait le lien avec
I'inégalité (Z2T10) de la définition de la condition L.

Proposition 2.2.6. Soient,j € RUR_. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le couple (v;G) est t -régulier.
(i) Pour tout point ¢ € X dans un voisinage d’ordre j de v et pour tout vecteur
unitaire u dans'Y :

| Py ()] S 1P (w)ld(e; Y) ™"
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(11i) Pour tout point ¢ € X dans un voisinage d’ordre j de v :
| Pl S (Y5 Ag)gd(q; Y) ™
(iv) Pour tout point ¢ € X dans un voisinage d’ordre j de v :
(YA S d(g:Y) ™"

Démonstration. Soit i € R(resp. € R_). (v;G) est t' si et seulement si aucune suite
ne vérifie les égalités (2H) et (Z6) (resp. () et ). Or le lemme nous dit
que ceci est équivalent a 7,(Y;A,), < d(¢;Y) ™" dans tous les cas (on rappelle que
par convention —k_ = (—k)y) pour tout point ¢ de X dans un voisinage d’ordre j
de v. Ceci montre que (i) est équivalent a (iv).

L’équivalence de (iv) avec la propriétés (ii) découle de 'égalité (29) et I'équiva-

lence de (iv) avec (iii) découle de (ZI0). O

Pour i > 1 la condition t' s’interpréte en termes de transversalité. On peut
également la caractériser uniquement a l'aide de (Y5 Ay)q-

Proposition 2.2.7. Soient i et j € RUR_ supérieurs a 1. Le couple (v;G) vérifie
la condition t7 si et seulement s’il existe un voisinage d’ordre j de v tel que pour
tout point ¢ € X dans ce voisinage :

1
o (Y Aq)q

Démonstration. C’est une conséquence de la caractérisation (iii) de la proposi-
tion La condition est clairement suffisante a (2I3) puisque |P/* | est borné.
Il reste & montrer qu’elle est nécéssaire.

En fait | P/ 7|? 4 1, (Y5 Ay)2 = 1 par définition de 1. Donc si |PY+7| < 5 alors
m < 2 et, comme 7 est supérieur & 1 on a : 2 < d(q;Y)™". L'inégalité (213
s’avere donc.

Si |Pytw| > 4 il est clair que (i) implique I'inégalité ([ET3). O

Sd(gY)™ (2.13)

Remarque 2.2.8. Si le couple (v; G) vérifie la condition t* pour un réel i < —1 alors
la fonction p1,(Y; Ay), est bornée inférieurement par un réel strictement positif.

Il en est de méme pour la fonction u,, (Y5 A,), (puisque p? < py, < py).

Une autre conséquence de ZZ0 est que , pour 7 négatif, la condition ¢ avec i € R
est en fait la condition w de Verdier avec exposant —i. La condition t%%- est la
condition w forte de Verdier avec exposant —i (c’est a dire 7,(Y; A,), < d(q;Y)").
Nous noterons donc parfois la condition w? avec i € RUR, pour désigner la condition
%1% (on rapelle que — (i) = (—i)_).

La condition t* peut étre caractérisée en termes de relévement des champs de
vecteurs tangents a Y.

Proposition 2.2.9. On suppose que 7,(Y;A,), < co. Alors :

(i) Tout champ de vecteur w de 'Y est w, relevable & un champ w tel que w(q) € A,
et [w(q) — ul < [ulm (Y3 Ag),
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(ii) Si tout vecteur v de Y est m, relevable & un champ w tel que w(q) € A, et
satisfaisant |w(q) — u| < Clul, alors 7,(Y; A,), < C.

Démonstration. Puisque Ay(q) = FP/(Y) on a : 7,(Y;Ay), = 7(Y;Av(q))g et,
comme dim Y = dim Ay (q), 7,(Y:Ayv(q))y = 7(Ayv(q);Y),. Comme 7,(Y;A,), <

+00, Tyjay (g €st un isomorphisme. On pose w(q) = (myay(y)) ' (u). Et comme
% < 7,(Y;Ay)g, le point (i) est démontré.

Démontrons le point (i7). On peut relever une base de Y. Ce relévement en-
gendre un sous-espace de A, que 'on note D(q). Alors 7,(Y;D(q)) < C et, puisque
(Y35 M)y < 71(Y;D(q)), le point (ii) est démontreé. O

Proposition 2.2.10. Soit G un Y —fibré. Le couple (v;G) satisfait la condition t*
si et seulement si (v; G(G)) est un fibré rugueuzr d’exposant (1 — i) au dessus d’un
voisinage d’ordre i de v dans X. En d’autres termes le couple (v;G) satisfait la
condition t' si et seulement s’il existe une constante C' et un voisinage H € H(v;1)
telle que tout vecteur u de'Y soit w,-relevable a un champ w satisfaisant |w(q) —u| <

Cluld(q; V)", Vge HN X.

Démonstration. D’apreés la proposition ZZ0 (v; G) satisfait la condition ¢ si et seule-
ment si 7,(Y;A,), < d(¢;Y)'™". La proposition est alors une conséquence de la
proposition précédente. 0

2.3 Conditions de type lipschitzien

2.3.1 Le cas des Y-fibrés

Dans toute cette section on se donne un Y-fibré G au dessus d’un espace X.

Définition 2.3.1. Soit X une partie de R et soit G un Y —fibré au dessus de
X. (v; G) est dit lipschitzien d’exposant ks’il est rugueux d’exposant k + 1 si la
trivialisation vérifie en outre :

il existe une constante C' telle que pour tout couple (¢;¢') € X x X tel que
lg — ¢| < 5=d(q;Y), hy vérifie :

\hg — hy| < Clg—¢'|ld(g; V)",

et,
|hyt = bt < Clg—¢|d(q; V)"
Remarque 2.3.2. Pour k positif il n’est pas nécéssaire d’imposer des conditions
sur h;l. Celles-ci découlent des conditions sur h,.
De méme que pour les fibrés rugueux, un Y-fibré vectoriel est lipschitzien d’ex-
posant k si et seulement s’il admet un systéme de sections (ws;. . .;w,,) rugueuses
d’exposant k£ + 1 et lipschitziennes d’exposant k vérifiant pour tout r=1,...,m :

(w,(q)) = O,.
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Pour I'étude lipschitzienne la condition ¢ ne nous suffira pas. Nous avons intro-
duit p; au premier chapitre. Nous allons définir la condition #i qui est 'analogue de
la condition ' pour la fonction gy (cf proposition EZ21).

Définition 2.3.3. On dira que (v; G) satisfait la condition ¢! si pour tout point ¢
dans un voisinage d’ordre ¢ de I', N X :

1
o, (Y5 Ag)g

On définit maintenant la condition L(7;j; k). Dans la section précédente nous
avons fait le lien entre ¢* pour le couple (v; G) et la premiére assertion de la condition
L de Mostowski en utilisant la métrique induite par la transversale v. Soient k et ¢
deux éléments de RUR, tels que ¢ > k et 5 un élément de RUR_. Soit G le graphe
d'une application A de X dans G“.

SdlgY) (2.14)

Il est important de voir que les réels i et k peuvent étre négatifs.

Définition 2.3.4. On dira que (v; G) est L(i; j; k) régulier si les conditions suivantes
sont vérifiées :

(i) II existe un voisinage H; € H(v; —i) tel que pour tout point ¢ € X N H; :
| By S (Y5 Ag)gd(g; V) (2.15)

11 existe un voisinage Ho € ‘H(v; j) tel que pour tout couple (g;¢') € X N Hay X
ii) Il exi isi Hy € H(v;j) tel 1 e XNH
X N H, satisfaisant |q — ¢'| < 5-d(¢;Y) :
(B = Poyn| S Clg— q1d(@: Y )" mo(Y5 Ay, (ViAgg  (2.16)

q
On dira que (v; G) est L(i; j; k) régulier si (v; G(G)) Pest.

Exemple 2.3.5. Si S est une stratification satisfaisant la condition L de Mostowski
alors le fibré tangent a Y s’étend a un fibré G lipschitzien d’exposant 0. Alors on
peut voir que L(0;0;0) est satisfaite pour (v; G(G)).

2.3.2 Le cas des stratifications

Ici on se limitera au cas des espaces stratifiés comportant deux strates. Cepen-
dant les résultats de stabilité lipschitz des germes d’intersection des transversales
aux espaces stratifiés que nous obtiendrons au chapitre 6 concernerons les espaces
stratifiés dans leur généralité car les conditions porteront sur des fibrés tangents
aux strates. Il serait intéressant de donner une condition aussi explicite que celle
de Mostowski pour que le fibré tangent & Y s’étende en un fibré L(i;j : k) régulier
tangent aux strates.

Dans cette section X désigne donc une variété lisse telle que Y soit incluse dans
la fermeture de X. On note P, la projection sur 7, X relativement a la métrique
induite par v. Soit S la stratification formée du couple (X;Y).

Définition 2.3.6. On dira que (v;S) est L(i; j; k) régulier si les conditions suivantes
sont vérifiées :
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(i) II existe un voisinage H; € H(v; —i) tel que pour tout point ¢ € X N H; :
P S Y5 Ty X )d(a; V) 217)
(ii) Il existe un voisinage Hy € H(v; j) tel que pour tout couple (¢;¢') € X N Hy X
X N H, satisfaisant |¢ — ¢'| < 5-d(¢;Y) :

(P = Po)n|l S Clg—dld(g;Y)* po(YV5 T X ) pro (Y5 T, X). (2.18)

Remarque 2.3.7. Le couple (v; G) vérifie la condition ¢! (resp.L(s; j; k)) si et seule-
ment si le couple (v;Gy) la satisfait. En effet il revient au méme de projeter un
vecteur de Y sur A, ou sur le projeté orthogonal de Y sur A,,.

2.3.3 Sur les conditions L

Remarque 2.3.8. Soit i un élément de RUR,.. Pour ¢ > —1 la restriction |¢ —¢'| <
5-d(q;Y') peut étre omise a condition de remplacer la condition (ZI8) par :
[(By = Pp)n| S lg — ¢/ max(d(g; Y):d(q'5Y))" (Y5 A (Y3 Ay).
En effet pour ¢ > —1, pu(Y;A,) et ui(Y;A,) sont bornées inférieurement. L'in-
égalité (EZ10) équivaut donc a :

| (P} — Po)7| S lg — ¢'| max(d(q; Y); d(¢; Y))". (2.19)

q

Et pour (g¢; ¢') satisfaisant |¢ — ¢'| > 5-d(¢;Y) :

By = PDrl = (P~ Py

|P;L7T| + |P;,l7r|

d(¢;Y)™ +d(q:Y)™

2clg — ¢'|(d(¢:Y) +d(¢;Y))

| — 4’| max(d(q; )" d(q;Y)'

l¢ — ¢| max(d(q;Y)*;d(¢;Y)*) car k <.

N AN AN AN N

Proposition 2.3.9. On suppose que i est un réel supérieur ou égal a —1. Alors la
condition L(i; j; k) peut de maniére équivalente étre écrite a partir de la métrique
1ssue de n’importe quelle transversale.

Démonstration. Pour i > —1, d’aprés la remarque ZZZF, [P)(9,)| ne tend pas vers

zéro. D’aprés la proposition 22229 on peut alors relever les champs 04, ..., 0,, a des
champs wy, ..., w,,, tangents a G et vérifiant :

Pour tout point ¢ € H,
|wr(Q) - 8r| S TU(Y; Aq)q

Pour tout couple (¢; ') € Hy satisfaisant |¢ — ¢/| < %Cd(q; Y),

lw,(q) — we(¢)] S g — ¢ld(g; V)"
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Et donc :

1P (0,)] S |we(q) — 0,
< d(gY)T

Ceci montre que (ZI0) est vérifice par (v; G). Mais aussi :

|(Py — Fy)(0;)] 2w, (q) — wr(q)| + [Py — Pyl(w(q) — 0,)|
lq —¢'ld(q; Y)k + [Py = Pyl (Y5 Ag)q

lg—q'|d(q; Y)".

N NN

Ceci montre que (ZI0]) est vérifiée pour la métrique euclidienne.
L’implication réciproque se démontre de la méme maniére. O

La condition L(i;j; k) peut elle aussi étre caractérisée en termes de relévement
de champs de vecteurs. Il s’agira cette fois d’obtenir des relévements lipschitziens de
champs pour .

Proposition 2.3.10. Soit G un Y-fibré. On suppose que i est supérieur ou égal a
—1 . (v;Gg) est L(i;75; k) si et seulement s’il existe Hy € H(v;i) et Hy € H(v;))
tels que (v;Gg,) soit un fibré rugueux d’exposant i + 1 et (v;Gu,) soit un fibré
lipschitzien d’exposant k.

Démonstration. Si (v; Gg) vérifie la condition L(é; j; k), w, = P,(0,) nous donne un
systéme de sections de G. Comme v (Y'; A,) est bornée inférieurement on peut alors
facilement construire une famille qui reléve 0y, ..., 0,,.

Réciproquement d’aprés la proposition 2210, s’il existe Hy, voisinage d’ordre —i,
tel que (v; G, ) soit un fibré rugueux d’exposant i+ 1, alors la condition (ZIH) est vé-
rifiée. Comme ¢ est supérieur ou égal & —1, on peut démontrer (Z10) pour la métrique
euclidienne. De plus d’aprés la proposition 2271 (cf remarque ZZ2ZR) 11 est alors bornée
inférieurement. 11 suffit donc de montrer : |P, — Py| < ¢ — ¢/| max(d(q; Y); d(¢; Y))*
dans un voisinage d’ordre j. Mais si (v; Gx,) est un fibré lipschitzien d’exposant &, on
peut relever une base de Y a des sections w, qui engendrent A, et Ay respectivement
et le résultat est alors clair. O

Dans le cas des fibrés dim Ay, = dim Y. Dans le cas ¢ > —1 peut alors omettre la
projection 7 dans (ZI6]). Pour i < —1 on peut écrire :

|Pq_Pq’| = 5(Aq§Aq’)
w
< sup rPtp——
s 1o P )
|(Pq_Pq/)(w)

B 1(Y5Ay)
Ce qui donne lorsque (EI0) est vérifiée :

[Py = Pyl S d(g;Y) g — 'l (Y5 Ay). (2.20)
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Chapitre 3

Pullback et condition L(¢;j; k)

On va maintenant donner plusieurs théorémes de type “pull-back” pour les es-
paces stratifiés vérifiant les conditions définies au chapitre précédent. Nous allons
regarder les effets qu’ont des applications particuliéres, les déformations de transver-
sales, sur les conditions définies au chapitre 2 et voir qu’elles permettent d’augmenter
fortement la régularité. Dans [T=W] il est montré par exemple que si le contact est
suffisament bon les conditions de transversalité de type t* peuvent induire la condi-
tion (w). Dans un premier temps on généralise ce résultat a l'ordre i c’est a dire
que 'on donne un théoréme ou la condition w’ apparait dans un pull-back. Nous
verrons au chapitre 5 les conséquences de la condition w® sur le type métrique des
stratifications sous-analytiques. En conséquence de ces deux chapitres nous verrons
au chapitre 6 les conséquences de la condition ¢* sur les types métriques des sections
transverses.

Dans un second temps nous montrons que la condition L posséde des propriétés
analogues. En particulier nous obtiendrons des conditions suffisantes a la trivialité
bilipschitz des strates le long de Y. Dans le cas d’un espace stratifié comportant
seulement deux strates on obtient méme la différentiabilité des fibrés (au sens de
Whitney) aprés pull-back. Dans un troisiéme temps on s’intéresse a ’éclatement
de Kuo-Trotman [Ku-T| qui est un cas particulier de pull-back & travers une dé-
formation de transversale (modulo une carte de la grassmannienne). On obtient un
analogue lipschitz de ce résultat. On généralise ainsi un résultat qui concerne les stra-
tifications a—réguliére (voir [Ku-T=X]| ou [Ku-T]). En particulier, une conséquence
de ce théoréme est que, pour un couple de strates satisfaisant la condition L de
Mostowski I’éclatement induit un fibré C* au sens de Whitney.

Dans ce chapitre m’ désignera un entier naturel; nous noterons Y’ I’ensemble
{0} x R™ et R? désignera N + Y. G sera un Y-fibré.

Etant donnée une application f : R? — R? (resp.f : RY — R?) on notera fy
sa composante suivant N, fy (resp fys) sa composante suivant Y (resp. Y'), et fy,
(resp. fy;) la s composante de fy (resp. fys) dans la base canonique de Y (resp.
Y.

On introduit donc comme dans [T-W] la notion de déformation de transversales.

Soit U un voisinage de zéro dans R?. Soient ¢, hq,...,hm : N — Y, des appli-
cations C! sur U, de dériveé lipschitzienne avec |h,| < |z|? et |dh,| < |z|P~! pour

27
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tout r. Alors,
F:NxU—NXY,

Fayu) = (2, f(z,u) = (z, fulz))

= (:p, g(x) + Z urhr(x)>

est appelée déformation d’ordre p.

Les déformations de transversales induisent des transformations de type pull-back
pour les fibrés vectoriels et méme plus généralement pour les graphes d’applications
de N +Y dans G¢. On définit cela comme dans [T-W].

On définit d’abord le push-forward d’une transversale. Soit u une transversale
a Y’ . On notera F*u la transversale définie par v(z) = g(x) + Z:{L:ll up(z)h ().
L’application F' envoie alors le graphe de u sur le graphe de v.

Si en chaque point p € R?, d,F est transverse a Apgy on peut définir .G en
posant FiA, = d,F"'(Ap()). En particulier si G = G¢, on définit ainsi un Y'-fibreé.

L’application F.A, est définie de 'ensemble F'~!(X)(que l'on notera F.X) dans
G = Uf_ ,G¥. Remarquons que si X est lisse (resp. stratifié) et si F' est transverse
a X (resp. aux strates), F, X est lisse (resp. stratifi¢). Si G est un Y —fibré, F*G(G)
définit alors naturellement un Y’'—fibré dont I'espace des fibres est F.Gg. On le
notera F,G.

3.1 Pullback et condition w stricte

Dans cette section G désigne le graphe d'une application A de X dans G¢, oi1 X
est une partie de R?. Sauf mention contraire p désignera un élément de R UR, et
F une déformation d’ordre p.

3.1.1 Transversalité et régularité de Kuo-Verdier

On rappelle un des résultats importants démontrés par D. Trotman et L. Wilson
dans [T=W]. La terminologie a été modifiée pour I'adaptation au lipschitz que nous
aborderons ensuite. On énonce ici les résultats de D. Trotman et L. Wilson dans la
terminologie définie précédemment.

Théoréme 3.1.1. Soiti tel que i—p > 0_. Si (F*v;G) satisfait la condition t'* alors
(v; F.G) satisfait la condition t*=°.
En particulier pour tout réel positif i :

(1) Si F est une déformation d’ordre i et (F*v;G) satisfait la condition t alors
(v; F.G) satisfait la condition t° (condition w).

ii) Si F est une déformation d’ordre i, et (F*v;G) satisfait la condition t' alors
+
(v; F.G) satisfait la condition t%= (condition w forte).
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3.1.2 Généralisation aux ordres supérieurs
On explicite ici le résultat a ’aide de la fonction 7,.

Théoréme 3.1.2. Soient i et j deux éléments de RUR™ tels que i > 7+ 1 > 1.
On suppose que le couple (v;G) satisfait la condition t. Alors il existe un voisinage
H € H(v;i— p) tel que pour tout pointp € F~Y(X)NH :

Tu(Y5 Fil\p)p S T (V5 Ap) ) Py d(p; Y'). (3.1)

Démonstration. D’aprés la proposition 2228 la condition ¢ implique qu'’il existe un
voisinage H; € H(v;i) tel que pour tout point g € Hj :

(Y35 Ay S d(g; Y)lfi.

Si Hy s'écrit Hy = {q € R¥/|v(z) — t| < ¥(q)d(q;Y)°D}, et si pour tout k on a
ha()] < ()]l on pose

H = {p € RYJula) — 1] < SY(Fp)a(a)dlps ') 00

ot Yy(x) = m

Clairement H € H(v;i — p). Soit p € F,X N H. Pour ¢ € X N Hy, soit D(q)
'espace engendré par les P;'(0,). Soit H!(p) = E?;l(tk — ug(2))0%hy,r. Alors, sur
F.(X)N H, |H*(p)| < ¥(F(p))d(p;Y")°@. On désigne par a, un vecteur unitaire
appartenant a l'orthogonal dans D(q) (ou ¢ = F(p)) de Iespace engendré par les

W%(F(p))<as — Hy(p)), s # 1.
Pour s # r on a:

| <005 > | | < w05+ H(p) > |+ | < ap; Hi(p) > |
| < aw; H{(p) > |

|H{ (D)l (3.

IA A CIA
)

)

De plus |77(c)| > (Y5 Ay), €t m < d(q; YY) Alors comme |HY(p)| <

Y(F(p)))d(p; ')’ on en déduit |HP(p)| < |7¥(e,)|. Et par suite de (B2) :
| < ap;0p > | ~ |7%(v)].
Et a nouveau en utilisant |H}(p) < |7¥(cw)|, on peut écrire :
| <on; 0 — H(p) > | ~ [7"(ay)]. (3.3)

On pose maintenant :

Ay

wr(p) = < a0, — H(p) >~

Et on déduit de B3) que |7t (w,(p))| ~ [y (o)) 7,(Y; Ay),. Alors par définition

7o (ar)]

de wi on a < wy(p); 0s — HY (p) >v,q= dks. Ce qui implique :

< wi(p); 0s — (Opvs + Y _(t — wi(x))Dphy) >= .
=1
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Or: 0,vs = 0,95 + Zﬁll hys(x)0puy + Elmz/l w(x)0ghys. On en déduit :

l

< wi(p); 95 — ( a:gs+zt18hls+zhzs 8ul+zt13hzs ) >= Os-

Et donc :

/

< wi(p); Ougs + Ztlaxhl,s >= Wgs(p) — Oks — Z his(x) < Opup;wi(p) > . (3.4)

=1

On pose enfin pourpe FLXNHet 1 <r<m:

&e(p) = (Wi, N(P); WeN(P)-Opr 5. .5 W N(P).-Optiyy)
Et : .
Cr<p) =0, + Z hr,k(x)§k<p) (3'5)
k=1
On a
8_F = (Id: 0 z,:tah co.0 mlt@h
81‘(p) - ( 7$gl+7 lxl,la---7$gm’+2la:l,m)
OF
—(p) = (0;...50;h1();. . s him(x))
ot

Par conséquent :

dyF(&k(p))n = dpFn(&(p))

= &.n(p)
= w,n(p),
et
LEGE)vs = 5 Gl +23F“ iy (3.

= <wi(p xgs+ztlahls>+zhzs ) < Opuy; wi(p) >

= Wis(p) — ks dapresﬂﬂ) (3.7)
Alors :

dpF'(Gr(p))y,s = o (Z e (7)&1(P)) + hys()
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On en déduit que d,F (¢, (p)) = > 1 hrx(x)wi(p). Et par conséquent (,.(p) € F.A,.
De plus :

<G(P);0s >up = < G(p); 0s — Opus >
== 57’3

par définition de (.. Par conséquent (, reléve 0, pour m,. Alors en utilisant la pro-
position ZZ9 (ii) :

Tu(Y'3 A7) max(|¢,(p) — Or])

<
< max(|f(2)]) max(|7 (wy(p))]) (dapres (@)
S g Y)r(YiAg)g car |hg(a)] < d(g; V)

O

Une conséquence immeédiate de ce résultat est la généralisation du résultat da a
D. Trotman et L. Wilson. On obtient la condition w* dans un pullback & partir de
la condition #°.

Corollaire 3.1.3. Soiti € RUR_ et p € RUR,. Soit F' une déformation d’ordre
p avec p —1 > 0.

Si (F*v;G) satisfait la condition t' alors (v; F.G) satisfait la condition w’~"1 en
tout point de Y.

Démonstration. D’aprés la proposition (iv), (F*v; G) satisfait la condition ¢*
si et seulement si 7p«,(Y;A,), S d(¢;Y)' ™" dans un voisinage d’ordre i de F*v. On
applique le théoréme précédent avec j = ¢ — 1 pour en déduire qu’il existe H, un
voisinage d’ordre ¢ — p de v, tel que sur H :

(Y3 FLAy), S d(p;Y')' 'd(g; Y)Y,
Alors puisque d(q;Y) = d(p; Y’), on en déduit que sur H,
(Y3 FuAy)p S d(pY)' ™7
et donc (v; F.G) satisfait la condition w®**1, O

Exemple 3.1.4. Soit 'hypersurface de R? définie par X = {(z;y;2) € R3/y5 =
2823 +27}. On peut stratifier cet ensemble par S = (X'\ O,; 0.). Cette stratification
vérifie la condition a de Whitney c’est a dire que (v;S) vérifie la condition #9-0-
pour tout v . Soit F(xz;y;t;u) = ta® + uy?. F est une déformation d’ordre 2. Alors
F*X = {(z;y; t;u) /y° = (t2® +uy?)®23 + 27} stratifie par (F*X \ {0} x R?; {0} x R?)
satisfait la condition w?+ en tout point de [0;1]. Nous verrons que cela implique la
constance des développements des volumes des fibres jusqu’a ’ordre 3, et des volumes
de I'ensemble lui-méme jusqu’a l'ordre 5.

3.2 Le cas lipschitzien

On énonce maintenant des théorémes sur les conditions L(i; j; k), analogues a
ceux obtenus dans le cas rugueux.

Dans cette section on se donne G un Y —fibré au dessus d'une partie X de R, v
une transversale directe et F' une déformation d’ordre p.
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3.2.1 L’ordre zéro

On énonce maintenant des résultats qui nous serviront au paragraphe suivant.
Ils permettront de ramener notre étude au cas particulier ot v est la transversale
nulle.

Proposition 3.2.1. On suppose que ['une des trois conditions suivantes est vérifice.

(i) 1l existe H € H(v;j) telle que pour tout (¢;¢') € HN X x HNX satisfaisant
0 —d'| < 5d(g;Y) -

|dov — dyv] S | = '] )P (Y Ag)aits, (Y5 Ag)g- (3.8)

(ii) i est supérieur ou égal & —1.
(iii) Y est de dimension 1.
Alors (v; G) est L(1; j; k) réguliere si et seulement si (v + u; ¢XG) Uest.
Démonstration. La condition (ZIH) se préserve dans le pull-back sans les hypothéses
(1), (1) ou (7iz). Ceci est une conséquence du théoréme di & Trotman et Wilson

(corollaire 3.9 dans [T=W]). Ici ¢, est une déformation d’ordre 0. Pour tout point
q€ X :dpy(q)0 = 0. De plus

d(bu(q)P;)}_ql(q)(d(bfu(q)w) = P;Jrv(w)

pour tout point ¢ € ¢;X. La méme chose est bien str vraie pour Pq“. Comme
|dpu(q)w] ~ |w]| il s’en suit que (v + u; % G) vérifie la condition ¢°.

On pose p = ¢_,(q), P’ = ¢_u(¢"). On suppose (i). Par conséquent (attention
ici Py désigne la projection sur A, relativement a la métrique de v, alors que P;"*"
désigne la projection sur d¢,'A, relativement a la métrique u + v) :

ldou(@)I[(Py = Pp)(00)] + ddu(q) — ddu(d)I1F](0))]

Et comme (i) implique que [d¢,(q) — dou(q')| < |g—q'[|2[" 1 (Y Ag)gtt, (Y Ag)as
le résultat est démontré.

(P

q

u+v
—P"Mo,| <
<

On suppose (7i) maintenant. Alors de méme que pour (i) :

(B =0l < 1B - B0
dpu ()| (P = P)(0) + |déu(q) — dou(d)||PL(0))]
lg—qld(¢; V) + g —d| + |g — ¢'|d(g; V)™

lg — ql‘d(%y)k car 1> k.

AR ZANRZANRVAN

Enfin supposons dimY =1 et i < —1. Alors k est négatif et

[dp(q) — do(IP; (O] S g —q' (Y5 M)
S g — Y A)?d(q; V)™ (Qaprés (Z1T))
S g =Y A)%d(; Y)Y (car k<),
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et alors

u+v

(P = PYa] S ldgu(@)lI(PY — P2)(@)| + 1Déla) — D(d)IPL(@,)]

O

Définition 3.2.2. On dira que (v; G) satisfait la condition l;, pour j € RUR_ et
k€ RUR,, si elle satisfait la condition (i) de la proposition B2Z11

La condition [; ;. est reliée aux conditions et t{. Plus précisément on peut obtenir
celle-ci & partir de la condition ¢* ou #]. Les conditions que nous donnons dans la
proposition qui suit ne sont pas nécéssaires mais elles permettront de donner des
critéres de détermination avec un nombre réduit de conditions. Soit v une application

C". On définit le réel ro(v) comme le plus grand entier inférieur ou égal a r tel que
o(z)| < |2

Proposition 3.2.3. Soient i et j deur éléments de RUR™ avect < j. On a :
(i) Si (v;G) satisfait t' et t] alors (v; G) est Ljpw)—j_i-réqulier.
(ii) Si (v; Q) satisfait t) alors (v;G) est Ljiro(v)—25 -Téqulier.

(i) Si (v; G) satisfait 7 alors (v; G) est Lj,pow)—3;-régulier.

Démonstration. D’aprés le théoréme des accroissements finis pour tout couple (x; ')
satisfaisant |z — 2'| < % on a |d,v — dyv| < |2[°®=2|z — 2/|. Et comme ' nous

1 i—1 J 1 i—1 : . P )
TR 2|t et ] nous donne T EY < |x]? ! le point (7) est demontre.'
Le point (iz) vient du fait que ¢} implique #/. Le point (ii7) se déduit du fait que ¢’
implique 2. O

donne

Remarque 3.2.4. En fait on a |d,v — dyv| < |o[m@x(0®)=20)|5 27| Le résultat est
donc toujour vrai avec max(2;rg).

3.2.2 Pullback de fibrés vectoriels

Soient ¢ et k des éléments de RUR, tels que ¢ > k. Soit j € RUR_ et p € RUR,,
telsque j >0, p—j>0eti>k>—j.

Théoréme 3.2.5. Soit v une transversale directe. Si (F*v;G) est L(i; j; k), t5%) et
lj -régulier alors (v; F.G) est L(i + p;j — p; k + p).

Soit F' une déformation d’ordre p. On note D, la distribution engendrée par les
Pq(Zﬁl ti0shis — 0s), s #r, ot q=F(p). Soit m,, la projection sur I'orthogonal
de D, , dans A,. On démontre quelques propositions qui nous seront utiles pour la
démonstration de ce théoréme.

Proposition 3.2.6. On suppose les mémes hypotheéses que dans le théoreme [Z21
pour la transversale v = 0. Alors il existe H € H(0;7 — p) tel que :
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(i) p(Y5Ag) S Imp(3o20 00ahur — O)
(it) Pour tout couple (p;p') € HNX x HNX satisfaisant |p — p'| < 5=d(p;Y') :

Trp = T S Ip = Pld(gY \mpztﬁhzr— )

ot g =F(p) = (z;t1;...; ).

Démonstration. On traite le cas j € R le cas 7 € R_ se traite de maniére analogue.
Soient H; et Hy les voisinages d’ordre —i et j respectivement, donnés par la
définition de la condition L(7; j; k). Comme —i < j on peut supposer que Hy C Hj.
Si Hs s’écrit
= {q e RY/|t] < ¢(q)d(q; )"V},

et si ¥ est une fonction telle que | Z;.n:lo hjso(x)] < b1 (p)d(p; Y')?), on pose

H = {p € Bl < SO(P()(p)dp: V)00,

ou Yy(p) = W Alors H € H(0;7 — p) et si p € H alors ¢ = F(p) € Ho.

On raisonne par 'absurde pour démontrer (7). Supposons ]ﬂnp(@r—zgl ti0:h )| <
p(Y;A,) sur H.

Solent p € H, ¢ = F(p). Soit 7,, la projection orthogonale sur D,(p). On a
Trp+m, = P,. Soit w(p) le vecteur de D, (p) qui se projette sur 7, ,(0, _ZJm:/1 ti0xhu )
par P,. Alors Pq(z:lm:/1 ti0:hiy — 0p) = Py(w) + 7Tr7p(27;/1 t,0.hy» — Oy) et donc :

P> " t10:hiy — 0 — w(p))] = [mp( Zt Dphiy — 0,)| < (Y5 Ay).

D’apres (Z215) p(YA < Cd(q;Y)"™. De plus, puisque p € H, on a |t,| < |z]P=

et comme |0 Ry, | S |z|P” ‘- , on en déduit :
60l | < | (3.9)

pour tout [ compris entre 1 et m/.

Or la condition (ZTH) dit que
n(Y:A,). Alors :

(YA 7 S ||t Comme j > —iil vient [ 37,7 4l <

|Py(0, —w(p))| < (Y5 Ay).

Ce qui contredit la définition de p(Y'; A,) et démontre le point (7).

Montrons le point (i¢). Puisque 7, , + m, = P,, il suffit de démontrer (i7) pour les
projections 7, , et P, a la place de 7, .

Soient (p;p') € HNX x HN X tels que [p—p/| < d(p;Y’). On pose ¢ = F(p),
q = F(p') alors, comme F est lipschizienne |¢ — ¢’| < C|p — p/| et donc puisque
(p;p') satisfait \p | < 26 d(p;Y"), (q;¢') satisfait & une égalité du méme type si ¢
est choisi assez grand et d’aprés (220) on a :
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/ /

(P = P)(S )| S|Py = Pyl S i,

1=0 =0
lg—q'|d(q;Y) (Y3 Ay) d(q; Y)P
g — ¢|d(¢; V)" (Y A (Y A,)  (3.10)

De plus pour tout I, 1 <1 <m/,on a:

AN

S
S

Doty — 0wt < [t — El|0uhin] + [0 hur — Dl ||
p—P|(d(g; YY) +d(g;Y)"?)

p — P |u(Y5 Ag)d(q; V) d(g; V)2

I — P/ |(Y5 M) (V5 Ag)d(q; V) (g V)™

(
p— P/ |u(Y; A (Y3 A)d(g; V)P (3.11)

En ajoutant (Z16), (BI1) et (BI0) il vient la majoration suivante :

AR VAR IARIANIAN

[Py(D ti0shie = 0:) = Py(Y_ 6i0uhuy = 0:)| < o — /| d(a; Y ) Y3 Ag)pua (Y5 Ay).
=1 =1

Ceci montre en particulier que la condition (ii) est vérifiée pour la projection P,.
D’apreés la proposition [LZ4] on peut remplacer p; par vy.

De plus v1(Y; A,) < d(P,(0,); V;). min{| P, (w)|/w L 0,, |w| =1,w € Y} par dé-
finition de v; (on rappelle que V, désigne le sous-espace de A, engendré par les
P,(05), s # r). Et comme, pour tout entier s, |ZZ1 ti0hs] < pi(Y:;A,) (en
vertu de t] et p —j > 0), on a en particulier |27;/1 10 s| < gngPq(w)D et

jwl=1

\ Zlmz/l 6,0y | < |d(P,(0,); V;.)| au voisinage de zéro. Par conséquent :
d(Py(0,); Vi) ~ d(Py(0, = > t10shu,); V). (3.12)
=1

De plus si w € Y est un vecteur unitaire tel que w L 0., en notant D.(p) 'espace
UeCt((Z;il tlal'h'l,s - as)s;ﬁr) .

/

d(w, DiAq)) < max(| Y tidh )

=1
et donc :
Juin (Py(w)) ~ min (1Py(w)). (313)
|w|=1 [w]=1
De (B12) et (BI3) on déduit :
i(Yid) S AP0, = 0, V) min (Rw)).  (3.14)
=1 [wl=1
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Or, par définition de D, tout vecteur w de D, vérifie Py(w) = 7, ,(w). De plus :

Py =Y 00ahuy); Vi) < d(Py(0, — Ztla hip); V) + (Vi V)

< P,(0, —Ztla hyr); +max\2tla hys|

/ /

= |mp(8, — Ztl&vhl,r)\ + max| Ztl&vhl,sL
=1

Mais d’apres (7) : (Y3 A,) < \Wm,(@r—zzil t:0.h)| et comme max| ZZI ti0:hs| <
d(q;Y)? < pu(Y;A,) on peut écrire :

P,(0, —Ztlﬁ M )i Ve) S (0 —Ztlah”

Et donc on déduit de (BI4) que :
(Y5 Ag) < Jmep(D tidehuy — Or)|-min (|7rp (w)]. (3.15)

=1 |w|=1

Et donc pour tout w € D.(p) :
P, (w)— P,y(w :
Pal) ~ Er @O < 1y (s V) (Vs A o (3 1, — 0,)
| Py (w)] =

et par conséquent :

i

3(D(p); (1)) S |p = P1d(g; V) (Y3 Ag) I (D 00 = 0,)].
=1

Ce qui implique en utilisant le point (7) :
3Dy (p); Do) S |p = p'ld(@: Y )| Ztﬁ hie — 0,)]-

Or comme 6(D,.(p); D, (p')) = |7 p — T | o0 en déduit :

|§T\7’,p - %\T,p/| S |p - p/||x|k |7T7",p(z tlaxhl,r - 8r)|2-
=1

Et donc, via (BI1]), il vient :

/

‘%r,p<z tlazvhl,r — r _7Trp Ztla hlr - ‘ S |p p ||x‘k ‘ﬂ-rp Ztla hlr _ar>|2

=1

ce qui donne le point (i1). O
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Lemme 3.2.7. On suppose les hypothéses de la proposition [ZZ14. On suppose aussi
que i est supérieur ou égal a —1. Alors il existe H € H(v;j — p) dans R tel que
pour tout point pe X N H :

|7T7’,p(ar) - 87"| S d(p; YI)HI
pour tout entier 1 < r < m.

Démonstration. On construit H comme dans la proposition précédente. Soient p €
H et ¢ = F(q). On note A(p) 'orthogonal de ’espace engendré par les vecteurs de la

famille (05 — Zﬁl 610l s)s2r €t D(p) Pespace engendré par les vecteurs de la famille
(0, — 27;/1 t10:hi ) 1<r<ms. Alors 7., est la projection sur A(p) N A,. De plus, puisque
d, € Y N A(p), il suffit de voir que 6(Y N A(p); A, NA,) S d(p; Y') L.

Comme ¢ est supérieur a —1 on a d’apres la remarque n(Y;A,) >e>0. Et
puisque |Z;i1 ti0:his| S |z|P et p> 1 on en déduit :

€
wDP)iAg) 2 5
pour ¢ voisin de zéro.
Mais puisque A(p)* C D(p) il vient :
€
AP Ag) = 5 (3.16)
Or :
o(Y N A(p); Ag)
Y NA(p); A, NA(p)) < 1
( (2} A4 0 4(7) u(A(p)*+5 Ag)
S (Y NA(p)A,) dapres (BIG)
< dlgY)™
U

Preuve du théoréme [ZZ Remarquons d’abord que l'on peut supposer, sans perte
de généralité, que v et Fv sont nulles. En effet on peut poser F' = ¢, o F'o ¢, et
alors F*0 = 0 et d’aprés le lemme B211 (4), (u; F*G) est L(i;j; k) si et seulement si
(0:¢* ,F*G) = (0; F*¢* ,G) est L(i+p; j— p; k+p). De plus comme i+ p est supérieur
ou égal & —1 d’aprés le lemme B2T1 (i4i), (0;¢* ,G) est L(i;j; k) si et seulement si
(v; G) Vest. 1l suffit donc de démontrer le résultat pour F avec (0; 0% ,G).

D’aprés le corollaire il existe un voisinage Hy de I'y N X telle que la condi-
tion (ZTH) soit vérifiée puisque celle-ci est équivalente a la condition ¢~*. En vertu de
la proposition le résultat sera démontré si on trouve un voisinage H* € H(k;0)
dans R? tel que G admette une section lipschitzienne d’exposant & définie dans ce
voisinage.

Soit H* € H(v;j — p) le voisinage obtenu dans la proposition

On pose pour p € H* et r € {1,...,m} :

71-r,F(p) (ar)
<0 — Z;n:1 t aﬂﬁhjﬂ" 3 7T?",F(p)(av") >

Wy (p) =
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On déduit facilement du lemme B8 (ii) :
w,(p) — w,(p) S |p — pld(@: Y)". (3.17)
D’autre part d’aprés la construction de w, on a, pour r # s, < w,(p); Z;ﬁl t;0phjs—

05 >= 0 et donc pour s € {1,...,m} différent de r :

<w(p); > tiOshjs > = <w,(p);0s >
j=1

Wy 5(p)- (3.18)

Et puisque < w,.(p); 9, — Z;”:ll t;0phj, >=1, il vient :

< wnN(p); thamhjm > = < wr(p); 8T > —1
j=1

= w.(p) — 1. (3.19)

Alors on pose pour r € 1,...,m’ :

¢ (p) = (Z he (@) win(p); ;.5 1.5 0)

ot le 1 est en r®™M€ position de sorte que :

W(Cr(p)) = ar-

De plus comme :

8F m/ m/

a—x(p) = (Id;) tydahyas..; Yty dahym)
j=1 j=1

OF

8ts(p) = (O;...;O;h&l(x);___;hs’m(x))

il vient en utilisant (BI8) et (BI9) :
dFP)(G () = O hra@) win(®): ) hra(x)wry (p))

= Z hoa()wi(p).-

Et par conséquent ( est une section de F*G.

De plus (¢(p) — 9) = (32521 hrj(x)w;n(q); 0). D'apres (i), on a |Jw,1(p)| =
r ;( y < ﬂ(yl_Aq). Pour ¢ < —1, l'inégalité (ZIH) de la condition L(i; j; k) nous dit

que

1 4
- 5 d q;Y z+1.
u(Ys5Ag) @Y)
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Pour i > —1 on applique le lemme B2 Ceci montre que |w,.1(p)| < d(p; Y)" .

Par conséquent dans tous les cas |w, x(p)| < d(q; Y')" et donc puisque |h(x)| <
d(q;Y)?

C(p) = 3| S d(p; V) +H (3.20)

Et donc, sur H*, (, est une section rugueuse d’exposant ¢ + p + 1 qui reléve
0.. Comme i > k, (, est a fortiori une section lipschitzienne d’exposant k + p. Il
reste donc a démontrer que pour (p;p’) € H* satisfaisant [p — p'| < £d(p;Y”) on a
\Q(J(?)) — G S dp; Y)Y p - p.

r7

G(p) =GPl = |

m

B (2w N () = Y o (2w (p)]

j=1

NE

<.
Il
-

NE

< |

<.
Il
-

et, comme h posséde un p-jet nul, on utilise ([B20) et (B:I:ZI) pour terminer la dé-
monstration. O

Corollaire 3.2.8. On suppose que i > —1. Si (F*v;G) est L(i; j; k) alors (v; F.G)
est L(i + p; 7 — p; k + p) régulier.

Démonstration. On peut comme dans le théoréme supposer que v et F,v sont
nulles. En effet puisque ¢ est supérieur ou égal & —1 on peut appliquer le lemme
B2l a la source et au but. Comme ¢ > —1 et p > k + 2 il vient b > 1. Or, puisque
i < —1, u(Y;A,) ne tend pas vers zéro et par conséquent p(Y;A,) non plus. La
condition ¢; s’avére donc pour le couple (0; G). Comme la fonction nulle satisfait la
condition (i) de la proposition BZZT] le théoréme s’applique donc pour donner
le résultat. O

Dans le cas ou Y est de dimension 1 on a un résultat meilleur puisque 'on peut
omettre la condition /.

Théoréme 3.2.9. On suppose que Y est de dimension 1. Si (F*v;G) est L(i; j; k)
et t-régulier alors (v; F.G) est L(i + p;j — p; k + p) réqulier.
Démonstration. De méme que dans la preuve du théoréme on peut supposer

que u et v sont nulles en appliquant & la source le lemme B2.7] (i7¢). On note 0, le
vecteur qui engendre Y. Puisque la condition ¢ est vérifiée on peut démontrer les

inégalités (BID]) et (BII). On en déduit :

/

Ztld hi — 0p) — Ztld he = 0| < la = d'ld(g; Y)Y Ay)?

car en dimension un p(Y;A,) et ,ul(Y; A,) coincident.
| Pp(p)(0zh—01)|2

¢(p) = (wn(p),1).

La suite de la démonstration est la méme que dans la démonstration du théo-
rém k.20 ]

On pose donc pour p € X*, w(p) =

(hrj () = he (@) [wrn ()| + | Z Ry (@) [wr, e (p) — wr N ()
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3.3 Pullback et fibrés C!

Dans le cas ot le fibré G est un Y — fibré au dessus d’un voisinage de 'origine qui
est lisse en dehors de Y, on peut démontrer que le fibré obtenu aprés pull-back est
C* en affaiblissant la condition L(i; j; k). Ces théorémes nous permettront d’obtenir
des critéres de détermination C'* portant simplement sur les dérivées premiéres et se-
condes de I'application. Dans cette section k£ désigne un nombre réel. Pour simplifier

on notera L(k) la condition L(k; —k;k).

On se donne donc G un Y —fibré au dessus d’un voisinage ouvert U de zéro dans
R?. Soit « une fonction définie sur U \ Y prenant des valeurs strictement positives.
On dira que (v; G) est L(; j; k) localement en tout point de U si la condition L(i; j; k)
est vérifiee pour tous les couples (q;¢’), tels que |¢ — ¢'| < a(q) (pour une fonction
a quelconque).

Cette condition est plus faible puisque 1’on a remplacé id(q; Y') par une fonction
quelconque.

Proposition 3.3.1. Soit G comme dans le paragraphe qui précéde. Soit F' une dé-
formation d’ordre k. Si (F*v; Q) est L(—k) localement en tout point et satisfait t}
et lyx. alors (v; F.G) est un fibré C*.

Soit F' une déformation d’ordre k. Si (F*v;G) est L(—k,) localement en tout
point et satisfait t\~ et ik —k, alors (v; FLG) est un fibré C.

Démonstration. La preuve est exactement la méme que pour les fibrés vérifiant la
condition L(i;j; k). Les sections lipschitz d’exposant 0, localement en tout point
ont leur dérivée qui tend vers zéro et sont donc C'' au voisinage de 1'origine. U

3.3.1 Eclatement et conditions L

Le blowing-up de T. C. Kuo et D. Trotman [Ku-T| est une transformation sur les
espaces stratifiés. Modulo un carte il s’agit 1a en fait d’un cas particulier de pull-back
par une déformation de tranversales.

On se donne (X;Y) un couple de strates c’est a dire que X est une variété lisse
telle que Y C X \ X. On dit que (X;Y) est ¢ (vesp. L(z;75;k)) si (v;(X;Y)) Dest
pour toute transversale directe v. On définit :

Y = {(0;P) € {Ope} x Gi_,,,/P DY}
X={(gP)eR'xG% , /e PNX PeY}.
Alors, un théoréme dit a D. Trotman et T. C. Kuo nous dit que :

Théoréme 3.3.2. Soiti un réel supérieur ou égal a 1. Si (X;Y) satisfait la condition
ti alors (X;Y) est une stratification '~ réguliere.

En particulier si (X:Y) satisfait la condition t alors (X;Y) est une stratification
w-réquliére.

Ici on énonce :
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Théoréme 3.3.3. Si (X;Y) satisfait la condition L(—14;1; 1) alors le fibré tangent
aY sétend a un Jibré tangent a X C' au sens de Whitney. L’ensemble XUY est
alors C! trivial le long de Y .

En particulier ceci est vrai pour les stratifications (X;Y') qui satisfont la condition
L de Mostowskz.

Démonstration. On rappelle que R = R” x R™. Le probléme est local.
Modulo une carte de la grassmannienne on peut écrire X et Y comme suit :

(i) Y = {Oga} x U ott U est un ouvert de R™™.
(i) X = {(z;t;u) eRIX U/ wyuji=t; Vje{l,...,m}}

125Sm
Soit I'application p(z;t;u) = (z;u) € R™ x R"™. On pose alors X = p(X) et
aussi F(z;u) = (23D 5 Uii%ii -3 D iq Umii). Alors F' est une déformation d’ordre

1 . Soit G le Y—fibré au dessus de X défini par A, = P,(Y) ou P, désigne la
projection sur 7, X. Puisque (F*0; (X;Y)) satisfait la condition L(—1,;1;1,) le Y-
fibré (F*0; G) la vérifie aussi et d’aprés le théoreme BZZH il vient que (0; F,.G) satisfait
la condition L(04;0;04). C’est en particulier un fibré C' L au sens de Whitney en zéro.
Par définition du pull-back F,.X = X et par conséquent F,G induit au dessus de X
un sous-fibré du fibré tangent a X. Puisque celui-ci est C'! au sens de Whitney on
peut I'étendre & un Y-fibré au dessus de R™*D™ tout entier a I’aide du théoréme
d’extension de Whitney. Soit ¢ : RFDm — R4 x R™™ l'application C'™° définie par
O(xyu) = (3 301, Tt -5 2o Titlmi; w). On reléve alors le Y-fibré (F*0; G) & un
Y-fibré G au dessus de RY x R™™ en posant A = dp()?(Ap(g)). Comme ¢ 0 px = idg

et F,.G tangent a X, le fibré G est tangent a X.
O

Exemple 3.3.4. On définit Uensemble X par : X = {(z;y;2;)/y> = 2*2° + 27}.
Alors le lieu singulier de X est I'axe O,. Il est possible de voir [J] que la stratification
(X \ O,;0,) est une stratification lipshizienne au sens de Mostowski.

Alors, en vertu du théoréme précédent 1’éclatement grassmannien X est O trivial
le long de I’ensemble des plans transverses a ’axe O,.
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Chapitre 4

Isotopies lipschitz et rugueuses

Ce chapitre donne plusieurs théorémes d’isotopie sur des espaces stratifiés vé-
rifiant les conditions définies au chapitre 2. Les trivialisations obtenues nous ren-
seignent sur I’évolution des types métriques des fibres d’une famille. On s’interesse
d’abord au cas rugueux ou l'on généralise les théorémes donnés par Verdier [V] ou
[T-W]. On passe ensuite au cas lipshitzien. Dans les deux cas on majore la distance
de la trivialisation a l'identité.

On donne ensuite une condition plus faible que la condition w de Verdier (la
condition 7(In”)) qui généralise la condition r¢ de P. Orro et D. Trotman [O-T).
Le théoréme d’isotopie qui en résultera nous permettra au chapitre 5 d’établir que
la condition r de T. C. Kuo [Ku-I| implique la continuité de la densité pour les
ensembles log-exponentiels. Une autre conséquence de la condition r(In”) est la
pseudo-platitude normale, ce qui étend les théorémes de [O-T), [H-M] ou [Hi|. II est
intéressant de remarquer que la condition 7 elle-méme ne suffit pas au dela du cadre
sous-analytique.

4.1 Trivialisations de familles w’ réguliéres

Dans cette section on donne des théorémes de trivialisation a l'ordre ¢ de familles
d’espaces stratifiés ou feuilletés. Ces résultats généralisent ceux donnés par J. L.
Verdier dans [V] ou par D. Trotman et L. Wilson dans [T=W].

4.1.1 Isotopies rugueuses

On se donne 7, un élément de RUR,.

Définition 4.1.1. Soit A un sous-ensemble de R?, p > 1. Soient f une application
de A dans R". On appelle i-approximation de f toute application ¢ : A — R"
vérifiant :

(@) = g(x)| < |-

On donne maintenant une propriété d’extension des champs qui nous servira
pour établir notre théoréme d’isotopie.

43
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Proposition 4.1.2. Soit X un sous-ensemble de R? fermé contenantY . On suppose
que X posséde une stratification {Y, X1, ..., Xn} telle que chaque couple (X;; X;)
soit w réqulier et que chaque couple (Y; X;) satisfasse la condition w'(i. e. t%177).
Alors tout champ tangent a 'Y s’étend a un champ rugueux d’exposant i tangent aux
strates et rugueux relativement a la stratification (au sens de Verdier).

Démonstration. Soit w un champ défini sur Y. On définit I'extension sur le k-
squelette par récurrence sur k. On suppose donc le champ défini sur le (K — 1)
squelette. D’aprés [V]| puisque tous les couples de strates vérifient la condition w,
ce champ s’étend au k squelette en un champ rugueux w lui aussi. Soit A =
{X;/dim X; < k — 1}. Soit U un voisinage de A suffisament petit pour que w
soit lui aussi rugueux d’exposant ¢ par rapport & Y. On étend w aux strates de di-
mension k en posant w(q) = w(w(q)). On recolle alors w et w & ’aide d’une partition
de l'unité subordonnée au recouvrement (U; Ay \ (U UY')) pour obtenir un champ
qui a les propriétés requises. ]

On peut énoncer maintenant le théoréme d’isotopie suivant :

Théoréme 4.1.3. Soit X comme dans le théoréme précédent.

Alors il existe un voisinage U de zéro et une application h : 771 (U) — N x U qui
préserve les X; Nw1(U) au voisinage de Y telle que, pour tout y de U, h, : N, —
N x {y} soit i-approzimation de l’identité. h est en outre dérivable sur chacun des
Xy ainsi qu’au voisinage de chaque point du complémentaire de X .

Démonstration. On démontre ce résultat comme dans [V]. On peut étendre une base
de Y a un systéme de champs tangents rugueux relativement a la stratification et
rugueux d’exposant ¢ relativement a Y en vertu de la proposition BET.2. Ces champs
étant rugueux on en déduit l'existence des courbes intégrales ¢(q;t) comme dans
[V]. De plus :

d(g;Y)e ™ < d(¢n(g;5);Y) < e“d(g; ).

et donc d(q;Y) ~ d(¢-(q; s);Y). De plus d’aprés le théoréme des accroissement finis :

[T (¢(q;t)) —al < tsup |m(w(e(g; s))|

s€[05t]

< tsup |d(o(g;s);Y)|'
s€[0;t]

< td(g;Y)

O

Remarque 4.1.4. Lorsque ¢ € R, ’homéomorphisme est une ¢-approximation de
I'identité. Elle vérifie donc |h(q) — ¢| < Cd(q;Y)". En fait dans la preuve précédente
|7t (d(q;t)) — q| < Ctd(q;Y)" et par conséquent la constante peut étre choisie ar-
bitrairement proche de 0 pourvu que t soit assez petit. Lorsque ¢ € R, l'isotopie
vérifie |on(q;t) — qn| S ¥(|gn|)|t| ot ¢ est une fonction qui tend vers zéro en zéro.

On donne maintenant une “version feuilletée” de ce résultat. On ’énonce sans
démonstration car celle-ci est analogue au théoréme précédent. Elle nous servira pour
démontrer les théorémes de R—suffisance rugueuse a 'ordre 7 des jets d’applications
au chapitre 6.
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Théoréme 4.1.5. Soit (X,) une famille de variétés telle que X, UY soit fermée, et
X =UX, UY fermée. Soit G un Y -fibré induisant sur chaque X, un sous-fibré du
fibré tangent a X,. On suppose que G est rugueux d’exposant i avec 1 > 1.

Alors il existe un voisinage U de zéro et une application h : 11 (U) — N x U qui
préserve les X, N7 Y(U) au voisinage de Y telle que, pour tout y de U, h, : N, —
N x {y} soit i-approzimation de l'identité. h est en outre dérivable sur chacun des
Xy ainsi qu’au voisinage de chaque point du complémentaire de X .

En outre h est lisse en tout point ou G est lisse.

4.1.2 Isotopies In” réguliéres

Pour avoir des trivialisations qui sont sur chaque fibre des 1-approximations de
Iidentité il n’est pas nécéssaire de recquérir la condition w de Verdier. On peut
affaiblir le théoréme en utilisant la condition r¢ introduite par D. Trotman et P.
Orro dans [O-T). Ici nous allons généraliser ce qui est fait avec la condition 7¢ en
introduisant la condition r(In”) un peu plus faible. On généralise le travail fait par
P. Orro et David Trotman et on obtient notamment la pseudo-platitude normale.
En sous analytique cela revient au méme mais en [og-analytique cette condition est
plus faible et se rapproche davantage de la condition (b) de Whitney notamment en
dimension 1.

Dans cette section (8 désigne un réel strictement supérieur a 1.

Définition 4.1.6. Une application w définie sur X C R? sera dite r(In”) réguliére
en tg € Y si elle vérifie :

d(q;Y) .
|T(q) — to| In” |7 (q) — to|

[w(g) = wm@) 5

Définition 4.1.7. Soit X une variété telle que Y € X \ X. On dira que (X;Y)
vérifie la condition r(In”) en t, s’il existe un voisinage de t, tel que pour tout point
q dans ce voisinage :

S(YV;T,X) < d(¢;Y)

~ |7(q) — tolInPlr(q) — to| (4.1)

Cette condition est bien sur plus faible que la condition r¢ donnée dans [O-T.
Toutefois en sous-analytique la condition » de Kuo et la condition a + ¢ pour un
certain e coincident. Comme a +7(In”) est entre ces deux conditions elles coincident
toutes les trois dans le cas sous-analytique. En log-analytique on peut construire des
stratifications satisfaisant la condition r mais pas r(In”) avec 8 > 1.

On va donner des théorémes d’isotopie par des l-approximations de l'identité,
sur des espaces stratifiés vérifiant relativement a Y la condition 7(In”).

Dans ce qui suit X désigne une partie de R™ contenant Y et & désigne une
stratification de X, S = {Y, Xy,..., Xn}. On suppose que tous les couples (X;; X;)
satisfont la condition ¢ de Bekka et que tous les couples (Y'; X;) satisfont la condition
r(In?) et la condition a de Whitney ((0;S) t' nous suffirait). Le lecteur qui n’est
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pas familier avec la condition ¢ pourra la remplacer par la condition b de Whitney.
L’ensemble X'\ Y est stratifié par { X7, ..., Xy}. Cette stratification étant c-réguliére
celui-ci peut étre muni d’une structure d’espace stratifié abstrait (cf [Be] ou [Ma=2])
(75 pi)ier compatible avec 7, puisque tous les couples (X;;Y') satisfont la condition

(a) de Whitney.

Proposition 4.1.8. Soit w un champ tangent a Y. Alors w est w relevable a un
champ continu r(In”)-régulier controlé relativement au systeme (74 p;)icr.

Démonstration. On note Ay le k-squelette. On étend w sur Ay par récurrence sur k.
Pour k = m+1 on pose w(q) = P,(w(n(q)) ou P, est la projection sur le tangent au
point g de la strate contenant ¢. Alors w est r(lnﬁ ) régulier en vertu de la condition
r(In”) et continu en vertu de la condition a.

Supposons w construit sur le k squelette. Alors w s’étend a un champ continu
controlé w dans un voisinage de Ay \ Y dans A,y \ Y. Ce champ étant continu et
r(In?)-régulier sur A;\Y, il est toujours r(In”) régulier dans un voisinage suffisament
petit U de Ay \'Y dans Agyq \ Y. De plus, en posant & nouveau pour ¢ € Apiq1 \ Ay :
w(q) = P,(w(m(q)) ou P, est la projection sur l'espace tangent au point ¢ de la
strate contenant g on construit un champ continu sur Agyq \ Ax UY qui est fr(lnﬁ )-
régulier. On note U' = {q € Ay1/d(q; Ax) > d(q; U¢)}. Soit (ay; ae) une partition de
I'unité subordonnée au recouvrement de A1 donné par (U;U’). Le champ w(q) =
a(q)1w + as(q)w(q) a les propriétés recherchées. O

On déduit de 'existence des champs les théorémes d’isotopies par des 1— ap-
proximations de I'identité.

Théoréme 4.1.9. Soit X comme précédemment. Alors il existe un voisinage U de
Uorigine et une isotopie H : =1 (U) — 771(0) x U continue, dérivable sur chaque
strate et telle que :

[Hn(a;t) — an| < Cd(q; Y)In' ™" |m(q)]. (4.2)

Démonstration. On intégre le champ n;(q) = % ol w; est le champ donné
par la proposition qui reléve le champ —0;. Il faut démontrer I'existence et
I'unicité des courbes intégrales. On note 0; un vecteur de la base cannonique et ¢
la coordonnée suivant ce vecteur. Les courbes intégrales étant controlées, puisque le
champ w l'est, elles ne peuvent pas passer d'une strate X; a une strate X;. Il faut
montrer que les courbes intégrales ne rencontrent pas la strate Y avant ¢ = 7(g). On

procéde comme dans [O-T]. On note ¢ le flot de n. On pose f(t) = |p(q; t)m(P(q;t))]|.

Alors :
Fi) == n(o(g: ) m(n(¢(g: 1)) s (a; ) ((g; 1)) >
|6(g; t)m(d(g: 1)) '

et puisque 7 est 7(In”) régulier il vient :

() 1
70 = rele @ )]

ol ty désigne la coordonée de ¢ suivant t.
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La fonction |zlnfx| est croissante pour z < 1 et |t — to] < |7(¢(g;t))|. Donc
[m(q; Olin? [7((g: )] = [t — tolin [t — to.
Or |¢(g;t)| > |t — to|, on a donc a fortiori :

rol. c
f(t) = [t —to|InPlt —to|

(4.3)

On en déduit £ ((t)) > Wgw‘ Ce qui implique pour t < tq :

F(#) = £(0) exp(C(In =Pt — to] — In'Pto])).
Ce qui démontre que la courbe intégrale ne rejoint pas Y avant ¢ = t, (puisque
g>1).
De plus on peut déduire de I'inégalité (E3) :
F(t) < CF(0) exp(C(In"P[to] — in'~P[t —to])).

Et donc f(t) ~ f(0).

on@t) —a = | / °nN<¢<q; $))ds|

to
<
- C|/ slnﬁs
Cf(0) /
Cd

>~ (Q7 lnl ﬁ |t0|

IA

—ds| car f(t) ~ f(0)

O

Remarque 4.1.10. L’inégalité¢ (E2) montre que le mouvement latéral des sécantes
tend vers zéro. On obtient donc que la condtion 7(In”) (avec 3 > 1) avec la condition
a impliquent la pseudo-platitude normale et la condition n (cf [O=T)).

En dimension 1, pour des stratifications sous-analytiques, la condition b de Whit-
ney implique que le rapport de Kuo tend vers zéro et donc implique a + ¢ pour un
certain e et donc r(lnﬁ ) pour tout . En log-analytique ceci n’est pas vrai.

4.2 Isotopies lipschitziennes

4.2.1 (i;k) approximation de ’identité

Définition 4.2.1. Soit A un sous-ensemble de R™.
Une fonction h : A — R™ sera appelée (i; k) quasi-isométrie si elle satisfait pour
une constante C les conditions suivantes :
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(i) Sii e R :
d(q;Y) e €10 < |n(q) — h(0)] < d(g; Y) SO, (4.4)
() Sii e Ry :
d(gsY) e O < [h(q) — h(O)] < d(g;Y) X0 (45)
ol 1 est une fonction définie sur A qui tend vers zéro quand ¢ tend vers Y.

(ii) On note y(q; ¢') = max(d(q;0);d(q’;0)).
Si k € R : pour tout couple (¢;¢') € A x A

_ Nk Nk
la —q'| e “* @ < |h(q) — h(q)| < lg — ¢'| P10 (4.6)
(i') Et si k € R,
lg— | e~ (@:d)0o0(a:q")* < |h(q) = h(d)| < |qg— ¢ V(a0 (a:a")* (4.7)

o ¢ est une fonction définie sur A x A qui tend vers zéro quand (q;¢") tend
vers Y X Y.

Définition 4.2.2. Soient f et g deux fonctions C'. On dit que f est une (i;k)-
approximation de g a l'origine si les conditions suivantes sont vérifiées :

|f(z) = g(@)] < [ (4.8)

et
|Dyf — Dag| S |2 (4.9)

Proposition 4.2.3. On suppose que k est positif. Alors une (i; k)-approzimation de
lidentité est une (i; k) quasi-isométrie.

Démonstration. Soit f une (i; k) approximation de l'identité. D’aprés () et le
théoréme des accroissements finis, pour tout couple (z;z’) satifaisant |z — x/| < @ :

|f(z) = f(&') = (z = 2')| S |2 — 2 (4.10)
De plus d’aprés (L8) on a pour tout couple (x;2’) satisfaisant |z — z'| > %' :
|[f(z) = f(@) = (& = 2')| < |o — 2| max(|z]; |«'])" (4.11)
Ce qui s’écrit :
|f(z) = f(2) = (& = 2")| < (3 2") |z — 2| max(|a; |2'])"")

avec ¥ (z;2") qui tend vers zéro quand (z;2') tend vers Y x Y si i € R, bornée
sinon. On pose ¥(z;2') = (x; 2') max(|a|; |2/|) 7@ =o®),
Ceci nous donne pour tout couple (z;z’) :

(1= o(a2")(w; )|z — 2| < [f(x) = fla)] < (L4 d(a;2)o(w;2')) |z — 2

Et puisque €* ~ 1 4 u la proposition est démontrée. O
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Remarque 4.2.4. (i) L’inégalité (EITl) peut en fait étre substituée a ([E9) pour
donner une définition équivalente d’une (i; k)-approximation de 'identité. Dans
le cas ou la fonction f n’est pas C! on parlera de f comme d'une (i;k)-
approximation de I'identité pour dire qu’elle vérifie les inégalités (EETT]) et (EES])
pour g = Id. C’est a dire :

f(q) —al S dlg; V)™ (4.12)
Et, pour tout couple (q; ¢') satisfaisant |q — ¢'| < %Cd(q; Y):
1£(q) = f(@) —a+d| SdgY) g - (4.13)

Evidemment avec cette définition la proposition précédente est toujours va-
lable. De plus une application f est une (i; k)-approximation de I'identité si et
seulement si f — Id est rugueuse d’exposant ¢ + 1 et lipschitz d’exposant k.

(ii) Pour k négatif la preuve de la proposition précédente peut étre faite. La mino-
ration de I'encadrement final alors obtenu n’a pas d’intérét puisque le minorant
est négatif mais la majoration est beaucoup plus forte que celle d'une (i; k)
quasi-isométrie puisque c’est une fraction rationnelle au lieu d’'une exponen-
tielle.

4.2.2 Isotopies quasi-isométriques d’espaces singuliers

A Tinstar de la condition L de Mostowski les conditions L(7; j; k), pour i > 1,
impliquent 'existence de trivialisation préservant les propriétés métriques des strates
a une hauteur plus ou moins significative.

On rappelle premiérement une proposition qui établit ’existence de partitions de
I'unité avec des dérivées bornées explicitement en fonction des ouverts. On pourra
trouver ce résultat dans [F](3.1.13) sous une forme un peu plus générale.

Proposition 4.2.5. Il existe une constante C' telle que pour toute famille (U;);er il
existe une partition de ['unité C* («;)ier dont les supports forment un raffinement
localement fini de la famille U;, et dont les dérivées vérifient :

C
| < =
= 3

ot h(x) = sup{min{1,d(z; R\ U;)}/i € I}.

Proposition 4.2.6. Soit X un sous-ensemble fermé de R™ contenantY . Soit wy € R
et soit w une fonction définie sur X, rugueuse d’exposant © + 1 et lipschitzienne
d’exposant k telle que w;y = wg. Alors w s’étend a R™ a une fonction elle aussi
rugueuse d’exposant v+ 1 et lipschitz d’exposant k.

Démonstration. Tout d’abord d’aprés la remarque ZTA] puisque ¢ > k, [Z2) est
vraie sans restriction sur les couples (q;¢’) a condition de remplacer d(q;Y) par
0(q;q'). On fixe donc une constante C' telle que pour tout couple (¢;¢') € X x X
I’application w satisfasse a :

lw(q) —w(q)| < Clg—d|0(g;¢)" (4.14)
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Soit 4, = {q¢ € R"/55 < d(¢;Y) < 5}. Fixons un entier p. Sur A,, d(¢;Y) et

d(¢’;Y) sont inférieurs a 5. Par conséquent, d’aprés (EZI), pour tout couple (g; ¢')
dans A, x A,NX x X
lg—d|

lw(q) —w(g)| <C S

(4.15)
On peut donc étendre w)4,nx sur A, tout entier, a une fonction 2% lipschitzienne en
lui appliquant le théoréme d’extension de Banach (cf [Bal). Soit @ cette extension.
w satisfait (EIH). Donc pour tout couple de points (¢;¢’) dans A, x A, :

[w(q) — ()| < C2%q — ¢'|0(q; ¢')". (4.16)

On définit les sous-ensembles de A, :

2
By ={qe€ A/dlg; AN X) < W}

et 1
Cp={q€A/dlg; A4,NX) = W}

D’aprés la proposition précédente il existe une partition de l'unité (a;1 — )
subordonnée au recouvrement de A, donné par (B,;C,) et qui vérifie |d,a| < %
ou h(q) est la fonction définie dans la proposition précédente. Or h(q) > m
il vient |d,a| < 3C2P0~F"1 vz € A, Ceci implique pour ¢ € 4, , |d,a] <
3.Cd(q; Y)*==1. Alors par le théoréme des accroissements finis :

la(q) — a(q)| < 3C|q — ¢|d(q; V)1

pour tout couple (¢;¢') € A, x A, satisfaisant |¢ — ¢'| < 52d(¢; Y).
De plus remarquons que si g € B, alors d(q; A,NX) < W, ce qui implique
puisque g € A, :

2 ‘
d(g; A,NX) < §d(q; YR (4.17)
On pose maintenant w,(q) = a(q)w(q)+ (1 —a(q))wy. Sur B, W est une fonction

rugueuse d’exposant ¢ 4+ 1. En effet, soit ¢ un point de B, et gy un point qui réalise
la distance a A, N X. Alors

d(qo;Y) < d(q;Y) + |qg — qol

2 .
< d(q;YHgd(q;Y)z’k+1 (dapres (@I7))

< 2d(q;Y) car k <i. (4.18)

Alors il vient en utilisant (EI0) :

| (q) — w(qo)| + [w(go) — wol

Clg — q|0(q; q0)* + Cd(q; V)"

Clq — qo|d(q;Y)* + Cd(q; V)™ (d’apres (BEIN))
d(q; Ay 0 X)d(q; Y)* + Cd(q; V)

d(g;Y)™  (dapres (EID)).

[w(q) — wol

VAN VAN VAN VAN VAN
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Et par conséquent w, est lui aussi une fonction rugueuse d’exposant ¢+ 1. Montrons
maintenant que w, est une fonction lipschtzienne d’exposant k. Soit (¢;¢') € A, X A,.

lwp(q) —wy(q) < [(alg)w(q) — ald)w(q) + (alq) — alq’))wol
< |a(g)(w(q) — wo) — a(q') (i (q) — wo)
< lalq) — a()l[w(g) — wol + |a(q)|w(q) — w(q")]
< Clg—¢ld(q; V)" d(g; V)™ + |g — ¢/|d(¢; V)"
< g —q'ld(g;Y)".

A nouveau en appliquant la proposition précédente on trouve une partition de
I'unité (¢)pen subordonnée au recouvrement de R\ Y par les A,. Puisque d(A, \
UA;R"\ 4,) > 7% Vg € A, on pourra avoir : |d,¢,| < 3C.27. Ceci implique que
qF#p
sup|dq¢>p| < d( Y) pour ¢ € A,. Pour ¢ ¢ A, ceci est encore vrai puisque D¢,(q) = 0.

Ce(n nous implique en vertu de I'inégalité des accroissements finis :

\%@—@MNS&;Q (4.19)

pour tout couple (¢;¢') € A, x R"\ 'Y satisfaisant |¢ — ¢'| < %Cd(q; Y).

On pose donc w(q) = Y ¢,(q)w,(q). Comme tous les w, sont rugueux d’exposant
peN
141, il en est de méme pour la fonction w. Il reste a voir que w est lipschitz d’exposant

k. Soient ¢ et ¢’ deux points de R¢.

Remarquons d’abord que chaque point de R™ appartient au plus a deux des A,
et que par conséquent dans la somme définissant w au plus deux termes sont non
nuls pour chaque point q.

Soient (g; ¢') satisfaisant |¢ — ¢'| < 5-d(¢;Y). Alors

w(g) —w(d)] = Y p(@)(wyla) —wo) = Y p(d)(wy(g) — wo)l

< IZI%(Q) — &p(q")[(wp(q) — wo)| + ¢p(q) lwy(q) — wy(q')]
4m_g|ﬂ%YY“+4m—dWWAﬁk

- d(gY)
< 4q—q|dg;Y)’  cari> k.

Pour 7 € R, ou k € R, la preuve est analogue.
O

Remarque 4.2.7. Pour i supérieur a 0, une (i; k) approximation de I'identité est
alors dérivable a 'origine. Si celle-ci est dérivable en dehors de Y sa dérivée au point
q est majorée par |z|F.

Si k est lui aussi supérieur a 0, la dérivée approche l'identité & l'ordre k. La
fonction est alors continiiment dérivable a I'origine avec une dérivée valant I'identité
en ce point.
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Nous signalons ici une erreur chez C.T.C. Wall dans [Wal. Il est dit que la fonction
1, rugueuse a l'ordre 4, est alors C*. Ceci n’est pas nécéssairement le cas. En fait
une telle fonction n’est méme pas nécéssairement C*.

Notons que les constantes lipschitz de l'extension peuvent étre exprimées en
fonction des constantes données initialement et que le rapport peut étre majoré par
des constantes qui ne dépendent que de la dimension.

La conclusion de la proposition précédente peut étre renforcée dans certains cas.
On peut obtenir des informations sur la dérivabilité de extension (cf [Pad]).

Notons que dans le cas d’une fonction C" en dehors de Y la proposition précédente
a l'ordre 0, et 'addendum qui suit sont des conséquence du théoréme d’extension
de Whitney.

Addendum 4.2.8. L’extension w rugueuse d’exposant i + 1 et lipschitz d’exposant
k pourra vérifier en outre :

(i) w est C*° sur R™\ X.
(ii) Soit (W))ier une collection de variétés ouvertes disjointes de X, telle que w

soit dérivable en tout point de W; pour tout [. Alors w est dérivable sur un
voisinage de W, dans R? pour tout .

Démonstration. Pour démontrer le point (i) on procéde comme dans [Pa3] lemme
1.5. En effet, il suffit de remplacer 'extension utilisée, donnée par le théoréme de
Banach, par une extension C*° dans le complémentaire de X.

Soit [ € L une variété. Comme W, est ouvert dans X, on peut trouver un voisinage
W' qui ne rencontrent aucun autre Wp. On étend d’abord w & un voisinage de W,
inclus dans W’ en posant w’(q) = w(mww,(q)) ol Ty, est une rétraction C” sur W;. On
peut faire cela en supposant que les constantes lipschitz ne dépassent pas le double
des constantes initales. Alors les convolées de w tendent vers w avec leurs dérivées
et I'extension est C. O

On peut aussi approximer une extension donnée pour obtenir une extension qui
satisfait aux conclusions de 'addendum précédent.

Proposition 4.2.9. Soit € un réel strictement positf.

Les hypothéses sont celles de la proposition [{.2.0. On suppose en outre que l’on
posséde déja une extension wi rugueuse d’exposant © + 1 et lipschitz d’exposant k.
Alors on peut trouver une extension w qui satisfait aux conclusions de la proposition
229 et a celles de son addendum et qui vérifie | — w;| < €.

Démonstration. La preuve est celle de la proposition jointe a celle de son
addendum. La seule différence est qu’il faut remplacer I'extension utilisée (qui est
donnée par le théoréme de Banach) par w;. O

On en vient maintenant & notre théoréme d’isotopie. Soit X une partie de R? et G
un Y —fibré au dessus de X. On suppose qu’il existe un voisinage de 'origine tel que
G soit un fibré rugueux d’exposant i+1 et lipschitzien d’exposant k dans ce voisinage,
avec i positif ou nul.Soit (Xj)sep une famille finie ou infinie de variétés incluse dans
X telles que X, UY soit localement fermée. On suppose que G est dérivable sur un
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ouvert W de X réunion d’une famille finie de variétés lisses (W))cr, ainsi que sur les
Xp. On suppose aussi que pour tout b € B, G|x, est un sous-fibré¢ du fibré tangent
a Xb-

Théoréme 4.2.10. Soit G comme dans le paragraphe qui précéde. Alors il existe un
voisinage U de zéro et une application h : 7=Y(U) — N x U qui préserve X Nm~1(U)
au voisinage de Y ainsi que les Xy, telle que pour tout y de U hy : N, — N x {y} soit
une (i+1; k) quasi-isométrie, h est en outre dérivable sur chacun des X, ainsi qu’au
voisinage de chaque point de chacun des W; et de chaque point du complémentaire
de X.

De plus pour k positif H est une (i; k) approximation de l’identité. h induit alors
une trivialisation lipschitz de la famille (X,)yev-

Démonstration. La preuve de ce théoréme utilise un argument classique. On construit
un champ de vecteur rugueux et on estime les différences entre les courbes intégrales
a l'aide du lemme de Gronwall. Soit wq(q),...,w,(q) les section de G.Les sections
se prolongent a la fermeture de X dans le complémentaire de Y car elles sont des
fonctions lipschitz & I’approche de ces points la. D’apreés la proposition on peut
étendre chaque w, & un voisinage de zéro dans R%. Ce champ est localement lipschit-
zien sur X, il induit donc un flot ¢, localement en tout point du complémentaire de
Y. Sur Y il induit le champ constant et il est donc clairement intégrable. De plus
puisque ¢ est positif ou nul le champ w est rugueux au sens de Verdier, on peut donc
en déduire, par le méme argument que dans [V], l'existence et I'unicité des courbes
intégrales et :

d(q;Y)e @ < d(g,(q;5);Y) < ePd(q;Y)

Par conséquent pour s € U et ¢ suffisament proche de Uorigine d(¢,(q;s);Y) ~
d(q;Y). 1l en est donc de méme pour 6. De plus :

w(q) —w(d)| < la—q10(a:¢)*
Et donc :
[w(¢r(q;5) — w(en(ds9))| S 1r(a58) — d(d'5 9)|0(00 (g5 5); 60(d's 5))
Ou encore :
w(¢r(g:s) = w(6:(d9)| < (a5 5) — 6:(d9)10(a; 0)". (4.20)
A nouveau d’aprés le lemme de Gronwall il vient pour £ € R :
g = ' e D" S 6,(g5) — 6r(d 8)] < lg — o] 000 (4.21)

Pour k € R, (E20) devient

lw(or(q;8)) —w(oe(q's8))| < Ylon(q;s); dn(q;5)) |9 (g5 ) — or (' 9)|

S sup Y (on(q;5); 9r(q55))
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On pose w(q; q') = sup ¥(o.(q; 8); ¢ (q';5)). Il est clair que ¥ tend vers zéro quand

(¢;¢') tend vers Y x Y. A nouveau d’aprés le lemme de Gronwall il vient pour k € R :

Csp(aiq’ Csd(g:q)

- )
lg—d'| e 2@ <o (q;5) — d0(q59)] < g — (| e 2@aF

On pose donc h(x;t) = (p1(. .. dm(z;tm) ... t1);t).

Puisque les fibres A, sont tangentes aux X; il est clair que h préserve les X;. h
est clairement lisse sur les X, puisque w 1’est.

D’aprés 'addendum le champ w peut étre étendu a un champ lisse dans le
complémentaire de adh(X).

Pour k positif on a d’aprés le théoréme des accroissements finis : :

[br(q:t) — dr(d5t) — (¢ —¢')] < ti%% lw(e(q;8)) —w(d(q; )]

< 0(q;q)f sup |o0(q:8) — ¢.(qss)| dapres (E20)

s€[05t]

S la—d10(g;¢")* dapres @ZI) et k>0

ce qui montre bien que h est une (¢ + 1; k) approximation de 'identiteé. O

Remarque 4.2.11. Si k£ > 0, et si W est tout le complémentaire de Y alors w est
dérivable au sens de Whitney sur X et son extension le sera aussi. H est alors un
difféomorphisme C' qui est une (i; k) approximation de I'identité.



Chapitre 5

Sur le volume et la densité des
ensembles sous-analytiques

Dans ce chapitre nous allons voir comment la densité et les germes des volumes
se comportent a travers des approximations de I'identité au sens défini au chapitre
4. On s’intéresse plus particuliéerement aux ensembles sous-analytiques. En consé-
quence il vient que le long d’une stratification satisfisant la condition w'*, les termes
du développement du volume sont constants jusqu’a 1’ordre ¢ inclus. Lorsque la stra-
tification est w® réguliére les termes d’ordre strictement inférieurs a i sont constants
et le terme d’ordre ¢ est lipschitzien. En conséquence on obtient que la condition w
de Verdier implique que la densité varie de maniere lipschitz. On renforce ainsi un
résultat de G. Comte [Co3| ou [Coll| qui démontre la continuité de la densité d’un
ensemble le long des strates. En outre on donne ici des théorémes qui concernent
aussi bien la densité des fibres que celle de I'ensemble lui-méme. On établit donc
en particulier la continuité de la densité d'une famille w—réguliére. On donne aussi
au passage des propriétés d’équimultiplicité des fibres génériques d’une projection
restreinte & un espace stratifié sous-analytique.

5.1 Deéfinitions et notations

Dans cette section ¢ désigne un élément de R U R supérieur ou égal a 0.

Pour r réel positif on note B(0;r) la boule de centre 0 et de rayon r et S(0;7) la
sphére de centre zéro et de rayon 7.

On appellera famille sous-analytique d’ensembles de R™ x R™, un ensemble A
inclus dans R™ x R, sous-analytique. Pour ¢ € R™, on notera alors Ay la fibre en ¢ de
la famille c’est a dire 'ensemble sous-analytique défini par {z € R"/(x;t) € A}. Si
B est une partie sous-analytique de R™ on désignera par Ap la restriction de A au
sous-ensemble B c’est a dire la famille sous-analytique définie par {(z;t) € A/t € B}.

Etant données deux familles sous-analytiques d’ensembles de R™ x R™ et o une
fonction définie sur R x R™ on définit la notion de a—approximation de I'identité.

Définition 5.1.1. On appelle a-approximation de I'identité tout homéomorphisme
h :R" x R™ — R™ x R™ du type h(z;t) = (hy(x);t) vérifiant :

() — 2] S aflz];t).

95
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[hy () — 2| S al|zlst).

On notera dans ce qui suit H* la mesure de Hausdorff k& dimensionnelle. Etant
donné un ensemble sous-analytique A de R™ et un réel ¢ on notera A, le voisinage
de A défini par {z € R"/d(z; A) < €}.

On va étudier le volume et la densité des ensembles sous-analytiques. L’existence
de la densité pour de tels ensemble est prouvée dans [K-R|. Voir aussi [C-R-L]| pour
le caractére log-analytique des germes des volumes.

Si X est un ensemble sous-analytique on définit les fonctions ¥ (X;r),
¥ et ¢ de la maniére suivante :

O(X;r) =HY (X N B(0;r)),

IZ(XW):Mi;T)

et,

D(X;r) = HHX N S(057))

ol k est la dimension de Hausdorff de X.

Soit A un ensemble sous-analytique de R"™ de dimension [. D’aprés le théoréme
de Gabrielov [Gal (voir Hardt [H| aussi ) il existe un entier naturel N tel que pour
tout P dans G7, card(np'(q) N A) < N Vg€ P ou card(rp'(q) N A) = oo. Ceci
nous donne une partition finie de P par des ensembles sous-analytiques :
KFP(A)={q€ P/cardmp*(q) N A =j}.

J

7 €{0,...N,o00}. De plus 'ensembles des plans tels que K% (A) = ) est dense dans
GT.

A partir des entiers j tels que K ]P # (), on définit pour une projection les multi-
plicités a l'ordre .

Définition 5.1.2. Soit P un plan de dimension [ et ¢ un réel supérieur ou égal a 1.
On dit que j est une multiplicité pour P d’ordre i s’il existe une constante C' telle
que pour tout r suffisament proche de 'origine :

D(KP(ANB(0;7));7) > Cr.
On note alors m(P; A;7) I'ensemble des multiplicités d’ordre ¢ de A pour P.

En sous-analytique le volume est une fonction logarithmo-exponentielle et pos-
séde un développement en série de Puiseux en r et en logr. Nous rappelons ce résultat
que l'on peut trouver dans |[C-R-L].

Proposition 5.1.3. Soit X un ensemble sous-analytique. Alors la fonction v admet
le développement suivant :

Y(X;r) = Z (ag T logg T

a,BeN

= aaoﬁora_qo. logﬁ_qo r+...o00 =min{a € N/I 3, an3 # 0} et By = max{ € N/ayp # 0}. L
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(5.2)

Afin de comparer les développements des ensembles homéomorphes par des i ou
(1; k)-approximations de 'identité on ordonne les couples d’exposants de la maniére
suivante :

(a;8) < (o;8) si (a<ad ou (a=d et [>p)).

On dira que deux développements coincident jusqu’a l'ordre (k;1) (resp. (k;1)4)
si tous les coefficients précédant des puissances de r inférieures ou égales (resp.
strictement inférieures) a (k;1) (pour la relation d’ordre <) sont égaux. On dira que
les développements coincident & 'ordre k (resp k) s’ils coincident jusqu’a l'ordre
(k;0)(resp(k;0)4 ). Cette définition est motivée par le fait que les log tendent vers
I'infini moins vite que n’importe quelle puissance de % La fonction r%log°r avec o
et 3 réels positifs est trés grande devant r® mais trés petite devant toute puissance
de r inférieure & a. En conséquence r* log® r < r*logPr si et seulement si (o; B) <
(o/; 3"). Dans la proposition précédente (ag; 5y) est en fait minimum pour la relation
<. On dira que deux développements coincident jusqu’a l'ordre ¢ pour dire qu’ils

coincident jusqu’a l'ordre (i;0).

5.2 Volume et i-approximation de I’identité

Un argument clef des démonstrations de cette section est la formule de Cauchy-
Crofton. C’est un résultat classique qui relie la mesure de Hausdorff d’un ensemble &
celle de ses projections. On en rappelle ici le contenu sans démonstration. Le lecteur
pourra se référer a [F|.

Proposition 5.2.1. Soit E un ensemble sous-analytique de dimension . Alors :
HE) =t [ [ ard(Bnmie) P, (63
PeG(lin) JyeP

ot 3(l;n) est une constante.

Nous nous intéressons maintenant aux volumes des ensembles sous-analytiques.
Toutefois les résultats démontrés dans cette section n’utilisent que la finitude des pro-
jections génériques ou 'existence des stratifications b—réguliéres et sont donc vraies
pour les structures o—minimales (en particulier pour les ensembles log-analytiques).

Comme nous 'avons dit dans la section 1, si E est un ensemble sous-analytique
le cardinal des fibres des projections est borné. Les entiers j qui ont leur K (E) non
vides sont donc majorés par un entier N et la formule de Cauchy-Crofton s’écrit

alors :
N

HU(E) = B(l;n)"" / SO GHU(KP(E))  dya(P) (5.4)

PeG(ln) j=1
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Proposition 5.2.2. Soit A une famille sous-analytique de R? d’ensembles de di-
mension | et soit K un compact de R™. Pour tout réel rq il existe une constante C'
telle que pour tout t € K et pour tout réel r < rg :

P(Agr) < Cr'.

Démonstration. Le cas [ = n est clair puisque les ensembles sont inclus dans la
boule.

Sil < n, on peut décomposer aussi les A; en graphes d’applications lipschiziennes
aprés un éventuel changement de coordonnées. Les volumes de ces parties sont alors
équivalents a ceux de leurs projections respectives et on est ramené au cas ot [ = n.

O

Proposition 5.2.3. Soit A une famille sous-analytique d’ensembles de dimension
[ < n de R" x R™ et soit K un compact de R™. Alors pour tout réel rq il existe
une constante C' telle que pour tout t dans K, pour tout € € [0;1] et pour tout réel
r<rg:

V((Ay)e;r) < Crle (5.5)

De plus si A est une famille d’ensembles de dimension n, alors pour tout réel rq il
existe une constante C' telle que pour tout t € K et pour tout r < ro,

V(A)er) < Crle+(Agr)

Démonstration. Le jacobien de la fonction distance & une partie de R? vaut 1 par-
tout o cette fonction est dérivable. De plus la famille A" = {(z;¢;a) € R® x R™ x
R/d(x; A;) = a} est une famille sous-analytique. Donc d’aprés la proposition pré-
cédente il existe une constante C' telle que pour tout (t;a) € K x [0;1] on ait :
(A} ;) < Cr~t Alors il vient

G((A)ar) = / M
(At)enB(0;7)

(
< [ ot i)
Onflﬁ

< COr

Dans le cas oil les A, sont de dimension n, on pose B, = A; \ Int(A,). Alors les B,
forment une famille sous-analytique d’ensembles de dimension strictement inférieure
an. Comme (A;). C (By)e U Ay, le résultat vient de ce qui vient d’étre dit. O

Soient A et B deux familles sous-analytiques d’ensembles de R™ x R™ dont les
fibres sont de dimension [. On suppose qu’il existe un réel positif rq tel que pour
tout compact V' de R™ il existe une constante C telle que :

(A7) = (A1) < Cr' e — | (5.6)

pour tout ¢ € V' et pour tout couple (r;7’) de réels tels que ' < r < ry. On suppose
la méme chose pour la famille B. Soit a une fonction définie sur R™ x R vérifiant
a(r;t) < r.Soit h : A — B une a-approximation de I'identité et soit P un plan de
dimension [ inclus dans R<.
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Proposition 5.2.4. Les hypothéses sont celles du paragraphe qui précéde.

Alors pour tout compact V. de R™ il existe une constante C' et une partie sous
analytique K (r;t) C P telle que (PNB(0; 1)\ K (r;t)) < Ca(r;t)r'=1, et telle que
Vaoe KP(rt), Vvt eV, card (r5'(x) N AN B(0;7)) = card (75" (z) N B, N B(0;7)).

Démonstration. On fixe un réel r strictement positif. Comme les familles A et B
sont sous-analytiques il existe un entier N tel que Vj > N KF(A) = 0,K](B) =0,
et dim(KL(A)u KL (B)) < 1. Soit

H(P; j; Air) = adh(K ] (Ac 0 B(0;7))) \ int((K[ (A 0 B(0;7))).

On pose
H(P; Ar) = | H(P; J; At m)aa(r).
J<N
Les (H(P; A4;1)) 4y forment une famille sous-analytique d’ensembles indexée
r<rg
PeGl,

sur un ensemble compact. D’apreés la proposition B2 il existe une constante C' telle
que pour tout t € V :

V(H (P35 A7) 2a(rt); ) < C’a(r;t)rl_l. (5.7)

De plus, d’aprés 'hypothése (L), il existe une constante C' telle que ¥(A; N
( 1)\ B( r—2a(r;t)) < Ca(r;t))rt=t et (B, N B(0;7) \ B(0;7 — 2a(r;t)) <
a(r;t))r'=! pour tout t dans V. Soient A}(r) = wp(A; N B(0;7)\ B(0;r —2a(r;t)))
et B' r) = mp(B. N B(0;r) \ B(0;r — 2a(r;t))). Bien str a fortiori D(AL(r):ir) <
Ca(r t)) =1 et w(B'( );r) < C’oz(r;t)rlil. On en déduit en utilisant la proposi-
tion B.2Z3)
V(AL ()zan) < Calrst)r'™
et,
Y(Bi(r)sare) < Calrst)r'™

pour une constante C'.
11 suffit donc de montrer la propriété suivante : Vo € PN B(0;r) \ (H(P; Ay;r)U

H(P; By;r) U Ay(r)sars) U Bi(r)sar )-
card 75" (x) N A, N B(0;7) = card 75" (z) N By N B(0; 7). (5.8)

Soit x € PONB(0;7)\ (H(P;r; A) UH (P31 By) UAUT)3a(rt) UBL(T)30(r1))- Soient
j = card np'(x) N A; et j' = card 7p' (z) N By. Par symétrie des roles de j et j' il
nous suffit de prouver j < j'.

On remarque que par définition de H(P;r; A) on a d(z; 0K (Ay)) > 2a(r;t) et
d(z; 0K (By)) > 2a(r;t).

Au dessus de B(z;r—a(r;t)) A (resp. By) est donc la réunion de j (resp. j') com-
posantes connexes Ay,..., A; (resp. By,..., Bj) et mp induit un homéomorphisme
de A; (resp. B;) sur son image. Remarquons d’abord que j est nul si et seulement
si j' est. En effet, supposons j = 0 et j/ # 0. Soit ¢ € 7p'(z) N B alors comme
|h71(q) — q| < a(r;t), pour tout point ¢ € B(0;r), il vient |7p(h~'(q)) — z| <
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a(r;t). Or comme d(z; KT (A;)) > 2a(r; t) ceci implique que le cardinal de la fibre
7' (m(h™(g))) N A; vaut j qui est nul, ce qui nous donne une contradiction.

Par hypothése |h(q) — ¢q| < «(r;t), pour tout point ¢ € B(0;r). Soit y €
B(x;ar;t)). Puisque = n’appartient pas a A}(r)sa(y), la boule de centre x et de
rayon «(r;t) ne coupe pas Aj(r)sa(-y et par conséquent si ¢ € Aj N7p'(y), g est
dans B(0;r — 2a(r;t)). Alors puisque |h(q) — q| < a(r;t) on a hy(q) € B(0;7). De
plus mp(h(q)) € B(z;2a(r;t)) (toujours puisque |hi(q) — ¢ < a(r;t)) et donc hi(q)
appartient a I'un des Bj. Comme A, est connexe et les By, sont disjoints cet entier
ne dépend pas du point ¢ dans A, N 7" (B(z; a(r;t))). Soit o (jo) cet entier.

On a ainsi défini une application de {1,...,j} dans {1,...,;'}. Pour démontrer
4" < j il suffit de voir que o est surjective.

Soit 7 un entier compris entre 1 et j'. Soit ¢ le point de 75'(x) N B; et soit
p = h"1(q). Comme x ¢ Bj(r), q appartient & B(0;7 — «(r;t)) ce qui implique, en
utilisant |h~1(q) — ¢q| < a(r;t), que le point p appartient a B(0;r).

De plus (également en utilisant |h~1(q) — q| < a(r;t)) il est clair que mp(p) €
B(x;r —a(r;t)). Alors il existe un entier iy tel que p € A;, ce qui entraine o(iy) = 1.
Ceci achéve la démonstration. O

Remarque 5.2.5. L’hypothése (B6) peut étre omise a condition d’inverser ’ordre
des quantificateurs JrgVt dans la conclusion. C’est & dire qu’alors rq peut dépendre
de t. En effet comme le montre la proposition suivante cette propriété est toujours
valable pour un ensemble sous-analytique si r et r’ sont choisis assez petit (cf re-
marque B.2.7]).

Plus généralement nous allons démontrer que dans le cas ot A est stratifié, r
peut étre borné inférieurement dans tout compact inclus dans une strate satisfaisant
la condition (b) de Whitney relativement & toutes les strates qui lui sont incidentes.

Proposition 5.2.6. Soit A une famille sous-analytique d’ensembles. Soit S une
stratification de Whitney de A dont Y est une strate. Alors pour tout compact V
de Y il existe un réel ro et une constante C' tels que si ' < r < rq alors pour tout
teV :

V(A r) — (A, )| < Critr — o).

Démonstration. On commence par démontrer que le jacobien A(¢q) de la fonction
distance a l'origine restreinte au lieu régulier de A tend vers 1 quand ¢ tend vers
zéro. Si ce n’était pas le cas il existerait un arc analytique 7 le long duquel A tendrait
vers un réel strictement supérieur a 1. Le jacobien de la fonction distance vaut 1.
Le gradient de la fonction distance est dirigé suivant la sécante ()7 (y(¢)). Comme
toutes les strates vérifient la condition b de Whitney il existe une fonction ¢ : R — R
tendant vers zéro a l'origine telle que pour tout ¢ dans V' et pour tout x € X :

37 ToXed) < (1)
ot X, est la fibre de la strate qui contient le point (z;t).
Ceci implique que le jacobien de la restriction tend vers 1 uniformément en t sur
X|v puisque la projection du gradient sur le tangent tend vers l'identité.
Soit B = {(z;t;r) € R"/rz € Ay}, Sirg est assez petit la famille B, o<r<ro,te ik}
est une famille sous-analytique d’ensembles de dimension (I — 1). Deux points de
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S(0;7) ont leur distance majorée par 2r et donc pour r < rq : H Y By.y) =
(B 2r9) = JE’:T T Or la famille (B;,)iex est une famille sous-analytique d’en-
5T r<rq

sembles et donc, d’aprés la proposition B2 il existe une constante C' telle que :

(B 2rg) < C.21.

Ce qui est équivalent & R
V(A7) < Crtt

pour une constante C'.
Ainsi pour 1’ < r,
(A ) = (A, )| = | dHl‘

AnB(0;r)\B(0;r")

2| / Mq)dH!(q)| (car) tend vers 1)
ANB(0;r)\B(0;r7)

IN

= 2 [ B o)

207! / dH!

/

IN

IN

20r1_1|r —1r'].
]

Remarque 5.2.7. En particulier si A est un ensemble sous-analytique on peut
trouver un réel rq tel que Vi’ <r <rq:

[(Asr) = (Asr)| < Cr' e =),
Ceci vient du fait que les sous-analytiques sont toujours Whitney stratifiables.

Une premiére conséquence de la proposition B.Z4 est I'invariance des volumes
par approximation de l'identité. En effet la formule de Cauchy-Crofton établit le
lien entre les multiplicités et la mesure de A.

On peut donc a partir de 1'égalité des multiplicités sur un ensemble de com-
plémentaire négligeable & un certain ordre établir 1’égalité des volumes jusqu’a cet
ordre. On énonce donc :

Théoréme 5.2.8. Soient A et B deux familles sous-analytiques d’ensembles de
dimension | de R™ x R™ satisfaisant [(8). Soit o : R x R™ — R une fonction telle
que a(r;t) < 3 vVt € R™.
Soit h : A — B une a—approximation de l’identité. Soit V' un compact de R™.
Alors 3C, Yt € V :

V(A1) — (B r)| < Calr; t)rt=1,

Démonstration. D’aprés la proposition précédente VP € GL,  IKF(r;t) telle que
Y(PNB0;7r)\ KP(r;t)) < Ca(r;t)r'=t et Vo € KF(r;t), Vt € V, card 75" (x) N
AN B(0;7) = card nx' (x) N B, N B(0;7).
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On en déduit que pour tout j > 1 et pour tout P dans G,.

Y(KP (AN B(0;7)) \ K (B0 B(0;7));7) < Cafrt)r'™!

et,
w(K]P(Bt N B(0;7))\ K]P(At N B(0;r));7) < Ca(r;t)r'™.

Alors [(KF (B, N B(0;7)); 1) — (K (AN B(0;7)); )| < Ca(r; t)r'~'. Et donc

en vertu de la formule de Cauchy-Crofton :

[W(Air) = o(Bir)| S /szlw(Kf(AtﬂB(O;T))—¢(Kf(3tﬂB(0;T))|dP
< a(rt)rth
U

On s’intéresse maintenant aux multiplicités. Nous allons voir qu’elles sont inva-
riantes a travers une ¢, approximation de l'identité et donc qu’elles sont constantes
le long d’une strate Y fortement w® réguliére (cf proposition BZI0).

La proposition qui suit est alors une conséquence de la proposition B2l

Proposition 5.2.9. Soient A une famille sous-analytique d’ensembles de R™ x R™
et V un compact de R™. Soit a(r;t) une fonction vérifiant a(r;t) < r. On suppose
qu’il eziste une trivialisation h : Ay — Agx V' de la famille Ay telle que |h(q)—q| <
a(r;t)rt, ¥ g € B((0;t);7) N Ay Alors 3e e R,V t € V tel que a(r;t) < er on ait
m(P; Ao; i) € m(P; Ay 4).

Démonstration. D’aprés la remarque B2 tous les A; vérifient (B8) pour un r(t)
assez petit. Les multiplicités des A; ne dépendent que du germe des A;. On peut
alors remplacer la famille A par une famille constituée par un voisinage de 0 dans
chaque A; vérifiant (B28). On obtient alors une famille qui vérifie (B20).

Soit j € m(P;Ag;i). Alors il existe une constante C' telle que @Z(KJP(AO N
B(0;7)) > Cr'.

De plus d’apreés la proposition précédente Vit € V :

(GO (Ao 0 B(0;7)); ) = H(K (A0 B(0; 7)) )] < Calr;
Ceci implique bien sir lorsque a(r;t) <e:
(KT (A0 B(0;7);7) = (K[ (Ao N B(0;7);7)| < Cer’

chaque fois que o est majoré par e. Par conséquent si € est choisi assez petit :
O(KF (AN B(0;7);7) > $ri. Et done j € m(P; Ay i). O

Une autre conséquence de la proposition B2l est I'invariance des multiplici-
tés a travers un homéomorphisme qui est une ¢, approximation de l'identité. Plus
précisément :
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Proposition 5.2.10. Soient A et B deux ensembles sous-analytiques de R™. Soit
P un plan de R™ de dimension | tel que la projection sur P restreinte a A et B
soit finie. On suppose qu’il existe un homéomorphisme h : A — B qui soit une
(iy + 1)-approzimation de lidentité. Alors m(P; A;i) = m(P; B;1).

Démonstration. D’aprés la remarque B2 A et B vérifient (56 pour r suffisament
petit. On procede alors de la méme maniére que dans la proposition précédente.

Soit j € m(P; A; ). Alors il existe une constante C' telle que ¢(K ' (ANB(0;7)) >
Cr'. D’aprés la proposition :

BT (AN BO;)i7) — B (B0 BO:r))ir)| < 1)
Ceci implique bien sur :

.

(KD (BN B(0;r));r) >

| Q

Et donc j € m(P; B;4). En raisonnant sur A~! on démontre I'inclusion réciproque.
O

5.2.1 Volumes des fibres d’une famille

Dans cette section on se place dans la méme situation que dans la section 4.1
avec ’hypothése que A est un ensemble sous-analytique.

On se donne donc A, une famille sous-analytique d’ensembles de dimension [
contenant Y, localement fermée a l'origine. On suppose que A est stratifié par
{Y, Xy,..., Xy}, ot tous les couples (X;; X;/) satisfont la condition w de Verdier.

Proposition 5.2.11. Soit A comme dans le paragraphe qui précéde et soit V' un
compact de Y. Alors pour tout (t;t') dans V x Vet pour tout r inférieur ou égal a
un réel rqy :

(i) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w™++?,

(A7) — p(Ap;r)| < 7t — ']

(ii) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w*™, il existe une constante
C, telle que N N
(A7) — 9 (Apir)| < Clt =",

Démonstration. Montrons d’abord (7). D’apreés le théoréme LT3 et la remarque EET]
il existe une trivialisation ¢ telle que ¢y vérifie :

[ox(a: 1) = mv(0)] < [H0(ax])d(g: )™

ou # est une fonction qui tend vers zéro.

On définit A et B deux familles sous-analytiques d’ensembles de R™ x R?™ par
A= {(z;t;t) )z € Xi} et B ={(z;t;t')/z € Xp}. Soit a(r;t;t') = O(r)rit|t — ']
Alors on peut construire une a—approximation de l'identité en posant h(z;t;t') =
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(o((x;t);t" — t);t;t'). Le point (i) découle alors de la proposition B2Z8 L’hypo-
thése (B6l) est une conséquence de la condition (w) puisque celle-ci induit la condi-
tion (b).

Si i € R alors d’aprés la remarque EETAL h; vérifie :

lon(g;t) — g < C|td(q; V).

Le point (i7) est donc aussi une conséquence de BZR avec a(r;t;t') = C|t — /|r* L.
U

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant qui
permet de comparer les développements log-analytiques des germes des fonctions
volume.

Corollaire 5.2.12. Soit A comme dans ce qui précede. Alors :

(i) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant iy + 1, le

développement log-analytique de 1p(Ay; 1) est constant jusqu’a lordre i le long
de Y.

(it) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant i + 1, les

termes du développement de 1(Ay; 1) sont constants jusqu’a l'ordre i et le terme
d’ordre 1 varie de maniére lipschitz le long de Y .

En particulier on a :

Corollaire 5.2.13. (i) Si tous les couples (Y;X;) satisfont la condition w de
Verdier la densité de Ay est lipschitz le long de Y .

(11) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w de Verdier forte alors la
densité de A; est constante le long de Y .

Remarque 5.2.14. La proposition B2ZTTl nous donne plus d’informations puis-
qu’elle permet de comparer les fonctions volume des fibres dans un voisinage de Y
et pas simplement les volumes de leur germe.

On donne aussi des propriétés d’équimultiplicité a ’ordre ¢, quand la condition
wi+ ! est satisfaite, puisque nous venons de voir que celles-ci sont invariantes par
1-approximation de l'identité.

Proposition 5.2.15. Soit A comme dans ce qui précéde. Alors :

(1) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant i, les mu-

tiplicités des fibres d’ordres inférieurs ou €égal a © sont constantes le long de
Y.

(i1) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant i, les mul-
tiplicités des fibres d’ordres strictement inférieurs a i sont constantes et les
multiplicités d’ordre i de Ag sont des multiplicités d’ordre i des fibres suffisa-
ment voisines.

Démonstration. On applique le théoréme et la proposition pour obtenir
le point (7). Le point (¢7) se démontre de la méme maniére en appliquant B29 au
lieu de la proposition B ZT0. O
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Une conséquence du corollaire est la continuité de la densité le long des
strates d’'une stratification w-réguliére. Cependant on peut obtenir un peu mieux
puisque nous avons vu que, la condition r(lnﬁ ) était suffisante a obtenir des 1-
approximations de 'identité avec des constantes arbitrairement proches de zéro (cf
EETT0). De plus en dimension 1, pour des strates sous-analytiques, la condition b
de Whitney implique la condition r(lnﬁ ). On se place en fait dans le contexte du
paragraphe qui précéde le théoréme

Théoréme 5.2.16. Soit X un ensemble sous-analytique muni d’une stratification
sous-analytique S, satisfaisant la condition r(lnﬁ) avec 3 > 1 et la condition a de
Whitney, et soit S une strate. Soit mg : X — S une rétraction sous-analytique sur
S. On note X; Uensemble wg'(t). Alors la densité de X, est continue le long de S.

Démonstration. On peut supposer que S est linéaire, modulo une application qui
préserve r(lnﬁ ), et que mg est la projection orthogonale sur S. Alors a l'aide du
théoréme LT, on en déduit qu’il existe une trivialisation le long de S telle que
|7 (h(q;t)) — w5 (q)| < In'=Pt.d(q; S). Le résultat est alors une conséquence de la
proposition avec a(r;t) = Crin=t. O

Remarque 5.2.17. Les résultats du début de ce chapitre ont été énoncés dans le
cadre des ensembles sous-analytiques. Cependant il est clair que ceux-ci sont éga-
lement valables sur n’importe quelle structure o-minimale. La démonstration qui
précéde démontrerait la continuité en o-minimal avec la condition 7(In®) avec 3
strictement supérieur a 1 en hypotheése. Il est impératif de supposer que (3 est stric-
tement supérieur a 1. Il existe des stratification log-analytiques satisfaisant r(Int)
et dont la densité n’est pas continue le long des strates (selon un résultat récent de
D. Trotman et L. Wilson). Ceci vient du fait que la condition r n’implique pas la
condition ¢ comme c’est le cas en sous-analytique.

Corollaire 5.2.18. Si X est un ensemble sous-analytique décomposé en strates sous-
analytiques satisfaisant les conditions de Whitney et si S est une strate de dimension
1 alors la densité des fibres de g est continue le long de S.

Démonstration. En sous-analytique, pour une strate de dimension 1, la condition b
implique que le rapport de Kuo tend vers zéro et par 'inégalité de Lojasiewicz ceci
implique qu’il décroit plus vite qu'une puissance de la distance a zéro ce qui implique
la condition T(lnﬁ ) pour tout 3. Le résultat est alors une conséquence du théoréme
précédent. O

5.2.2 Variation du volume d’un ensemble

Nous avons étudié la variation des volumes des fibres le long des strates d’une
stratification sous-analytique. On peut aussi s’intéresser aux variations des volumes
de ’ensemble lui méme le long des strates. Ce probléme a notamment été étudié par
Comte dans [Co3| qui a démontré que la condition r de Kuo impliquait la continuité
de la densité de X le long des strates. On généralise cela a 'ordre ¢ dans un premier
temps puis on démontre le méme résultat a I'aide de la condition 7(In”) pour les
ensembles log-analytiques.
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On se donne A, une famille sous-analytique d’ensembles contenant Y, localement
fermée a l'origine. On suppose que A est stratifié par {Y, X,..., Xx}, o tous les
couples (X;; X;/) satisfont la condition w de Verdier.

On notera 9(A;7) = HY(A N B((0;t);7)), ot dimA = 1.

Proposition 5.2.19. Soit A comme dans le paragraphe qui précede. Alors pour tout
t dans un voisinage de zéro :

(i) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w™++?,
Mt(A; ) — @Zt'(fh r)| < |t —t|r.

(ii) Si tous les couples (Y X;) satisfont la condition w™*?, il existe une constante
C, telle que B B A
[Ve(As7) = b (A )| < ClE =]

Démonstration. Montrons d’abord (7). D’aprés le théoréme LT3 il existe une iso-
topie ¢ telle que ¢; vérifie :

lon(q;t) — q| < |t|.a(d(q;Y))d(q; V).

ol « est une fonction qui tend vers zéro en zéro.

On définit A et B deux familles sous-analytiques d’ensembles de R? x R?™ par
A={((z;u); (t;t))/x € Xpiu} et B ={((x;u); (t;t')/z € Xpyw}. Soit ar;t;t') =
O(r)r* 1t — t'|. Alors on peut construire une a—approximation de I'identité entre
ces deux familles en posant h(z;t;t) = (¢((x;u);t’ — t);¢;t'). Le point (i) découle
alors de la proposition

Si i € R alors d’aprés la remarque EET4L h; vérifie :

he(q) — g < C|t|d(g; V)™

Le point (ii) est donc aussi une conséquence de avec a(r;t;t') = Clt —t'||z|".
U

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant qui
permet de comparer les développements log-analytiques des germes des fonctions
volume.

Corollaire 5.2.20. Soit A comme dans ce qui précéde. Alors :

(1) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant iy + 1, le
développement log-analytique de vy (A;r) est constant jusqu’a lordre i . le long
de Y.

(11) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant i + 1, les

termes du développement de 1b,(A; 1) sont constant jusqu’a l'ordre i et le terme
d’ordre 1 varie de maniére lipschitz le long de Y .

En particulier on a :

Corollaire 5.2.21. (i) Si tous les couples (Y;X;) satisfont la condition w de
Verdier la densité de A est lipschitz le long de Y .
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(ii) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w de Verdier forte (i. e. w'+)
en tout point de Y alors la densité de A est constante le long de Y .

On donne aussi des propriétés d’équimultiplicité a ’ordre ¢ pour I’ensemble lui-
méme, quand la condition w®*! est satisfaite, puisque nous venons de voir que
celles-ci sont invariantes par z-approximation de l'identité.

Théoréme 5.2.22. Soit A comme dans ce qui précede. Alors :

(i) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant i, les mu-
tiplicités en (0;t) d’ordres inférieurs ou égal a i ne dépendent pas de t le long
de Y.

(i1) Si tous les couples (Y; X;) satisfont la condition w avec exposant i, les multi-
plicités de X en (0;t) d’ordres strictement inférieurs a i ne dépendent pas de
t et les multiplicités d’ordre i de X sont des multiplicités d’ordre i des points
suffisamment voisins.

Démonstration. On applique le théoréme et la proposition BR2Z.T0 pour obtenir
le point (7). Le point (i7) se démontre de la méme maniére en appliquant au
lieu de la proposition B.2.10 O

On peut également, étant donné un ensemble sous-analytique X, avoir des in-
formations sur la continuité de la densité de I’ensemble X lui-méme le long des
strates d’une stratification de Whitney. Ce probléme a notamment été étudié par
G. Comte qui a démontré dans [C] que la densité était continue le long des strates
d’une stratification satisfaisant la condition » de Kuo. En fait il s’agit d’un probléme
plus ancien puisque dans le cas analytique complexe Hironaka a démontré en 1969
[Hi|] que la condition b implique la constance de la multiplicité le long des strates
d’une stratification de Whitney. Et de méme que pour les fibres d'une famille 1’équi-
multiplicité est équivalente a la constance de la densité. En fait il est clair que les
isotopies transportent aussi bien les germes des fibres que les germes de ’ensemble
X lui-méme.

Théoréme 5.2.23. Soit X un ensemble sous-analytique muni d’une stratification
log-analytique satisfaisant la condition r(lnﬁ) avec 3 > 1 et la condition a de Whit-
ney. Alors la densité de X est continue le long des strates.

Démonstration. Soit S une strate. On peut supposer que le point est 'origine et que
S =40} x R™.

Alors a 'aide du théoréme EET.9, on en déduit qu’il existe une trivialisation le
long de S telle que |74 (h(g;t)) — 72 (q)| < Int=Pt.d(q; S). Le résultat est alors une
conséquence de la proposition avec a(r;t) = Crin'=t.

On pose alors X = {((z;t);t') € X x R™/z € X, v} et X = X x R. Alors X
et X sont des familles sous-analytiques d’ensembles de R? x R?™ avec 0()/(\}/; 0) =
(X (0;¢')) et bien sur 6(Xy:0) = 6(X;0).

De plus on peut définir & : X — X par h(q;t) = (75(p(q;t')); t;t'). D’aprés la
proposition ceci implique le résultat. O
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Corollaire 5.2.24. §i X est un ensemble sous-analytique décomposé en strates sous-
analytiques satisfaisant les conditions de Whitney et si .S est une strate de dimension
1 alors la densité de X est continue le long de S.

Dans le cas des ensembles analytiques complexes (qui peuvent étre vus comme
des ensembles sous-anlytiques) ce théoréme généralise celui donné par Hironaka. En
effet dans [Hi| Hironaka démontre :

Théoréme 5.2.25. (Hironaka) Le long des strates d’une stratification de Whitney
d’un ensemble analytique complexe la multiplicité est constante.

Démonstration. Soient ¢ et ¢’ deux points d’une méme strate. Montrons que la
multiplicité est la méme au point ¢ et au point ¢’. Soit L le segment [¢;¢’]. On
définit la stratification S’ constituée des strates de S, exceptée S, de S\ L et de L.
Alors &’ est lui aussi une stratification de Whitney. Et comme L est de dimension 1
on en déduit que la stratification satisfait la condition r(In”) relativament a L pour
tout (5.D’aprés le théoréme ceci implique que la densité de X est continue le
long de L. D’aprés le théoréme de Draper, dans le cas des ensembles analytiques
complexes la multiplicité et la densité sont deux notions qui coincident. La densité
est continue et prend des valeurs entiéres, elle est alors constante. O

L’équimultiplicité était aussi une conséquence de la continuité de la densité des
fibres puisque les multiplicités des fibres sont égales a celles de 1’ensemble.

Dans le cas sous-analytique on peut avoir (i7) du corollaire a l'ordre 1
avec la condition b de Whitney puisqu’on peut comme dans le théoréme précédent
raisonner le long d’un segment et passer de b a 7“(11’16 ) avec 3 > 1 et donc avoir des
a—approximations avec a(r;t) = rin'~Pt. Dans le cas algébrique réel on peut définir
la multiplicité modulo 2 pour un plan générique. Il semble possible de démontrer
que la condition b implique I’équimultiplicité modulo 2.

5.3 Volumes et (i;k)-approximation de I'identité

Dans le cas des (i; k)-approximations de I'identité on peut obtenir des informa-
tions encore plus précises sur la variation du volume. En effet nous allons montrer
que les développements sont constants jusqu’a lordre (k + av; Bp) ot (cv; o) est le
premier terme du développement.

Proposition 5.3.1. Soient X| et X, deur ensembles inclus dans RY. On suppose
que Y(Xy;7) ~ 1% et que l'on a :

[U(Xiir) — (X )| S v Hog” 7 | — o). (5.9)

Soit h : X1 — Xy une (k; k) approximation de lidentité ou k € RUR . est supérieur
ou égal a zéro. Alors pour r suffisament petit :

[W(X1;7) — h(Xo;r)| S rFHlog? 7. (5.10)



5.3. VOLUMES ET (I;K)-APPROXIMATION DE L’IDENTITE 69

Démonstration. On fait la démonstration pour k£ € R; 'argument est similaire si
k € R,. Pour q et ¢’ dans B(0;7) on a 0(q;q') < r et par conséquent il existe une
constante C' telle que :

(1=CrMg— ¢ < Ih(q) — h(d)| < (1+CrF)]g —¢.
Il s’en suit :
h(X: N B(0; (1 — Cr*)r)) € h(X, N B(0;7)) C h(X, N B(0; (1 + Cr¥)r)).

Et donc :
V(X35 (1= Cr¥yr) <(Xasr) < o(Xa; (14 CrF)r). (5.11)

On remarque ensuite que :
(X0 ) — $(Xasr £ O S e logh 1,
d’aprés U'inégalité (B9). Le résultat découle donc de (BITI). O

Comme conséquence de la proposition BT 3 et de la proposition B3] on énonce
le résultat suivant :

Proposition 5.3.2. Soient X; et Xy deux ensembles sous-analytiques. On note
(a; Bo) le premier couple d’exposants du développement de (Xi;7). On suppose
qu’il existe une k (resp. ki) quasi-isométrie h : X1 — Xy entre le germe Xy et celui
de Xo. Alors les développements de 1(Xy;7) et (Xa;r) coincident jusqu’a l'ordre

(a0 + k; Bo) (resp. (co + ks o)+ )-

Démonstration. D’aprés la proposition B3 ¥ (Xy;7r) ~ roo In® 7. On en déduit
que pour 7 > 0 assez petit ¢/(X1;7) ~ 7~ In® r et par conséquent :

B(Xair) = 0K r) S Pt W1,
Et donc d’apreés la proposition B3] on peut en déduire :
[W(X157) = (X )| S P,

ce qui donne le résultat. O
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Chapitre 6

Stabilité lipschitz et rugueuse

Dans ce chapitre on donne un certain nombre de théorémes de suffisance des jets.
On applique les théorémes du chapitre 3 pour établir des théorémes de détermination
“rugueuse”, lipschitz ou C'!. Dans le cas sous-analytique, ces théorémes nous donnent
bien str, via les résultats du chapitre 5, des théorémes de détermination du volume
et des multiplicités. Les théorémes de détermination sont de trois types : sur la déter-
mination des transversales (étude du germe de Uintersection quand la transversale
varie), sur la SV —détermination (détermination du lieu des zéros d'une applica-
tion par ses dérivées), sur la R—détermination (étude d’une application modulo la
composée d'un homéomorphisme a la source). Chaque section est donc elle-méme
divisée en trois parties. Les théoréemes de détermination pour 1’équivalence a droite
ainsi obtenus renforcent ceux donnés par C. T. C. Wall dans [Wa| ou Takens dans
[Tal]. On obtient des critéres explicitement plus faibles.

On donne ensuite une caractérisation en termes de cloture intégrale de maniére
analogue & [GTW] pour la condition ¢. On pourrait améliorer cette caractérisation
en procédant comme dans cet article et étendre ces caractérisations a I’ensemble des
critéres donnés dans ce paragraphe.

Soit k£ un entier. On appelle k—jet d’une application C? v en zéro l'application
polynomiale dont les composantes sont les développements de Taylor & 'ordre k des
composantes de v. On le notera j%v(0).

6.1 Détermination rugueuse a ’ordre i

6.1.1 Détermination rugueuse des transversales

Dans cette section on se donne un espace stratifié (X;S),ouS = {Y; Xq,..., Xn}.
On suppose que les (X;; X;/) sont w-régulier au sens de Verdier. On notera G(S) la
réunion des fibrés tangents aux strates.

Définition 6.1.1. On dira que deux transversales v et u sont S équivalentes s’il
existe une application continue H : ', x [0; 1] — R? telle que :

(i) H(z;0) =2z Vx €Ty,

(i) H(x;1) = h(x) €Ty,

(iii) pour tout ¢ € [0; 1], H; est un homéomorphisme qui préserve Y et les X;.
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Si pour tout t, H; est une 7 + l-approximation de l'identité, on dit que H est une
i —S—équivalence. Un jet est dit i — S-suffisant dans CV si toutes les applications u
ayant ce jet a l'origine sont 1 — S équivalentes.

On donne ici des théorémes qui généralisent ceux donnés par D. Trotman et L.

Wilson dans [T-W].

Proposition 6.1.2. Soient a et j des réels avec —j < a.
(i) Si (v;G(S)) est 7 alors z = Vv (0) est min(ay;j + ay)-S-suffisant dans

Cli+al

(ii) Si (v;G(S)) est '~ alors z = jlUT9)-ly(0) est min(a;a + j,)-S-suffisant dans
Cltad],

(iii) Si (v;G(S)) est t/ alors z = jlUTD-1y(0) est min(a;a + j)-S-suffisant dans
Cltad],

(iv) Si(p;G(S)) estt? pour tout polynome représentatif du [j]-jet alors z = jU+*=1y(0)
est a-S-suffisant dans Cli+a,

Démonstration. Soient u et v deux applications C7T® ayant méme j + a-jet. Soit
F(z;t) = (x;v(z) + th(x)), ou h(z) = u(z) — v(z). Alors F' est une déformation
d’ordre (j + a)4 et F*0 = v.
D’apreés le théoréme BT (0; F*G(S)) est w® régulier en tout point de Y.
D’apreés le théoréeme BLT.3 il existe une isotopie qui est une ¢-S-équivalence H :
RY — R¥ qui préserve les F,X;. On pose alors :

H: Ty —1,
q — H<q> = ¢U o Hl o (b(—v—h) <q>

11 vient :

[H(q) — q| |0u(H (9, (2) — 4

[Gu(H (D, h>(CJ)) — 0u(P-4())]

H(o_,_ h)( )) — ¢_v(q)| car ¢, lipschitz

[H (o, (@) — ¢, (@] + 1[0, ,(a) — d-u(q)]
d(g; Yyt +d(¢( w(@); V)" car jIR(0) =0
(

d q; )mln ]+a+,a+)

I U A A
<3

Et par conséquent I‘I\Jl est une min(j + ay; ay)-S-équivalence.

Pour démontrer (4i) et (i7i) on procéde de la méme manicre. La seule différence
est que la déformation F' est d’ordre j + a.

Pour démontrer (iv) on procéde de la méme maniére. L’application F' est a
nouveau d’ordre j + a. Il suffit juste de refaire la preuve de (i) a chaque F; pour en
déduire le résultat en tout point de Y. O

Ces théorémes de i-détermination nous conduisent, via les théorémes du cha-
pitre 5, & des théoréemes de détermination du volume et de la densité des sections
transverses.
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Théoréme 6.1.3. On suppose que X est sous-analytique. Soit v une transversale
sous-analytique. Si (v;G(S)) vérifie la condition t7 alors le développement a ['ordre
min(a;a + j) de ¥(Cy N X;7) ne dépend que de j*1v(0).

De plus pour tout plan P € GY, o I’ = dim X —m/, m(P;T,N X;min(a; j + a))
ne dépend que de j1%1v(0).

Démonstration. C’est une conséquence des propositions BE2Z.8, B2ZT0 et du théoréme
précédent. O

Remarque 6.1.4. Comme il est dit dans [T=-W] le couple (v;G(S)) est t/(resp t/-)
si et seulement sl existe un voisinage du type {(z;t)/|v(x) — t| < Clz|’} (resp. du
type {(x;t)/|v(z) — t| < a(x)|z|’} ot a tend vers I'infini a lorigine) tel que pour x
dans cet ensemble :

p(d; T,X,) > ed(g; V) (6.1)

(resp. pu(d,v; T, X;) > d(q;Y)?) ol € est un réel et X; la strate qui contient le point

Nous avons également vu au chapitre 1 que le calcul pouvait se faire indifférem-
ment avec v ou pu. Le calcul avec v donne un critére plus explicite car il se fait sur
une base au lieu d’avoir a considérer toute la sphére. De plus la fonction v ne dépend
pas (& équivalence prés) du choix de la base.

L’inégalité (BJ)) nous donne donc un critére explicite de suffisance des jets et
de détermination du volume et des multiplicités de la section transverse jusqu’a un
ordre donné.

En particulier si X est un ensemble sous-analytique et si v est une fonction sous-
analytique a singularité isolée telle que |0,v| > C|x[?~! dans un voisinage comme
ci-dessus, alors les termes du développement de {/;(Fv N X;r) jusqu’a 'ordre a sont
déterminés par son j+a-jet. La densité de 'hypersurface constituée par 'intersection
de X avec le graphe de v ne dépend donc que de son j-jet (c’est le cas a = 04).

Dans le cas ol j est négatif le théoréeme ne donne pas la a — S—suffisance
alors que ’espace obtenu aprés le pull-back satisfait la condition w avec exposant a.

Le probleme vient en fait de h qui ne décroit pas suffisament rapidement. On
peut tout de méme avoir le résultat suivant.

Soit v une transversale directe et A un plan directement transverse a Y. Soit
w4 la projection sur A parallélement a Y. Alors 74 induit un difféomorphisme de
I, sur A. Soit SY la stratification dont les strates sont données par m4(X; NT,) et

7TA<FU \ X)
Théoréme 6.1.5. Soit j un réel. On suppose j > —a.

(1) On suppose que le couple (v;G(S)) est t'= régulier. Soit u une application
au. moins CV* qui a le méme (j + a)_-jet que v. Alors il eviste un ho-
méomorphisme h : (N;S%) — (N;S8Y) préservant les strates qui est une a. -
approzimation de l’identité.

(ii) On suppose que le couple (v;G(S)) est t/ régulier. Soit u une application au
moins CV+% qui a le méme (j + a)_-jet que v. Alors il existe un homéo-
morphisme stratifié h @ (N;S8%) — (N;S8Y) qui est une a-approximation de
[identité.
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(iii) On suppose que le couple (v;G(S)) est t7 régulier. Soit u une application au
moins CY*4 qui a le méme (j+a)-jet quev. Alors il existe un homéomorphisme
h:(N;S8%) — (N;S4) préservant les strates qui est une a-approximation de
[’identité.

(iv) On suppose que pour tout polyndéme p représentatif de jV~1v(0), (p;G(S))
satisfait la condition t7. Alors la conclusion de (ii) reste valable pour toute
application u possédant le méme [j + a — 1]-jet.

Démonstration. Bien str dans tous les cas on pose F(q) = v(z) + t(u(z) — v(x)) ou
q = (x;1).

Les F,X; sont en fait les ensembles {(z;t) € R" x R" /(z; Fy(x)) € X;} cest a
dire que F,.X; N (N x {t}) = 7+(X; NTx). Donc F,.X; NN x {0} =7+(X;NT,) et
F.X;NN x {1} =74(X;NT,). On pose h = (ﬂﬁl)*l o Hy ot ot H; est construite
comme dans la preuve du théoréme T2 Alors A est une approximation de I'identité
au méme ordre que Hq, ce qui donne le résultat. O

En conséquence on peut énoncer des théorémes de stabilité des fonctions volume
et des multiplicités des projetés sur A des sections transverses a Y.

Proposition 6.1.6. On suppose que X est un ensemble sous-analytique. Soient A
un plan transverse a Y, j € RUR_, a € R et v une transversale directe Cclitd gj
(v;G(8)) satisfait la condition t/ alors le dévéloppement a lordre a de ¥ (wa(XNT,))
est déterminé par le [j + a]-jet de v.

De plus les multiplicités de wa(X N Ty;r) d’ordre inférieur ou égal a a sont
déterminées par le j + a-jet de v.

Cette proposition a pour corollaire le résultat suivant :

Corollaire 6.1.7. Soit B un plan directement transverse a Y en 0. Si tous les
(Y X;) satisfont la condition a de Whitney alors :

O(ma(BNX);0)=0(AN X;0).
De plus pour tout plan P € G',, m(m+(B N X)); 1; P) ne dépend pas de B.

Remarque 6.1.8. En particulier (7-(BNX);0) = (NNX;0)(c’est le cas A = N).
La densité du projeté sur N ne dépend pas du plan B. En fait B est le graphe
d’une application linéaire et induit en tant que tranversale une métrique riemma-
nienne(constante sur P). L’application 71 induit une isométrie de B muni de cette
norme sur N muni de la norme euclidienne. Il semble que si I’on définisse 5 comme la
densité calculée avec la mesure issue de la métrique induite par B, alors 05(BNX;0)
ne dépende pas de B.
I n’est pas vrai que (B N X;0) soit constante quand B varie.

6.1.2 SV-suffisance des jets

Dans cette section on se donnera une stratification de N, § = {Y, X,..., X}
On suppose que les couples (X;; X;/) satisfont la condition w de Verdier.



6.1. DETERMINATION RUGUEUSE A L’ORDRE I 1)

Deux germes d’applications C7, f et g de N a valeurs dans Y sont dites SV —i—8
équivalentes s'il existe une i + l-approximation de l'identité sur N entre f~1(0) et
g~*(0) dérivable sur les X; et préservant ceux-ci.

Un jet est dit i — SV —S—suffisant si toutes les applications ayant ce jet a ’origine
sont SV — i — & équivalentes.

Soit S = {Y, X1 x {0},..., X, x {0}}.

Le lieu des zéros d’une application est 'intersection du graphe de v avec N x {0}.
Deux applications f,g: N — Y sont donc SV — i — S-équivalentes si et seulement
si elles sont i — Sp—équivalentes.

Les résultats sont toutefois meilleurs dans ce cas. Plus précisément min(a; a + 7)
sera remplacé par a.

La proposition qui suit est donc un corollaire de la proposition quand A =
N x {0}, ma,, est alors I'identité.

On désignera donc par G(Sp) la réunion des fibrés tangents a aux strates de Sp.

Proposition 6.1.9. Soit a et j des réels avec —j < a et a positif.

(i) Si(v;G(S)) estt~ alors z = jlUT9-1v(0) est SV —a,-S-suffisant dans CV+l.
(ii) Si (v;G(S)) est t/ alors z = jU+v(0) est SV — ay-S-suffisant dans CV+l.
(iii) Si (v;G(So)) est ¥/ alors z = jUT9-Iv(0) est SV — a-S-suffisant dans CV*).

(

(i) Si(p;G(So)) estt? pour tout polyndme représentatif du [j]-jet alors z = jU+e=ty(0)
est SV — a-S-suffisant dans CU+el.

On en déduit des critéres de détermination finie des volumes et des multiplicités.

Corollaire 6.1.10. On suppose que X est un ensemble sous-analytique, v est une
application sous-analytique. Si (v;G(S)) est t7 alors le développement & 'ordre a de
DX Nu=H(0);7) est déterminé par z = jUp(0).

De plus, pour tout sous-espace P, les multiplicités de X Nv~1(0) pour P sont
alors déterminées par z jusqu’a [’ordre a.

Remarque 6.1.11. Comme pour la 8 équivalence (v;G(Sy)) est #/(resp t/-) si
et seulement s’il existe un voisinage du type {z/|v(z)] < C|z|'} (resp. du type
{z/|v(z)] < a(z)|z]’} o a tend vers l'infini & l'origine) tel que pour = dans cet
ensemble :

p(dav; T, X; x {0}) > e|xf (6.2)

(resp. p(dyv; T, X;) > |z]7) ol € est un réel et X; la strate qui contient le point z.
L’inégalité nous donne donc un critére explicite de suffisance des jets et de
détermination du volume et des multiplicités jusqu’a un ordre donné.

En particulier si v est une fonction sous-analytique a singularité isolée telle que
|0,v| > Clz[?~! dans un voisinage comme ci-dessus, alors les termes du développe-
ment de @Z(U*I(O); r) jusqu’a 'ordre a sont déterminés par son j + a-jet. La densité
de I'hypersurface constituée par le lieu de ses zéros ne dépend donc que de son j-jet.
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6.1.3 ‘R-suffisance rugueuse des jets

On peut aussi obtenir des critéres de R-i-suffisance des jets. Dans la section
précédente on a donné des théorémes de détermination du lieu des zéros. Il s’agit 1a
en fait de construire une isotopie pour toutes les lignes de niveau simultanément.

Dans cette section on se donne une stratification de N, § = {Y, Xy,..., X;}. On
suppose que les couples (X;; X;/) satisfont la condition w de Verdier.

On dit que deux applications f et g de R™ dans R™ sont 7 — S-R-équivalentes
s’il existe un homéomorphisme h de N dans N qui est une i 4+ l-approximation de
I'identité, qui est une S-équivalence, telle que f = g o h. On définit alors Gg(S) =
{(z;t; T, X;)/r e Xi;t € Y1 <i < N}U ({0} xY x {0} xY).

Théoréme 6.1.12. Soit v une fonction C7 au voisinage de lorigine. On suppose
j > —a et a positif.

(i) Si (v;Gr(S)) vérifie la condition t* alors z = jU+%y est a, — S R—suffisant
dans CITe.

(i4) Si (v; Gr(S)) vérifie la condition /- alors z = jlUTD-ly est a, —S-R—suffisant
dans CIte.

(iii) Si (p; Gr(S)) est t7, pour tout polynome p représentatif de z = jU+*Uu, alors
2 est a-S8 — R—suffisant dans C77¢.

Démonstration. La preuve est la méme que pour la SV-suffisance. La seule différence
est que 'on applique le théoréme au lieu du théoreme EET3] O

L’inégalité (E2) nous donne aussi un critére explicite de R-équivalence des ap-
plications. La condition est donc la méme que pour la SV-équivalence a la différence
qu’elle porte sur tous les points & et non sur un voisinage d’ordre j de v=1(0).

En effet il est facile de voir que (v; Gr(S)) vérifie la condition # si et seulement
si (62) s’avére pour toute suite tendant vers zéro.

6.2 Le cas lipschitzien

Nous allons maintenant donner des résultats analogues a ceux du paragraphe
précédent dans le cas lipschitzien en utilisant la condition L(i;j; k) au lieu de la
condition #!. Les résultats sont d’abord présentés dans toute leur généralité. On
donne ensuite des corollaires avec des hypothéses plus fortes mais donnant des cri-
téres de détermination finie beaucoup plus explicites.

6.2.1 Deétermination lipschitz de transversales

Dans cette section on se donne une stratification, S = {Y, Xy, ..., X;}.

Définition 6.2.1. Pour k négatif on dira que deux transversales v et u sont L(i; k) —
S équivalentes s'il existe une S-équivalence H telle que pour tout ¢, H; est une (; k)-
quasi-isométrie. On dit alors que H est un L(i; k) — S—équivalence.
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Pour k positif on dira que deux transversales v et u sont L(i; k) — S équivalentes
sl existe une S-équivalence telle que pour tout ¢, H, est une (i; k)-approximation
de l'identité. On dit alors que H est un L(i; k) — S-équivalence.

Un jet est dit L(i; k) — S-suffisant dans C7 si toutes les applications u ayant ce
jet a lorigine sont L(i; k) — S équivalentes.

Nous allons donner un théoreme de stabilité du type lipshitzien de 'intersection
d’un espace stratifié avec une transversale a celui-ci.

G sera un Y-fibré rugueux au dessus de X, induisant sur chaque strate un sous-
fibré du fibré tangent. Pour plus de clarté, on commence par spécifier des cas parti-
culiers des théoremes de la section 3.2.1 dont nous aurons besoin lors de nos appli-
cations. Dans cette section 7 et k sont des éléments de RUR, avec k <17, et j € R
vérifie j > —i.

Proposition 6.2.2. On suppose que i est inférieur ou égal a —1.
(i) Si F est une déformation d’ordre j, (F*v; G) est L(i;j_; k),l;_u et )~ -régulier
alors (v; F*G) satisfait la condition L(i + 7;0_; k + 7).
(ii) Si F est une déformation d’ordre j,, (F*v;G) est L(i;j; k), L et t)-régulier
alors (v; F*G) satisfait la condition L(i + ]+, 0 k+jy).
(iii) Si F est une déformation d’ordre j, (F*v;G) est L(i; j; k), ljx et t]-réqulier
alors (v; F*G) satisfait la condition L(i + j;0;k + 7).

On peut grace a cela démontrer ’analogue du théoréme T2 pour la stabilité
lipschitz.

Proposition 6.2.3. On suppose que i est inférieur ou égal & —1 (et donc k aussi).
Alors :

(i) Si (v;G) est L(i; j; k), L et t! régulier alors z = jUu(0) est L(i + jy;k +
J+) — S—suffisant dans CY.

1) i (v;G) est Lty j_sky), li_x et - régulier alors z = jU-1v(0) est L(i +

+ +)5 b 1

Jik+7) S—suffisant dans C’-

i) Si (p; G) est L(i; 755 k), Uiy et ! -régulier, pour tout polynéome représentatif de

s 1

z = jU=9(0), alors z est L(i + j; k + 7) S—suffisant dans C7.

Démonstration. Soit h une application C" ayant un j—jet nul. Soit F'(z;t) = (x; v(z)+
th(x)). Alors F' est une déformation d’ordre j. D’aprés la proposition 622, (0; F*G)
est L(i+j1;0_; k+ jy) régulier. D’apreés le théoréme FLZT0 il existe une (i; k) quasi-
isométrie H : (N;0) — (N;0) qui envoie les F, X, N Ny sur les F,. X, N N7 . On pose
alors

H: Ty —T,
q —H(Q=¢,0oHoo_ _, (q)

Pour j + k négatif H est clairement une (i + jo; k + ji)-quasi isométrie puisque ¢,
et ¢,.n sont des applications bilipschitz.
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Pour j + k positif, H vérifie ({LI12) et ([ELI3) pour i+ j, et k+ j, respectivement.
Et donc H — Id est rugueuse d’exposant ¢ + j et lipschitz d’exposant k + j;. En
appliquant le théoréme on peut trouver une approximation H de H — Id, C*
dans le complémentaire de Y qui vérifie |H + Id — H| < € ainsi que :

|H(q)| < dlq;Y)*+7 (6.3)
et pour tout couple (g¢;¢’) satisfaisant |¢ — ¢'| < id(q; Y)
|H(q) = H({)| S d(g;Y)" g — |-

Et donc H est une (1 + jy; k+ ju)-approximation de 'application nulle. D’aprés
la remarque 2T H est C', H. Ceci implique que Dqﬁ < d(q;Y) 7+ pour tout ¢
au voisinage de 0. Soit H, = ¢, o (Id + ﬁ) o ¢_y_p. H.(q) tend vers H(q) quand e
tend vers zéro. Il vient :

|He(q) —al = [¢u(d—v-nlq) + ( “1(q))) = du(d-0(q))]
< | H(d—vn(q)) — d—u(q >+¢ wn(q)] car ¢, lipschitz
< |H(¢ooe h<q>>|+|¢ o(@) = d—oi(Q)|
S d(@oun(q); V) 4 |R(g)]
S d(Pon(q); V)T 1 d(g; Y )
< d(g; Y)ZJrlJr car 1 < —1.

Et donc H, satisfait I'inégalité ({L12). Pour simplifier les notations on pose ¢’ =
¢—vn(q), ¢" =q + H(q). Alors dH.(q) = d¢,(q") o (Id + dH(¢')) o ddp—,—n(q). On

remarque que

/ /I‘

¢ —q

11 (q)]

g’ )y

d(g; Y)FH. (6.4)

|déw(q") — dou(q)]

AR AR IA

De plus ¢, 0 ¢_y_p, = ¢p, et donc do,(q').do—y—n(q) = Dpp(q). Ceci implique :

|déu(q).dp—-n(q) — Id| < d(g:Y )+
< dlgY)t cark <i< -1 (6.5)

Et donc en réunissant (E4)) et (B3) il vient :

|do(q").dp—o-n(q) — Id| < d(g; Y )= **.

Et puisque |dq]/-\l| < d(q;Y)*+ il vient |dH.(q) — Id] < d(q;Y)* 7+ et donc
H. vérifie les inégalités (1) et ([EI3). On fait tendre € vers 0 et le point (i) est
démontré pour H.

Le point (i) se démontre de la méme maniére. La seule différence est que la
déformation est d’ordre j.
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Pour le point (iii) F' est encore une déformation d’ordre j. De plus pour tout ¢
et pour tout couple (z;2’) tel que |z — 2’| < 2ic|a: — 2| ona:

|0.h — Oph| < |z — 2| a3

2 — | .
< 7 p (Y5 A, car (v, G) vérifie t{
x
N |37_x/“x‘iﬁhv(Y?Aq)qu(Y;Aq)q d’apres 02151)
S o = 2lal 0, (V3 Aattn(V3 Ag)y  car ks < i
S e — 2|2 um (Y5 Ag)gpn,n (V3 Ag)g

car i, (Y5 Ay)q et pr g (Y5 Ay), sont équivalents a p,, (Y35 Ay), et uy (Y5 Ay), respec-
tivement. Et par conséquent :

10,F, — 0uF)| < [0,0 — O] + t|0uh — Oph|

<
S o= la (Vi A i r (Y5 Ag).

F; est donc lui aussi [, régulier et comme g g, (Y5 Ay)q ~ iy, (Y35 Ay)g il est aussi ¢y
régulier. Par conséquent (0; F.G) est L(i+ j;0; k+ j) régulier en tout point ¢t € [0; 1]
et on termine la démonstration comme pour () et (i). O

On s’intéresse maintenant aux espaces stratifiés qui ne comportent que deux
strates. On va donner dans ce cas particulier des critéres analytiques qui impliquent
la condition L(i;j; k) et donc la suffisance. Soit X une sous-varié¢té de R? telle
que X UY soit localement fermée. On note S la stratification formée de la paire

(X\{0};Y).
Proposition 6.2.4. Soient i et j deux éléments de RUR_ tels que ¢ < j. Soit k un
réel positif. On suppose que la condition suivante est vérifiée :
|z — ']

| z[*

§(T,X; TwX) < C (6.6)

Si (v; G(S)) estt' et t] alors il est L(—i; j; —k — i — ) régulier.
Si (v; G(S)) est t] alors il est L(—j;j; —k — 23j) régulier.
Si (v;G(8)) est t alors il est L(—j; j; —k — 37) régulier.

Démonstration. On montre en fait |[PY—Py| < |qg—¢'|d(q;Y)* 7" (Y Ag) gt (Y5 Ag)g-
Par définition de la métrique induite par la transversale v, d¢,(q) réalise un isomor-
phisme d’espaces euclidiens de R? muni de la métrique < ; >, , sur R” muni de la
métrique euclidienne. Alors

Or d’apres la proposition la condition 1;._;_; est vérifice. Ceci implique :
|dou(q) — doo(d)] S la = '1d(g:Y) ™ 1o (Y5 Ag)ghn, (V5 Ag)g-

Or par hypotheése |P, — Py| < ‘q‘;“,’ﬂ. Avec (E70) on en déduit :

g — |
|zl

1Py = Pol S g —d'ld(q; Y )™ (Y Ag)gptn, (V5 Ag)g +
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Ce qui implique, puisque les conditions ¢ et t]i sont vérifiées :
1Py = Pyl S g — ¢ Y) ™" (Y5 Ag g, (Y5 Ag)g-

Ceci montre le premier point. Les deux autres en sont des conséquences puisque la
condition #] implique la condition ¢’ et la condition #/ implique la condition tfj . g

En fait pour une transversale v on peut avoir un peu mieux que k > 0. On peut
supposer simplement k > —rg(v).

Remarque 6.2.5. On rappelle dans ce contexte que la condition ¢ (resp. t*-) est
vérifiée pour le couple (v;G(S)) si et seulement si pour x voisin de zéro :

p(dyv; T, X) > e|z|™! (6.8)

(vesp. p(dyv; T,X) > [a]i™0). | |
De méme que pour la condition ¢* la condition #] (resp. t]7) est vérifice pour le
couple (v;G(S)) si et seulement si pour z voisin de zéro :

pr (dyv; T, X)) > ezt (6.9)

(resp. 1 (dov; T,X) > [a ).

Comme nous 'avons au chapitre 1 le calcul peut se faire indifférement avec v
ou 7. Le calcul avec v; donne un critére plus explicite car il se fait sur une base au
lieu d’avoir a considérer toute la sphére.

La proposition nous donne donc des critéres analytiques de détermination
lipschitz des transversales. En vertu de la proposition la condition [;,_;_; sera
vérifiée. On obtient donc que I'inégalité (E) est suffisante a la k + 2i-détermination
des transversales aux ensembles satisfaisant (E.0).

En sous-analytique il est toujours possible de trouver un k qui vérifie cette
condition en vertu de l'inégalité de Lojasiewicz. En effet : On pose pour x non

(T X;T,

nul a(x) = sup |mfx,|/X). Le sup est fini en tout point de X puisque X est lisse en

:v’/iX
dehors de zéro. Il faut montrer qu’il existe un entier k tel que a(z) < m% La fonction
« est sous-analytique et continue en dehors de l'origine. Il en est donc de méme pour
la fonction ﬁg(w)) Et comme cette fonction se prolonge par continuité a ’'origine
elle est continue au voisinage de zéro. De plus elle ne s’annule qu’en zéro. En vertu
de l'inégalité de Lojasiewicz il existe un entier N tel que :

N |z
= _Cmax(l;a(x))'

Or ceci implique :

1
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ce qui par définition de o nous donne :

o'
Eh

Ce qui achéve la démonstration.

On va donner un résultat analogue pour le cas ot ¢ est supérieur ou égal & —1
a ’aide du théoréme L’intérét est que les résultats sont meilleurs dans ce cas.
Ce théoréme donne aussi des résultats dans le cas o1 Y est de dimension 1 car alors
on peut omettre la condition /.

Le théoréme qui suit est donc dans ce cas I'analogue du théoreme B2 C’est un
cas particulier des théorémes et réunis que l’on spécifie pour 'appliquer
dans la démonstration du théoréme qui établit la détermination dans ce cas.

Théoréme 6.2.6. Soit v une transversale directe. On suppose que i est supérieur
ou égal a —1 ou que 'Y est de dimension 1. Soit j € R positif.

(i) Si F est une déformation d’ordre j, (F*v;G) est L(i;j_;k) régulier alors
(v; F*QG) satisfait la condition L(i + j;0_; k + j).

(ii) Si F est une déformation d’ordre j,, (F*v;G) est L(i;j;k) régulier alors
(v; F*QG) satisfait la condition L(i+ j+;0_;k + j4).

(i) Si F est une déformation de ordre j, (F*v;G) est L(i;j; k) régulier alors
(v; F*Q) satisfait la condition L(i + j;0;k + j).

On se place dans le méme contexte que dans celui du paragraphe qui précéde le
théoréme

Théoréme 6.2.7. Soit v une transversale directe. On suppose que i est supérieur
ou égal a —1 ou que Y est de dimension 1. Soit j € R positif.
(i) Si (v;G) est L(i;7; k) et t{ réqulier alors z = jVUlv(0) est L(j,;min(j ;5 +
k)) — S—suffisant dans C7.
(i) Si (v;G) est L(i;j_; k) et t) régulier alors z = jU-lu(0) est L(j;min(j;j +
k)) — S—suffisant dans C-.
(iii) Si (p;G) est L(i;j; k) et t) régulier alors pour tout polynoéme représentatif de
z = jU=1u(0) alors z est L(j; min(k + j; j)) — S-suffisant dans C7.

Démonstration. La preuve est la méme que celle du théoréme On utilise la
proposition au lieu du théoréme O

Les théorémes et 27 peuvent étre renforcés de la maniére suivante :

Addendum 6.2.8. L’équivalence H donnée dans les théorémes B2 et B.2Z3 pourra
vérifier les conditions suivantes :

(1) Si G est C™*! sur une strate X; alors H|x,r, est C" sur cette strate.

(ii) Si X; est une variété ouverte dans X et si G est dérivable sur X; alors H est
dérivable sur un voisinage de X; N I", dans I',.
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(iii) Si la réunion d’une sous-famille (X;)pep, est ouverte dans R™ et si G est déri-
vable sur cette réunion alors H est dérivable sur l'intersection de cet ensemble

avec I',,.
Démonstration. C’est une conséquence de 'addendum E2-8. O

On peut faire la méme critique que celle qui précéde le théoréme B0 Le théo-
réme ne donne pas la suffisance lipschitz d’exposant k + 7. alors que le fibré
obtenu dans le pull-back est lipschitzien d’exposant k + j,. Nous allons donner un
analogue du théoréme pour la stabilité lipschitz.

Soit v une transversale directe et A un plan directement transverse a Y. Soit 74
la projection sur A parallélement & Y. 74 induit un difféomorphisme de I', sur A.
Soit S la stratification dont les strates sont données par m4(X; NI,) et ma (I, \ X).

Théoréme 6.2.9. On suppose que i est supérieur ou égal a —1.

(i) On suppose que le couple (v;G) est L(i; j; k) régulier. Soit u une application
qui a le méme j-jet que v. Alors il existe un homéomorphisme stratifié h :
(N;S8%) — (N;SY) qui est une (i + ji; k+ ji) approzimation de lidentité.

(ii) On suppose que le couple (v; G) est L(i;j_; k) régulier. Soit u une application
qui a le méme j_-jet que v. Alors il existe un homéomorphisme stratifié h :
(N;S%) — (N;8Y) qui est une (i + j; k + j) approxzimation de l'identité.

(ii3) On suppose que pour tout polynome p représentatif de j9=v, (p; G) satisfait
la condition L(i;j; k). Alors la conclusion de (ii) reste valable pour toute ap-
plication u possédant le méme [j — 1]-jet.

Démonstration. Bien str dans tous les cas on pose F/(q) = v(z) + t(u(z) — v(x)) on
q = (z;t). Les F.X; qui stratifient la base du fibré F*G sont en fait les ensembles
{(z;t) € Xi/(z; filx)) € X;} clest a dire que F.X; NN x {t} = 7 (X; N Ty,).
Donc F,X; NN x {0} = 7(X;NT,) et F,X;NN x {1} = (X, NT,). On pose
h = (W‘JA)*I o H ort ot H est construite comme dans la preuve du théoréme
Alors h est une approximation de l'identité aux mémes ordres que H ce qui donne
le résultat. O

A Taide de la suffisance des jets on peut ramener ’étude des fonctions différen-
tiable a celle des fonctions polynomiales. Le nombre de type lypschitzien des germes
des intersections par une transversale polynomiale de degré borné avec un ensemble
sous-analytique est fini. C’est une conséquence d’un théoréme du a Parusinski [Pa2)
qui établit I'existence des stratifications lipschitz pour les ensembles sous-analytiques
globaux. On en déduit donc :

Théoréme 6.2.10. Soit (X;Y) une stratification sous-analytique d’un ensemble
fermé satisfaisant la condition t'. Alors il existe un entier v telle que le nombre de
types lipschitzien des germes des intersections a l’origine avec une transversale C'"
soit fini.
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Démonstration. On a vu que 'on pouvait toujours trouver un entier k tel que :

S(T,X: T, x) < 14=41
’ T d(gY)

Alors toute appliation étant ¢° elle est r déterminée dans C” en vertu de la pro-
position Or, tout sous-analytique étant stratifiable au sens de Mostowski, le
nombre de type lypschitzien des germes des intersections une transversale polyno-
miale de degré borné avec un ensemble sous-analytique est fini. O

6.2.2 Lipschitz SV-suffisance des jets

On donne ici des critéres de SV-suffisance lipschitz d’application dérivables res-
treintes & un espace stratifié. Plus généralement on obtient la “L(i; k) équivalence”
de tous les représentants d’un jet donné. On généralise ainsi des résultats de Yomdim
dans [Y]]. On désignera par X une partie de N, S = {{0}, X1, ..., Xy} une stratifi-

cation de X et par G un Y-fibré défini au dessus de X un induisant sur chaque strate
un sous-fibré de son fibré tangent. Soit Gy le Y-fibré défini par Ao, = A, x {Ogm }.

Pour k négatif deux germes d’applications C7, f et g de N & valeurs dans YV
sont dites SV — S8 — L(i; k)— équivalentes s'il existe un homéomorphisme qui est une
(i; k)—quasi-isométrie de N sur N, préservant les strates, différentiable sur celles-ci
et envoyant f~1(0) sur g1(0).

Pour k positif, deux germes d’applications C7, f et g de N & valeurs dans YV
sont dites SV — S — L(i; k)—équivalentes s'il existe un homéomorphisme qui est une
(i; k)—approximation de l'identité de N sur N préservant les strates, différentiable
sur celles-ci et envoyant f~1(0) sur ¢g=(0).

On note Sy = {Y, X7 x {0},..., Xy x {0}} et Gy le Y—fibré défini par Ay, =
A, x {0}.

Alors f et g sont L(i; k) — SV —équivalentes si et seulement si f et g sont L(i; k) —
So-équivalentes.

Proposition 6.2.11. Soit G comme précédement. Alors :
1) 951 (v; Gg) est L(z;7; régulier et satisfait les conditions t% et i1 alors z =
FYlv(0) est L(i + jy ik + j)-SV — S suffisant dans C7.
(ii) Si (v;Go) est L(i;j_; k) régulier et satisfait les conditions t]~ et l;_ alors
z = j-1v(0) est L(i + j; k + j)-SV — S suffisant dans C7.
(iii) Si (p;Go) est L(i;j; k) régulier et satisfait les conditions t} et l;). pour tout
polynome p représentatif de z = jU=v(0), alors z est L(i + j; k + j)-SV — S
suffisant dans C7.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des théorémes E2ZT0 et
Pour h telle que jV/h(0) = 0 on pose F(z;t) = v(z) 4 th(z). Alors F' est une défor-
mation d’ordre j; . Donc d’aprés le théoréeme B2, (0; F*G) est un fibré vectoriel
rugueux d’exposant i+ j, et lipschitzien d’exposant k+ j, au dessus de F~1(0). On
applique le théoréme pour avoir le résultat dans chacun des cas. O



84 CHAPITRE 6. STABILITE LIPSCHITZ ET RUGUEUSE

Dans le cas des espaces a singularité isolée on obtient un critére analytique ex-
plicite & I'aide de la proposition et de la proposition B2Z3
Dans le corollaire suivant X = N. On note Ny la stratification formée de la paire

(NA{0};Y).

Théoréme 6.2.12. Si (v; Ny) satisfait t' et t] alors z = jUtitk=—ro®ly(0) est L(k; k)—
SV —suffisant dans CIH+k=ro(®),

Si (v; Ny) satisfait la condition t] alors z = j2IHk—0Wly(0) est L(k; k) — SV —
suffisant dans C%+k=ro),

Remarque 6.2.13. On peut, dans le cas ot Y est de dimension 1, donner une
proposition analogue a la proposition B2 Plus précisément dans le cas ou Y est
de dimension 1 on peut se passer de I'hypothese “(v; G) satisfait la condition [;,;". 11
suffit d’utiliser au lieu de B2

6.2.3 Lipschitz R suffisance des jets

Pour & négatif on dit que deux applications f et g de R™ dans R™ sont L(i; k) —
S — R—équivalentes s’il existe une (7; k) quasi-isométrie h de N dans N, qui préserve
les strates, différentiable sur chaque strate, telle que f = g o h.

Pour & positif on dit que deux applications f et g de R™ dans R™ sont L(i; k) —
S — R-équivalentes sur G s’il existe une (i; k) approximation de l'identité h de N
dans N, qui préserve les strates, différentiable sur chaque strate, telle que f = goh.

Dans ce qui suit GG désigne un Y-fibré défini sur X une partie de N, stratifiée
par S = {X1,..., X} }.

On note le fibré G qui étend G par Az(q) = A(nt(q)) x {Ogm}.

A nouveau le théoréme de détermination qui suit est le résultat dans sa généra-
lité. On spécifie ensuite des cas particuliers et on montre en pratique comment se
traduisent ces conditions notamment dans les cas ott X est un voisinage de zéro ou
un ensemble & singularité isolée.

Proposition 6.2.14. Soit v une fonction C7.
(i) Si (v;GRr) est t2, Ly et L(i;j; k) alors z = jVlv est L(i + j k4 jy) — S —
R—suffisant dans C7.

(ii) Si (v;GR) est ), I;_x et L(i;§_; k) alors z = jV-lv est L(i 4 j; k +j) — S —
R—suffisant dans C7.

(iii) Si (p;GR) est t), lix et L(i; j; k), pour tout polynome p représentatif de z =
GV=Yv, et si (v;G) estt], alors z est L(i+ j;k+j) S — R— suffisant dans C7.

Ce théoréme admet le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.15. Soit Gg comme précédemment.
(i) Si (v;GR) estt] et L(i;j;i+ 7 —ro(v)) alors z = jUti=ro®=1y(0) est lipschitz
S — R—suffisant dans CI+1=70(),

(i) Si (v;GRr) est L(i;3i — ro(v); 3i — 10(v)) alors z = jB=m0Wly(0) est lipschitz
S — R—suffisant dans C3~70),
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Démonstration. La premiére des deux assertions de la conditions L(i;j; k) est la
condition t*. Le corollaire est donc une conséquence du théoréme précédent et de la
proposition B.2.3 ]

On s’intéresse maintenant aux espaces qui ont une singularité isolée a l'origine.
On va donner dans ce cas particulier des critéres analytiques qui impliquent la condi-
tion L(i; j; k) et donc la suffisance. Soit X un tel espace inclus dans N. On note S
la stratification formée de la paire (X \ {0};Y)

Remarque 6.2.16. On rappelle que la condition ' (resp. '~ est vérifiée pour le
couple (v; Gg(8S)) si et seulement si pour z voisin de zéro :

p(dyv; T, X) > e|lz|™! (6.10)
(resp. pu(dyv; T, X) > |z|i).

De méme que pour la condition ¢!, la condition t{ (resp. t{_) est vérifiée pour le
couple (v; Gg(8S)) si et seulement si pour z voisin de zéro :

pr (dpv; Tp X)) > €|z (6.11)
(I‘eSp. ﬂl(d:vU;TxX) > |x‘j_1>'
De méme, nous 'avons vu au chapitre 1, le calcul peut se faire indifféremment
avec vy OU .

Proposition 6.2.17. On suppose que la condition suivante est vérifiée :

|z — 2|
|

ST, X:TyX) < C (6.12)

Si le couple (v; Ggr(S)) estt' et t] alors il est aussi L(—i; j; —k — i — j) régulier.
Si (v; Gr(S)) est t] alors il est L(—j;j; —k — 2j) régulier.
Si (v;GR(S)) est t? alors il est L(—j;j; —k — 37) régulier.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition O

Les inégalités (GI0) et (EI1) nous donnent donc des critéres expilites de R-
suffisance lipschitz sur tous les espaces satisfaisant (612).

Dans le cas X = N linégalité¢ (GIZ) est vraie pour tout k. Les conditions ¢/
ou t{ entrainent donc directement la détermination lipschitz. On aura donc par la
condition #/ ou #} un critére direct de suffisance lipchitz des jets.

Théoréme 6.2.18. (i) Si (v; N) satisfait t' et t] alors z = jU+=0)=1y(0) est
lipschitz—R—suffisant dans CI+=mo)

(ii) Si (v; N) satisfait t) alors z = jEI=70@)=1Uy(0) est lipschitz—R—suffisant dans
CQj—m (v) )
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6.3 Des théorémes de détermination C!

6.3.1 (' détermination des transversales

On va maintenant donner des théorémes de détermination C! des sections trans-
verses a un espace stratifié. En fait il s’agit 1a de résultats analogues a ceux de la
section qui précéde mais on obtient dans certains cas la dérivabilité de la trivialisa-
tion. En effet nous avons vu (cf remarque EEZTT]) que lorsque k& > 04 et G est lisse
sur X \ 'Y, H; est un C"! difféomorphisme.

Ce probléme a notament été étudié par Wall [Walou Takens [Ta]. On donne ici
un critére de détermination meilleur puiqu’il donne un jet plus court. De plus I’étude
s'étend a la SV détermination. Il est intéressant de remarquer que ces théorémes
sont valables sur des espaces a singularité isolée.

On se fixe donc un ensemble X contenant Y tel que X \ Y soit une variété C'>.

Deux transversales 4 Y u et v sont dites C' — X —équivalentes s'il existe un
difféomorphisme C' h : R¢ — R? qui préserve X et qui envoie I, sur Ty,

On dira que v est k — C! — X — déterminé si la classe de ! — X —équivalence
de v est déterminée par le k-jet de v.

On note S la stratification formée de la paire (X \ Y;Y). Pour simplifier on
notera L(k) pour désigner la condition L(k; —k;k) quand k € RUR,.

Proposition 6.3.1. (i) Si (v;S) est L(—k), t* et ly _p—réqulier alors v est [k]
C! — X — déterminée.
(ii) Si (v;S) est L(—ky), t"= et ly_ g, -régulier alors v est [k_] — C' — X — déter-
minée.
Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition La dérivabilité est

une conséquence de la remarque EE2TT1 O

De méme :

Théoréme 6.3.2. On suppose que i est plus grand que —1 ou que Y est de dimension
1. Soit k € R supérieur ou égal a 0.

(i) Si (v;S) est L(—k) et ti-régulier alors z = j¥lv est C* X suffisant dans C*.
(i) Si (v;8) est L(—k.) et t' -régulier alors z = j%-1v(0) est C* X suffisant dans
Ck-.
Démonstration. La aussi la preuve est la méme que celle de la proposition

puisque 7+ réalise un diffeomorphisme C! de I', sur N pour toute transversale
directe wu. O

En particulier :

Corollaire 6.3.3. Si (Y; X) est un couple de strates satisfaisant la condition L de
Mostowski, le type C! de lintersection avec une transversale directe a'Y a lorigine
est unique.
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Corollaire 6.3.4. On suppose que, pour tout couple (q;q") satisfaisant |q — ¢'| <
%cd(q; Y), X vérifie la condition suivante :

lg—d|
NT,X:TyX)<(C—r—roe
Tt ) = Oy
Alors : ‘
Si (v;G) vérifie t' et t] alors v est k + i+ j-C'-X-déterminé.
En particulier si (v; G) vérifie ] alors v est k + 2j-C'-X -déterminée.

Remarque 6.3.5. L’équivalence C'! approche I'identité aux mémes ordres que dans
la proposition BZ3 puisque la construction est la méme. Les propositions
et B.3.1] donnent juste des critéres pour avoir en plus la différentiabilité de ’équiva-
lence.

6.3.2 (! SV-détermination

On donne ici des théorémes de C'-SV-détermination. Soit X un sous-ensemble
de N lisse ou a singularité isolée. La premiére proposition est le résultat le plus
général possible. Les deux théorémes qui suivent en sont des applications.

Deux germes d’aplications C7, f et g de N a valeurs dans Y sont dits SV —X —C*
équivalents §'il existe un difféomorphisme C! de N sur N qui envoie f~(0) N X sur
g~1(0) N X. On note S la stratification formée de (X x {0} \ 0;Y"). Alors :

Proposition 6.3.6. Soit S comme ci-dessus. Alors :
i) Si (v;S) est L(k) régulier et satisfait les conditions t¥ et I, 1, alors z = jFv(0
1 b
est C' — SV — X suffisant dans C*.
1) Si v est L(—ky) régulier et satisfait les conditions = et U _p, alors z =
1 ) +
jE-1u(0) est C* — SV — X -suffisant dans C*.

Remarque 6.3.7. La aussi, si Y est de dimension 1 (c’est a dire pour la SV déter-
mination des fonctions), on peut se passer de la condition Iy .

Théoréme 6.3.8. Soit S comme précédemment. On suppose que X vérifie la condi-
tion suivante :
o — |

(6.13)

Alors :
(i) Si (v;8y) est t' et t]-régulier alors z = jEH+ly(0) est SV — C' X suffisant
dans Ck+iti,

(i) Si (v;8,) est t)-régulier alors z = j*+21y(0) est SV — C' — X suffisant dans
Ck+2j.

Les inégalités (EI0) nous donnent donc des critéres analytiques de suffisance C*.
Dans le cas X = N on peut avoir des résultats meilleurs. On note Ny la stratifi-
cation formée de la paire (N X {Ogm} \ {Oga};Y). On a alors :

Théoréme 6.3.9. Si (v; Ny) satisfait t' et t] alors z = jU+=70@ly(0) est O suffisant
dans CI+i=ro()

Si (v; No) satisfait la condition t} alors z = j2I=70@ly(0) est SV — C" suffisant
dans C*~o),
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6.3.3 (' R-détermination

On termine par des critéres de suffisance C'! pour la R-équivalence des applica-
tions différentiables restreintes a un sous-ensemble de R™ lisse ou a singularité isolée.
Soit X un sous-ensemble de N lisse ou a singularité isolée. Deux applications u et v
sont dites C''-X-R-équivalentes s’il existe une application C!, h : N — N telle que
u=woh.

Dans le cas d’un sous-ensemble lisse on peut donner un critére explicite sur les
dérivées secondes de v qui assure la détermination C'*.

Soit Gr(X) = {(z;t; Tz X)/t € Y, v € X \ {0}} U {(0;t)/t € Y'}.

Pour un germe de d’application v : R™ — R™ on rappelle que 7¢(v) désigne le
plus grand des entiers r tel que |v(x)| < |z|” au voisinage de l'origine.

Proposition 6.3.10. Soit X comme dans le paragraphe qui précede.
(i) Si (v;Gr(X)) est lyy, L(k) et th régulier, alors z = j*lv(0) est C* — R — X
suffisant dans C*.
(ii) Si(v;Gr(X)) estl_ i, , L(ky) régulier et 7 alors z = jE-1p(0) est C'—R—X
suffisant dans C*.

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition B2ZTH La dérivabilité est
une conséquence de la remarque EE2ZTT1 O

En particulier :

Corollaire 6.3.11. Soit S comme précédement. On suppose que X vérifie la condi-
tion[0.13. Alors :
(i) Si(v;Gr(X)) estt’ et t]-réqulier alors z = jE++ly(0) est C'—R—X suffisant
dans CF+iti,

(i) Si (v;Gr(X)) est t]-régulier alors z = j¥+%1y(0) est C' —R — X suffisant dans
Ch.

Dans le cas sous-analytique la condition (E213]) peut toujours étre obtenue si k
est choisi assez grand (cf. remarque E2ZH). On obtient donc la C' détermination finie
des applications sur de tels ensembles.

Corollaire 6.3.12. Soit X sous-analytique a singularité isolée. Soit v une applica-
tion sous-analytique C* telle que u(dv; T, X) # 0 Vo # 0. Alors v est finiment
C! — R — X déterminée.

Nous allons spécifier la condition dans le cas ou X = N. Comme le probléme est
local ceci donnera des théoréemes de détermination sur toutes les variétés C°.

Via la proposition B2Z3] le théoréme BE3T0 admet le corollaire suivant :
Corollaire 6.3.13. Si (v; Gz (N)) vérifie t' et t] alors v est (i+j —ro(v)) —C'—R

déterminée. ‘
Si (v; Gr(N)) vérifie ] alors v est (2§ —ro(v)) — C' — R déterminée.
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Remarque 6.3.14. On pourrait avoir dans les propositions qui précédent max(2; ro(v))
a la place de ro(v) (cf remarque B2Z7l).

Ce théoréme est a comparer avec celui donné par C. T. C. Wall dans [W] pour
la C' — j—détermination des aplications. En effet le critére donné dans [W] est le
suivant :

N(d,v) > ClzP .

Alors que le critére donné par le corollaire précédent est celui de la condition t{ est :
vi(dyv) > Clo)

. (qui implique la 2j détermination. Or nous avons vu que v*™(d,v) < N(dv) <
Cvi(d,v)*v*™2(d,v) et nous avons construit des exemples oul la premicre inégalité
était en fait une égalité. Le critére obtenu est donc explicitement plus faible.

En fait dés que les gradients des composantes tendent vers zéro a l'origine les
déteminants tendront vers zéro beaucoup plus vite que le min définissant iy qui n’en
fait intervenir que deux. Remarquons que lorsque m vaut deux u? coincide avec N.

Cependant le (i) du corollaire qui précéde nous donne un critére qui améliore encore
celui de C. T. C. Wall comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 6.3.15. Soit v : R* — R? définie par v(z;y; 2;t) = (222 — y? + 6212 —
23wy — 322 + 2t3).

Quand z = y = 0 il n’y a qu'un seul mineur d’ordre 2 qui est non nul. Celui si
vaus A(z;t) = (6t2 —322)2 +722%t2. La meilleure minoration que I'on peut obtenir de
cela est [(2;t)]* < A(z;t). L’exposant minimum pour minorer N est donc supérieur
ou égal a 8 (N est la somme des carrés des mineurs).

De plus le mineur A; ;(z;y) = 42 + 2y? est supérieur ou égal a |(z;y)[>. Comme
la norme de |g| est toujours équivalente soit a |(x;y)| soit & [(z;t)] on en déduit
lq|® < N(dyv). Le 9—jet est donc suffisant.

En dimension 2, les fonctions p? et N coincident. La condition ¢ s’avére donc
pour le couple (v;Gr(N)). De plus, et par les mémes arguments que pour minorer
N, on a la condition 3 pour ce couple. Comme r¢(v) = 2 on obtient par le (i) du
corollaire qui précéde que le 6—jet est suffisant.

| 2

Dans le cas d'une variété lisse la condition ] entraine donc la 2j — ro(v)— dé-
termination. Ceci est da au fait que la condition # induit la condition L(k). Cepen-
dant dans ce cas, il est possible d’avoir un résultat meilleur & partir de la condition
L(i; j; k) localement en tout point (cf section 3.3).

L’intérét est que cela nous donne des critéres de détermination a partir de la
matrice Hessienne (propostion ) améliorant les critéres que nous venons de
donner a partir de la matrice jacobienne.

Proposition 6.3.16. Soit v un germe d’application C7. On suppose que les condi-
tions suivantes sont vérifiées :
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(i) 1l existe un voisinage de l'origine dans N tel que pour x dans ce voisinage :

< karl
p(dgv) =

(i) Pour tout couple d’entiers (r;s) inférieurs a n :

0*v

S ()| S Jel a(deo)an (dyo).

Alors (v;Gr(N)) vérifie la condition L(k;0; k) localement en tout point de X ainsi
que la condition ly .

Démonstration. Comme nous ’avons déja dit la premiére condition équivaut a la
condition t* pour (v; Gr(N)).

D’aprés le théoréme des accroissements finis la condition (¢7) implique que tout
point x posséde un voisinage dans N tel que pour tout couple (z; ") dans ce voisinage
et pour tout couple d’entiers (r;s) tels que 0 <r <net 0 <s<mon ait :

O, B v,

92 )~ 5a ()] S o = &' |u(dov) pa (dov) . (6.14)

Ceci montre que la condition /jj est vérifiée.
De plus il vient :

|du(a) = do(d)] S o = &'|u(dov) pr (dov) 2.

La suite de la preuve est alors la méme que dans la proposition puisque bien
sur §(T,N: Ty N) < pu(dyv) i (dyv) |zl*lg = ¢'|.
O

L’intérét de cette proposition est de nous donner un critére de détermination a
partir de la Hessienne, puisque le théoréme suivant établit que la condition L(k) en
tout point induit la R—détermination C*.

Proposition 6.3.17. Si (v;Gr(N)) vérifie la condition L(k) en tout point alors v
est k — R — Ct—déterminée.

Démonstration. La preuve est identique au cas L(k) régulier. La seule différence est
qu’on utilise la proposition B30l au lieu de la proposition B23. O

6.4 Détermination et cloture intégrale

Dans [GTW] il est donné un critére en termes de cloture intégrale d’idéaux
impliquant la condition ¢! pour une application analytique donnée. La proposition
précédente nous donne un critére qui peut s’écrire en termes de cloture intégrale
d’idéaux puisqu’il s’agit d’'une majoration. On obtient donc un résultat analogue
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pour la détermination C*'. Pour simplifier on présentera seulement le cas des fonc-
tions. On pourra se référer a [GTW] pour les définitions. On note O,, 'anneau des
germes a l'origine des fonctions analytiques et m,, son idéal maximal. Pour v € O,
on note Jv lidéal jacobien de v et Hv l'idéal engendré par les dérivées partielles
secondes de v.

Théoréme 6.4.1. Soit v un germe d’application C7. On suppose que les conditions
sutvantes sont vérifiées pour tout x dans un voisinage de l'origine dans N :

(1) .

mffl C Ju.
(i)
mk Ho C (Jv)2.

Alors (v;Gr(N)) vérifie la condition L(k;0; k) localement en tout point de X ainsi
que la condition lyy,.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition B.3.160] et de la dé-
finition de la cloture intégrale. O

Nous avons vu lors de la section qui précéde que la condition L(k) en tout point
impliquait la C' —R—détermination. On obtient donc que les conditions mentionnées
dans la proposition qui précéde induisent la C! — R—détermination.

On peut généraliser ces critéres aux applications comme dans [G-T-WJ|. On peut
aussi donner un critére en termes de cloture intégrale puisque pour la condition ¢
il suffit de prendre le produit puisque v; est défini aprés un produit. Enfin, avec
la cloture intégrale Jov" définie dans [G-T-W| on peut avoir des caractérisations de

Lk,).
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Chapitre 7

Lipschitz stratifications and generic
wings

Abstract. In this paper we show that Lipschitz regularity of a subanalytic stra-
tification, as defined by T. Mostowski, is preserved after intersection with generic
wings, that is L-regularity implies L*-regularity. This was one of the conditions re-
quired of a good equisingularity notion by Teissier in his foundational 1974 Arcata
paper. Previous authors have shown that Lipschitz regularity is generic ([7], [12],
[15]), implies bilipschitz triviality and hence topological triviality ( [7], [15], and
implies equimultiplicity ([1], [2]).

Throughout, the character C will stand for various constants.

7.1 Definitions and previous results.

Let X be a subanalytic subset of an open subset of R". By a stratification of X
we shall mean a family ¥ = {S7}7"; of closed subanalytic subsets of X defining a
filtration :

Xzsm:_)sm—lggsl#w

such that each S7 = S/\S/~1 for j =1,1+1,..., m (where S'"t = (), is a smooth

manifold of pure dimension j or empty. We call the connected components of S7 the
strata of dimension j of X.

We denote by d; the function on X specifying distance to S7, so that d;(q) =
dist(q, S7).

We begin by giving the definition of Lipschitz stratification due to T. Mostowski
[7], who showed the existence of Lipschitz stratifications of general complex analytic
sets. A. Parusinski later proved existence for real analytic [12], semi-analytic [13],
and finally subanalytic sets [15]. As Parusinski points out, the definitions given in
these papers differ slightly. The definitions we use here are those of the survey paper
[14].

93
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Définition 7.1.1. Let ¢ > 1 be a fixed constant. A c-chain of a point ¢ € S’ relative
to a stratification ¥, is a strictly decreasing sequence of indices

J=n>J2 > >0 =1
and a sequence of points {¢; } where ¢;, € SC}S and g;, = ¢, such that each j, is the
greatest integer (< js_1) for which :
dp(q) > 262djs(q) VEk, [<k<j
and | q — g, | < ¢ d;.(q).

If there is no confusion, we will call the sequence of points {¢;,} a c-chain of ¢, or
simply a chain of ¢q. The length of such a chain is r, the number of its elements.

The existence of a chain of a given point is clear. We shall use the following
inequalities, due to Parusinski [12] :

dj.(q) < 2'¢™dja(g), for 2<s+1<m, (1)

|4 = @i | < 27710V A 1 (g), for 2<s+1<r, (2)

djs*1<q> S 2dj571<qjs)7 for 2 S S. (3)
Observe that a tail of a chain is a chain. This means that if {q,q;,,¢;,, -} is a
chain, then {gj,,q;,, -} is a chain, and so on (see Chapter 1 of the first author’s

thesis [3]).

For g € S7, we let P, : R" — T,57 be the orthogonal projection to the tangent
space 1,57 and let Pql = I — P, be the orthogonal projection onto the normal space

(T,S7)*, following Mostowski [7].

Définition 7.1.2. Let ¢ > 1 be a fixed constant. A stratification ¥ = {S7}7", of

X is said to be a Lipschitz stratification (or to verify the L-conditions) if there is
some constant C' > 0 such that for every c-chain {¢ = ¢;,, ¢j,,- - ,¢;, } relative to X,

and each k, 1 < k <r,

pPtp ...p |< CM 1
| 931 9jo 93 | — djk—l(Q) ( )7

and, for all ¢ € S7* such that | ¢ — ¢’ | < 5 dj,—1(g), then :

|§CM (L2),

P,—FP,)P, ---P,
|( q Q) 9jo djk_l(q)

where d;_1 = 1. In particular,

lg—d'|
P,—P,|<C——— (L3).
‘ q q| djl—l(Q) ( )



7.1. DEFINITIONS AND PREVIOUS RESULTS. 95

Définition 7.1.3. [19]. We recall that a pair of submanifolds (M, N), with N C
M — M, is said to be (w)-regular (or to satisfy the w-condition) at yo € N if there
is a real constant C' > 0 and a neighbourhood U of gy, such that :

O(TyN, T.M) < C ||z =y,
forally e UNN and all x € U N M.

Here and below we set 6(A, B) = Sup{(ﬁ, ﬁ} | a € A,b € B}, for linear
subspaces A, B of a euclidean vector space.

Proposition 7.1.4. ([7], [12]) Let ¥ be a Lipschitz stratification. Then for some
C>0andanyqe Si ¢ e S*(k < j):

| PSPy | < Clag—q |/ di-a(d).

We deduce easily that the L-conditions for a stratification imply the w-condition
for adjacent strata at each point of the set, because | PqLPq/ | = 6(T,,S*,T,59).

Ta Le Loi [6] has shown that definable sets for arbitrary o-minimal structures
admit stratifications which have the w-condition for all pairs of adjacent strata.
Parusinski [15] proved that every subanalytic set admits a Lipschitz stratification.
He has observed that definable sets in general o-minimal structures may not admit
Lipschitz stratifications : if X (¢) is the union of the x-axis and the graph of z*, z > 0
in R® = (z,y,t) then the Lipschitz types of X(t) are all different for ¢t > 1. It
is currently not known if definable sets with respect to an arbitrary polynomially
bounded o-minimal structure admit Lipschitz stratifications.

It is not true that the w-condition implies the L-conditions. Here we give a
semialgebraic example suggested by S. Koike. Real algebraic examples in R? have also
been found by the first author after systematic calculation of Lipschitz stratification
for the family of surfaces {y® = 2bx° + 2%} | where a, b, ¢, d are positive integers [4],
and comparison with earlier calculations done by the second author [18] and by L.
Noirel [10]. Mostowski [7] gave an example in C*, which works also in R* : define
X ={y=2=0}U{y =22 =tz} : then (w) holds along the t-axis, but (L) fails
(see [3] for a proof).

Example.

Let X = {(z,y,2) e R®| f(z,y,2) =y*> +2° — 2222 =0, 2 <0}, and let X =
S? D St =0z define a stratification.

We show first that the stratification is w-regular.

grad,f
Tgrad,f 7!
g 2| za? |
e V(322 — 2122)2 + 4y? + 42224

2212 zx?
< < <lz|< Var+y? = q—7(q) ||
v/ 412 | 2z |

5(02.T,X) =] ((0,0,1)
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where ¢ = (z,y, z) and 7 is projection on Oz. So the w-condition holds.
Next we prove that the L-conditions are not verified.
Let j; = 2,5, = 1, and let ¢ = g, = (—t2,V2t3,1),
q = (—t?,—V/2t3,t), and q; = (0,0,1), for ¢ near 0.
We have :
grad f = (32% — 2222, 2y, —22%2),

lq—d |=2V2P,
¢ —qu|=di(q) = ?V1+ 22

Then there exists ¢ > 1 such that | ¢ — ¢’ |< 2% dj,—1(q), so that {q, ¢} is a c-chain.

Also dj,.1=1, | P,— Py |=| P/~ P,
grad,f grad,f

and Pl(v) = (v, ,
o ) =0 T orad, T Torad, /1

for vectors v € R3.

Then | (P _Pq)qu2 | =| (Py — P,)(0,0,1) |
=| (Py — P;")(0,0,1) |
=22 gradyf  —2a°zgrad,f
N Torade 2~ Torad, 7 1?
—2t°2/2t3 |
(3t* 4 2t4)2 4 8t6 + 4¢8¢2
4+/2t8 2

25¢8 + 86 + 4410 [~

Hence | (Py — Fy)P,,, |~ t* and % ~ 13, so that (L2) fails.

Now we recall the definition of E*-reqularity for E' an equisingularity condition,
as in the article of Orro and Trotman [11] (cf.[5], [9]). This notion came from the
discussion of B. Teissier in his 1974 Arcata lectures [16]. Teissier stated that one
requirement for an equisingularity condition to be “good" is that it be preserved after
intersection with generic linear spaces containing a given linear stratum. In [5], [8],
[9] and [17] various equisingularity conditions were shown to have this property.

The main result of this paper is that the L-conditions also have the property.

Other desirable properties proposed by Teissier in [16] were : that the condition
be as strong as possible while being generically satisfied (the L-conditions provide the
strongest known generic condition, the genericity having been proved by Mostowski
[7] for complex analytic sets, and by Parusinski for real analytic, then semianalytic
and finally subanalytic sets [12],[13],[15]), that it should imply local topological
triviality along strata (the L-conditions imply local bilipschitz triviality along strata
by [7] and [15]), and should imply equimultiplicity in the complex case (this follows



7.1. DEFINITIONS AND PREVIOUS RESULTS. 97

from H. Hironaka’s theorem [2] for Whitney stratifications - for Lipschitz stratifica-
tions one can also obtain equimultiplicity along strata from G. Comte’s proof of the
continuity of the density along strata of any locally bilipschitz trivial stratification
[1]). Thus, together with the result proved in this paper, we see that so far the
L-conditions do provide a good equisingularity condition. There is though another
property discussed by Teissier in [16], called Zariski equisingularity, which has not
been studied yet for the L-conditions.

In the remainder of this section we shall use the notations of [9] and [11], which
differ from the notation used above and in the later sections. In particular X will
denote a stratum rather than a stratified set. We hope this does not disturb the
reader unduly.

Définition 7.1.5. Let M be a C*-manifold. Let Y be a C?-submanifold of M and
y € Y. Let X be a C%-submanifold of M such that y € X, and Y N X = (). Let E
denote an equisingularity condition (examples : Whitney (b), (w), (L)). Then (X,Y)
is said to be E.x-regular at y (0 < k < codY) if there is an open dense subset U*
of the Grassmannian manifold of codimension k£ subspaces of T}, M containing 7,Y
such that if W is a C? submanifold of M with Y C W near y, and T,W € U*, then
W is transverse to X near y, and (X NW,Y) is E-regular at y.

Définition 7.1.6. (X,Y) is said to be E*-regular at y if (X,Y) is E pqx-regular for
all k, 0 < k < codY.

Définition 7.1.7. We call a C%-submanifold W of R" of codimension k, with
Y C W, a wing of codimension k attached to Y.

Remark. In our definition of £* we state that W is a C%-manifold. This has not
been part of previous definitions [9],[11]. It is not enough for our purpose that W
be just a C'-manifold, because L-regularity is not a C'-invariant, and neither is
w-regularity or Kuo’s ratio test (r), and below we shall sometimes use particular
coordinates.

We now recall some results due to Navarro Aznar and Trotman [9] that we shall
use in proving that (L) implies (L)*.

Let X be a subanalytic C?>-manifold of R™ x R® such that Y = 0 x R® — X — X
. Suppose d = dimX.

Let I'* = {(z, T, X, H)|zr € XNH} C R™" x G x G™_, , where G™_, denotes
the space of (m+s—Fk)-planes containing Y. Let E* = TFn{(0, T, H)|T+H # R™*s}.
This is a compact subset of 0 x G7'** x G™_, .

Now let U* be the complement of my(E*) in G™ . where my : {0} x G x
G™ . — G™_, is projection onto the last factor. Clearly U* is open in G™_, .

Let H € U*, let a(t) be an analytic curve in R”, and let H(t) be an analytic

curve in U* with a(0) = 0, H(0) = H, and a(t) € H(t)N X when ¢ # 0. Then the
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definition of U* implies that H is transverse to lim,_.g ToyX.

Lemme 7.1.8. [9] Let W be a wing of codimension k attached to Y such that
ToW € UF. If (X,Y) satisfies Kuo’s ratio test (1) (resp. (w)) at 0, then (X NW,Y)
also satisfies (r) (resp. (w)) at 0.

Théoréme 7.1.9. [9] If (X,Y) satisfies (r) (or (w)) at 0, then the open set U* is
dense in GI"_,.

Corollaire 7.1.10. [9] For subanalytic stratifications, (r) implies (r*) and (w) im-
plies (w*).

To prove that (L) implies (L*), we need only prove the analogous result to Lemma
1.8 : because (L) implies (w) by Proposition 1.4 then, by Theorem 1.9, U* is dense
whenever (L) holds, and for more than two strata we obtain an open dense set by
intersection of the U*.

Thus to prove that (L) implies (L*), it is enough to show that when a stra-
tification 3 = {S7 }jL, satisfies the L-conditions at 0 and W is a wing such that
ToW is transverse to lim TS, with lim ¢; = 0, then the L-conditions hold for
¥ = {8/ N W}, This we do in the next section.

We thank the referee for suggestions enabling us to improve the final version of
this paper.

7.2 The L-conditions are preserved after intersec-
tion with generic wings.

Théoréme 7.2.1. Let F, be a sequence of vector subspaces of a euclidean vector
space V' converging to a vector space F. Let W be a vector subspace of V' which is
transverse to F.Then there is a positive integer m and a constant C' > 0 such that
for any vector subspace E C W :

§(BE,WNF,) < CSE,F,), ¥Vn>m.

Proof.



7.2. THE L CONDITIONS ARE PRESERVED 99

O(E,W N F,) = Sup{(p qur) | v € Ev#0, we (WnNE)Y w#0}

a+b
= Sup{{r gy |V € Bro A0 a € Whb e Bitiatb £0)

b

=Sl ey |0 € BrA e e Wb E B at b £0)
_gup{ oL v b Bovo#£0,aeWhbe F,Yb#0,a+b#0
=Sl g o o 1 € Be# Oa €L ERLEE 0000}
1 v b

:Sup{HL ||<||v|| Hb”>|v€Ev7é0a€WlbanL,b#Oa+b7éO}

loll

and because W is transverse to F, so that W+ N F+ = {0}, and F,, converges to F,
then for m large enough there exists a constant C' > 0 such that when n > m,

S(E,W N E,) < C Sup{(-—— >|veEv7AObani,b7A0}

[oll” [0l
— C§(E, F,).

This completes the proof of Theorem 2.1.

Lemme 7.2.2. Let A, B be vector subspaces of a finite-dimensional euclidean vector
space V' such that dimension of A = dimension of B. Then 0(A, B) =| I14 — g |,
where Py (resp. Pg) denotes orthogonal projection onto A (resp. B).

Proof.
Let ve V with | v |= 1.
Then :
| Pa(w) = Pe(v) P = | Pa*( Pa(w) = Pe(v)) |” + | Pa(Pa(v) — Pa(v))

(by Pythagoras)
| Pat( Pe(0)) "+ | Pa (I = Pg)(v) |
| Pa*( Pe(v)) | + | Pa ( Pt(v))

< O(B,A)? | Ps(v) | + (A, B)* | Pg*(v)
< OB, A (| Pe(v) P + | P (v) )
< §(B, A ()
And for v € B, with | v |= 1, we have : | P4(v) — Pg(v) | <| P4+ — Pg |.
But, | P4(v) — Pp(v) | = | Pa(v) —v | =| Pa*(v) | = §(B, A). So,
6(B,A) <|Pa—Ppl (i)

By (i) and (ii), we have that §(A, B) =| P4 — Pp |.

The following proposition is the key to our main result.
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Proposition 7.2.3. Let X DY be a subanalytic stratification such that the pair of
strata (X — YY) satisfies the frontier condition at 0 and let W be a generic wing
such that ToW € U*. Then there is a constant C > 1 and a neighbourhood B(0, €)
of 0 such that

d(g, XNW) < Cd(q,X), Vqe B(0,e)nW.

Proof.

If the above conclusion fails, there exist € > 0 and a sequence ¢; € B = B(0, )W
such that lim ¢; = 0 and d(q;, X) = o(d(g;, X N W)).
For every i, define :
qi' € X such that d(¢;, ¢;) = d(g;, X)

Let B; be the closed disk centred at ¢; of radius %d(qi,X N W), passing to a

subsequence if necessary so that By, Bs, ... are disjoint .
Now for t € [0,1] , we define a mapping ¢, : R* — R™ by :

pi(@) =g+ taile) (¢ — a)
where «; is a C! function «; : R™ — [0, 1) such that :

ai(x)=1, if z€K;C éi, with K; compact, ¢; € K;,

o

a,(l‘) :O, if ZL’GR”—BZ',
and there exists M > 0 such that | Da; | < % Vi

g, XNW)

We see that ¢; is a C-diffeomorphism, ¢;(0) = 0, and D¢,;(0) = Id.

For every i, we have oo (B;NW)NX = BNWNX = (), because B; = B(q;, 5 d(g;, X N W))
and ¢ € p1(B;NW)N X.

So, for every i, there exists t;, 0 < ¢; < 1 such that ¢, (B; N W) is not transverse to

X at x;, where x; € X.

The sequence x; converges to 0. Suppose y; is a point such that ¢y, (y;) = ;, so that
Tﬂﬁiwti(Bi A W) = Dyiwt(Tin) =W

Let lim7,, X = 7. Then 7 is not transverse to ToW.

Now we want to prove that d(z;, W) = o (d(z;,Y)).
First, we compute :

d(zi, y:) |t eilyi) | " — i |
o (d(gi, X N W)).
But, as y; € B;, we have d(g;, ;) < 3 d(g;, X "W).

So d(q;, X N W) < 2d(y;, X N W), and hence

d(wi,y:) = o (d(yi, X NW))

<
<
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which implies d(z;,y;) = o(d(z;, X N W)).
Since y; € W, and Y C X NW by the frontier condition, this proves the claim.

From this fact, we can deduce that [ = lim 22&E) c TW.

|zs (i)

Now, we define :

(: X — XxP"YR)xG",

x m(x)

r — (z , T X).

()|

Then ((X) is subanalytic and (0,1,7) € {(X).
By the curve selection lemma, we can find an analytic curve a(t), such that
a(t) € X,Vt and ((a(t)) converges to (0,1, 7).

Now let
Ht)y=lt)oYo((t)aY) NTW),
_ _a(t) 7(a(t))

where U() = To@ (o) 1

Then H(0) = T,2W, H(t) € U*, and a(t) € H(t) N X for all t.
This contradicts the hypothesis that ToW € U*, and completes the proof of the
proposition.

Since W is of class C?, and the L-conditions are invariant by C?—diffeomorph-
ism, it is enough to check that the L-conditions hold for linear spaces W. So from
now on we will assume that W is a linear subspace of R".

From now on, if we write that (X, Y, Z) is a Lipschitz stratification, we mean a
filtration X DY D Z.

Proposition 7.2.4. Let (X,Y,Z) satisfy the L-conditions at 0 and let W € U¥,
where U* = UX(X, Z)NU*(Y, Z). Fiz e >0 and C > 1 as in Proposition 2.3. Then
there is a constant ¢y > C' such that for every q € B(0,¢) N W, we can find c5 > ¢;
and a ci-chain of q relative to the stratification (X N W, Y NW, Z) which is also a
ca-chain of q relative to the stratification (XY, 7).

Proof.

Let (X,Y, Z) satisfy the L-conditions at 0, and let W € U*, which is nonempty
by Theorem 1.9.

By Proposition 2.3, we have C' > 1 and a neighbourhood B(0,¢) such that
d(g,Y " W) < Cd(q,Y),¥q € B(0,e) N V.

Take ¢; > C.

Let q € }OfﬁW. It is clear that we have a c¢;-chain of ¢ relative to the stratification
(XNW,YNW, Z) which is also a ¢;-chain of ¢ relative to the stratification (X, Y, 7).
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Let qGB(O,e)ﬂ)%ﬂW.
Ifd(q,Z) > 2¢1*d(q, Y NW), then we can find ¢;, € YNW, and q;, € ZNW = Z

(this is possible because & > 1) so that :

DU Y OW) < e d(g,Y NW),

C
61 d(Q? Z) < d(Q? Z)

Then (g, ¢;,, gj5) is a c1-chain of ¢ relative to the stratification (X "W, Y NW, Z)

a’nd‘q_%:’)‘g

By Proposition 2.3, we have that d(q, Z) > 2¢1%d(q,Y) and also
| q — qj, | S C1 d(CI>Y>7

1 q— g | < adlq, Z).

So (q,4j,, qjs) is a co-chain of ¢ relative to the stratification (X, Y, Z), with ¢; = ¢;.
If d(q, Z) < 2¢:%d(q,Y N W), then we can find ¢;, € Z such that :

lq—q5, | < adlq, Z).

And so (g, gj,) is a c;-chain of ¢ relative to the stratification (X "W, Y NW, Z) .
Again by Proposition 2.3, we have d(q, Z) > 2¢,°C'd(q,Y) and

lq—q;, | < aVCd(q, Z).

So (g, g;,) is a co-chain of g relative to the stratification (X, Y, Z), with co = ¢ V.

We have thus proved that for every ¢ near 0, a chain of ¢ relative to the stratifi-
cation (X NW, Y NW, Z) is also a chain of ¢ relative to the stratification (X,Y, 7).
For more than three strata, the argument is similar.

We did not use theL-conditions explicitly in the proof of Proposition 2.4. It is
enough that the frontier condition holds and that U* is nonempty, both of which
follow from w-regularity (itself a consequence of the L-conditions).

Remark. To check that the L-conditions hold, it is enough to check L1, L2, L3
for one c-chain of each point ¢ (¢ independent of ¢). This can be easily seen. To
extend Lipschitz vector fields we only need the L-conditions for one c-chain of each
point ¢, while the extension property of Lipschitz vector fields is equivalent to the
L-conditions [15].

Let X be a compact subanalytic subset of R”, and let ¥ = {57 };“:l be a Lipschitz
stratification of X, i.e. satisfying the L-conditions, with a filtration :

X=8">58m15...58 =Y #£0.

We may suppose Y is linear. By Proposition 1.4, for every pair (S%Y) the w-
condition holds, and by Theorem 1.9, for every ¢ and each point y of Y, we have an
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open dense set UF consisting of linear wings W of codimension k containing Y. We
obtain an open dense set U¥ = U*(X,Y,y) by taking the finite intersection of all
the UF.

Now we show by induction that the L-conditions are preserved after intersection
with the (generic) linear wings belonging to this U*.

For one stratum it is clear that the L-conditions are preserved after intersection
with generic linear wings.

We suppose that this is true for stratifications of depth n, i.e. if ¥ = {57 }217’1
defines a Lipschitz stratification of X,

X:‘SvlJrnflDleranD___Dsl:Y?é@’

and if T is a generic linear wing containing Y, then ¥/ = {S7 N W}éi?il

the filtration

defining

XﬂW:{SlJrnflmW}D{Sl+n72mw}3._.D{SlmW}ZSl:Y

is also a Lipschitz stratification.

We have to verify the L*-conditions for stratifications of depth (n + 1).

Théoréme 7.2.5. Let ¥ = {57 217 be a filtration defining a stratification satisfying
the L-conditions at 0 and let W € U*. Let ¢; > 1 be as in Proposition 2.4. Then
there is a constant C > 0 such that the following conditions (L1*) are satisfied for

every c,-chain of a point ¢ near 0 in (S NW :

PLP B < \qujz\
ok w = Cag s am)

4y

where m is the length of the chain.

Proof.
Let {q,qj, **+ ,q;,} be a chain of ¢ € (S™") N W, relative to the stratification
defined by the filtration ¥/ = {S7 N W}E7

Then for 1 < k < m, there are constants C' > 0 such that :
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|ﬁqLPqJ2 ﬁqjk | < C |PLPqJ2 ﬁqjk | by Theorem 2.1
= C | PP, Py, - Py |
< C|P}P,,(I-P, )P, - Py |
gcyﬁggﬁgm~-%|+cngg%-uﬁw
< C|Pp, || B} i %-~ %k|+C|IﬂRmQBﬂB-~ﬁ
< C |plqu2 | P qu qjg qjk | +C |plqu2quaqu qu4
+ C | PP, Py Py o Py |
( continue this process )
g(jEjuygmu.aﬂ.\ﬁj%H-uﬁm\
i=2
< C . g =45 | . [ 4js = i | by L1, L1* for depth n
T g, S5 d(gg, S ’
< C Z d|(qci, S%]: |1) by inequality (2) for chains
< C M by inequality (3) for chains
d(q, 571)
< 19— 4. by Proposition 2.3. O

d(q,S==1NW)

Théoréme 7.2.6. Let ¥ = {SJ}”Z satisfy the L-conditions at 0 and let W € U*.
Let ¢y > 1 be as in Proposition 2.4. Then there is a constant C' > 0 such that the

following condition (L3*) is satisfied for each point ¢ near 0 on (S™™)NW, and all
¢ € (S")NW with | ¢ — ¢’ |< 5= d(g, SN W)

|q_ql|
P —P,|< )
R v | = Cd(q,S””—lﬂW)

Proof.
Suppose that the condition (L3*) is not satisfied.

Then there are sequences (¢;) and (q}) on (S™") N W such that limg; = 0 = lim
¢; =0, and for all C' > 0, there is an m € N such that :

1
|%—%%<5aﬂ%§”*ﬂwﬂ and

54 ‘Qi_QH :
|P§ P,|>C (q,S’*”*lﬂW)’ Vi > m. ()
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For simplicity, we write ™" = X.
By Lemma 2.2, we know that :

| qi

_5@(XQWU (mew

P{<H " Tw ||>|UGTqi(XﬂW),vyéO,weTq;(XﬂW)L,wyéO}
a o OL
S p{<H H H +b”>|UGTQi(XmW)7U7é07a€Tq£X ,bGTq;WL,aer;éO}
b o OL 1
p{<H Ik Ha—l—b|]> | v eTy,(XNW)v#0,a €Ty X ,beTyW—,a+0b+#0}
v a , °o o L .
SSuM(M, Ha+bH> |V €T, X0 #0,a€TyX ,beT,W* a+b+#0}
+ Sup{( . LH "e T, Wv" #0 €T X . beT,w +b 0}
up HU”H’”a‘i‘bH v ¢V, ,Q q , ¢ ,a
-3 lall_, v a e T, X 0, T)?l beTyWhatb
= Sl o a1V € T o0 # 00 €Ty X a7 0, b €Ty W at b0}
o] v" b , ., ol |

Because Ty W is transverse to lim 7, X for all sequences ¢; C XNW such that lim ¢; =
0, it follows that for iy large enough there exist positive constants Cy, Cy, C5, C4
such that :

| By — By, | < Cu8(Ty X, TyX) + CoS(T, W, T, W) Vi > i

< |Pq§_Pqi | Jr03|(.7i_qz{|

( by Lemma 2.2 and because W is a C*-submanifold)
|4 — ¢ | |4 — ¢ |
<C - C - by (L3
=g snw) T Gagemany (Y )
4 3 d(q, SH—TNW)’
So we have a contradiction with (*). O

Théoréme 7.2.7. Let ¥ = {SJ ”" satisfy the L-conditions at 0 and let W € U*.
Let ¢y > 1 be as in Proposition 24 Then there is a constant C' > 0 such that
the followmg condition (LQ*) 15 satisfied for every ci-chain of a point ¢ near 0 on

(S””)HW and ¢ € (S””)HW with | ¢—¢' |< 5= d(q, S 1NW), where m is the

201
length of the chain : |(P P)P ---quk|§ C’% VEk, 1<k<m.
Proof. ) )
Let q,qj,, -+ ,q;, be a chain of ¢ € (S"™)NW and let ¢ € (S"™") N W such that

lq—q' |< 5= d(g, S nW).

1
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Then for 1 <k <m:

|(j5q_]sq’)ﬁqj2" a5y, |—‘( PL)P "'ﬁqjk‘
:|(qu_Pq+)(Pq+qu)Pq/ "'quk|
S‘PququQ"'Pq' |+|PJ_ PJ_HPJ_ qjg"'quk‘

<| P+P,P, - . .
<V Ry BoF, i 5 &g, 55)

QJk

using the process of the proof of Theorem 2.5

E—1 ,
! = lq—4q|
by inequality (2) for chains
lq—d|
< Oy Z;H[—Pq')PqPq By, | PPy, q]k\+CW
< Cv Y |(By=Py)PPy, -+ Py || Bt Py, - |+CL.QI|
> . q q' )+ qt qjy aj; qit1 qu d(% Sjrl)
L lq—d |
< i ZZ;|(Pq—Pq')([—Pq)qu2 By | P P,y q3k|+CW
< C Z{HP P)qjg"'qu,.|+|(Pq_P)PLPq12" 4, |}| qz+1"'quk
lq—q |
Cy ———
T g, 5 )
lq—q | Iq—q’l la— a5 | 1@ — 4y | lg—q |
< C , : : s Cy ————
32{ d(q, S71) (q,Sﬁ‘l)d(q,Sﬁ‘l)}d(qﬁ,Sﬂk‘l) " 2 d(q, S 1)

by L2 L3, L1 and L1*

p— - —_— /
32 d| 0= | 1% = Guwi | + Cy M by inequality (2) for chains

B (g, 5%1) d(g, 5%1) d(q, 5%1)
< (4 M by inequality (2) for chains
- d(g, 5%
lqa—d'| .
< C by Proposition 2.3.

d(g, St N W)
This completes the proof of the theorem.

By the preceding result, we deduce :
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Corollaire 7.2.8. Let ¥ = {57 L be a stratification satisfying the L-conditions at
0, then for an open dense set of wings W containing S (assumed linear near 0),

¥ ={SNW}r, also satisfies the L-conditions at 0, i.e. (L) implies (L*).

This result also holds when X is a complex analytic subset of an open subset of
(G4
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