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NIEWYMIERNOSC ((3). DOWOD APERY’EGO

Wérdéd liczb rzeczywistych liczby wymierne charakteryzuja sie tym, ze nie mozna przybliza¢ ich ,zbyt
dobrze” innymi liczbami wymiernymi. Méwiagc §ciéle, prawdziwy jest nastepujacy

LEMAT. Jeslh x € Q, to istnieje stata Cy taka, ze dla p,q € Z, q > 0 zachodzi nieréwnosé

Cu
?»

o ile tylko p/q # «.

Jest on oczywisty; jest tez réwniez konsekwencja nastepujacego btyskotliwego twierdzenia pochodzacego
od Liouville’a

TWIERDZENIE. Jesli « jest rzeczyunstym pierwiastkiem wielomianu w(x) = ap+ a1x + ...+ apx™
o wspotczynnikach catkowitych, to istnieje stata Cy taka, ze dla p,q € Z, q > 0 zachodzi
nierownos$é
‘oc — p’ P &,
q qn
o tle tylko p/q # «.

Dowdd. Wystarczy oczywiScie dowies¢ prawdziwosci twierdzenia dla % dostatecznie bliskich «.
Przyjmijmy wiec, ze \% — of < d, gdzie d jest tak dobrane, aby w przedziale (« — d, « + d) nie
bylo innych niz « pierwiastkéw wielomianu w. Zauwazmy, ze na mocy tw. Lagrange’a o wartosci
Sredniej mamy

= |W/(<z-»)‘ < Supxe(ocfS,oc+3)|W,(x)| =: Dg,

P _

g — &
Stad juz widaé, ze skoro w(«) = 0, wystarcay wziaé Co = D', gdyz \w(%) —w(a)| = Iw(%)\ = o
gdzie ¢ jest catkowite dodatnie. O

WNIOSEK. Je$lt & € R oraz istniejq c1ggt Pn,dn € Z, dn > 0, Pn/dn # & oraz d > 1 takie, ze

‘ Pn
“ R —

dn
to o nie jest liczbg algrebaiczng stopnia mniejszego niz 8.

= O(qr_Lé)»

Dowd6d Apéry’ego niewymiernosci ((3) polegal na znalezieniu takiej wtasnie pary ciggéw. Udalo mu
sie uzyska¢ 6 =~ 1.08, co niestety nie pozwala na wnioskowanie o ewentualnym stopniu algebraicznosci.

Jak latwo zauwazy¢, sumy czeSciowe szeregu ) _ %, wziete jako wartosci pn/qn, nie pozwalajg na
skorzystanie z powyzszego wniosku. Istota dowodu tkwi w przyspieszeniu owej zbieznoéci przez stosowanie
rozmaitych sztuczek. Pierwszym krokiem sa nastepujace tozsamo§ci:

Dla 1 < k < n zdefiniujmy

Zauwazmy teraz, ze



(1) F(n,k) =A(n,k)—A(n,k—1), gdzie

(—1)kTk!? _ (—1)k1
n2.mn—k)...(n+k) TLz(Tl—k)(E)(““”‘)’

A(n, k) =

(2) F(n,k) =B(n,k)—B(n—1,k), gdzie

(—1)kk!2 B (—1
2Kk3 . m—k+1)...(n+k) o 2k3(2)(n.|k_k)-

B(n, k)=

Korzystajac z tych wtasnosci, na dwa sposoby obliczymy sume ) <k<n<N F(1, k). Z jednej strony jest

ona réwna
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z drugiej za$

> ) Fmk=) > (B(nk)—Bn-1k)=) (B(Nk) —B(kk)
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Stad dostajemy tozsamosé

1 Znalezienie ciaggéw a,, b,

Apéry wprowadzit pomocnicza funkcje
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Zauwazmy, ze z powyzszych rozwazan wynika, ze przy n — oo, C(n, k) — ((3) jednostajnie wzgledem k.

Nastepujacy lemat moéwi o rzedzie wielko§ci mianownikéw liczb C(n, k):
LEMAT. 2(“+k) (1,...,n3C(n, k) jest liczbg catkowitq.

(Powyzej [1,...,n] oznacza najmniejsza wspélng wielokrotnos¢ liczb 1,2,...,n)
Dowdd. Wystarczy naturalnie wykazaé, ze liczby

™M, 3

m3 () (M)

sa catkowite (dla m < k < n). Jednakze skoro

(nlirk) ( n+k

wystarczy pokazac, ze liczby



sg catkowite. W tym celu zbadamy, z jakim wykladnikiem dana liczba pierwsza p dzieli odpowiednio
licznik i mianownik. Mamy
ord,|[1,... n> = 3log,n

ord,, <X> < log, x —ordpy,
Y

s(n)[k
ord, <m (m) (m) > < 3ordp,m-+log, n—ordym+log, k—ord,m = ordym+log, n—log, k < 3log,n
co dowodzi catkowitosci wszystkich sktadnikéw. O

Nastepnie definiujemy

e £ () () e e £6) (V)

i zauwazamy, ze z naszej uwagi o jednostajnej zbieznosci liczb C(n,k) wynika, ze an/bn — ((3), a z
lematu — ze 2[1,...,n]3an € Z.
2 Roéwnanie rekurencyjne
Naszym zadaniem bedzie teraz wykazanie, ze oba ciggi a, i by, spetniajg liniowg rekurencje
(N4 1)3xnp1 — (3413 + 512 + 27 + 5)xn + nxn1 = 0. (%)
Zacznijmy od by. Niech p(n, k) = ( )2(“+k) tak aby b, = Y, B(n, k). Zauwazamy, ze
(Mm+1P3B(n+1,%) —PM)B(n,k)+n3p(n—1,k) =B(n,k) —B(n,k—1),

gdzie tym razem
B(n, k) =4(2n+1)(k(2k+1) — 2n+ 1)?)B(n, k)

oraz P(n) = 34n3 4 51n? 4 27n + 5. To pozwala nam napisaé
(M A+ 1)3bne1 — (3403 +51n% + 27+ 5)byy + n’by g =

n+1

=y ((n+ 13B(k,n+1) — (3413 + 512+ 27n + 5)B(k,n) + n3B(k,n — 1)) —
k=0
n+1
_Z B(n,k—1)) =B(n,n+1)—B(n,—1) =0.

Jesli chodzi o an, to jeszcze bardziej sztuczkowo pokazujemy, ze
M+13M+1,k)C(n+1,k) —P()B(n, k)C(n, k) +n*p(n—1,k)C(n—1,k) = A(n, k) —A(n, k—1),

gdzie tym razem

_1\k-1
=i+ S () (1)

Rekurencja (*) ma dwie powazne konsekwencje:

Konsekwencja 1. |g* — ¢(3)] = 0(b;2).



Dowdd. Zauwazmy, ze z naszej rekurencji wynika, ze x,, := n3(anbn_1 — an_1bn) spelnia xn = xn41, 2
zatem x, = a1bg — apb; = 6. Wobec tego

an — [Gk Q-1 - 1 o
_ & 1) = e ——— b
B g = 2 <bk bk_1> 2 oo~ Olon),

k=n+1 k=n+1
gdyz cigg by, jest rosnacy. O
Konsekwencja 2. by, = Q(am), gdzie « = (1 +v/2)*.
Dowdd. Mozna to latwo wywnioskowaé, patrzac na
34n3 +51n? +27n +5 n3
bn—H = 3 n— 3bnf1 = 0,
m+1) (m+1)

gdyz wielomian charakterystyczny réwnania xn,1 = 34x+Xn_1, czyli W(x) = x*>—34x+1 ma pierwiastki

(14+v2)* =« oraz 0 < (1 —v2)* < «. O

3 Koncowe wnioski

JesteSmy juz przy koincu dowodu. Przypominamy sobie, ze a, nie sg catkowite, ktadziemy wiec
pnzz[])"-vn]san anz[])---)n]Sbn

i aby zakoriczy¢ dowdd, wystarczy nam nastepujaca informacja o asymptotyce [1,...,n}:

LEMAT. [1,...,n] =~ e™
Szkic dowodu.

,...,n] = l_I(max{pk cpk<n)) = HpUng P H pogr ™ — exp Z logn = exp7t(n)logn.
P P p<n psn

Jednakze wiadomo, ze 7t(n)logn ~ n (twierdzenie o liczbach pierwszych), co koiiczy nasz dowéd. [J

Finalnie mamy

](:(3) P o), gn = Qe

dn

i wystarczy nam sprawdzié, ze « > e3. Wéwczas zgodnie z zapowiedzia,

log ot — 3

= =1.080529... > 1.
logoc + 3



