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NIEWYMIERNOŚĆ ζ(3). DOWÓD APÉRY’EGO

W±ród liczb rzeczywistych liczby wymierne charakteryzuj¡ si¦ tym, »e nie mo»na przybli»a¢ ich ÿzbyt

dobrze" innymi liczbami wymiernymi. Mówi¡c ±ci±le, prawdziwy jest nast¦puj¡cy

Lemat. Je±li α ∈ Q, to istnieje staªa Cα taka, »e dla p, q ∈ Z, q > 0 zachodzi nierówno±¢∣∣∣∣α −
p

q

∣∣∣∣ ­ Cα

q
,

o ile tylko p/q 6= α.

Jest on oczywisty; jest te» równie» konsekwencj¡ nast¦puj¡cego bªyskotliwego twierdzenia pochodz¡cego

od Liouville'a

Twierdzenie. Je±li α jest rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu w(x) = a0 + a1x + . . . + anxn

o wspóªczynnikach caªkowitych, to istnieje staªa Cα taka, »e dla p, q ∈ Z, q > 0 zachodzi

nierówno±¢ ∣∣∣∣α −
p

q

∣∣∣∣ ­ Cα

qn
,

o ile tylko p/q 6= α.

Dowód. Wystarczy oczywi±cie dowie±¢ prawdziwo±ci twierdzenia dla p
q dostatecznie bliskich α.

Przyjmijmy wi¦c, »e |pq − α| < d, gdzie d jest tak dobrane, aby w przedziale (α − d, α + d) nie

byªo innych ni» α pierwiastków wielomianu w. Zauwa»my, »e na mocy tw. Lagrange'a o warto±ci

±redniej mamy ∣∣∣∣∣∣
w
(

p
q

)
− w(α)

p
q − α

∣∣∣∣∣∣ = |w ′(ξ)| ¬ supx∈(α−3,α+3)|w
′(x)| =: Dα,

St¡d ju» wida¢, »e skoro w(α) = 0, wystarczy wzi¡¢ Cα = D−1
α , gdy» |w(p

q) − w(α)| = |w(p
q)| = c

qn ,

gdzie c jest caªkowite dodatnie.

Wniosek. Je±li α ∈ R oraz istniej¡ ci¡gi pn, qn ∈ Z, qn > 0, pn/qn 6= α oraz δ > 1 takie, »e∣∣∣∣α −
pn

qn

∣∣∣∣ = O(q−δ
n ),

to α nie jest liczb¡ algrebaiczn¡ stopnia mniejszego ni» δ.

Dowód Apéry’ego niewymierno±ci ζ(3) polegaª na znalezieniu takiej wªa±nie pary ci¡gów. Udaªo mu

si¦ uzyska¢ δ ≈ 1.08, co niestety nie pozwala na wnioskowanie o ewentualnym stopniu algebraicznosci.

Jak ªatwo zauwa»y¢, sumy cz¦±ciowe szeregu
∑ 1

n3 , wzi¦te jako warto±ci pn/qn, nie pozwalaj¡ na

skorzystanie z powy»szego wniosku. Istota dowodu tkwi w przyspieszeniu owej zbie»no±ci przez stosowanie

rozmaitych sztuczek. Pierwszym krokiem s¡ nast¦puj¡ce to»samo±ci:

Dla 1 ¬ k < n zde�niujmy

F(n, k) =
(−1)k−1(k − 1)!2

(n − k) . . . (n + k)
=

(−1)k−1

k2(n − k)
(n
k

)(n+k
k

) .
Zauwa»my teraz, »e
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(1) F(n, k) = A(n, k) − A(n, k − 1), gdzie

A(n, k) =
(−1)k−1k!2

n2 · (n − k) . . . (n + k)
=

(−1)k−1

n2(n − k)
(n
k

)(n+k
k

) ,
(2) F(n, k) = B(n, k) − B(n − 1, k), gdzie

B(n, k) =
(−1)kk!2

2k3 · (n − k + 1) . . . (n + k)
=

(−1)k

2k3
(n
k

)(n+k
k

) .
Korzystaj¡c z tych wªasno±ci, na dwa sposoby obliczymy sum¦

∑
1¬k<n¬N F(n, k). Z jednej strony jest

ona równa

N∑
n=1

n−1∑
k=1

F(n, k) =

N∑
n=1

n−1∑
k=1

(A(n, k) − A(n, k − 1)) =

N∑
n=1

(A(n, n − 1) − A(n, 0)) = 2

N∑
n=1

(−1)n

n3
(2n

n

) +

N∑
n=1

1

n3
,

z drugiej za±

N∑
k=1

N∑
n=k+1

F(n, k) =

N∑
k=1

N∑
n=k+1

(B(n, k) − B(n − 1, k)) =

N∑
k=1

(B(N,k) − B(k, k)) =

=

N∑
k=1

(−1)k

2k3
(N

k

)(N+k
k

) −
1

2

N∑
k=1

(−1)k

k3
(2k

k

) .
St¡d dostajemy to»samo±¢

ζ(3) =

∞∑
n=1

1

n3
=

5

2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n3
(2n

n

) .

1 Znalezienie ciągów an, bn

Ap�ery wprowadziª pomocnicz¡ funkcj¦

C(n, k) =

n∑
m=1

1

n3
+

k∑
m=1

(−1)m−1

2m3
(n
m

)(n+m
m

) .
Zauwa»my, »e z powy»szych rozwa»a« wynika, »e przy n → ∞, C(n, k) → ζ(3) jednostajnie wzgl¦dem k.

Nast¦puj¡cy lemat mówi o rz¦dzie wielko±ci mianowników liczb C(n, k):

Lemat. 2
(n+k

k

)
[1, . . . , n]3C(n, k) jest liczb¡ caªkowit¡.

(Powy»ej [1, . . . , n] oznacza najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢ liczb 1, 2, . . . , n)

Dowód. Wystarczy naturalnie wykaza¢, »e liczby(n+k
k

)
[1, . . . , n]3

m3
(n
m

)(n+m
m

)
s¡ caªkowite (dla m ¬ k ¬ n). Jednak»e skoro(n+k

k

)(n+m
m

) =

(n+k
k−m

)( k
m

) ,

wystarczy pokaza¢, »e liczby
[1, . . . , n]3

m3
(n
m

)( k
m

)
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s¡ caªkowite. W tym celu zbadamy, z jakim wykªadnikiem dana liczba pierwsza p dzieli odpowiednio

licznik i mianownik. Mamy

ordp[1, . . . , n]3 = 3 logp n,

ordp

(
x

y

)
¬ logp x − ordpy,

ordp

(
m3

(
n

m

)(
k

m

))
¬ 3ordpm+ logp n−ordpm+ logp k−ordpm = ordpm+ logp n− logp k ¬ 3 logp n,

co dowodzi caªkowito±ci wszystkich skªadników.

Nast¦pnie de�niujemy

an =

n∑
k=1

(
n

k

)2(
n + k

k

)2

C(n, k), bn =

n∑
k=1

(
n

k

)2(
n + k

k

)2

i zauwa»amy, »e z naszej uwagi o jednostajnej zbie»no±ci liczb C(n, k) wynika, »e an/bn → ζ(3), a z

lematu { »e 2[1, . . . , n]3an ∈ Z.

2 Równanie rekurencyjne

Naszym zadaniem b¦dzie teraz wykazanie, »e oba ci¡gi an i bn speªniaj¡ liniow¡ rekurencj¦

(n + 1)3xn+1 − (34n3 + 51n2 + 27n + 5)xn + n3xn−1 = 0. (∗)

Zacznijmy od bn. Niech β(n, k) =
(n
k

)2(n+k
k

)2
, tak aby bn =

∑
k β(n, k). Zauwa»amy, »e

(n + 1)3β(n + 1, k) − P(n)β(n, k) + n3β(n − 1, k) = B(n, k) − B(n, k − 1),

gdzie tym razem

B(n, k) = 4(2n + 1)(k(2k + 1) − (2n + 1)2)β(n, k)

oraz P(n) = 34n3 + 51n2 + 27n + 5. To pozwala nam napisa¢

(n + 1)3bn+1 − (34n3 + 51n2 + 27n + 5)bn + n3bn−1 =

=

n+1∑
k=0

(
(n + 1)3β(k, n + 1) − (34n3 + 51n2 + 27n + 5)β(k, n) + n3β(k, n − 1)

)
=

=

n+1∑
k=0

(B(n, k) − B(n, k − 1)) = B(n, n + 1) − B(n, −1) = 0.

Je±li chodzi o an, to jeszcze bardziej sztuczkowo pokazujemy, »e

(n + 1)3β(n + 1, k)C(n + 1, k) − P(n)β(n, k)C(n, k) + n3β(n − 1, k)C(n − 1, k) = A(n, k) − A(n, k − 1),

gdzie tym razem

A(n, k) = B(n, k)C(n, k) +
5(2n + 1)(−1)k−1k

n(n + 1)

(
n

k

)(
n + k

k

)
.

Rekurencja (*) ma dwie powa»ne konsekwencje:

Konsekwencja 1. |an
bn

− ζ(3)| = O(b−2
n ).
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Dowód. Zauwa»my, »e z naszej rekurencji wynika, »e xn := n3(anbn−1 − an−1bn) speªnia xn = xn+1, a

zatem xn = a1b0 − a0b1 = 6. Wobec tego

ζ(3) −
an

bn
=

∞∑
k=n+1

(
ak

bk
−

ak−1

bk−1

)
=

∞∑
k=n+1

1

k3bkbk−1
= O(b−2

n ),

gdy» ci¡g bn jest rosn¡cy.

Konsekwencja 2. bn = Ω(αn), gdzie α = (1 +
√

2)4.

Dowód. Mo»na to ªatwo wywnioskowa¢, patrz¡c na

bn+1 =
34n3 + 51n2 + 27n + 5

(n + 1)3
bn −

n3

(n + 1)3
bn−1 = 0,

gdy» wielomian charakterystyczny równania xn+1 = 34xn+xn−1, czyli W(x) = x2−34x+1 ma pierwiastki

(1 +
√

2)4 = α oraz 0 < (1 −
√

2)4 < α.

3 Końcowe wnioski

Jeste±my ju» przy ko«cu dowodu. Przypominamy sobie, »e an nie s¡ caªkowite, kªadziemy wi¦c

pn = 2[1, . . . , n]3an qn = 2[1, . . . , n]3bn

i aby zako«czy¢ dowód, wystarczy nam nast¦puj¡ca informacja o asymptotyce [1, . . . , n]:

Lemat. [1, . . . , n] ≈ en.

Szkic dowodu.

[1, . . . , n] =
∏
p

(max{pk : pk ¬ n}) =
∏
p

pblogp nc ≈
∏
p¬n

plogp n = exp
∑
p¬n

logn = expπ(n) logn.

Jednak»e wiadomo, »e π(n) logn ≈ n (twierdzenie o liczbach pierwszych), co ko«czy nasz dowód.

Finalnie mamy ∣∣∣∣ζ(3) −
pn

qn

∣∣∣∣ = O(α−2n), qn = Ω(αne3n),

i wystarczy nam sprawdzi¢, »e α > e3. Wówczas zgodnie z zapowiedzi¡,

δ = 1 +
logα − 3

logα + 3
= 1.080529 . . . > 1.
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