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Streszczenie

Niniejsza praca zawiera omowienie artykulu Stefana Banacha z roku 1939 po$wieconego
autorskiej wersji “Prawa Najwyzszego” oraz probe wyjasnienia jego zawartosci na tle i w
terminach wspolczesnej analizy funkcjonalne;j.

1 Wstep

Praca Jézefa Hoene-Wronskiego o “Prawie Najwyzszym” wzbudzita zainteresowanie, ktore nie
wygasato z uptywem lat. Pisze o tym Samuel Dickstein, ktéry przeanalizowal ja w roku 1890 w
artykule [9], a za posrednictwem tej z kolei pracy w 1939 roku zajal sie “Prawem Najwyzszym”
chyba najwybitniejszy polski matematyk Stefan Banach w [3]. W omawianej pracy Banach
nie odwoluje sie bezposrednio do oryginalnych prac Hoene-Wronskiego - jednak, jak wynika z
zamieszczonego w tym tomie artykutu P. Pragacza, mial do nich dostep.

Moim zdaniem Banach byl specjalnie predestynowany do glebszego zrozumienia i zmodernizowania
idei Hoene-Wronskiego. To matematyk na wskro$§ nowoczesny - jego prace sa dzi§ doskonale
czytelne i, po naprawde drobnych zmianach w terminologii, moglyby uchodzi¢ za prace wspdlczesne.
Widaé to szczegdlnie patrzac na standardy w zakresie $cistosci, precyzji, stylu dowodzenia itp.
Mogt wiec Banach przeksztalcié “mglawicowe” idee z poczatkow XIX wieku w precyzyjne,
dowodliwe twierdzenia. Przyktadowo: Hoene-Wronski w ogdle nie méwi o zbieznodci - dla Banacha
to gloéwne zagadnienie. Ale to nie jedyny powdd, dla ktorego “byl on odpowiednia osoba na
odpowiednim miejscu” - Banach byt zapewne jednym z niewielu matematykow konca lat 30-
tych dwudziestego wieku, ktory mogt w petni uzy¢ jezyka i metod analizy funkcjonalnej. Mineto
zaledwie 8 lat od ukazania sie¢ fundamentalnej ksiazki Banacha “Teorja operacyj, tom I. Operacje
liniowe” [1] bedacej pierwszym systematycznym wykladem tego jezyka i tych metod. Mineto 7
lat od opublikowania wersji francuskiej [2] (wersji, a nie dokladnego tlumaczenia, réznita sig
ona bowiem ukladem i nieznacznie zawartoscia), ktéra odegrata wielka role w rozwoju mtodej
dziedziny analizy, m.in zawierajac wiele podstawowych dla rozwoju analizy funkcjonalnej pytan.
Banach dostrzegl, ze “Prawo Najwyzsze” Hoene-Wronskiego to fakt z analizy funkcjonalnej,
ktoéry moze i powinien byé wyrazony w jej jezyku - moim zdaniem najbardziej adekwatnym.

W tym miejscu trzeba by w koncu zaspokoi¢ ciekawosé czytelnika i krétko wyjasnié o czym
moéwi “Prawo Najwyzsze”. Jest to pewna metoda znajdywania wspolczynnikéw skalarnych o
rozwiniecia “dowolnej” funkcji f wzgledem danego “dowolnego” ciagu funkcji (x;);en tak aby

f = ZO&Z.TZ

Jak juz wspomnialem autor tej idei nie zaprzatal sobie glowy zbieznoscia szeregu, ale we

wspOlczesnym jej przedstawieniu (i oczywiscie u Banacha) musi to by¢ zagadnienie centralne.
W dalszej czeSci pracy przedstawie wynik Banacha i skomentuje jego znaczenie, zakres

stosowalnosci i zawarte tam idee - ich zwiazek z pewnymi p6zniej rozwinietymi pojeciami analizy



funkcjonalnej. C6z dowiadujemy sie stad o dziele samego Jézefa Hoene-Wronskiego? Przede
wszystkim ideg “Prawa Najwyzszego” dalo si¢ przekué¢ w $cisle sformutowane twierdzenie (co dla
mnie jest ostatecznym dowodem jej “matematycznosci”), a po drugie dokonal tego matematyk,
ktorego wielko$¢ jest oczywista - co dla niedowiarkéw moze by¢ posrednia zacheta do przyjrzenia
sie tej idei. Czy odegrata ona duza role w dalszym rozwoju matematyki? Tu odpowiedZ jest
trudniejsza - mam zbyt mala wiedze historyczna aby odpowiedzie¢ na takie pytanie dotyczace
lat przed artykutem Banacha. Jesli chodzi o okres pdzniejszy, to nie znane mi sa zadne przypadki
cytowania pracy Banacha (co nie jest z pewnoscia dowodem zupelnego zapomnienia tej pracy).
Ilu matematykéw ja czytalo? Z pewnoscia jest latwo dostepna w edycji dziel Banacha [4, str.
450-457.
Omawiana praca jest krotka i sktada sie z trzech czesci:

1. wprowadzenia uzywanych pojec;
2. sformutowania i dowodu “Prawa Najwyzszego”;
3. przyktadow.

W takiej tez kolejnosci bedziemy ja omawiaé. Przez («;);en bedziemy zawsze oznaczaé dowolny
ciag skalaréw. Pojecia nie wyjasnione mozna znalezé np. w monografii [12].

2 Przestrzenie o wlasnoéci (A)

Aby méc korzystaé z zupelnoéci i konsekwencji twierdzenia Baire’a dla niezupelnych przestrzeni
unormowanych, Banach wprowadza specjalna klase przestrzeni spelniajacych wlasno$é (A).
Poniewaz dla ustalonego ciagu wektorow (z;) w przestrzeni Banacha E nie mozna oczekiwaé, aby
cala przestrzen E skladala si¢ z sum postaci ), a;z; wigc naturalnie pojawiaja si¢ niezupelne
podprzestrzenie. Wprowadzona klasa przestrzeni potrzebna jest m.in. aby uzyskaé zbiezno$é
rozpatrywanych szeregdw w na ogoél niezupelnej przestrzeni unormowanej. Banach swoje wyniki
formutluje dla przestrzeni Banacha i przestrzeni unormowanych, ale wydaje mi sie, ze wlasciwsza
rama jest klasa przestrzeni lokalnie wypuktych i dla nich bede definiowal wprowadzone pojecia.

Definicja 2.1 Przestrzen lokalnie wypukla E ma wlasnosé (A), gdy dla kazdego ciggu (x;)ien C
E istnieje cigg dodatnich liczb rzeczywistych (M;);en taki, ze dla kazdego ciggu skalaréw («;)ien
zachodzi warunek: jesli szereg >, |aii| M; < +00, to szereg Y., a;x; jest zbiezny w przestrzeni E.

Banach podaje w sposéb jawny tylko jeden przyklad przestrzeni z wlasnoscia (A) - przestrzen
Banacha, ale z jego pracy mozna takich przyktadéw wysnué wiecej (por. [3, Satz 1]).

Twierdzenie 2.2 Nastepujgce przestrzenie majg wlasnosé (A):
1. Przestrzen Banacha.
Przestrzen Frécheta ( = metryzowalna zupelna przestrzen lokalnie wypukia,).

Obraz ciggly i lintowy przestrzeni z wlasnoscia (A).

> L

Banacha, Frécheta lub, ogdlniej, z wlasnoscig (A).

N

Podprzestrzen domknieta przestrzeni lokalnie wypuklej z wlasnoscig (A).

6. Przekrdj ciggu przestrzeni z wlasnoscig (A).

Dowolna przestrzen lokalnie wypukta posiadajgca mocniejszq od oryginalnej topologie przestrzens



Dowdd: 1. Wezmy M, := ||z;||, woéwczas
i i

Zatem szereg ) . a;M; jest nawet absolutnie zbiezny w rozpatrywanej przestrzeni Banacha E,
jesli tylko >, |ag| M; < oo.

2. Niech topologia przestrzeni Frécheta E bedzie zadana ciagiem péinorm || - ||,, n € N.
Zdefiniujmy M; := maxi<n<; ||%i||n. Zatem podobnie jak w przypadku 1. mozna udowodnié, ze
szereg >, a;x; jest absolutnie zbiezny (tj. >, ||ayzil|n jest zbiezny dla kazdego n € N), o ile tylko
Zz’ |az|Mz < 0.

3. Zatozmy, ze T : Y — X jest surjektywnym operatorem liniowym i ciaglym, a X i Y
sa przestrzeniami lokalnie wypuklymi. Dodatkowo zalézmy, ze Y ma wiasno$é (A). Wezmy
teraz dowolny ciag (z;);eny C X, woéwczas dla kazdego i € N istnieje wektor y; € Y taki, ze
Ty; = x;. Z wlasnosci (A) otrzymamy ciag liczb rzeczywistych dodatnich (M;);en taki, ze jesli
|| My < oo, to szereg Y, a;y; jest zbiezny w Y. Wowcezas réwniez szereg >, az; = >, Ty,
jest zbiezny.

4. Wystarczy zastosowaé punkt 3. powyzej do operatora identycznosciowego na rozpatrywanej
przestrzeni z dwiema réznymi topologiami (por. cze$é 1.1 2.).

5. Oczywiste.

6. Niech (X,,)nen bedzie ciagiem posiadajacych wlasno$é (A) podprzestrzeni wiekszej przestrzeni
lokalnie wypuktej. Oznaczmy X := (1, X,. Niech (z;) C X. Z wlasnosci (A) dla kazdego n € N
istnieje ciag dodatnich liczb rzeczywistych (M");en taki, ze jesli >, |a;|M* < oo, to szereg
Yo oix; jest zbiezny w X,,. Latwo zauwazy¢, ze ciag (M;)ien, M; = maxicng; M, spelnia
warunki z definicji wlasnosci (A) dla ciagu wektoréw (x;);eny W przestrzeni X. O

W powyzszym dowodzie nie przypadkiem pojawia sie zbieznos¢ absolutna. Nastepne twierdzenie
(dla unormowanych przestrzeni £ udowodnione w analizowanej pracy Banacha) wykorzystuje
“typowa” idee Banacha - a dzi§ powiedzielibySmy: jeden z typowych “chwytow” analizy funkcjonalnej.

Twierdzenie 2.3 (por. [3, Satz 2 a]) Niech (x;)ien bedzie ciggiem elementéw w dowolnej
zupelnej przestrzeni lokalnie wypuklej E, a (M;);en bedzie dowolnym ciggiem liczb dodatnich.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:

1. Dla kazdego ciggu skalaréw (;)ien, jesli szereg >, |a;|M; jest zbieiny, to szereg Y., a;x;
jest zbiezny w E.

2. Dla kazdej pétnormy cigglej p na E istnieje stata K, taka, zZe dla kazdego ciggu skalaréw
()ien zachodzi nieréwnodé:

D <Z ai%‘) < sz |ov; | M.

3. Cigg (J‘%)z'eN jest ograniczony.

4. Dla kazdego ciggu skalaréw (o;)ien, jesli szereg >, |ai|M; jest zbieiny, to szereg Y., a;x;
jest absolutnie zbieiny w przestrzeni E.

Dowdéd: 1. = 2. Definiujemy przestrzen Banacha

H = l1((M;)ien) :={a = (aq) : ||| := Z | | M; < oo}



Ponadto definiujemy ciagte operatory liniowe U,, : H — E,
n

Un((@i)ien) =Y cii.
i=1

Z warunku 1. ciag U, jest punktowo zbiezny a z twierdzenia Banacha-Steinhausa, wynika, ze
granica jest ciaglym operatorem liniowym U : H — E, U((«;)ien) = >; ayx;. Ciaglosé U
natychmiast implikuje warunek 2.
Implikacje 2. = 3. = 4. = 1. sa oczywiste. a
Przygladajac sie nieco uwazniej dowodowi implikacji 1. = 2. zauwazymy, ze udowodniliSmy
faktycznie (zupelnosé, lub tylko lokalna zupelnosé - por. definicja nizej, jest potrzebna tylko w
implikacji 3. = 4.):

Whniosek 2.4 (por. [3, Satz 3]) Niech (x;)ien C E bedzie ciggiem wektoréw w przestrzeni
lokalnie wypuklej E, a (M;)ien ciggiem liczb dodatnich takim, Ze jesli szereg >, |a;|M; jest
zbiezny, to szereg Y ; cyx; jest zbiezny w przestrzeni E. Wowczas przestrzen

L= {Zaixi : Z || M; < oo} CFE
i i
jest cigglym liniowym obrazem przestrzeni Banacha, a zatem posiada wlasnosé (A). Innymi

stowy cigg (x;)ien jest zawarty w podprzestrzeni o wilasnosci (A).

Uzywajac wspolczesnej terminologii nalezatoby sie odwolaé¢ do pojecia dysku Banacha.

Definicja 2.5 Ograniczony zbior absolutnie wypukly nazywamy dyskiem. Dysk B w przestrzeni
lokalnie wypuklej E nazywamy dyskiem Banacha, jesli przestrzen unormowana E g zdefiniowana
jako powloka lintowa zbioru B wyposazona w norme:

lz||p := inf{\: z/\ € B}
jest zupetna, a zatem jest przestrzeniqg Banacha.

Latwo zauwazyé, ze
KB(07 1) c B - 7B(07 1)7

gdzie Kp, Kp to dopowiednio kula otwarta i kula domknieta w przestrzeni Ep. Zatem dyski
Banacha to “prawie” ciagle obrazy liniowe kul jednostkowych w przestrzeniach Banacha:

Whniosek 2.6 Dysk B jest dyskiem Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciggly obraz
lintowy C' kuli jednostkowej w przestrzeni Banacha taki, ze C C B C 2C.

Wiecej o dyskach Banacha patrz [16, Ch. 3.2]

Whniosek 2.7 Niech E bedzie dowolng przestrzeniq lokalnie wypuklg. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

1. Przestrzen E ma wlasnosé (A).

2. Kazdy cigg elementow przestrzeni E jest zawarty w cigglym liniowym obrazie przestrzeni
Banacha zawartym w przestrzeni E.

3. Kazdy cigg elementow przestrzeni E jest zawarty w powloce liniowej dysku Banacha.



4. Kazdy cigg elementéw przestrzeni E jest zawarty w cigglym liniowym obrazie przestrzeni
Frécheta zawartym w przestrzeni E.

Dowéd: 1. = 2. Wniosek 2.4.

2. & 3. = 4. Oczywiste (por. wniosek 2.6).

4. = 1. Twierdzenie 2.2. O

Banach chyba nie zastanawial sie jakie przestrzenie unormowane maja wtasnosé (A) (przynajmniej
nie ma po tym sladu w jego pracy) - powyzszy wniosek w pewnym sensie odpowiada na to
pytanie. W szczegdlnosci implikuje on, ze przestrzen z wlasnoscia (A) moze by¢é albo skoniczenie
wymiarowa albo nieprzeliczalnie wymiarowa (podobnie jak przestrzenie Banacha). Warto jednak
zauwazy¢, ze istnieja unormowane przestrzenie posiadajace wlasnoéé (A), ktére nie sa obrazami
ciagtymi i liniowymi przestrzeni Banacha.

Dowdd: Wezmy np. przestrzen Frécheta ciagéw szybko malejacych do zera

s={r=(2;):VkEN |lz]p =" |in* < oo}.

Oczywiscie s jest w sposOb ciagly zanurzona w przestrzen Banacha ciagéw ograniczonych £,

i, wyposazona w jej norme, jest przestrzenia unormowana. Z twierdzenia 2.2 ma wtasnos¢ (A),

ale z twierdzenia o domknietym wykresie nie moze by¢ ciaglym obrazem liniowym przestrzeni

Banacha. a
Okazuje sie, ze wlasno$¢ (A) jest blisko zwiazana z tzw. lokalna zupelnoscia.

Definicja 2.8 Cigg (x;)ieny w przestrzeni lokalnie wypuklej E jest lokalnie Cauchy’ego (lokalnie
zbiezny) o ile istnieje dysk B w E taki, Ze (z;) jest ciggiem Cauchy’ego (ciggiem zbieznym) w
Ep. Cigg (x;)ien jest szybko zbiezny jesli istnieje dysk Banacha B C E taki, Ze cigg (x;)ien
jest zbiezny w Ep. Przestrzen E jest lokalnie zupeina, jesli kazdy cigg lokalnie Cauchy’ego jest
lokalnie zbiezny.

Poréwnajmy teraz wniosek 2.7 z ponizszym faktem:

Twierdzenie 2.9 (/16, Prop. 5.1.6]) Przestrzen lokalnie wypukla E jest lokalnie zupelna wtedy
1 tylko wtedy, gdy kazdy cigg ograniczony w E jest zawarty w pewnym dysku Banacha.

Stad i z wniosku 2.7 otrzymujemy natychmiast:

Whniosek 2.10 Lokalnie zupelna przestrzen lokalnie wypukla E ma wlasnosé (A) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciggu (x;)ien C E istnieje cigg dodatnich skalaréw (M;)ien taki, Ze cigg
Mi)z‘eN jest ograniczony w przestrzens
Z drugiej strony wszystkie unormowane przestrzenie niezupelne z wlasnoscia (A) nie sa
lokalnie zupelne (por. [16, Cor. 5.1.9]). Co wiecej, oczywiscie zupelne LB-przestrzenie nie maja
wlasnosci (A), np. przestrzenie dualne z silna topologia do dowolnej przestrzeni nuklearnej
Frécheta.

Whniosek 2.11 Szereg spelniajacy zaloZenia wniosku 2.4 jest szybko zbiezny.

Warto powyzszy wniosek poréwnaé ze znanym faktem méwiacym, ze kazda E wartosciowa
funkcja holomorficzna (E przestrzen lokalnie wypukla, ciagowo zupelna) rozwija sie lokalnie w
szereg Taylora zbiezny nie tylko w przestrzeni E, ale takze szybko, tzn. dla kazdego punktu x z
dziedziny funkcji istnieje dysk Banacha B taki, ze szereg Taylora funkcji wokot x jest zbiezny w

Ep (por. [6]).



Dyski Banacha okazaly sie doskonalym narzedziem wspolczesnej teorii przestrzeni lokalnie
wypuklych i jej nowoczesnych zastosowan (np. teorii rownan rézniczkowych, analizy fourierowskiej...).
Przypomnijmy jeszcze jedna definicje [12]:

Definicja 2.12 Przestrzen lokalnie wypukla E jest ultrabornologiczna jesli kazdy absolutnie
wypukly zbior U C E pochlaniajgcy wszystkie dyski Banacha (tj. taki, Ze dla kazdego dysku
Banacha B C E istnieje stala C' spelniajgca inkluzje B C CU ) jest otoczeniem zera w E.

Przyktadami przestrzeni ultrabornologicznych sa wszystkie przestrzenie Frécheta i ich przeliczalne
granice induktywne (np. przestrzeni funkcji holomorficznych lub gladkich ze zwykla topologia,
przestrzenie dystrybucji i dystrybucji o zwartym nosniku ale takze przestrzen funkcji analitycznych
zmiennej rzeczywiste]j z jej naturalng topologia [7] itp.). Mimo nieco “barokowe]j” nazwy pojecie
to odgrywa wazna role we wspdlczesnej analizie funkcjonalne;j.

De Wilde udowodnit, ze dla operatoréw dzialajacych z przestrzeni ultrabornologicznej do
“porzadnych” przestrzeni (m.in. do kazdego z wymienionych wyzej przyktadéw) twierdzenie o
domknietym wykresie jest prawdziwe [12, 24.31].

Inny przyktad zastosowania pojecia przestrzeni ultrabornologicznej, to twierdzenie méwiace,
ze liniowy operator rézniczkowy czastkowy o staltych wspotczynnikach jest surjekcja na przestrzeni
dystrybucji 2'(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy jego jadro jest ultrabornologiczne (por. [17, Cor.
3.3.10, Sec. 3.4.5]).

Idea do pewnego stopnia jest ta sama co u Banacha - korzystaé z twierdzenia Baire’a tam
gdzie na pozér nie mozna tego robic.

3 Funkcjonaly dopuszczalne

Oprécz odpowiednich przestrzeni Banach uzywa jeszcze odpowiednich funkcjonaléw precyzujac
jaki to “dowolny” ciag funkcjonaléw mozna wykorzysta¢ w “Prawie Najwyzszym”. Oczywiscie
nie moga one by¢ calkiem dowolne, ale nie mozna tez ograniczy¢ sie wyltacznie do ciaglych
funkcjonatéw liniowych.

Definicja 3.1 Jesli E jest przestrzenig lokalnie wypukig to B*(E) oznacza najmniejszy zbior
addytywnych odwzorowan f : E — K, K cialo skalaréw zespolonych albo rzeczywistych, taki, Ze

1. wszystkie ciggle odwzorowania addytywne f : E — K nalezg do B*(E);
2. zbior B*(E) jest zamkniety na operacje granic punktowych ciggow.
Klasa B* sklada sie ze wszystkich zbiorow B*(E).

Wszystkie funkcje f € B*(E) sa borelowsko mierzalne i liniowe. Faktycznie, obciecia funkcji
f € B*(F) do podprzestrzeni liniowych jednowymiarowych sa odwzorowaniami addytywnymi i,

z twierdzenia [1, IITA, tw. 6], ciaglymi na przestrzeni Banacha a zatem sa jednorodne.

Zauwazmy, ze funkcje z klasy B* nie musza by¢ ciagle, tym nie mniej Banach pokazal, ze
zachowuja sie one bardzo podobnie jak funkcje ciaglte wzgledem szeregéw zbieznych w odpowiedni
sposoOb i ta wlasno$é odgrywac bedzie kluczowa role w dowodzie “Prawa Najwyzszego”. Sformutujemy
te wlasnosé w terminach topologii ultrabornologicznych.

Definicja 3.2 (/16, Def. 2.2.4]) Topologig ultrabornologiczng stowarzyszong z topologig lokalnie
wypukle T na przestrzeni E nazywamy topologie, ktorej bazg otoczen zera jest rodzina wszystkich
absolutnie wypuklych podzbioréw pochlaniajgcych wszystkie dyski Banacha w (E,T). Przestrzen
E z topologig ultrabornologiczng stowarzyszong z oryginalng topologig przestrzeni lokalnie wypukiej
E oznaczamy EY.



Topologia ultrabornologiczna stowarzyszona z 7, to najstabsza topologia ultrabornologiczna
silniejsza niz 7. Kazdy ciag szybko zbiezny w E jest automatycznie zbiezny w E",

Twierdzenie 3.3 Jesli f € B*(E), E przestrzen lokalnie wypukla, to f jest cigglym funkcjonalem
liniowym na przestrzeni E'°, tj. f € (E")’.

Dowéd: Wezmy dowolny dysk Banacha B w E. Wowczas f € B*(Ep), a z [1, IITA; tw. 6.],
f jest funkcjonalem ciagtym na Ep. Z definicji E*, f € (E"Y'. O
Wykorzystujac wniosek 2.11 otrzymujemy wynik w sformutowaniu Banacha:

Whniosek 3.4 (por. [3, Satz 2 b]) Niech E bedzie przestrzenig lokalnie wypuklg, a f € B*(E).
Zalozmy, ze dla ciggu (z;)ien C E istnieje cigg dodatnich liczb (M;)ien taki, Ze jesli szereg
i i M; < oo, to szereg Y-, ax; jest zbieiny w przestrzeni E. Wowczas jesli szereg >, |a; | M; <
00, to

/ <Z Oéﬂi) = Zaz‘f(ﬂfz‘)-

Twierdzenie 3.5 (por. [3, Satz 4]) Niech (E,) bedzie ciggiem podprzestrzeni o wlasnosci (A)
w przestrzeni lokalnie wypuklej E oraz niech f, € B*(E,) dla kazdego n € N. Wéwczas

L:={z¢€ ﬂEn : (fn(7))nen cigg zbieiny}

jest podprzestrzenig liniowg z wlasnoscig (A).

Dowdd: Latwo zauwazy¢, ze L jest podprzestrzenia liniowa. Niech teraz (x;);en C L bedzie
dowolnym ciagiem. Niech (M]");en bedzie ciagiem zwiazanym z (z;)ieny jako ciagiem w E,
zgodnie z definicja wlasnosci (A). Niech ponadto

M; = max (s%p [l e M )

X

i zalézmy, ze Y, |a;|M; < oo. Oczywiscie szereg >, a;x; jest zbiezny w E,, dla kazdego n € N,
wiec suma nalezy do (),, Ep. Z wniosku 3.4

fn( > Oéﬂi) = > if(m)| < Y |alM;.

1=N+1 i=N+1 i=N+1

Niech p, g beda dowolnymi liczbami naturalnymi, zatem z poprzedniego oszacowania

() s (320 o (00 - (50

Pierwszy wyraz jest maly dla ustalonego N i dostatecznie duzych p, g, a drugi dla dostatecznie
duzego N. Zatem ciag (fn(>_; aix;))nen jest ciagiem Cauchy’ego, a suma Y, a;z; nalezy do L. O.

0o
i=N+1

<

Twierdzenie 3.6 (por. [3, Satz 5]) Niech E bedzie przestrzenig lokalnie wypuklg z wlasnoscig
(A). Wowezas dla kazdej podprzestrzeni liniowej X C E kazdy f € B*(X) daje sie rozszerzyé do
funkcjonatu F € B*(Y), X CY C E, gdzie Y ma wlasnos¢ (A).

Dowdd: Niech B"(X) bedzie rodzing tych funkcjonaléw, ktére spelniaja teze niniejszego
twierdzenia. Nietrudno wykazaé, ze klasa B"(X) zawiera wszystkie funkcjonaly liniowe ciagte i
jest zamknieta na branie granic punktowych ciagéw (wykorzystamy tu twierdzenie 3.5). Poniewaz
B*(X) jest z definicji najmniejsza taka klasa, wigc B*(X) C B"(X). O

Podsumowujac:



Whniosek 3.7 Jesli cigg (x;)ien jest zawarty w przestrzeni lokalnie wypuklej z wlasnoscia (A),
a cigg funkcjonalow (fn)nen nalezy do klasy B® i kaZdy z nich jest okreslony na wszystkich
elementach ciggu (x;)ien, to mozna bez utraty ogdlnosci zalozyé, ze (fr) sq¢ okreslone na pewnej
przestrzeni L C E o wlasnosci (A) takiej, Ze (x;)ieny C L.

4 Sformulowanie “Prawa Najwyzszego” wedlug Banacha

Niech teraz E bedzie przestrzenig lokalnie wypukta z wlasnoscia (A) a (z;);en bedzie dowolnym
jej ciagiem elementéw. Niech ponadto (f,) bedzie ciagiem funkcjonaléw nalezacych do klasy
B*, wszystkie one sa zdefiniowane przynajmniej na wszystkich elementach ciagu (x;);en, oraz
dla kazdego n € N wektory v; := (fi(x;),..., fo(zi)) dla i = 1,...,n tworza uktad liniowo
niezalezny. Z wniosku 3.7 mozna zalozy¢, ze wszystkie ( f,,) sa zdefiniowane na przestrzeni liniowej
L, (z;) C L C E majacej wlasnos¢ (A).

Zdefiniujmy teraz

filz) o filem-1) fi(@) fil@es) oo fi(ze)
Wipn(z) :==det| ... ... .

Z zalozenia liniowej niezaleznosci wektoréw v; wynika, ze Wi, »(zym,) # 0. Oczywiscie funkcjonaty

Fyn n zdefiniowane wzorem F, ,(z) = % naleza do klasy B*(L) dla 1 < m < n. Ponadto

dlal<i<n,i=m, Fy,(z;)=1,adla 1<i< n, i # m, Fpn(z;) =0.
Zdefiniujmy funkcjonatl:
D,,(x) = Jim Fon(x).

Oznaczmy przez L., przestrzen, na ktérej zdefiniowany jest funkcjonat ®,,, tj.

Ly, :={x € L:(Fpn(x))nen jest zbiezny}.

Twierdzenie 4.1 (“Prawo Najwyzsze”) Przy powyzszych zalozeniach przestrzen Y := (), Lm
ma wlasnosé (A) ijesliz €Y orazx = Y, a;x; (2bieinosé szeregu w Y™), to zachodzi warunek:

x = Z D, (z)x; (tj. ®i(x) = o; dlai e N).

Banach sformutowal swoja wersje nieco inaczej, w naszej terminologii brzmiataby ona tak:

Twierdzenie 4.2 (“Prawo Najwyzsze” wersja Banacha) Przy powyzszych zaloZeniach istnieje
dysk Banacha B C'Y := (), Lm taki, Ze (x;)ien C Ep C E oraz dla kazdego v € Ep zachodzi

rownosé
x = Z D, (x)x;
i

(zbieznoéé w Eg, E" i ).

Dowdéd: Oczywiscie funkcjonaty @, sa dobrze zdefiniowane dla z;, ¢+ € N oraz

B, (2;) 1 dlai=m,
m\Ti) =
0 dlai#m.

Oznacza to, ze ciag (z;) jest zawarty w przestrzeni zbieznosci ciagu funkcjonatéw (Fy, 1 )n>m dla
kazdego m € N. Z twierdzenia 3.5 wynika, ze przestrzen L,, ma wlasnosé¢ (A), a z twierdzenia
2.2 wynika, ze Y ma réwniez wilasnosé (A) oraz ®,, € B*(Y).



Z wlasnosci (A) istnieje teraz ciag liczb dodatnich (M;) taki, ze szereg Y, c;x; jest zbiezny

w Y oile Y, |a;|M; < oo. Z wniosku 2.11 istnieje dysk Banacha B C Y C FE taki, ze szereg
S, i jest zbiesny w Ep. Z twierdzenia 3.3, ®; € (Y*) wiec jesli x = 3, ayz;, to @4(z) = oy
O

Warto zauwazy¢, ze (x;);cn jest faktycznie baza w Ep. Aby w konkretnym przypadku opisaé
przestrzen Y i Ep trzeba by znaé ciag (M;), a to jest mozliwe tylko w niektérych przypadkach.
Trudno tez a priori sprawdzi¢ kiedy x nalezy do Y i jest postaci x = ), a;z;. Poniewaz ciag
(®;)ien nie musi by¢ totalny na Y, wiec nawet jesli >, |®;(x)|M; < oo, to nadal nie wiemy czy

x = Z D, (x)x;?

Jesli jednak w jakiej$ przestrzeni rozwinigcie wzgledem ciagu (z;) jest jednoznaczne, to musi sig
na Ep pokrywaé z rozwinieciem uzyskanym powyzsza metoda. A wiec np. jesli (z;) jest baza
Schaudera w E. Niestety wzor na funkcjonaly wspétczynnikowe jest uzyskany tylko dla pewnej
podprzestrzeni Y.

Banach podaje dwa przyklady zastosowania swojego twierdzenia. Oba w przestrzeni Banacha
E = C|0, 1] funkcji cigglych na przedziale jednostkowym z norma supremum. W jednym przykladzie
ciag (f;) to ciag funkcjonaléw liniowych i ciaglych przyporzadkowujacych funkcji z € E jej
réznice w zerze wzgledem przyrostéw 1/n rzedu n—1. W drugim przykladzie réznice zastapione
sa pochodnymi kolejnych rzedow funkcji « w zerze. W tym przypadku funkcjonaty sa zdefiniowane
na podprzestrzeniach funkcji n-krotnie rézniczkowalnych w zerze i nie sa ciaglte na F, ale naleza
do klasy B®. Rachunki pokazuja, ze jesli z;(t) := t*~! to rozwiniecie uzyskane za poérednictwem
“Prawa Najwyzszego” pokrywa sie z rozwinieciem Taylora w zerze. Prosze jednak zwrdécié uwage,
ze jesli wystartowaliby$Smy od innego ciagu funkcjonaléw (f;), to zachowujac ten sam ciag (z;)
powinni$my uzyskaé¢ réwniez rozwiniecie Taylora (przynajmniej dla pewnej podklasy Y funkeji
ciaglych na odcinku [0, 1]).

Oczywiscie “Prawo Najwyzsze” kojarzy sie z pojeciem bazy ewentualnie z wielomianami
ortogonalnymi:

Definicja 4.3 Ciag (z;);en jest bazg w przestrzeni lokalnie wypuklej E o ile dla kazdego elementu
x € E istnieje dokladnie jeden cigg skalarow (o;)ien taki, ze x = >, cyx;. Baza (x;) jest bazg
Schaudera o ile funkcjonaly wspdlezynnikowe (tj. przyporzedkowujgce wektorowi x skalar a;) sq
ciggle.

W wielu przypadkach (np. gdy F jest przestrzenia Frécheta) kazda baza jest automatycznie
baza Schaudera, por. [11, Ch. 14.2].

Wydaje mi sie, ze zwiazek “Prawa Najwyzszego” z pojeciem bazy jest dos¢ powierzchowny.
W pierwszym przypadku startujemy od dowolnego ciagu, dla ktorego istnieje ciag odpowiednich
funkcjonatéw (f;). Oczywiscie woéwezas ciag (x;) musi by¢ liniowo niezalezny, ale z twierdzenia
4.1 wynika, ze musi istnie¢ nawet ciag (g;) funkcjonatéw z klasy B* takich, ze

1 jeslii=j,
gi(z;) =
0 w pozostatych przypadkach.

Zatem para (x;,g;) tworzy ciag “biortogonalny” z na ogdl niecigglymi funkcjonatami (g;) na
przestrzeni Y. Staje sie on “prawdziwym” ciagiem biortogonalnym z ciagtymi funkcjonatami na
przestrzeni Y. Ciag (z;) tworzy baze¢ pewnej, w praktyce trudno wyodrebnialnej, podprzestrzeni
w przestrzeni E. Waga pojecia bazy polega natomiast na mozliwosci rozwiniecia kazdego elementu
przestrzeni. W twierdzeniu 4.2 dostajemy informacje, ze tylko pewne elementy mozna rozwinaé,



ale za to mamy “algorytm” znajdywania wspoOlczynnikéw i wiasnie ten aspekt algorytmiczny
zbliza nas do pojecia uktadu ortogonalnego, gdzie wspolczynniki rozwiniecia oblicza sie tatwo.

“Prawo Najwyzsze” widze wiec raczej jako metode wyznaczania funkcjonaléw biortogonalnych
— wspolczesnie bardzo naturalna, ale w czasach Hoene-Wronskiego jak sie zdaje nowatorska.

Pojecie bazy wiaze si¢ nierozerwalnie ze stawnym problemem bazy: pytaniem postawionym
przez Banacha czy kazda o$rodkowa przestrzen Banacha ma baze [1, str. 141]7 Waga tego na
pozor abstrakcyjnego problemu bierze sie stad, ze warto mieé¢ rozktad funkcji na prostsze cegietki
i mozliwos¢ utozsamiania jej z ciagiem jej wspdlczynnikow rozwiniecia, tak jak warto rozwijaé np.
funkcje catkowalne wzgledem uktadu Haara, funkcje gtadkie na odcinku wzgledem wielomiandw
Czebyszewa czy funkcje holomorficzne wzgledem jednomiandw. Szczegdlnie uzyteczne sa bazy
sktadajace sie z “porzadnych” funkcji.

Jak wiadomo problem bazy ma negatywne rozwiazanie (Enflo 1973, [10]). Réwniez w innych
klasach przestrzeni lokalnie wypuklych rozwiazanie analogicznego problemu jest negatywne:
np. w bardzo waznej klasie nuklearnych przestrzeni Frécheta udowodnili to Mityagin i Zobin
[14] w roku 1974. Jest tez dobra wiadomo$¢: znane naturalne osrodkowe przestrzenie Banacha
i Frécheta - te ktére pojawiaja sie w analitycznych zastosowaniach - maja baze (patrz np.
(18], [12, Ex. 29.5]): np. przestrzenie funkcji ciaglych na typowych zbiorach, przestrzenie L,,
klasy Hardy’ego, Bergmana, przestrzenie funkcji gtadkich na porzadnych zbiorach, przestrzenie
dystrybucji temperowanych i funkcji holomorficznych na porzadnych zbiorach. Podobnie jest dla
niemetryzowalnych naturalnych przestrzeni lokalnie wypuklych (por. [7]), np. dla przestrzeni
dystrybucji i przestrzeni funkcji prébnych - jedyny znany wyjatek to wysoce niemetryzowalna
przestrzen funkcji analitycznych zmiennej rzeczywistej, ktora cho¢ oérodkowa, nuklearna, zupetna,
ultrabornologiczna (i co tam kto jeszcze sobie zazyczy) nie ma bazy (Domanski-Vogt 2000 [8]).

Ciekawe, ze w tej tematyce jest jeszcze sporo naturalnych probleméw otwartych:

e (Pelczynski 1970 [15]) Czy kazda przestrzen dopelnialna w nuklearnej przestrzeni Frécheta
z baza ma baze?

e (Mityagin 1970 [13, Problem 15]) Czy kazda dopelnialna podprzestrzen w przestrzeni
dystrybucji temperowanych albo w odpowiedniej przestrzeni funkeji prébnych (tj. przestrzeni
funkcji gltadkich szybko malejacych do zera) ma baze?

e Podaé konkretng “naturalng” baze w przestrzeni dystrybucji 2'(2) lub w przestrzeni
funkcji préobnych 2(Q).

e (Bessaga 1968 [5, Problem 1]) Czy kazde dwie bazy w nuklearnej przestrzeni Frécheta
generuja “istotnie” te¢ sama przestrzen ciagowa (tj. z dokladnoscia do permutacji i odwzorowan
diagonalnych)?

Bibliografia
[1] S. Banach, Teorja operacyj, tom I. Operacje linjowe, Kasa Mianowskiego, Warszawa 1931.
[2] S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monografie Mat. vol. 1, Warszawa 1932.

[3] S. Banach, Uber das “Loi supréme” von J. Hoene-Wronski, Bull. Inter. Acad. Sci. Pol.
Sci. Ser. A, (1939), 1-10; przedruk w: S. Banach, Oeuvres, Vol. 11, str. 450-457, PWN.
Warszawa 1979.

[4] S. Banach, Oeuvres, Vol. II, PWN, Warszawa 1979.
[5] C. Bessaga, Some remarks on Dragilev’s theorem, Studia Math. 31 (1968), 307-318.

10



[6]

[7]

[10]

[11]
[12]
[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

J. Bochnak, J. Siciak, Analytic functions in topological vector spaces, Studia Math. 39
(1971), 77-111.

P. Domanski, Classical PLS-spaces: spaces of distributions, real analytic functions and their
relatives, in: Orlicz Centenary Volume, Banach Center Publications, 64, Proceedings of the
Conferences: Wladystaw Orlicz Centenary Conference and Function Spaces VII held in
Poznan, July 21-25, 2003, Z. Ciesielski, A. Pelczynski and L. Skrzypczak (Eds.), Institute
of Mathematics, Polish Academy of Sciences, Warszawa 2004, pp. 51-70.

P. Domanski, D. Vogt, The space of real analytic functions has no basis, Studia Math. 142
(2000), 187-200.

S. Dickstein, O “prawie najwyzszym” Hoene-Wronskiego w matematyce, Prace Mat.-Fiz.
2 (1890), 145-168.

P. Enflo, A counterexample to the approximation property in Banach spaces, Acta Math.
130 (1973), 309-317.

H. Jarchow, Locally Convexr Spaces, B. G. Teubner, Stuttgart 1981.
R. Meise, D. Vogt, Introduction to Functional Analysis, Clarendon Press, Oxford 1997.
B. S. Mityagin, Equivalence of bases in Hilbert scales, Studia Math. 37 (1970), 111-137.

B. S. Mityagin, N. M. Zobin, Contre-exemple & 'existence d’une base dans un espace de
Fréchet nucleaire, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A 279 (1974), 255-258, 325-327.

A. Pelczynski, Proceedings of the international colloquium on nuclear spaces and ideals of
operators, Problem 37, Studia Math. 38 (1970), 476.

P. Perez-Carreras, J. Bonet, Barrelled Locally Convexr Spaces, North-Holland, Amsterdam
1987.

J. Wengenroth, Derived Functors in Functional Analysis, Lecture Notes Math. 1810,
Springer, Berlin 2003.

P. Wojtaszczyk, Banach Spaces for Analysts, Cambridge University Press 1991.

Adres autora:

P. Domanski

Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza, Poznan
oraz Instytut Matematyczny PAN

(Oddzial w Poznaniu)

Umultowska 87

61-614 Poznan, POLSKA

e-mail: domanski@amu.edu.pl

11



