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Dyskretne układy dynamiczne

w analizie modeli cyklu i wzrostu

Poszukiwanie rozwiązań makroekonomicznego modelu cyklu koniunkturalnego
autorstwa Goodwina, opisanego przez niego w roku 1951 [2], może być sprowadzone
do rozwiązania równania różniczkowego z opóźnionym argumentem postaci:

y′(t) + ay(t) = b+ εφ(y′(t− θ)) (1)

gdzie a, b, θ, ε > 0 są stałymi, kształt funkcji φ jest dany. Zarówno Goodwin, jak
też i późniejsi badacze (np. Allen [1]) analizę tego równania prowadzili dzięki roz-
winięciu lewej strony w szereg Taylora i tym samym sprowadzeniu problemu do
rozwiązania pewnego równania różniczkowego drugiego rzędu.

Podejmiemy się próby innego podejścia do analizy modelu. Łatwo zauważyć,
że rozwiązania równania (1) dane są wzorem postaci

y(t) = ψ(0)e−at
−
b

a
e−at +

b

a
+ e−at

∫
t

0

easεφ(ψ′(s− θ))ds (2)

gdzie funkcja ψ : [−θ, 0] → R jest warunkiem początkowym. Poprzez zadanie
kształtu funkcji ψ otrzymujemy rozwiązanie na przedziale [0, θ], które to rozwią-
zanie może stać się wówczas warunkiem początkowym dla analogicznego równania
dającego rozwiązanie na następnym przedziale o długości θ. Pozwala to na prze-
prowadzanie symulacji całego układu i dokonywanie obserwacji związanych z ist-
nieniem (bądź nie) odpowiednich powtarzających się cykli o różnych długościach
dla różnych zestawów parametrów. Eksperymenty symulacyjne pokazują rozmaite
wyniki - zarówno istnienie cykli o długości θ, istnienie cykli o długości dwóch lub
więcej θ, jak też i rozmaite zachowania wybuchowe.

Dokonujemy utożsamienia rozwiązania danego wzorem (2) z przekształceniem
pomiędzy dwiema przestrzeniami funkcyjnymi, a po ich izomorficznym utożsamie-
niu — z odwzorowaniem przestrzeni funkcyjnej (C1[0, θ]) w siebie. To z kolei po-
zwala na poszukiwanie powtarzalnych cykli za pomocą metod teorii punktu stałego.
Praca zawiera udowodnione twierdzenie podające warunki dostateczne na istnienie
punktu stałego oraz zbieżność powyższego układu do niego.

Analogiczne metody stosujemy w badaniu rozszerzeń znanych z teorii wzrostu
modeli egzogenicznych — modelu Solowa [4] oraz modelu Mankiwa-Romera-Weila
[3]. Rozszerzenie modelu Solowa o wprowadzenie opóźnienia pomiędzy nakładami
inwestycyjnymi a przyrostem wartości kapitału fizycznego prowadzi do równania



postaci

k′(t) + (n+ λ)k(t) = sf(k(t − θ))

gdzie n ∈ (−1; 1), λ ∈ (0; 1), s ∈ (0; 1), θ > 0 są stałymi, f jest tzw. neoklasyczną
funkcją produkcji. Rozwiązanie dane jest wzorem

k(t) = ψ(0)e−(n+λ)t + e−(n+λ)t

∫
t

0

e(n+λ)usf(ψ(u − θ))du

Przeprowadzone przez autora badania symulacyjne potwierdzają znane wła-
sności modelu Solowa i modelu Mankiwa-Romera-Weila. Opóźnienie procesu inwe-
stycyjnego nie zmienia stanu równowagi gospodarki.
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