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DEUX REMARQUES SUR LA COMMANDE BANG BANG
DES SYSTEMES SEMI LINEAIRES

C. LOBRY
U.E.R. de Mathématiques, Université de Bordeaux, Talence, France

Le but de cette note est de faire quelques remarques sur la contrdlabilité Bang
Bang des systémes semi linéaires de la forme:

i=p

dx

® = =0+ Z uf'(), xeR.

t =1
Nous appellerons commande admissible une application constante par morceaux
d’un intervalle de R dans le cube unité de RZ:

U= {ul’ Uzy ooy Up, lull < 1},
et une commande Bang Bang sera une fonction constante par morceaux prenant
ses valeurs dans les sommets du cube unité, soit:
Ups. = {(uy, 43, ..,tp) e U; oy = +1ou —1};

le fait de choisir pour commandes admissibles des commandes constantes par mor-
ceaux au lieu de commandes différentiables par morceaux comme il est plus fréquent
de le faire, apporte une petite simplification & ce qui va suivre mais n’est pas une

-restriction essentielle. Si # — % (¢) est une commande admissible, on note sa réponse:

t = x(t, xo, %), c’est, par définition, la solution du probléme de Cauchy:

i=p

G =S > wOr),

x(O) = Xos
avec:
1= U) = (), ua (), ..., u5(1)).
L’ensemble des états accessibles & Iinstant T noté A(T, x,, U) est défini par:
A(T, xo, U) = {x(T, x,, %) ; % € {commandes admissibles}}.

L’ensemble des états accessibles 4(x,, U) est la réunion pour T' > 0 des A(T, x,, U).
On définit de la méme maniére les états accessibles par des commandes Bang Bang,
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soit: A(T, Xo, Us.p.), €t A(xo, Us.n.), en remplacant les commandes admissibles par
les commandes Bang Bang.

Nous supposons naturellement que les fonctions f°, f° ! satisfont des hypothéses
de régularité standard telles que les définitions précédentes aient un sens.

DerINITION 0.1, Le systéme (1) est Bang Bang contrélable si Pensemble
A(xy, Up.p.) est égal & lensemble A(x,, U).

Nous nous proposons de faire deux remarques (proposition 1.6 et paragraphe 3)
sur des conditions de contrdlabilité Bang Bang. La méthode qui va 8tre suivie était
suggérée dans [6]. Elle repose sur des résultats de contrdlabilité des systémes non
lindaires qu’on trouvera dans [3], [4], [6], [7] et [8] et qui ont été résumés en 1.1
de ce papier. Lorsque ces remarques ont été soumises, jignorais un récent travail
de Krener [5]. Les résultats contenus dans Iarticle de Krener doivent permettre
d’améliorer considérablement ces remarques.

§ 1. Une condition suffisante de Bang Bang contrélabilité

Nous supposons dans ce paragraphe que les fonctions f9, f! sont analytiques ; alors
les résultats de [3], [6] et le théoréme 2 de [4] s’appliquent. Nous commengons par
énoncer ceux de ces résultats qui nous seront utiles. Soit D la famille de champs de
vecteurs: .
D= {04 i =12 .,p},
notons: i
D =D,

D' = D°U [D°, D],
D" == Dn—lu [D"—l, D"-"'],
D® = (D",
ol le crochet [ , ] est le crochet de Lie pour les champs de vecteurs. Le rang de la
famille D au point x, noté r(D)(x), est la dimension de P’espace vectoriel engendré
par les valeurs des éléments de D* au point x.
1.1. RESULTATS. I existe une partition de R" par des sous-variétés telles que si
M., est la sous-variété passant par x, alors:
(D) Ao, U) = Myy; ' ,
(i) ACxo, U) est dintérieur non vide pour la topologie de M., ;
(i) A(xo, Upp.) contient Iintérieur de A(x,, U), toujours pour la topologie
de M ; . '
(iv) pour tout point Xy de R" la dimension de M., est égale au rang au point x,
de la famille D = {f°+f*; i =1,2, ..., p}.
1.2. COROLLAIRE (trivial). Une condition suffisante pour que (1) soit Bang Bang
contrdlable est que la réponse a toute commande non Bang Bang, appartienne & I'inté-
rieur de A(x,, U) (considéré comme partle de My,).
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Nous allons maintenant déterminer une condition suffisante pour que les répon-
ses aux commandes Bang Bang appartiennent & Pintérieur de A(x,, U); le calcul
que nous allons faire est basé sur le Principe du Maximum, sans faire intervenir de
commandes ,,spéciales” comme dans [4]. II est classique dans les questions de
»commandes singulidres” (qui sont des questions trés proches) d’entreprendre le
calcul qui va suivre. Cependant, grice aux résultats rappelés ci-dessus, les conclu-
sions pourront aller plus loin. Sur la question des commandes singuliéres, on pourra
consulter le ,,survey” [2].

Pour commencer, nous supposons que M, est 'espace R" tout entier. Soit
% une commande admissible dont la réponse x(t,, %),(*) appartient 4 Iinstant
t; & la frontitre de 4(x,, U). D’aprés le Principe du Maximum tel qu’il est énoncé
dans [1], il existe une solution non triviale: ¢ ~ ¥(¢), donc, jamais nulle de:

® 2 e+ 2 wOF 6 1) ¥,
telle que:
O (0. uOre6 1) - Mar 0, 3w o )

I

CAONALETR )

en tout instant de continuité de %. Supposons maintenant que sur un intervalle
de temps ouvert non vide, la commande % prenne pour valeur un point de Yintérieur
de U; cette commande n’est donc pas Bang Bang. (Mais, réciproquement, une com-
mande non Bang Bang n’a pas forcément cette propriété, simplement une commande
non Bang Bang prend, sur un intervalle de temps ouvert non vide; ses valeurs dans
une des faces de dimension plus grande que 1 du cube unité U). De la relation 3)
nous déduisons que sur l'intervalle ot %(¢) est intérieur 2 U on a les égalités:

Q)] E@.f (xt)> =0,

Dérivons, des relations (1) et (2), nous tirons:

Jj=0,1,..,p.

(PO, 50, )1 (50, )+ Y s ot )~

f==1

r
(PO (P G 0) + Y w6 1)) P (6, ) = 0,
i=1

ce qui, aprés introduction du crochet de Lie, donne:

<‘If(r),[f°+ }p:u,(t)f‘,ff] (@ %))> =0, j=0,1,..,p,
i=1 .

(M) Le point x, étant fixé, nous notons x(¢, Xo, %) = x(t, %).
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et, par dérivations successives, on a: (car les fonctions (¢) sont constantes)

@) (F@,[ 70+ Y wOf, ]9 (x (6 ))=0
i=1
ol le symbole [f, g]™ est défini par:
581 =g; [£8® =1[fel; e =[ALf g™

Le calcul que nous venons de faire prouve que si pour tout x de R" et tout point
intérieur uy, 4y, ..., 4, de U le rang de la famille:

P
®) [f°+ Zu,f',ff]m(x); F=0,1,.,p,n =012 ..,
i=1

est égal & n alors la réponse & une commande prenant sur un intervalle de temps
ouvert non vide ses valeurs dans I'intérieur de U ne peut pas appartenir au bord de
A(x,, U) et d’aprés le résultat (iii) une telle commande est donc équivalente a une
commande Bang Bang. L’argument utilisé précédemment est purement local, (le
principe du maximum ne fait intervenir dans sa démonstration que de petites varia-
tions au voisinage de la trajectoire de référence ; sur une variété sans autre structure,
Pexpression (3) utilisant un produit scalaire, n’a pas de sens globalement, mais
nous ne l'utilisons que sur un petit intervalle de temps) ; on pourra donc Uappliquer
»a lintérieur” de M, lorsque cette derniére n’est pas R" tout entier. D’aprés le
résultat (iv) la dimension de M., est égale au rang du systéme en un quelconque de
ses points. De 13, nous déduisons le:

1.3. LeMME. Supposons qu'en tout point x de R", et pour tout point uy, us, ..., ty
intérieur au cube unité de RP, le rang du systéme de vecteurs (5) soit égal au rang
r(D)(x) de la famille D = {f°+f*; i = 1,2, ..., p}, alors, toute commande prenant,
pendant un intervalle de temps ouvert o, B[ non vide, ses valeurs dans 'intérieur du
cube unité U de R* a méme réponse & linstant t, (t, > p) qu'une commande Bang
Bang.

Nous allons maintenant montrer que pour certains systémes on peut appliquer
le lemme 1.3. Pour cela, nous introduisons quelques définitions.

1.4. DEFINITION. On appelle sous systéme du systdme (1) le syst®me obtenu
en imposant & la commande u = (4, uy, ..., #,) de prendre ses valeurs dans une
face du cube unité. Le systéme (1) lui-méme est un sous systéme particulier.

On remarque qu'un sous systéme d’un systdme semi linéaire est encore un
systéme semi linéaire.
Soit le systéme semi linéaire (1), définissons:

fro=f+ guo:f‘,

iy = {2 )
Aoy = Lf*, 4*1),

Dm =) 42
n=1

1
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on a évidemment linclusion:
43 = L(D*)
ol #(D*) est I'espace vectoriel réel engendré par D®.

Notons g,,(4)(x) la dimension de I'espace vectoriel engendré par les valeurs
en x des éléments de 4. En raison de I'inclusion précédente, en général, Quo(A)(x)
est plus petit que r(D)(x), d’ou la )

1.5. DEFINITION. Le systéme (1) satisfait la condition du rang si pour tout
uy € IntU et tout x de R” on a: g,,(4)(x) = r(D)(x); ou: A

D= {fo+f i=1,2..,p} 4d={°f. ., [}

Nous pouvons maintenant énoncer la

1.6. PROPOSITION. Soit un systéme semilinéaire (1), si tout sous systéme de (1)
satisfait la condition du rang, alors il est Bang Bang contrdlable.

Démonstration. Soit X, une condition initiale My, la sous-variété issue de My,
(cf. 1.1); Phypothése du rang pour le systéme (1) nous permet d’appliquer le lem-
me 1.2, donc toute commande qui prendrait pour valeur un point intérieur de U
pendant un intervalle de temps non nul peut étre remplacée par une commande
Bang Bang. Si maintenant une commande prend une valeur dans I'intérieur d’une
face de dimension P—1 du cube unité, le méme lemme s’applique au sous-systéme
défini par cette face, et de proche en proche on voit que toute commande peut étre
remplacée par une commande prenant ses valeurs dans les faces de dimensions 0,
c’est-a-dire les commandes Bang Bang.

1.7. Remargue. La condition du rang est une condition suffisante qui est certaine-
ment trés loin d’etre nécessaire; grice au principe du maximum énoncé dans
[5] il est trés certainement possible d’établir une condition (plus compliquée) qui
serait beaucoup plus proche d*une condition suffisante.

§ 2. Applications .
La condition du rang est satisfaite pour les familles:
D= {4/ i =12 .,p)
qui satisfont la condition suivante quel que soit :

[f, 4 « (Atud? o ... udn, i=1,2,..,p,

M wd* o ... uA") désignant le module (sur I'anneau des fonctions différen-
tiables) engendré par: 4*ud* U ...ud". On vérifie aisément dans ce cas que
[47, 4% « (A ud? o ... AP+ (par récurrence & partir de Pidentité de Jacobi),
d’olt on déduit que D" est contenu dans Z(4' ud?U ... u4*"), Cette dernitre
condition est vérifiée (un calcul direct le montre) dans les deux cas suivants:
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2.1. Premiére application. (Krener [4].)

P
. B a0)x+ sy xeR,

dy

_d?=g(y), yeR™,

Dans le cas particulier ot 7, = 1 et g(y) = 1 on obtient le systéme:

P
%?:— = A()x+ Zm/ ‘), xeR™,
=
dy
@ =
qui est équivalent au systéme:
dx $

= AWDx+ Zu,f’(t), xeRM,

et on retrouve ainsi le théoréme de controlabilité Bémg Bang classique pour les
systémes linéaires (La Salle-Halkin-Levinson).

2.2. Deuxiéme application.
dx* e At Y [ dx
i g("’ & "aﬁ—T)*‘ Z”ﬂ” (" @

lorsque les fonctions &' ne s’annulent pas toutes simultanement.

dx"-1
...,';{ﬁ:‘l—), xGR,

-§ 3. Remarque dans un cas particuliex

3.1. Nous supposons maintenant que n = 2 et p = 1, mais nous ne supposons
plus que le systéme est analytique. Dans ces conditions, il n’est plus possible d’obtenir
de résultats globaux comme la contrdlabilité Bang Bang par des arguments 3 caractére
local comme ceux développés plus haut. Nous pouvons par contre essayer de décrire
la situation générique (si une telle situation existe!), c’est-A-dire la situation 2 la-
quelle on peut toujours se ramener par de petites perturbations. Le développement
qui va suivre n’est pas rédigé avec rigueur, il n’est cependant pas difficile de préciser
les détails.

3.2. Soit:
1 dx 0 1 . 2
o i =L@ ufix); xeR, | < 1

Si la réponse & une commande ¢ — #%(t), telle que sur un intervalle ouvert non vide
%(t) soit strictement plus petit que 1 en valeur absolue, appartient au bord de
A(xo, U); on a, en particularisant (4’) de §1:

@ CEE), [FO+UOS I w)y =0, n=0,1, ...,

ce qui prouve que la trajectoire en question doit 8tre tracée sur le sous-ensemble
de R? défini par la relation:

3 det (f*(x), [f° F11(x) =0
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qui, génériquement, est une sous-variété de dimension 1 dont I’espace tangent au
point x est le vecteur:

@ grad (det(f", [f°, /'D)(x).
On sait, d’aprés le Principe du Maximum, que le vecteur ¥(¢) est orthogonal
SO0 W)+ % @) (x(, %)) et puisque la trajectoire est tracée sur la sous-variété
définie par (3), ¥(t) est proportionnel au vecteur (4). La trajectoire est donc tracée
sur le sous-ensemble de R? ol les deux équations en u:

) <grad (det(f*, [f°, D)), fox)+uf* (x)) = 0,

6 <grad(det(f*, [f°, SD)), ([f° [f% S +ulr 7% £ =0

sont solubles simultanément. Ceci impose & nouveau une relation entre, cette fois
c: £, f, [f° f1, [£° Uf° 4] et [F% [f° f']]; cette dernitre relation est
certainement indépendante de la relation (3) car elle fait intervenir des crochets
d’ordre supérieur. Génériquement, 'ensemble des points qui satisfont deux relations
est une sous-variété de codimension 2, donc un ensemble de points isolés. La. tra-

jectoire considérée qui est tracée sur cet ensemble est donc stationnaire, ce qui veut
dire que f°+uf* est nul, donc que:

det(f°, /1) =0;
il y a donc une troisitme relation & satisfaire, ce qui est génériquement impossible.
Donc, pour les systémes (1), génériquement, il n’existe pas de commande satisfaisant
le principe du Maximum qui ne soient des commandes Bang Bang. Ceci peut &tre

rapproché du fait que pour les systémes linéaires [8], génériquement, les commandes
qui satisfont le principe du Maximum sont Bang Bang.

3.3. Le traitement qui vient d’&tre fait ne s’étend pas de maniére immédiate
au cas général car il n'est plus alors aussi facile d’éliminer le vecteur ¥(¢) des rela-
tions (2). '
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