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1. Problemstellung

Wir betrachten einen normierten Raum X und einen endlichdimensionalen Unter-
raum L, der durch n linear unabhiingige Elemente

(1) {xhxz,-“:xn}
aufgespannt wird. Zu vorgegebeném Element xo aus X suchen wir beste Approxxma-
tionen p aus L, welche die Gleichung o
@ [lxo—pll = m{llxu-yl[ =1E
ye

erfiillen(*).

In jedem endlich-dimensionalen Unterraum L gibt es fiir jede Approximations-
aufgabe (2) beste Approximationen p. Bei der Konstruktion von besten Approxi-
mationen orientieren wir uns auf die sogenannten aufsteigenden Verfahren, die mit
stetigen linearen Funktionalen arbeiten. Es besteht folgender Zusammenhang zwi-
schen der Approximationsaufgabe (2) und einer dualen Aufgabe im Rapm X*, dem
Raum der stetigen linearen Funktionale auf X.

Sarz 1.1 (Beweis vgl. I Singer {7}, H. Kiesewetter [2]). Ein Element p aus L
ist genau dann eine beste Approximation von xo in L wenn ein nichttriviales, stetiges
lineares Funktional g(x) (lig]| > 0) existiert, das die Bedingungen

e : : ¢(») =0 VyeL
(*) A= !B bzw. B! = A bedeutet, dal B durch A definjert wird (Definitionsgleichheit).
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und

@ lpCeo=p) = llgll |Ixo—pl|
erfiillt.

Wir sagen: g(x) ist orthogonal auf L (Gleichung (3)) und maximal auf x,—p
(Gleichung (4)).
Das Funktional ¢(x) ist eine Lisung der dualen Aufgabe

Al gl
® S WA T en - F

[I£]]>0
S)=0vyeL

2. Diskrete Approximationen

Bei vielen praktischen Aufgaben ist die Norm, beziiglich der approximiert werden
soll, keineswegs festgelegt. Vielmehr mufl man sich je nach den praktischen Ziel-
stellungen, die man mit der L8sung der Aufgabe verbindet, fiir die eine oder andere

Norm entscheiden. Es gibt Fille, bei denen die gebriuchlichen Normen nicht den .

praktischen Zielstellungen der Aufgabe entsprechen. Es gibt andere Fille, bei denen
zwar ein linearer Raum vorliegt; dieser kann aber nicht nach den iiblichen Metho-
den mit einer Norm ausgestattet werden (z.B. ein Raum nicht beschriinkter linearer
Operatoren). Deshalb ist es niitzlich, nach allgemeinen Prinzipien fiir die Einfiihrung
von Normen bzw. Pseudonormen in linearen Réumen Ausschau zu halten. Ein sehr
weitreichendes Prinzip beruht darauf, daB wir lineare Funktionale einfiihren und
mit ihrer Hilfe einen ,,Abstand“ zwischen den Elementen des linearen Raumes
definieren. Mit

Y] F={fi}, Jjel,

bezeichnen wir eine beliebige Menge von linearen Funktionalen auf einem linearen
Raum X. Die Indexmenge J kann endlich, abzihlbar oder iiberabzihlbar sein. Wir
definieren die diskrete Norm beziiglich F durch den Ausdruck

@ [lxllz != sup | £;(x)].
fieF

Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB die Menge F

das triviale Funktional (f(x) = 0 Vx € X) nicht enthdlt. Wir definieren den Null-
raum von F durch die Beziehung

€] Le 1= {y: ;o) = 0 Vfje F}.

Die diskrete’ Norm |[x|lr ist eine Norm auf dem Faktorraum X/Ly. Anstelle von
(1.2)(*) kann man die Approximationsaufgabe

@ [1%0~pllr = infllxo—ll~
yeL

stellen. Jede Lsung p aus L bezeichnen wir als eine beste diskrete Approximation

() (1.2) bedeutet: Paragraph 1, Gleichung ).
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von x, in L beziiglich F. Durch geeignete Auswahl von F kann die Approximations-
aufgabe (4) in sehr variabler Weise den Anforderungen bei der Lésung praktischer
Aufgaben angepafBt werden. Insbesondere kann man mit diskreten Normen auf
Faktorriumen arbeiten, wenn der lineare Raum X mit herkémmlichen Methoden
nicht mit einer Norm ausgestattet werden kann.

Diskrete Normen konnen sich aber auch als sinnvoll erweisen, wenn im Raum
Xbereits eine Norm gegeben ist. Dann verwendet man im allgemeinen stetige lineare
Funktionale f;(x), deren Norm in bekannter Weise nach der Formel

_ |5
®) Al = ’s;gﬁ T

berechnet wird. Natiirlich ist die Norm fiir die Funktionale von der Norm fiir die
Elemente abhingig.
In diesem Fall definieren wir die diskrete Norm durch den Ausdruck

- L&)
©) lix]te !—”21'511:?0 T

Als Beispiel fiir die Einfiihrung diskreter Normen betrachten wir den Raum
der auf dem Intervall a < 7 < b stetigen Funktionen x(z). Wir legen eine beliebige
Menge von Stiitzstellen fest
0] {1}
Die zugehérige Menge von Punktfunktionalen
@® Fl= {x(t)},

definiert eine diskrete Norm

asty<b,jel.
jeJ

® lIxlle 1= sup (@)

Wenn die Stiitzstellen #; im Intervall [a, b] dicht liegen, stimmt die diskrete Norm
(9) mit der Maximumnorm iiberein. Die aufsteigenden Verfahren zur Konstruktion
von besten Approximationen sind eng mit diskreten Normen verbunden und deshalb
besonders gut zur Losung von Approximationsaufgaben der Form (4) geeignet. Bei
diesen Verfahren arbeitet man nimlich schrittweise mit einfachen diskreten Ap-
proximationsaufgaben, deren Losung man voll beherrscht. Wir beschreiben jetzt
diese Approximationsaufgaben und den zugehorigen L&sungsalgorithmus.

Wir gehen davon aus, daB eine Approximationsaufgabe der Form (1.2) zu
18sen ist, d.h. ein zu approximierendes Element x,, ein Unterraum L mit einem
Koordinatensystem x; , x,, ..., X, und eine Norm ||x|| sind gegeben. Dabei bfziehen
wir auch den Fall ein, daB der Raum X als Faktorraum_ in einen Raum X einge-
bettet ist und seine Norm [|x|| als diskrete Norm auf X erzeugt wurde:

X=XLe, Il = |1%lls.
Mit ||x|| bezeichnen wir immer die Norm im Raum X unabhingig davon, ob sie
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von vornherein gegeben ist oder bei der Festlegung der Approximationsaufgabe als
diskrete Norm eingefiihrt wurde.

Wir kbnnen voraussetzen, daB xo dem Unterraum L nicht angehdrt (E > 0),
denn fiir E = 0ist p = x, die beste Approximation. Alle Uberlegungen zur Losung
der Approximationsaufgabe (1.2) beziehen sich auf den (n+1)-dimensionalen
Unterraum, der durch die Elemente

{xo§ X1sX25 eees xn}
aufgespannt wird. Demzufolge betrachten wir auch Mengen von n+1 stetigen
linearen Funktionalen auf X
(10) Rl= {/1(x), () -oos fre1(x)}.

Fiir j= 1,2, ...,n+1 definieren wir di¢ Haarschen Determinanten 7; durch die
Formeln

Si(xy) - il T

b ) Sima G

an hj.!= det Sir1(e) v Sfaaloe) |
Sora() oo Sara(xn)

Wir setzen voraus, daB die Bedingung
n+1

(12) STkLIAI > 0
j=1

erfiillt ist. Eine Menge R von stetigen linearen Funktionalen, welche die Bedingung
(12) erfiillt, bezeichnen wir als Referenz. Die Funktionale f;(x) nennen wir Stiitz-
funktionale, Wir 16sen die Approximationsaufgabe

(13)

beiiiglich der diskreten Norm

[1X0—gllr = inf ||xo—yl|x
yeL

UG
[Pell 1= sup S

Die Vorzeichenfunktion sign(c) definieren wir fiir komplexe Zahlen ¢ wie folgt:

(14)

¢
— . fii 0,
sign(c) !=1 lel uroe#

4 fiir

(15)

c=0, |0 < 1.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist wichtig, daB der Funktionswert
‘ sign(0) = o

beliebig im Bereich o] < 1 festgelegt werden darf und nicht automatisch sign(O) =0
gesetzt wird,
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Sarz 2.1 Ein Element q aus L ist genau dann eine beste diskrete Approximation
von xo in L beziiglich der Referenz R, wenn mit dem Parameter

n+l1
2 (= iy fixo)
16 ag =
2 1A

fiir by # 0 die Gleichungen
an) Sitro—q) = aolI fll (—1)sign(h;)
gelten und fur h; = 0 Zahlen o; mit |o;| < 1 existieren, so daf die Gleichungen
a7 JiGo— ) = aoll fiil (=Yg
erfilllt sind.
Grundlegend fiir den Beweis des Satzes 2.1 ist das stetige lineare Funktional

nt+l
> (=R £
18) ) 1= L.
,-;1 IARIRA

Es ist nach Konstruktion auf dem Unterraum L orthogonal, denn der Zzhler ergibt
sich als Entwicklung der Determinante

A AGD) o filxw
Cdet]| e,
f;:+1(x) f;|+1(x1) ﬂn+1(xn)
nach der ersten Spalte. Aus
19 90) =0 VyelL
folgen die Beziechungen
Q0)  laol = lp(xo)l = lp(xo—)|
n+1 ntl
|2 CWhfio=) Y Iyl fi(x0— 2]
= <= < llxo—»llx
1_; sl 1A j_Zl LA

fiir alle Elemente y aus L.

AuBerdem gilt, daB das System der Gleichungen (17') und (17) fiir jede
Referenz R eine Losung g aus L besitzt, wobei der Parameter a, der Gleichung
(16) geniigt. Um das zu zeigen, setzen wir fiir h#0

@n 0y 1= sign(;)
und schreiben die Gleichungen (17') und (17} einheitlich in der Form
an Fi(o=1) = aollfll (- De;

7 Banach Center t. IV


GUEST


98 H. KIESEWETTER

fir j=1,2,...,n+1 Wir gehen mit dem Ansatz

q= Znakxk

k=1

22
in die Gleichungen (17) ein und erhalten ein lineares Gleichungssystem

@) 1411 (= 1Yo;a0+ kZﬂ(xaak = (x0)
=1

mit n+1 Gleichungen zur Bestimmung der Parameter (ao; ay, ..., a,). Fiir die
Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems erhalten wir den Wert

n+1

- Y Il <o,
j=1

d.h. fiir jedes feste Tupel von Werten (oy, 03, ..., 0,+) erhalten wir eine eindeutig

bestimmt Loésung (ao; @y, ..., ;). Dabei bestimmen die Parameter (g, ..., a,)
gemiB (22) ein Element ¢ aus L und der Parameter a, geniigt der Gleichung (16):
n+1
2, (—Yhfi(x0—q)
(%) = p(x0—q) = E‘L;,T——'— = dg.
> il
i=1

Nach diesen Vorbereitungen 148t sich der Satz 2.1 einfach beweisen. Wir nehmen
zuerst an, daB ein Element g aus L die Gleichungen (17) erfiillt, wobei a, der Glei-
chung (16) geniigt und die Parameter oj fiir 4; = 0 aus dem Bereich [o;| < 1 gewihlt
wurden. Wir haben gesehen, daB solche Elemente g existieren. Aus (17) folgt

29 [Ixo—qllx = laol.

In Verbindung mit der Ungleichung (20) erhalten wir daraus, daB g eine Losung
der Approximationsaufgabe (13) ist. In der umgekehrten Richtung gehen wir davon
aus, daB g eine beste diskrete Approximation ist. Aus den Vorbetrachtungen folgt

inf [[xo—yllr = la0l,
yelL

also erfiillt g die Gleichung (24). Wenn ap = 0 ist erhalten wir daraus die Relationen
fixo—q) = 0,
d.h. die Gleichungen (17) sind trivialerweise erfiillt. Fiir a, # 0 setzen wir in den
Beziehungen (20) y = g und erhalten anstelle der Ungleichungen die Gleichung
n+1
% - Do —g)l
e = laol.

jg LRAL
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Fiir h; # 0 fihren wir die Abkiirzungen
z; 1= fl(xoqq)
T Taol A1 (—1Ysign(hy)
ein. Dann gelten fiir die GréBen z; (wegen (24) und (14)) die Ungleichungen

[Tj] < 1

und die Gleichung
E Al = E ! A
{hﬁe(')l jl ”f”TJI };_,;so[ j[ ”f;”

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn alle GréBen z; ihren maximalen Betrag
annehmen und einander gleich sind.

Vhy #0: 15 = talt] = 1.

Mit

Tldg| = a,
erhalten wir daraus bereits die Gleichungen (17'). Die Gleichungen (17'") werden
in trivialer Weise erfiilit, denn wir benutzen sie zur Festlegung der Parameter o; fiir
h] =0:

o 1= Ji(xo—9) .

& I AII(=1Y
Der Parameter a, geniigt automatisch der Gleichung (16), wenn die Gleichungen
(17) erfiillt sind. Damit ist der Beweis fiir den Satz 2.1 beendet.

Der Satz 2.1 liefert gleichzeitig die Grundlage fiir den Algorithmus zur Be-
rechnung aller besten diskreten Approximationen g beziiglich einer Referenz R. Es
gibt zwei Varianten fiir den Algorithmus. Entweder berechnen wir alle Parameter
(ao; a4, .., a,) aus dem Gleichungssystem (23) oder wir bestimmen a, mit Hilfe
der Gleichung (16), setzen diesen Wert in n Gleichungen des Systems (23) ein und
16sen in diesen Gleichungen nach 4y, ..., g, auf. Die Gleichungen miissen so aus-
gewihlt werden, daB die Koeffizientendeterminante beziiglich (ay, ..., a,), das ist
eine Haarsche Determinante, von null verschieden ist.

‘Wenn alle Haarschen Determinanten von null verschieden sind, ist die beste
diskrete Approximation eindeutig bestimmt. Wenn gewisse Haarsche Determinanten
h;j verschwinden, konnen die zugehdrigen Parameter o; beliebig im Bereich jo;] < 1
festgelegt werden. Fiir jedes feste Tupel (o,, 0, ..., 0,4+ 1) gibt s genau eine beste
diskrete Approximation.

Es gelten folgende Abschitzungen:

lixo—4gllz < lIxo—pllr < llxo—pll = E < |Ixo—qll,
dh.
25)
‘Wenn die Gleichung

lIxo—qllr < E < [|x%0—4ql]-

[Ixo—qllz = [Ixo—4l|

%
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besteht, ist ¢ eine beste Approximation von x, in L (¢ = p). Fiir beste Approxima-
tionen gilt ein entsprechender Charakterisierungssatz (vgl. L Singer [7], H. Kiese-
wetter [2]).

SaTZ 2.2 Ein Element p aus L ist genau dann eine beste Approximation von X,
in L, wenn eine Referenz R und eine komplexe Zahl T vom Betrag |t| = 1 existieren,
so dap fir by # 0 die Gleichungen

(267 fileo—p) = Tllxo—pll 11511 (—1)sign(hy)
gelten und fir by = 0 Zahlen o; mit |o;] < 1 existieren, so dap die Gleichungen

(267) fiGeo—p) = llxo—pll I 51 (-~ Yoy
erfillt sind.

Eine Referenz, welche die Gleichungen (26") und (26”) erfiillt, bezeichnen wir
als optimale Referenz.

3. Austauschalgorithmus nach Remes

Auf der Grundlage des Satzes 2.1 konnen wir zu vorgegebener Referenz R beste
diskrete Approximationen g berechnen. Wir setzen diesen Algorithmus an, um
schrittweise eine Folge von Referenzen

® R® = (f¥), fPE), . @) k=1,2,..,

und eine Folge von zugehdrigen besten diskreten Approximationen g® zu kon-
struieren, die folgende Bedingungen erfiillen:

(@) [aP| < [a§+V] < ... < E,

(€)] ’}itgo{llxo—q‘“’ll—on~t1""llm} =0.

Alle GroBen, die zur Referenz R™ gehoren, bezeichnen wir mit einem oberen
Zeiger k.

Beim Ubergang von R® nach R**D werden wir ein oder mehrere Funktionale
der alten Referenz durch neue Funktionale austauschen. Wenn es gelingt, die Aus-
wahl der neuen Funktionale und den Austausch so vorzunehmen, daf3 die Bedin-
gungen (2) und (3) erfiillt werden, dann erhalten wir die Beziehung

@ lim|jxo—g®|| = E.
k-0

Hieraus ergibt sich, da8 die Folge {g®} eine Teilfolge enthilt, die gegen eine beste
Approximation p konvergiert.

Darin besteht der Grundgedanke der aufsteigenden Verfahren zur Konstruktion
von besten Approximationen. Diese Verfahren wurden am Beispiel der gleichmiBi-
gen Approximation von stetigen Funktionen von ainer Verdnderlichen durch Poly-
nome entwickelt. In diesem Fall kann man einfache Austauschregeln angeben, die
zur Konvergenz fithren. Diese Austauschregeln bestimmen den Remes-Algorithmus.
Wir werden in diesem Paragraphen den Austausch von Stiitzfunktionalen allgemein,
d.b. fir Approximationsaufgaben in beliebigen normierten Riumen, analysieren
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und Bedingungen fiir die Ubertragung des Remes-Algorithmus auf den allgemeinen
Fall angeben. Diese Fragen wurden zuerst von P. J. Laurent [4] untersucht.

Bei allen folgenden Betrachtungen beziehen wir uns auf reelle Riume, wihrend
die vorangehenden Formeln und Sitze so formuliert wurden, das sie auch fiir
komplexe Raume gelten.

Wir untersuchen zuerst die Aufstiegsbedingungen (2) und zwar fiir den Fall,
daB ein neues Funktional ™ (x)gegen ein altes Funktional f{*(x) ausgetauscht wird.

M) fir j#£1,
(k+1) 1—
Q) e {e"" () fir j=1I
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
eP0—=a®) _
© e®y
: [ SPGo—g®)
1 0
@ s Lty ) =1
wobei wir voraussetzen, daf die Ungleichung
®) S P (xo—g%®) . e®(xo—g®) . af? # 0

gilt. Ausgehend von der Gleichung
afft = p*+D (xo—q™)
erhalten wir folgende Beziehung zwischen a*® und a@
h}k+1)

L LA
O] 1e®|+ > 0] ] 42])
J#

a PO [e®]|+[a] ) o
JF1

©) aff+ b = — =

Wir fithren drei Indexmengen ein, durch welche die Terme mit gleichen Vorzeichen-
verhalten im Zahler der Formel (9) zusammengefasst werden.

(10) IP 1= {j: KP =0},

A0)  IEQ) 1= {j: G # IAKP £ OAKEHD = O)v
V( # INHPHED 2 0A 0 = 7o)},
(10") TOW) 1= {j: ] # INKORED £ 0aofP = —7f0fk+1},

Die Terme, die zur Indexmenge J¥(JI) gehoren, sind giinstig fiir den Aufstieg, die
iibrigen sind ungiinstig. Mit der Abkiirzung

(1) P el el D (1447~

jeJ®

h+1)
—op HE )Pl —2ial 30 LA

jeI®

an aeQ =

AP 1@+ " ] L2

J#l
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erhalten wir aus (9) die Formel
12 af+ D) = afP| +d®(D).

SaTZ 3.1 Der Austausch (5) bewirkt genau dann einen Aufstieg (jaf*>| > |aP)),
wenn die Bedingung
13) d®() >0
erfullt ist.

An dieser Stelle wird zum ersten Mal die Voraussetzung wirksam, daB alle
GréBen reell sind. Wir bezeichnen die Bedingung (13) als Aufstiegsbedingung. Aus
(12) folgt die Abschitzung
(14) d®() < E—~af].

Um die Konvergenz zu sichern, miissen wir die Bedingung (13) verschéirfen. Dazu
fiihren wir weitere Bedingungen ein, die insbesondere bei der gleichméBigen Ap-
proximation von stetigen Funktionen einer Verinderlichen durch Polynome erfiillt
sind, d.h. im klassischen Fall der Anwendung des Remes-Algorithmus. Wir sagen:
Eine Referenz R erfiillt die Haarsche Bedingung, wenn alle Haarschen Determinanten
von null verschieden sind. Wir formulieren vier Bedingungen:

(15) Vk=1,2,...:. JP =0.

Doh. alle Referenzen R® erfiillen die Haarsche Bedingung.

(16) Vk=1,2,..:
D.h. e®(x) ist auf xo—g® maximal.
1 Vk=1,2,...1e{l,2,...,n+1}: JO0) =G,

D.h. es existiert ein Austauschfunktional ff*(x) mit giinstiger Aufstiegsbedingung;
(18) Vk =1,2,... 35, unabhingig von k:

a = o= q®ll.

11°] lle®i S 550,
1] 11e®] + Z'lh?‘*l’l vl
i

Unter diesen Bedingungen erhalten wir die Konvergenz des Verfahrens.

SATZ 3.2 Unter den Bedingungen (15), (16), (17) und (18) konvergiert der Aus-
tauschalgorithmus (5).

Der Beweis geht von der Formel (12) aus (vgl. P. J. Laurent [4]). Unter Bertick-
sichtigung von (11), (15), (17) und (18) erhalten wir die Ungleichungen
a®— ]agk)[ )
e (E—laf)

< (1-0) (E—af?D,
welche sichern, daB die Folge {laf’|} gegen E konvergiert.
20) lim |af?| = E.
ko

s E— o) < (l‘ 5
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Aus (11), (14) und (18) erhalten wir die Abschitzung
(a®—af]) 6 < d®() < E-1alP).

Unter Beachtung von (16) ergibt sich daraus die Ungleichung

1-48

@n lixo—g®ll—E < —5—(E~ ag),
d.h. es gilt
22 lim |[}xo—g®]| = E.

k-0

Die Folge {g®} ist eine beschrinkte Folge in einem endlich-dimensionalen Raum.
Also existiert eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert auf Grund von (22) eine
beste Approximation ist.

Wir betrachten als Beispiel die oben erwihnte Aufgabe der gleichméBigen Ap-
proximation von stetigen Funktionen einer Verénderlichen durch Polynome. Dann
gelten folgende Beziehungen:

23) X=Cla, b, L=L{1,t, ..},
24 a<tP<tP<...<t® <5,
25 R® = [x(t®), x(t), ..., xR0}

Die Haarschen Determinanten sind Vandermondesche Determinanten, die bei der
Anordnung (24) alle positiv sind.

(26 w= ] -1 >o.

1gi<lsn+l
11#]
Die Gleichungen (2.17) nehmen folgende Form an:
@n %) —g®EP) = aP(=1Y, j=1,2,..,n+1.
Die Bedingung (18) ist erfiillt, wenn ein minimaler Abstand zwischen benachbarten
Stiitzstellen existiert

28) R -0 > A,
Das muB bewiesen werden. Dann erhalten wir die Abschitzungen
(29) An(n—l)jz < h_(ik) < (b_a)n(n—-l)]z
und
(k) \nn-1)/2
(30) sl > 1 (bf—a) =8>0.

HP+ 3 (e~ el
J#El

Das Austauschfunktional e®(x) wird durch eine Maximalstelle von Xo(®)—q®(r)
bestimmt;

6D Peo(t82) g0 = Iixo—g®ll,
en () = x(1).
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Die Bedingung (17) ist erfiillt, wenn wir folgende Austauschbedingungen festlegen:

J fiir 19 < 19 < 10 Asign (xo(t$) — gP(1))
= Sign(xo(tjgk))_q(k)(tjgk)))’
JHl o fir P <1 < 1 Asign(xo () —gP(P))
= —sign(x, () —g® M),
1 fir  a<t® < 10 Asign(x,(1P) — @ (D))
() I= = sign(x () —g®e®),
A+l filr  a< 1P < 9 asign(xo(1®)— g @)
= —sign(xo (1) — g @),
n+1 fiir t,s'f(_)l < ték) < bAsign(xo(tg"’)—q(’ﬂ(tgk)))
= sign(x () —a®@R),
1 fiir  t®, < t® < basign(xo(®) —g®(®))
= —sign(xo (1) — g ().

Das sind die Austauschbedingungen des Remes-Algorithmus. Sie entsprechen einem
Austausch mit der ,,nichstgelegenen vorzeichengleichen Stiitzstelle”, Bereits bei der
gleichmiBigen Approximation von stetigen Funktionen von zwei Verdnderlichen
versagt diese Austauschregel, weil fiir mehrdimensionale Gebiete keine Anordnung
der Stiitzstellen festgelegt ist und kein Koordinatensystem existiert, fiir welches alle
Referenzen mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen die Haarsche Bedingung er-
fiillen. Beispielsweise gibt es bei der gleichmiBigen Approximation von stetigen
Funktionen x(s, t) auf dem Quadrat

0<s<l, 011

durch lineare Funktionen
as+a,s+ast

zwei Vorzeichenklassen von Referenzen, die durch folgende Lagebeziehungen und
Vorzeichenverteilungen charakterisiert werden konnen:

+ 1

*+

*

* *
+ +

+ %

Die Vorzeichenklassen kénnen durch Vertauschung der Stiitzstellen nicht ineinander
iibergefiihrt werden. Wenn die Ausgangsreferenz in einer anderen Vorzeichenklasse
liegt als die optimale Referenz, muB im Laufe der Berechnung die Vorzeichenklasse
gewechselt werden. Dabei wird die Bedingung (17) verletzt.

Auch bei der Spline-Approximation von Funktionen einer oder mehrerer Ver-
dnderlichen, ebenso wie bei vielen anderen Approximationsaufgaben, kann die
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Haarsche Bedingung im allgemeinen nicht erfiillt werden. Deshalb ist es notwendig,
Austauschregeln zu suchen, die nicht an die Haarsche Bedingung gebunden sind.
‘Wir werden solche Regeln aufstellen. Dabei wird sich zeigen, daB wir verschwind-
ende Haarsche Determinanten nicht meiden sondern suchen miissen. Ganz zwangs-
ldufig kommen wir dabei zu Verfahren, die eine Verbindung zwischen dem Remes-
Algorithmus im Raum C{a, b] und dem Projektionsalgorithmus im Hilbertraum
herstellen.

4. Austausch mit interpolierenden Funktionalen

Wir werden zuerst die Gleichungen fiir den Algorithmus zur Berechnung von besten
diskreten Approximationen auf eine einfache Form bringen. Diese Form wurde von
Vy Nguyen-mau [6] im Zusammenhang mit der Anwendung approximationstheore-
tischer Algorithmen auf die numerische L&sung linearer Gleichungssysteme ausge-
arbeitet. Fiir die Beschreibung der nachfolgenden Verfahren reicht es aus, wenn
wir die Formeln fiir einen Austauschschritt aufstellen. Dabei legen wir » Funktionale

(1) {gl(x): gz(x)s “"gn(x)}

als Basisfunktionale fest und setzen voraus, daB die zugehorige Haarsche Determi-
nante von null verschieden ist. In jeder Referenz kdnnen wir n Funktionale in dieser
‘Weise auswihlen, denn mindestens eine Haarsche Determinante muB von null ver-
schieden sein. Den Austausch vollziehen wir immer durch Vergleich mit dem Funk-
tional f(x). Dieses Funktional nennen wir Austauschfunktional, Das neue Funktional,
das fiir den Austausch zur Verfiigung gestellt wird, bezeichnen wir mit e(x):

® R= {g,(x); s £(3), S0},
21(x1) - £1(x)
o) Te P , det(@® #0,
&ulx:) .. gnlxn)
Y11 o+ Yin
@ Glm] ceenuunns s
Va1 eee Vmn

R ist genau dann eine Referenz, wenn |[f]] > 0 gilt. Der Algorithmus zur Be-
rechnung von besten diskreten Approximationen enthdlt drei Teilschritte. Zuerst
bestimmen wir eine Linearkombination von Funktionalen der Referenz R, die auf
L orthogonal ist (Orthogonalisierung).

n
® Fea)+ chgj(xk) =0, k=1,2,..,n.
=1
Dann bilden wir mit den Koeffizienten ¢; das Funktional
1+ 3 )
O] ) 1= ————
1711+ 2l llgl
j=
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und berechnen den Parameter

S+ 2, ¢85(x0)
ap != S - —

Q) F
|1fn+j;ic,-l llgll

Im dritten Teilschritt stellen wir die Gleichungen auf, welche die besten diskreten
Approximationen ¢ charakterisieren (vgl. (1.17)) und Iosen diese Gleichungen. Fiir
¢ # 0 setzen wir

®) oy |= sign(c)

und fiir ¢; = 0 wihlen wir den Parameter o; belicbig aus dem Bereich
@) lojl < 1

Die Gleichungen

® gi(xo—q) = aollgslley, j=1,2,....m

charakterisieren die besten diskreten Approximationen g. Sie stellen Maximalbe-
dingungen beziiglich der diskreten Norm
lIxo—gllx = laol
dar (Maximierung).
Aus der Relation
ay = ¢(xo) = plxo—9)
ergibt sich in Verbindung mit den Gleichungen (9) die Beziehung

o S(o—a) = aollf1l.

Fiir ¢ machen wir den Amnsatz

an q= Zakxk
k=1

und gehen damit in the Gleichungen (9) ein. Dann entsteht das lineare Gleichungs-
system
n
1) S gma = g —aoliglley, J=1,2,...,n
. =

zur Berechnung der Parameter ay, az, ..., -

Wir schreiben die Gleichungen (5) und (12) in Matrizenform. Dazu fijhren wir
folgende Vektoren ein:

pieh) 51 £1(%0)
(13) f!= : s cl= l: s g(xo = : s
S Cn 8n(Xo)

[||83”‘H:| ‘11:|
§l= : , al=1]1:1.
[1gall o ay
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Alle Vektoren sind Spaltenvektoren. Die entsprechenden Zeilenvektoren und trans-
ponierte Matrizen bezeichnen wir mit einem Strich. Dann erhalten wir folgende
Formeln zur Berechnung der Vektoren ¢ und a:

14 ¢ =—f'G1,

13) a = G1(g(x0)—ao5).

Die Formeln (14), (7) und (15) bestimmen in dieser Reihenfolge den Algorithmus
zur Berechnung von besten diskreten Approximationen. Die Formel (14) entspricht
der Orthogonalisierung und die Formel (15) der Maximierung.

‘Wenn ein neues Funktional e(x) zur Verfiigung gestellt wird, bestimmen wir
die Grossen

le(xo— )l

o e '
und

.| fxo—q)
an w(e(xi q)) =tw
Mit
as) e 1= (e(xy), e(x2), -.-, e(x)
berechnen wir den Vektor
(19) cle) = —e'G™?
und den Parameter

e(xo)+ Z Cj(e)gj(xo)

(20) as(e) 1=

lell+z ey(e)l H&H

Die Relation zwischen a, und a,(e) lautet:

cxllell+laolzaj 9O g,

@y ao(e) =

sign(ac) Hell+j§1 le(@)] [l

Fiir ¢;(€) # 0 setzen wir
@2) aye) 1= sign(c;(e))
und fiir ¢;(¢) = 0 wihlen wir o;(e) beliebig aus dem Bereich

22 loj(@)] < 1
Wir fiihren folgende Indexmengen ein:

@3) Jo != {j: ¢; = 0},
©3) Ty 1= {j: (g # 0rci(e) = 0)v (g . ¢i(e) # Ongy = 10;(9))}
3" _ 1= {j: ¢;. (&) # OAg; = —105(e)}-


GUEST


108 H. KIESEWETTER
Mit der Abkiirzung

(@~ Iaol)IIeH—laolZ(lc @I-9 “’(e)) gl 2ol Z les(@)! llgl

Al = jelo JjeJd-

neu+f=2‘1 le;(@) llgil]

@

erhalten wir die Beziehung

@5 lao(@)] = lao] +4d.

SATZ 4.1 Der Austausch von f(x) gegen e(x) bewirkt genau dann einen Aufstieg

(lao(e)l > laol), wenn die Bedingung d > 0 erfillt ist.
Auch hier gilt die Ungleichung

(26) d < E—|ag|.
Der Austausch von f(x) gegen e(x) verlduft giinstig, wenn die Bedingungen
¢i(e
@n > (l@1-er22) g =
jedo
und
(28) I =0

gelten. Die Bedingung (27) kann in zweierlei Weise beeinfluBt werden. Entweder
muB man verschwindende Koeffizienten (d.h. verschwindende Haarsche Determinan-
ten) beibehalten, d.h.

29) ce) =0 fir ¢=0,

oder man muB fiir ¢;(e) # 0 den Parameter ¢; so variieren, daB
(30)

gilt. Die letzte Bedingung kann man nicht einfach fordern, denn zuerst legen wir
o; fiir j € J, im Bereich (8'") fest, dann berechnen wir ¢ und danach bestimmen wir
e(x) in der Regel als maximales Funktional auf x,—g. Daraus folgt, daB o;(e) und
oy sich gegenseitig bedingen. Wir werden auf dieses Problem noch zurlickkommen.

Hinsichtlich der Bedingung (28) ist die Situation einfacher. Aus der Definition
der Indexmenge J_. gemiB (23”) folgt, daB wir giinstige Vorzeichen bekommen,
wenn wir mit dem neuen Funktional e(x) in der ,,N&he* von f(x) bleiben. Gleich-
zeitig sind wir aber daran gebunden, daB mit dem Funktional e(x) ein mdglichst
grofer Wert des Parameters o (vgl. (16)) erzielt werden soll. Beiden Gesichtspunkten

wird Rechnung getragen, wenn wir anstelle von e(x) mit dem interpolierenden
Funktional

a; = voy(e)

) e 1= 4w < s 0
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arbeiten. Den Parameter w nennen wir Interpolationsparameter. Wir betrachten nur
nichtnegative Werte von w. Fiir geniigend kleine Werte von w ist die Bedingung (28)
auf alle Fille erfiillt. Wir miissen also nur sichern, daB der Parameter o bereits fiir
Kleine Werte von w ansteigt. Dabei konnen wir auf die bekannten Formeln zuriick-

greifen.
Wir setzen:
OO Iy (c, )g,(xo)
(32 ay(w)! = J=1
Hf—l—w% ¢ +w~’Ll Hegsll
j=1
und
@ ) 1= 2 {11+ wel - ]|f+w~§ > 0.
Die Funktion 5(w) ist fiir w > 0 monoton fallend oder identisch gleich null. Der
Grenzwert
1 e
69 1@ = it | 2w |11

existiert (vgl. Dunford-Schwartz [1]).
Wir erhalten folgende Beziehung zwischen a,(w) und ao (vel. (3.9))

laoltLfll+wallell+]aol T 6,(6, +w o )) llgill
(33

a(w) = —
° sien(c) G +wﬁ llgiil

nfu+wuen—wn(w)+2
=1

Die Indexmenge J, andert sich nicht. In Abhéingigkeit von w fithren wir folgende
Indexmengen ein:

(6) To(w) 1= {] ¢ # OAg; = 51gn(c,+wc’( ))}

(36" T_(w) 1= {, ¢ % 0ng; = —-SIgn(c_,+w ,(e))}

Fiir w = 0 ergeben sich die Bezichungen

() J. 0 = {1,...,n\Jo, J-(0)=
und fiir w = o0
(38) Ji(0) =Ty, T (0) =
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Mit der Abkiirzung

[(a o) lell + ol 70w) — |a012(cj(e)t~o, ’@)nan]

jely
~2lagl Y le+w ‘ gyl
(39 dw) != _ )
171+ wliel—wno0+ " e+ w 2 g
: 7=

erhalten wir aus Gleichung (35) die Formel

@0 [ao(W)] = lao] +d(w).
‘Wenn w geniigend klein gewdhlt wird, tritt der zweite Term im Zahler von Gleichung
(39) nicht auf. Also entscheidet der erste Term iiber den Aufstieg.

SATZ 4.2 Genau dann, wenn die Bedingung

(o laoD Vell -+l mO) el (ch(e)l—aj %) g > 0

Jjelo

@

erfillt ist, existiert ein Interpolationsparameter w mit la,(w)| > |ao|.

Offensichtlich ist die Bedingung (41) fiir den Austausch mit einem interpolieren-
den Funktional giinstiger als die entsprechende Bedingung fiir den direkten Aus-
tausch (vgl. Satz 4.1), denn die Terme mit je J_ fehlen. Wenn die GroBe 5(0)
positiv ist, verstirkt sie sogar den Aufstieg. Im allgemeinen k&nnen wir aber nicht
damit rechnen, daB die GréBe #(0) in Erscheinung tritt (%(0) = 0).

‘Wir nehmen jetzt an, daB das Funktional e(x) die Bedingung (41) erfiillt. Wir
stellen die Frage: Fiir welchen Wert von w (w > 0) erhalten wir den gréBten Auf-
stieg ?

Wir beantworten diese Frage unter der vereinfachenden Voraussetzung, daB der
Term 5(w) nicht auftritt. Wir setzen:

laoll1£1] +wanen+aolZa,(c,+w ’”)ng,-n

“) Ag(w) 1=

i+ wlel+ S A
Es besteht die Ungleichung ~
@) l40(¥)] < lao(w)] < E

Del: Zihler der Funktion A4,(w) ist eine lineare Funktion und der Nenner eine
stetige, stiickweise lineare Funktion, d.h. A,(w) ist eine stetige, stiickweise linear

gebrochene Funktion. Die Knickstellen werden durch die Nullstellen derjenigen
Termg

+w <e) I
T
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bestimmt, deren Indizes zur Indexmenge J_ gehdren. Wir ordnen die Knickstellen
nach der GroBe.

e
) o, (8 -0,
T
(44" 0<w SW, € ... € Wy < 00,
(44") Jo = {jlsj?.: ---sjm}'

Die Knickstellen w;, kdnnen zusammenfallen. Jedes Intervall zwischen den Knick-
stellen ist ein Monotonieintervall der Funktion 4,(w). Also nimmt die Funktion
Ao(w) ihr Maximum in w = 0, w = oo oder in einer Knickstelle w = w, an. Es
148t sich zeigen, daB die Funktion 4,(w) im Intervall 0 < w < co hchstens zweimal
das Monotonieverhalten #ndert und daB die erste Extremstelle eine Maximalstelle
ist (vgl. H. Kiesewetter [2]). Wir bezeichnen die Maximalstelle mit w* und nennen
w* einen optimalen Interpolationsparameter

45) Ao(w¥) =

max Ao(w).
0w

Um w* zu bestimmen, berechnen wir der Reihe nach die Werte

(46) [ao] = Ao(0), 4o(W1), -5 Ao(Wm), Ao(20).

‘Wenn diese Folge streng monoton wichst, ist w¥ = co der optimale Interpolations-
parameter. Andernfalls gibt es einen ersten Index /, so daB die Bedingungen
@n Ao(W14.1)

erfillt sind. Dann ist w* = w, ein optimaler Interpolationsparameter. Wenn die
Bedingung (47) schon fiir I = 0 erfiillt ist (4,(0) = 4o(wy)), ist w* = 0 ein opti-
maler Interpolationsparameter, d.h. mit dem Funktional e(x) ist kein Aufstieg
moglich.

Wy < W1 Ado(wy) >

5. Orthomax-Algorithmus

Wir formulieren nun einen aufsteigenden Algorithmus zur Konstruktion von besten
Approximationen. Dabei beziehen wir uns auf die Analyse der Aufstiegsbedingun-
gen. Wir benutzen interpolierende Funktionale. Aufgrund der giinstigen Aufstiegs-
bedingungen konnen wir ein Funktional f(x) der Referenz als Austauschfunktional
festlegen und das neue Funktional e(x) immer mit diesem Austauschfunktional ver-
gleichen. Beim direkten Austausch wire ein solches Vorgehen nicht méglich, da im
allgemeinen bei wiederholtem Austausch mit dem gleichen Funktional keine Ver-
besserung erzielt werden kann.

Wir berechnen einen optimalen Interpolationsparameter w* fiir den Austausch
von f(x) gegen das interpolierende Funktional

(1) f(x)+we(x)
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Fiir w* = oo ist der direkte Austausch von f(x) gegen e(x) optimal. Fiir w* =0
kann mit dem Funktional e(x) kein Aufstieg erreicht werden. Fiir w* = w; ver-
schwindet der Koeffizient

¢,
) cjl+w*—'r——— =0

Das bedeutet, daB der optimale Aufstieg erreicht wird, wenn eine Haarsche De-
terminante verschwindet, denn der Koeffizient (2) entspricht einer Haarschen Deter-
minante der Referenz mit dem interpolierenden Funktional (1). Wir konnen sagen:
Der Algorithmus erzeugt verschwindende Haarsche Determinanten.

Aufgrund der Gleichung (2) tritt das Funktional g;,(x) in der Formel (4.42)
nicht auf. Wir erhalten den gleichen Aufstieg mit dem Wert Ao(w*) fiir die diskrete
Norm, wenn wir in der Referenz R das Funktional f(x) unverindert beibehalten
und das Funktional g;,(x) gegen e(x) austauschen. Auf diese Weise regelt der
Algorithmus selbsttatig den Austausch. Er bestimmt automatisch einen Austausch
mit optimalem Aufstieg. Der Algorithmus besteht im wesentlichen darin, da im
Wechsel orthogonalisiert und maximiert wird. Deshalb wird die Bezeichnung
,,Orthomax-Algorithmus“ eingefiihrt.

Der Orthomax-Algorithmus wurde in seinen Grundziigen in meinem Buch
(H. Kiesewetter [2]) entwickelt. Inzwischen konnten wesentliche Vereinfachungen
angebracht werden. Durch den Beitrag von Vy Nguyen-mau [6] wurde die Ein-
schrinkung auf biorthogonale Referenzen aufgehoben. Darauf aufbauend konnten
die Austauschbedingungen, die in der ersten Form noch recht kompliziert waren,
auf eine sehr einfache Form gebracht werden. In dieser neuen Form wird der Ortho-
max-Algorithmus hier definiert.

Wir stellen die Formeln fiir den Orthomax-Algorithmus in der Reihenfolge
ihrer Abarbeitung zusammen. Bei jedem Schritt wird insgesamt aus einer vorge-
gebenen Referenz eine neue Referenz erzeugt. Zuerst berechnen wir eine beste
diskrete Approximation g zur vorgegebenen Referenz. Dann wihlen wir ein Funk-
tional e(x), das auf x,—¢ maximal ist. Mit Hilfe von e(x) filhren wir einen Aus-
tausch mit optimalem Interpolationsparameter durch und erhalten die neue Re-
ferenz.

Die Formeln fiir den Orthomax-Algorithmus lauten wie folgt:

3) ¢ = —f'G™1,

JGo)+ 2. ¢55(o%0)
@ gy = ——,

1711+ 2 les gl
® a = G~1(g(xc)—ao5),

®

"
q= 2 AxXks
=1
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%) e: wt= KD gy,
o | fxo—q)
@ v= S‘g“(e(xo—q))’
©) c(e) = —e'G™Y,
Ffxo)+w f%—‘i + Z (c,-+w cj(e))gj(xo)

1) Ao(w) = sign(ao) It °

e wlel+ w22, g

Cj, "
an wy l= _cjk(e) >0 fir jrel..

Die Knickstellen wy, werden der GroBe nach geordnet. GemiB der Bedingung (4.47)
wird ein optimaler Interpolationsparameter w* berechnet.

0  kein Aufstieg,

wr  Austausch von g; () gegen e(x),

o Austausch von f(x) gegen e(x).

(12) W =

Nachdem der Austausch ausgefiihrt ist, beginnen wir von vorn mit dem néchsten
Schritt. Damit ist der Orthomax-Algorithmus vollstindig beschrieben.

Wir bezeichnen die Bedingung (12) als Austauschbedingung mit optimalem
Interpolationsparameter. Sie tritt an die Stelle der Austauschbedingung (3.32) mit
,,nichstgelegener, vorzeichengleicher Stiitzstelle®, durch die der Remes-Algorithmus
bestimmt wird.

‘Wenn ein Basisfunktional ausgetauscht wird (w* = w;), muB eine neue Matrix
G(e) gebildet werden.

I 81(x0) £1(xn)
gj-1(x0) .. gj,—1(xn)
(13) Gle) 1= e(x;) . e(xp)
3j1+1(x1) gj,+1(xn)
_gn(xl) . gn(xn) |

Aus den Orthogonalititsbedingungen fiir e(x) bzw. aus Gleichung (9) folgt

n

e(n) = — Y 5@ g 0.

=T

a4

Also erhalten wir die Relation
15) det(G(e)) = —¢;,(¢)det(G).

8 Banach Center t. IV
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Fiir alle Indizes j aus J_ gilt ¢;(¢) # 0. Also bleibt die Haarsche Determinante mit
den Basisfunktionalen beim Austausch von gjl(x) gegen e(x) von null verschieden.-
Die inverse Matrix G(¢)~! kann gebildet werden.

Bei der Berechnung der inversen Matrix

y11(8) .- V1a(e)

Pnr(€) .- Van(€)
verwendet man zweckmiBig folgende Beziehungen zwischen den Elementen vy, (e)
und yg;:

(16) Gley™ =

=L fir =
P C) Vi, J =i

()] ij(e) =

210)
l}’m 2 (e) Yri,

fiir j#h.

Dadurch wird der Aufwand zur Berechnung von G(e)‘1 wesentlich verringert.
Der Orthomax-Algorithmus kann mit einer beliebigen Referenz der Form (4.2)

begonnen werden, Wenn keine besseren Werte vorliegen, beginnt man zweckmiBig

mit den Anfangsbedingungen:

a® RO = {g,(x), -.., &), 0},
(19) a® =0,
(20) a® = G~1g(x).

Die zugehdrige beste diskrete Approximation ¢‘® ist die ,Interpolation von x, in
L auf den Stiitzfunktionalen g(x), ..., g.(x)*, denn sie erfiillt fiir j =1,2,...,7
die Interpolationsbedingungen
@n g(%o—q‘») = 0.
Ausgehend von ¢(® bestimmt man ein Funktional e(x), das auf Xo—¢q‘® maximal
ist. Wenn x, dem Unterraum L angehért, erhilt man gleich im ersten Schritt die
Gleichung ¢® = x,.

Nun untersuchen wir die Konvergenz des Orthomax-Algorithmus. Bei der

Diskussion der Aufstiegsbedingung miissen wir von der Gleichung (4.42) ausgehen.
Daraus erhalten wir mit der Abkiirzung

(22 Dw)!=
[(a—laonnen— aoIZ(lcj(e)l~6, "(e))ng,n] 2a0] . cj+wf—(l\llgfll
Jelo jel-(w)
nfu+wnen+2 &+w i g
die Formel
@3) Ag(#) = lao|+D(w).
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SATZ 5.1 Beim Orthomax-Algorithmus ergibt das Funktional e(x) genau dann
einen Aufstieg (do(w*) > lao|), wenn die Bedingung

(e laoDllel > ol Y (10~ 2 2

Jjedo

@

erfullt ist.
Wenn ¢ noch keine beste Approximation ist, ist der Term auf der linken Seite

der Bedingung (24) fiir alle auf x,— g maximalen Funktionale positiv, denn es gilt
die Abschitzung

(x—laol) llell = (llxo—gli—laoD]lel] > 0.

Der Term auf der rechten Seite der Bedingung (24) kann nur auftreten, wenn die
Haarsche Bedingung nicht erfiillt ist. Dann gibt es aber eine ein- bzw. mehrpara-
metrige Schar von besten diskreten Approximationen, die von den Parametern
o; (j € Jo) abhingen. Durch Variation dieser Parameter miissen wir erreichen, daB
der Term auf der rechten Seite der Bedingung (24) verschwindet. An dieser Stelle
zahlt sich aus, daB wir im Satz 2.1 bei der Charakterisierung der besten diskreten
Approximationen die Parameter o fiir /; = 0 variabel gehalten haben. Wir liber-
priifen nun, wie sich die Bedingung (24) verhalt, wenn wir die Parameter o; (j € Jo)
im Bereich o] < 1 variieren. Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir an,
daB die r ersten Koeffizienten ¢; verschwinden.

(25) Jo={1,2, 0,1},

(26) g =C=..=6=0, Ci1-Cga.....Cx#0.
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

@n aw(0) = a(o1, .-, 07),

28 9(6) = q(01, -5 0¥,

09 @) = (01, oy 0) = LI _ e g,

Wir bestimmen das Vorzeichen des Funktionals e(x) aus der Gleichung
(xo (")))
T=5l
e (e(xo 4())

so daB die VorzeichengréBe t konstant bleibt.
Mit w, bezeichnen wir die kleinste Knickstelle gemiB Gleichung (11). Wenn
keine Knickstelle existiert (J. = &), setzen wir wy = 0:

mi.u(-—- ki ) fir J. #4,
wy 1= {jer cj(e)

o0 fir J_=6.
Unter diesen Voraussetzungen formulieren wir zwei Bedingungen:

¢0) (e(xo q(a)))

(€3))

8*
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(32) Fir die Indizes j aus Jo existieren Zahlen oy aus dem Bereich |o;| <1, und es
existiert ein Funktional e©)(x), das auf xo—q(o) maximal ist, so daf die Be-

dingung
Ao, &) 1= Z(lc,-(e)l— o ))ug,n =0

Jjeto

erfallt ist.

(33) Fir alle in Betracht kommenden Funktionale e(x) existiert eine von e(x) unab-
hiingige positive Zahl 6, so daf die Ungleichung

wy llell

; 206>0
HEACEDS
=1

ci(e)
T

Cj+W1

} llg;ll

gilt.

SATZ 5.2 Der Orthomax-Algorithmus konvergiert, wenn das Funktional e(x) bei
iedem Schritt die Bedingungen (32) und (33) erfilllt.

Wir beweisen diesen Satz. Aufgrund der Bedingungen (32) und (33) gelten
folgende Beziehungen:

a8 Dy = el (10— @) laol)
11w leli 2w c"f)‘ugjn

69 4409~ lao] = DO) > DOw) > 8(Ixo— (@l =Iaol),

09 Bt < (1-0 L) iy < (1)l

G o= (@) ~E < 222 (5 ag).

Daraus ergibt sich die Konvergenz in der gleichen Weise wie beim Beweis von
Satz 3.2.

Die Bedingung (33) bereitet im allgemeinen keine Schwierigkeiten. Entscheidend
ist die Bedingung (32). Sie gilt trivialerweise, wenn die Haarsche Bedingung erfiillt
ist. Der Orthomax-Algorithmus konvergiert also mindestens in dem gleichen Um-
fang wie der Remes-Algorithmus. Gegeniiber dem Remes-Algorithmus sind folgende
Verbesserungen zu nennen:

Die Austauschbedingung (12) ist in jedem normierten Raum anwendbar und
ergibt einen optimalen Aufstieg.

‘Wenn bei einem Austauschschritt die Haarsche Bedingung erfiillt ist und wenn
¢ noch keine beste Approximation ist, dann erfiillt jedes auf x,—g maximale Funk-

tional e(x) die Aufstiegsbedingung (24), d.h. es existiert immer em solches Funk-
tional.

icm
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Der Orthomax-Algorithmus ist auch bei nicht erfiillter Haarscher Bedingung
anwendbar. Dann ist die Bedingung (32) entscheidend fiir die Fortsetzung des
Algorithmus.

Es 14Bt sich leicht zeigen, daB die Bedingung (32) immer erfiillt werden kann,
wenn nur eine Haarsche Determinante gleich null ist ( = 1). Dazu bestimmen wir
zuerst ein Funktional e(®(x), das auf x,—g(0) maximal ist und berechnen den
Koeffizienten c¢;(e®). Fiir ¢;(e!”) = 0 ist die Bedingung (32) erfiillt. Fiir ¢, ()
# 0 setzen wir:

(38) o1 (W) = uzsign(e, (e®)),
Fiir 0 < u < 1 bestimmen wir gemiB den Formeln (29) und (30) Funktionale
2“1 (x), die auf x,— (cr, (¥)) maximal sind und berechnen die zugehorigen Koef-
fizienten

(39) (e ) =1 ,@).

Dabei kann der Fall eintreten, daB sich das maximale Funktional e©«*»(x) sprung-
haft dndert, d.h. y;(u) ist eine stiickweise stetige Funktion. In den Unstetigkeits-
stellen »* von y,(u) besitzt xo—g(o(*)) zwei maximale Funktionale

40) ), e,

0<uxl.

Daraus bilden wir mit einer VorzeichengréBe +* ein interpolierendes Funktional
@n 1N (x) 1= (1—0) el ™™D (x) + Br*eFr™ N (x),

das fir 0 <0< 1 auf xo—q(al(u*)) maximal ist. Auf diese Weise erhalten wir
insgesamt eine Schar sich stetig dndernder maximaler Funktionale. Diese Schar
enthilt ein Funktional e*(x) fiir oy = o, so daB

(42) e (e*(x) =0

gilt, oder die Funktion y,(x) behilt ihr Vorzeichen:

“3) sign(c, (e®)) = sign(e, (™).
Dann ist die Bedingung (32) im ersten Fall fiir

(42 oy =of, e(x) = e*(x)
und im zweiten Fall fiir

437 a1 =oy(l), €)= ()
erfiillt.

Es besteht die Vermutung, daB die Bedingung (32) auch fir 1 < r
werden kann, d.h. es existiert eine Nullstelle (6%, ¢*) der Gleichung
“9 A(o*, e¥) = 0.

Wenn man dieses Problem 18sen konnte, hiitte man einen Beweis fiir die Kon-
vergenz des Orthomax-Algorithmus bei nicht erfiillter Haarscher Bedingung. Wenn
man den Beweis konstruktiv fithren kdnnte, hitte man einen bestindig konvergen-

< n erfiillt
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ten Approximationsalgorithmus. Daraus ergibt sich die Bedeutung der Bedingung

(32).
Wir erwihnen noch einige Relationen fiir die Abhéngigkeit der besten diskreten
Approximationen von den Parametern (015 ...r 0). Aus der Gleichung (5) folgt:

43) (o) = a®—ao Y yllgllos-
jeJo
Daraus erhalten wir unter Beachtung der Gleichungen (3) bzw. (9) die Bezichungen:

) F(¥o—4(@)) = F(xo—4(®),
n e(xo—4(0)) = e(xa— ()~ o Y ¢, llgill-

jedo

6. Beispiele fiir die Anwendung des Orthomax-Algorithmus

Wenn wir im Hilbertraum mit den Stiitzfunktionalen

Y] R® = {(x, x1), .-, (¢, %:), 0}

und -dem Parameter @, = 0 beginnen (vgl. (4.18), (4.19)), erhalten wir mit dem
Orthomax-Algorithmus in einem Schritt die beste Approximation, d.h. die Projek-

tion von x, in L. Die beste diskrete Approximation ¢‘® zur Referenz R©® ergibt
sich aus den Gleichungen

@ (ro—gq?, x) = 0,
Das sind die Bedingungen fiir die Projektion. In Hilbertraum ist das Funktional,

das auf x,—q® maximal ist (/|xo—g‘®| > 0), bis auf einen konstanten Faktor
eindeutig bestimmt. ‘

j=1,2,..,n.

3) e(x) = (x, xo—g®).
Wir erhalten die Beziehungen

29 e(x) =0, j=1,2,..,n
und

@ gl@=0, j=1,2,..,n

Daraus folgt

—q®) (o—q®, xo—q®)
5) a0 (6) = (%0, Xo—g _ Yo s Xo
¢ °© = =g eo—g®T
d.h. ¢ = p ist die beste Approximation.

Aus den angegebenen Relationen erkennt man die vorziiglichen Eigenschaften

des Hilbertraumes im Hinblick auf die Konstruktion von besten Approximationen.
Die beste Approximation

= llxo—qIl,

n

©) p= Za{,“’xk

k=1

icm
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ist eindeutig bestimmt und ergibt sich durch Auflésung des linearen Gleichungs-
systems
n

> a0 %) = G0 %), = 1,200,
k=1

@9

Die Gleichungen (2) kdnnen als Interpolationsbedingungen gedeutet werden. Im
Hilbertraum stimmt die beste Approximation mit der ,,Interpolation von x, in L
auf den Stiitzfunktionalen®

Y &) 1= (x, %),
iberein.

Die Haarsche Bedingung wird im Hilbertraum in extremer Weise nicht erfiillt.
Fiir ||xo—p|| > O besitzt jede optimale Referenz

(8) R = {(x, xl), vy (x, xn)’ (x: xO_P)}

genau n verschwindende Haarsche Determinanten (vgl. Gleichung (4)).

Die Projektionsbedingungen (2) bzw. (2) entsprechen gerade diesen Gleichun-
gen. Damit 1Bt sich am Beispiel des Hilbertraumes demonstrieren, wie niitzlich
es ist, verschwindende Haarsche Determinanten zu erzeugen. Der Orthomax-Algo-
rithmus stellt die Verbindung zwischen dem Projektionsalgorithmus und dem Remes-
Algorithmus her.

Man kann sagen, daB es bei der Approximation in normierten Riumen zwei
extreme Fille gibt: Die Approximation im Hilbertraum, bei der jede optimale
Referenz r = n verschwindende Haarsche Determinanten besitzt und die gleich-
miBige Approximation von stetigen Funktionen von einer Verinderlichen durch
Polynome, bei der jede optimale Referenz (und jede Referenz mit paarweise ver-
schiedenen Stiitzstellen) die Haarsche Bedingung erfiillt (r = 0).

Der tiefere Grund fiir die ausgezeichneten Eigenschaften des Hilbertraumes
ist darin zu suchen, daB die maximalen Funktionale (auf einem von null verschie-
denen Element) bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt sind.

Wir betrachten allgemein einen normierten Raum X mit dieser Eigenschaft,
d.h. wir fordern die Bedingung:

(9) Aus z # 0 und

i=12,..,n

15@1 = 1Al 1z])
fiir j = 1, 2 folgt, daB f;(x) und f5(x) linear abhingig sind.
SATZ 6.1. In jedem normierten Raum X, in welchem die Bedingung (9) erfullt

ist, besitzt jede optimale Referenz fir ||xo—pll >0, r=n verschwindende Haarsche
Determinanten.

Zum Beweis betrachten wir eine beliebige optimale Referenz (vgl. (4.26") und
(4.26'")). Sie enthilt mindestens ein auf xo—p maximales Funktional

|for1(x0—D) = [ fas 2l lIXo—pIl > 0.
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Alle auf xo—p maximalen Funktionale sind von f,,,(x) linear abhéngig. Das gilt
auch fiir das Funktional ¢(x), das geméB Satz 1.1 existiert.

o() = cfop1(x), c#0.
Daraus erhalten wir die Gleichungen

Sor1(x) =0, j=1,..,n,
d.h.

=0, j=1,2,..,n

Wir 16sen eine einfache Approximationsaufgabe fiir 10-dimensionale Vektoren, bzw.
diskrete Funktionen,

(10) x = (x(1), X(2), ..., x(10))

beziiglich der Maximumnorm

an [lx]} = max [x(K)],

x)
12 X =3,1,41,5;9.2654,
(13) Xy = (15 LLLL;LLY, L 17):
(139 x=00,1,2,3,4;4,3,2,1,0),
(14) {10 —pll =_inf)][xo—alx,—a2x2]|.

Wir wenden den Orthomax-Algorithmus an.
0. Schritt:
{x(1), x(6), 0},
¢'=(0,0), a, =0,
x—q =%, -7, —4,-13, -8;0, —11,0, 1, 2).
Tausch: 0 gegen x(4).

1. Schritt:
{x(1), x(6), x(4)},
¢ = i(—'l’ _‘3): ap = _%3‘:

x—q = (13, -1,5, —13, —3; 13, —9, 13, 15, 17).
Tausch: x(1) gegen x(10)..

2. Schritt:
{x(10), x(6), x(4)},
¢ = i('_li _3)’ ap = "'2573
xo—q = 3(19, -7,7, =27, —5; 27, —19, 23, 25, 27),

[lxo—qll = [aol,

= §x,+3%x, beste Approximation.
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Bei dem folgenden Beispiel erhalten wir verschwindende Haarsche Determinan-
ten. Wir nehmen den gleichen Vektor x, wie in Gleichung (12) und die Basisvektoren

(13) x 1=(0,1,2,3,4;5,6,7,8,9),
(159 x!1=(9,8,7,6,5; 4,3,2,1,0),
asm x31=1(0,1,2,3,4; 4,3,2,1,0).

Die Basisvektoren entsprechen einer Approximation durch Splines.
0. Schritt:
{x(10), x(1), x(5), 03,
¢ = (0,0,0), a, =0,
xXo—gq = (0, —45,0, —63, 0; 70, —51, 26,13, 0).
Tausch: 0 gegen x(6).
1. Schritt:
{x(10), x(1), x(5), x(6)},
¢ =3-1,1,-9), o =1,
xo—gq = (126, —117, 0, —315, —126; 126, —351, —36, —81, —126).
Fiir einen optimalen Austausch gibt es zwei Varianten, weil der optimale Inter-
polationsparameter w* = 2 eine doppelte: Knickstelle ist.
1. Variante: x(5) gegen x(7).
2. Variante: x(1) gegen x(7).
Wir werden beide Varianten verfolgen.
2. Schritt. 1. Variante:

{=(10), x(1), x(7), x(6)},

¢ =1(1,0,-4), g = Z.
Die zweite Haarsche Determinante verschwindet (¢, = 0).

xo—q(02) = =5(0, —204, —48, —324, —96; 207, —207, 171, 189, 207)+

+0,3209,7,5,3,1; 0,0,0,0,0).
Die Bedingung (5.32) ist fir
(o, ¢ = (1, x®)

erfiillt.

Tausch: x(10) gegen x(4).

3. Schritt, 1. Variante:
{x@), x(1), x(7), x(6)},
¢ = %(—'39 Ia _1)’ ap = ZTS'
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Jetzt ist die Haarsche Bedingung wieder erfiillt.

Xo—g = 75(225, —21, 193, =225, —39; 225, —225,117,99, 81),

llxo—gll = laol,

g = 75(23x,—x,+78xs) beste Approximation..

Nun wihlen wir im 2. Schritt die 2. Variante.
2. Schritt, 2. Variante:

{x(10), x(7), x(5), x(6)},

¢ =1, —4,0), a, =%.
Die dritte Haarsche Determinante verschwindet (c; = 0).

Xo—q(os) = 296, 52,48, —4,0; 23, —23, 19,21, 23)+

+0,209,7,5,3,1; 0,0, 0,0,0).
Fiir o} = —4 springt das maximale Funktional von x(1) nach —x(4). Dabei wechselt
der Koeffizient .
¢e3(e) =1y3()
das Vorzeichen. Fiir das Funktional
e*(x) = (D +5(-x®)
verschwindet der Koeffizient
c3(e*) =0,
dh. die Bedingung (5.32) ist erfiillt.
Tausch: x(10) gegen x(1)—3x(4).

3. Schritz. 2. Variante:

{x(D)—3x(4), x(7), x(5), x(©6)}»

¢ =11, -1,0), a = 2,

xo—q(0s) = 35(576, 252, 288, — 108, 0; 225, —225, 117, 99, 81) +

+0,29,7,5,3,1; 0, 0,0,0,0).

Ein weiterer Aufstieg ist nicht moglich. Fiir

* 39
of = —53
erhilt man die beste Approximation. Die obenstehende Referenz ist eine optimale
Referenz mit verschwindender Haarscher Determinante. Trotzdem ist die beste
Approximation eindeutig bestimmt.

Nun betrachten wir ein Beispiel fiir die diskrete Approximation von Funktio-

nalen.
1

%N 1= § atf),

-1

x(f) 1= (=D,

(16)

an
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an x,(f) 1= 1),
@18) (&) = bo+byt+b,t>€eF,
19) Al 1= max |f#),
—-1<st<1

(NI
20 l= e
20) lxlle []211:111;0 [IA1l

Die Losung p(f) der ‘Approximatiousaufgabe
@D

ist eine beste Quadraturformel auf den Polynomen zweiten Grades mit den Stiitz-
stellen —3 und 3. Jedes Polynom f(¢) definiert ein stetiges lineares Funktional
*(f) auf den Elementen x. Die Norm dieses Funktionals stimmt mit |[f]] tiberein.

0. Schritt: i

{x(%_t): x(’}"'t), 0}’
¢ =(0,0), a =0,
1

xo(H—a(f) = | dfO-A=H-1B.

-1

|Ixo—pllr = tnf [Ixo—ayx —axx;||r

Tausch: 0 gegen x(1—2¢%).

1. Schritt:
{xG—1), xG+1), x(1-269},
¢ =3(-1,-1), ap = "%,

1

xo()—a(f) = § dtfe)—4f(-H-1fQ®).

-1

Tausch: x(—1f) gegen x(1).

Ebenso wire ein Tausch von x(3-+¢) gegen x(1) moglich.
2. Schritt:

(0, xG+1), x(1-2£7)},

¢ =1(-1,0), ap = —2.
Die zweite Haarsche Determinante verschwindet (c; = 0)-

1

o) =) = § dfO-HH+ID)- (O -A=)

-1
= 2(bo +b;)— (1 +302)b; .
Mit der Transformation

o, = =3+, —1l<u<2
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erhalten wir

1420
xo($) =43 3f) = 260t ba—uby).
Es gilt die Abschitzung
UA 2 [bo+bal+1bs].
Daraus folgt, daB fir —1 < u <1 alle Quadraturformeln
PO = (=D +HD)+u(f@)~A~1)

Lsungen der Approximationsaufgabe (21) sind.
Fiir alle Polynome zweiten Grades gilt die Fehlerabschitzung

Pxo()—p* (NI < IS

Die Schranke 2 wird fiir f(z) = 1 und f(r) = 1—2r2 angenommen. Fiir eine be-
liebige stetige Funktion ¢(z) sei f,(f) die beste Approximation durch Polynome
zweiten Grades beziiglich der Maximumnorm (19). Dann gilt die Fehlerabschitzung

%0 (@)—p(@)] < g =Tl +311 £l

Abschliessend betrachten wir ein Beispiel fiir die diskrete Approximation eines
Integraloperators.

1

22) %o(f, ) 1= § dr@—ls—1) 1),
-1
@3) x,(f, 8) 1= %o(1—1, )f(~1),
@3) x2(f, $) 1= xo(1+2, HA(L),
(24) Xo(l=1,5) = $3—5) B—5) =las(s),
24) Xo(1+1,5) = 3(3+5) (3—152) =!y(s).
Die diskrete Norm
X9
@3) lixllet= w2 =77
. feF

nehmen wir wieder beziiglich der Polynome zweiten Grades. Wir 16sen die Ap-
proximationsaufgabe

26) llxo—pllr = (in{”xo—lh%—azXsz-
i,
Ein Funktional
@n 09 = x(f}, 5,) -

wird jetzt durch ein Polynom zweiten Grades f; und eine Stiitzstelle s; der Bild-
funktion festgelegt.

KONSTRUKTION VON BESTEN LINEAREN APPROXIMATIONEN 125

0. Schritt:
{x(l—l‘, _‘1)7 x(1+t’ l): 0}’
¢ = (0, 0); a, =0,

. .
xo(fy 9)—q(f, 5) = S at2—|s—2))f(e) — 3 (H(— D — 3 ()AD).
=1

Tausch: 0 gegen x(1—2¢%, 0).
1. Schritt:
{x(1—t, = 1), x(Q+12, 1), x(1—2¢2, 0)}
¢ = —19—6(1, 1), ap = %,
q(f,8) = 0.

Tausch: x(1—#, —1) gegen x(1, 0).
Ebenso wire auch der Tausch von x(1+1¢,1) gegen x(1,0) optimal.

2. Schritt:
{x(1, 0), x(1+12, 1), x(1—2¢2, 0)},
¢ =(1,0), g =2
Die zweite Haarsche Determinante verschwindet (c, = 0).

xo(f> =g, 5)
1
= § @@ ls—1Df)— (=3 +120) 2 A= D— G—$02) 02D
—1
Mit der Transformation
o2 = §(1+u), —F<u< §

erhalten wir die Formel
xo(f 5)— q(g(“"))(f, 5) = bol3(3—sH)+ bI%% (3—59) +baks*(5—3s)—
~ul2(bo+b,—by) et (5)+ w2 (bo+ba+br)aa(s).
Der Operator
2, 9) = 4O, 9) = Gl 9+ 9)

ist eine Losung der Approximationsaufgabe (26). Gibt es noch weitere Losungen
fir us 0?
Auf allen Polynomen zweiten Grades gilt die Fehlerabschitzung
1
1§ @t@=ls— A0 6= D+ W) < 2ii
~1

Auf den Polynomen f(¢) = 1 und f(r) = 1-2¢* gilt das Gleichheitszeichen.
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TEOPEMbBI IBOMICTBEHHOCTH H DKCTPEMAJIBHBIE
3AJAYH HAWIVUITETO IPHBJIVDKEHWA

H.II. KOPHEAYVK
Hucmumym Mamenamuxu AH YCCP, Kues, GCCP.

Bajaud AIMIPOKCHMAIIMOHHOIO CONEPYKAHMA, 3aM[ABaeMble HA KIACCaX bysKumit
(w1, Gostee OGO, HA MHOXKECTBAX NPOM3BOIEHOIO famaxopa [POCTPAHCTBRA), BO
MEOTHX CIYy9asx SBISIOTCA 3a7auaMyl HA SKCIpeMyM: TpeSyercs Halitw TOUHYEO
BEpXHION TPaHb IIOTPEIIHOCTH NPHC/OKEHNS 3afaHHbIN MCTOZIOM Ha buxcapo-
BaHHOM Kiracce (yHKI MK YKA3aTh LA BTOr0 Kacca HaplyIuiwif anmapat npy-
OIDKEHHIS.

B peirteHnys 3a72Y TAKOTO XapakTepa (MX HA3SHIBAIOT SKCTPEMATBHBIMH 3373~
yamm) B TOCTENHee BPEMS HMEIOTCS SHATMICIBHEIC YCUEXH; B DAAC BNHBIX
CIy9acB IIONMYUeHbI OKOHYATENBHEIE PESYJETATHL, T.€. PEIICHMS JOBENEHO MO
TousEX KoHCTaHT. IIpH 3TOM PaspafOTaHBI HOBBIE METOIBI HCCIEOBAHMUA SKCTPE~
MATBHBIX 32724, 0a3upPYIOIUXCST, C OJHOH CTOPOHBI, Ha ry6oxux daxrax obmei
Teopuu GaHAXOBBIX IPOCTPAHCTB, 3 C APYrof — Ha H3YHJCHWH TORKHX CBOHCTB
KOHKDETHBIX KJIACCOB (YKL,

B pspme cnyuaecB BechMa OQQEKTHBHEIMA OKA3aIMCh METOMBI, CBA3aHEBIE
¢ HCIOIB30BAHMEM COOTHOLIEHHKH BONCTBEHHOCTH B JIMHEHHBIX HOPMHPOBAHHLIX
TpPOCTPAaHCTBax. B 9108 CraThe MBI IONBITAEMCS NPOMIIIKOCTPEPOBATE IIpHMEHEHHE
Teopem {BOHCTBEHHOCTH TIPH PEILCHUH 3a/1a7 HAWIYIIIEro TIPHOJIDKEHRS B KOHK-
perHBIX (DYHKIMOHATGHBIX IpocTpancrBax. OCHOBHBIE YTBEPHICHUS, oIpesens-
IONUE CYINHOCT METOAA, MBI WK JOKa3hIBAEM HIIK crafyxaeM YKA3aHMAME OTHO-
CHTEIFHO MIIEH JIOKA3aTeNbCTRA, 4 TAIOKE CCHUIKAME HA JIHTEPaTypy.

1. TeopeME1 {BOKCTBEHHOCTH B THHEHHEIX HOPMHPOBAHHEIX IIPOCTPAHCTBAX

Trorema 1.1. Ecau F — ssinykaoe 3aMkHymoe MHOMCECSO UHEH020 HOP MO~
sannoz0 npocmpancmea X, mo 041 1106020 saemenma x € X cnpasedauso cOOMHOUEHUD

LD inf [lx—ull = sup [f(x)—sup f@)],
ueF fex=* ueF
liAy=<1

20e X* — npocmpancmeo, conpacenioe ¢ X. Ilpu Kxavcdon gurcuposarsion X € X\ F
cywgecmayem @ynxyuorian fo € X* ¢ nopmoii || fol| = 1, pearusyrowuil eepxHioro patt
¢ npasoii wacmu (1.1). )
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