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1. Einleitung

Sei @ eine endliche Gruppe, y ein linearer Charakter von @ in K, d.h.
eine Darstellung vom Grad 1, M ein Darstellungsmodul fiir ¢ in X und
®: MXM - K eine K-Bilinear-form. Das Tripel (M, x, @) heilt ein
symplektischer Modul beziiglich y, wenn & nicht ausgeartet, schiefsym-
metrisch nnd beziiglich yx auch G-invariant ist. Letzteres bedeuteh

D(ao, b) = x(o)D(a, bo™")

fiir alle @, € M und o G-

Ziwei symplektische Moduln (M, z, &) und (M’, 2, D') heilen iso-
morph, wenn es eine isomorphe Abbildung ¢ der Darstellungsmoduln M
auf A" gibt, die zusétzlich noch isometrisch ist, d.h. wenn gilt:

1. o2 M — M’ ist ein K [G]-Isomorphismus.

2. ®(a, b) = &' (p(a), p(b)) fir alle a,b e M.

Diese Begriffe lassen sich leicht in die gleichberechtigte Sprache der
Matrixdarstellungen iibersetzen:

Sei ¢ — A, diebis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte zu M gehérende
Darstellung von @. (If, y, @) ist genau dann ein symplektischer Modul,
wenn es eine regulire schief-symmetrische Matrix ¢ gibt mit

4,0 = X(&)O(-AZ')~1

fir alle o € @G. Die Matrix ¢ ist die Formenmatrix der K-Bilinearform &
in der Basis, die auch der Darstellung o~ 4, zugrunde liegt. Seien o1 4,
und ¢+ A, die zu den Darstellungsmoduln M bzw. M’ fir ¢ in K
gehorenden Darstellungen. Die symplektischen Moduln (M y %y @) und
(M, 7z, @) sind genau dann isomorph, wenn es eine regulire Matrix B gibt
mit den Bigenschaften:
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1. A,B = B4, fiir alle ¢ €@,

2. ¢ = BO'B”.

Hierbei bedeuten ¢ und ¢’ die zu @ bzw. zu @' gehdrenden Formen-
matrizen.

In dieser Arbeit zeigen wir, daB sich die Methode des Induzierens
von Darstellungsmoduln auch auf symplektische Moduln bertragen 146t.
Unser Hauptergebnis (Satz 1) gestattet zwel Folgerungen tiber die Konju-
giertheit des einem induzierten symplektischen Modul zugrunde liegenden
Darstellungsmoduls sowie itber die Formenmatrix eines induzierten symp-
lektischen Meduls mit absolut irreduziblem Darstellungsmodul. Wenn der
,kleine” Darstellungsmodul absolut irreduzibel und nicht selbstkon-
jugiert ist, und wenn der induzierte Darstellungsmodul ebenfalls absolut
irreduzibel ist, so kann man fiber das symplektische Verhalten desselben
nichts aussagen. Beispiele zeigen, daB alle moglichen Fille eintreten
konnen.

Die Fertigstellung dieser Arbeit haben folgende Mathematiker in
dankenswerter Weise unterstiitzt. L. A. Bokuth ermdglichte es mir, die
hier entwickelten Grundgedanken wéihrend der 14. Allunionskonferenz
iiber Algebra in September 1977 in Nowosibirsk vorzutragen.

Thre jetzige Form erhielten sie wahrend meines Aufenthaltes am
Banach-Zentrum in Mai 1978 durch das fordernde Interesse von A. Frih-
Lich.

2. Das Hauptergebnis

Von nun an setzen wir voraus, daB die Ordnung g kein Vielfaches der
Charakteristik des algebraisch abgeschlossenen Koérpers K ist. Sei H < @
eine Untergruppe von @ und N ein Darstellungsmodul fir H in K mit
der zugehorigen Darstellung v+ B,. Die induzierte Darstellung o> A,
der Gruppe G ist dann bekanntlich erklért durch

falls o00;t e H,

a'nw—l
1) A, =4y mit Ay =] T’

0 sonst.
Dabei ist oy, 0y, ..., 0, ein Reprisentantensystem der Zerlegung von G

in Rechtsnebenklassen nach H. Der zugehorige induzierte Darstellungs-
modul fir ¢ in K ist

M = N@gm K [6] -
Ein Charakter y; von H 148t sich genan dann zu einem Charakter y von &

fortsetzen, wenn die Einschrinkung von y; auf H NG mit dem Binheits-
charakter zusammenfallt.
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Sarz 1. Sei (N, xg, Oy) ein symplektischer Modul beziiglich eines
Charalters yp: H — K, der sich einem Charakier y: G — K fortsetzen
16pt. Damn ist auch der induzierie Darstellungsmodul M = N Qxim K [G]
ein symplektischer Modul (M, x, @) beziiglich y. Die K-Bilinearform & ist
definiert durch
r
2) P(a,b) = ) 5(0) B (g, ).
=1
Dabei st o0y, 0y, ..., 0, ein Reprisentaniensystem der Zerlegung
von G in Rechtsnebenklassen nach H und

r r
a =Zﬂ,1.®0‘,“ b =2n£®oi.
i=1 i=1

Beweis. Wir fithren den Beweis in der Sprache der Matrixdarstellungen.
Die zu N gehorende Darstellung von H sei gegeben durch 7> B,. Da
(M, g5, D) ein symplektischer Modul ist, gibt es eine regulire schief-
symmetrische Matrix D mit

B.D = z5(v) D(BE)™
fiir alle v € H. Fiir die von 7+ B, geméB (1) induzierte Darstellung o+ A4,
und die Forsetzung y gilt dann

4,0 = z(o)C (A7)

fir alle ¢ €@ und die regulire schiefsymmetrische Késtchendiagonal-

matrix
o) D ... 0
C=|.... .. ....1L
0 R ACAYL

In der Tat, sei in 4, = (4;) der Teilmatrix 4, 0, d.h. sei in der ¢-ten
»Zeile” nur die an der k-ten Stelle stehende Teilmatrix von der Nullmatrix
verschieden, so wird

3

st Ay A T2(0)D ... 0 4% ... AT
T —L,;.'..'A,J [6 B ;é(ir,ii?] LTAT}
2(0p) Ay DAL, ... 0
- L """"" . x'(&k;)la;k;bif‘k;]
= 2(e)C.

Wegen o¢;00;' = v eH erhalten wir ndmlich unter Verwendung von
B.DBT = yu(v)D fir alle v € H sofort

2(0,) A DAy, = 1(0x) 2 (0;00;1) D = x(0) x(0;) D.


GUEST


324 K. ROSENBAUM
Die Matrix C ist regulér, denn det ¢ = y(0,0, ... 6,)det.D s 0. Die Schief-
symmetrie von O folgt aus der Schiefsymmetrie von D.

Hieraus ergibt sich (2), denn D und C sind diec Formenmatrizen der
K-Bilinearformen &, bzw. @. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Dieses Ergebnis ist unabhingig von der Wahl der Repréisentanten
01y Oyy ++vy 0, der Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen nach H.

Sarz 2. Ist (N, yg, Oy) ¢in symplektischer Modul beziiglich eines
von H auf G zu y fortsetzbaren Charalkiters und sind o, 6y, ..., o, und o], o}, ...
.-+, 0, zwei Reprdsentatonsysteme der Zerlegung von G in Rechisnebenklassen
nach H, so sind die induzierten Darsiellungsmoduln M baw. M’ als symplel-
ische Moduln isomorph.

Beweis. Aus der Darstellungstheorie ist bekannt ([4], 8. 174), daB
die induzierten Darstellungen o+> 4, und o+> 4, zueinander &quivalent
sind. Sei o; = 7;0; mit v; € H, so isb fiir die regulire Matrix

p_|Pot
0 ..B,

offenbar 4,B = BA, fiir alle ¢ €@. Sind nun ¢ und ¢’ die gemis (3)
gebildeten Formenmatrizen der von N induzierten Darstellungsmoduln,
80 gilt dariiber hinaus sogar
C = BO'BT.

Die Rechnung verliuft analog zu der im Beweis von Satz 1 durchge-
filhrten. Damit ist Satz 2 bewiesen.
) Wir nennen (M, y, &) mit M = NQg; K[G] den von (N, gy, Dyg)
Induzierten symplektischen Modul und @ die von @, induzierte K-Bili-
nearform. )

"Je‘der symplektische Modul (M, y, ®) ist als Darstellungsmodul
beziiglich yx selbstkonjugiert, d.h., es besteht ein K [G]-Isomorphismus

@1 M - Homg(M, K)

vermoge a — ¢(a) mit ¢(a)(d) = D(a, b) und [p(a)o](b) = x(c)o(a)(bo!
fir alle 4,5 € M wnd o e@. ’ ( Hop(@ o)
Satz 1 liefert sofort

. .FOLGERUNG 1. 86i (N, yg, By) ein symplektischer Modul und (I, 5, D)
ein induzierter symplekiischer Modul, so gilt
(4) Homg (N Qg K [(]) = Homg (¥, E)®pm K[G].

Wie im Beweis von Satz 1 148t sich zeigen, daB die obige K [G]-Iso-
morphie a,'uch besteht, wenn N ein beliebiger Darstellungsmodul fir H
In K, yy ein auf @ fortsetzbarer Charakter von H und M — N R K[G]
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der von N induzierte Darstellingsmodul fiiv ¢ in K ist. Falls y; mehrere
Fortsetzungen zu Charakteren von @ hat, so gilt (4) bezfiglich jeder dieser
Fortsetzungen. Aus dem Lemma von Schur folgt ([1], Lemama 5): Ist N
ein absolut irreduzibler Darstellungsmodul fiiv H in K mit der zugehorigen
Darstellung 7+ B,, so folgt aus der Selbstkonjugiertheit von & beziiglich
2m, dh. auns
B.D = g (7)D(BI)™

fir alle v € H, daf die regulire Matrix D entweder schiefsymmetrisch
oder symmetrisch und bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt
ist. Genauer wird das symplektische Verhalten von N beschrieben durch
das folgende Ergebnis ([3], Satz 11):

Ist IV ein absolut irreduzibler Darstellungsmodul fir H in K und yz
ein Charakter von H, so gilt genau einer der drei Fille

1

1 Bt
= () 8pa () = +1,
9u el 0.

(5)

Im ersten Fall ist NV beziiglich x5 selbstkonjugiert und gestattet die
Binfihrung einer symplektischen Struktur.

Im zweiten Fall ist N ebenfalls selbstkonjugiert und gestattet die
Einfiihrung einer nicht ausgearteten, symmetrischen und G-invarianten
Bilinearform.

Im dritten Fall ist N nicht selbstkonjugiert.

Hierbei bedeuten g die Ordnung der Gruppe H und Spy die Spur
der Darstellung v+ B, der Gruppe H. Aus Satz 1 ergibt sich nun.

ForLGERUNG 2. Sei (N, yg, Pg) ¢in symplektischer Modul iiber einem
absolut irreduziblen Darstellungsmodul N fir G in K und yg ein ouf G
fortsetzbarer Charakter. Wenn der induzierte Darstellungsmodul M =
NQgu K [G] ebenfalls absolut irreduzibel ist, so dst (beviiglich jeder Fort-
selzung x Vo Yg)

23 (e = -1,

oeG
d.h., die in Satz 1 aus Oy konstruierte Bilinearform & ist bis auf ein skalares
Vielfaches die einzige in M.
Hierbei bedeuten g die Ordnung der Gruppe ¢ und Sp die Spur der
von 7+ B, induzierten Darstellung o+> 4, der Gruppe G.
Ebenso ergibt sich: Wenn

1 2
D ta(v)8pa() = +1,

4 et
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d.h. wenn sich in N eine nicht ausgeartete, symmetrische und G-invariante
Bilinearform einfithren 1486, so gilt im Falle der absoluten Irreduzibilitit
des induzierten Darstellungsmoduls

5 D e (et) = 1.

oG

3. Beispiele

Ist N ein absolut irreduzibler Darstellungsmodul fitr H in K, der beziiglich
eines Charakters g, nicht selbstkonjugiert ist, d.h. ist

1 2

= D a(v)Spal(r) = 0

gH 7eH
und ist der induzierte Darstellungsmodul M = N ®gun K [G] ebenfalls
absolut irreduzibel, so kann sich M beziiglich verschiedener Fortsetzungen
von yp verschieden verhalten. Insbesondere kann jeder der drei méglichen
Falle

1 o . -1

= D ule8p(e) =141,

g oet¥ ' 0

auftreten.

Brispiel 1. In der Diedergruppe ¢ = D, = <o, ) mit m> 3 und
den Relationen

n

o 1

=7 =1, 167 =¢"
hat die Untergruppe H = (o) die absolut irreduzible Darstellung
d: o> gim = [,

die beziiglich des Einheitscharakters y, nicht selbstkonjugiert ist. g, hat
zwel Fortsetzungen zu Charakteren von @, nimlich

o1 wnd e o1,

TH> 1 T —1.

Fiir die absolut irreduzible induzierte Darstellung Ind$d, die gegeben
ist durch
¢ 0 0 1
S R S |
ist dann

1 1
5 D) m(@Sp(eY) = +1 wma 3= D m(@Sp(ay) = 1.
aet¥
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BrIsPIEL 2. Die verallgemeinerte Quaternionengruppe @, = <o, )
mit den Relationen

“=1

enthiilt die zyklische Untergruppe H = (o> der Ordnung 2n. Die absolut
irreduzible Darstellung

" =1, torT! =7,

d: o> 6 =y
ist bezliglich des Einheitscharakters i, nicht selbstkonjugert. y, hat zwei
Fortsetzungen zu Charakteren von &, nimlich

710 o1 und g o1,

T 1 T —1.

Auch hier ist die induzierte Darstellung Ind%d verméoge
o] 0 N
(U -1 0

absolut irreduzibel, und es gilt
1 —1 2y 1 —1 2y
T D e S = —1 wnd - M@ )Sp(a) = +1.
asG ac@
BrispieL 3. Die symmetrische Gruppe & = 8, hat die Untergruppe
H = {(13), (14)(23))>. Die absolut irreduzible Darstellung
d: (13)—~1, (14)(23)+—~> —1

ist Dbezliglich des (alternierenden) Charakters y,, der jede Permutation
aus H auf ihr Vorzeichen abbildet, nicht selbstkonjugiert.
Die induzierte absolut irreduzible Darstellung Ind%d der Gruppe S,

vermoge
0 1 0 00 -1
(12)—={1 0 0f, (13)— 01 0
1 -1 0 0

00
ist Deziiglich des alternierenden Charakters x, der einzigen Fortsetzung
von y, auf @, ebenfalls nicht selbstkonjugiert, denn

= Sy Sp(eY = 0.

oeSy
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The regularity classes of the semigroup of all binary relations have been
described in full generality by K. A. Zareckii [7]. In this note we are
concerned with special binary relations for which the diagrams immediately
tell us whether or not the relation belongs to a certain regularity class.
In particular, we give a complete characterization of those binary relations
on a finite set belonging to a non-trivial regularity class which happen
to be the complements of quasi-orders. To do this, we may restrict our-
selves to complete lattice orders. A special case was already established
in [2]: the complement of a partial order is regular if and only if the
associated completion by cuts is completely distributive.

Let S be a semigroup with identity. Given non-negative integers m
and n, the regularity class ¥g(m,n) is the set of all elements a € 8 for
which there exists an element » e § such that a™za® = a. The elements
of ¥5(1, 1) and ¥4(2, 2) are called regular and completely regular, respecti-
vely. For m+n <1, €g(m,n) is trivial, that is €g(m,n) = 8. Every
regularity class is already equal to €g(m, ) for some m, n < 2. The non-
trivial classes other than %(0,2), ¥g(1,1), and %4(2, 0) are given by
trivial intersections (cf. [3]).

The semigroup of all binary relations on a set X is denoted by #(X).
For ¢, ¢ € Z(X) the product is written as goo = {(z, 2)| Iy € X, (%, y) € o,
(y,#) ec}. ¢~' and o’ denote the converse of p and the complement of o
respectively; o™ is written for (o).

Our first lemma is a straightforward extension of [5], Theorem 1.
Lemma 2 is an immediate consequence of this (ef. [5], Theorem 2).

LevMa 1. Let o, 04, 02 € B(X) be binary relations and let o = {(w, ¥
eo{(®,y)jo e, < o). Then o = (e7'0e'0gy™")"

Proof. For z,y e X, (z,y)¢o if and only if there exists (u,v) e’
such that (u, ) € o, and (y, v) € g, if and only if (2, y) € o7 00’097
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