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TeEOREM 3. Let A, B be double Sione algebras and let p: 4 — &
be o weak homomorphism. Then one of the following statement holds:

(1) @ 8 a homomorphism;

(i) ¢ s a dual homomorphism, d.6. Op =1, 1lp = 0, z*p = (zg)*,
ot = ()%, (@vy)g = 2pAyp and (zAY)p = apV Yy for every @,y e 4;

(iif) 0p =0, 1p =1, o*¢ = (xp)*, 279 = (2p)*, (avY)p = h(ap, yp)
and (Ay)e = hizp, yp) for every m,y e 4;

(iv) 0p =1, 1p = 0, a*¢p = (ap)", a*p = (2p)", (2vy)p = k(xp, yp)
and (wAy)p = hovp, yp) for every »,yed, where hiz,y) and Bz, )
are defined in Proposition 5.
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PRAPRIMALE ALGEBREN, DIE ARITHMETISCHE VARIETATEN
ERZEUGEN

K. DENECKE

Pidagogische Hoclschule, Sekfion IMathematik und Physik, Potsdam, G.D.R.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit endlichen Algebren, bei deren die Menge
aller abgeleiteten Operationen, der Opcrationenklon, maximal in der
Klasse aller Funktionen iiber der Trigermenge der Algebra ist, den préa-
primalen Algebren. Maximale Klassen der Klasse aller Funktionen iiber
einer endlichen Menge spielen bei der Losung des Vollstindigkeitsproblems
in den mehrwertigen Logiken eine Rolle. Hier werden praprimale Algebren
betrachtet, die arithmetische Varietéten erzeugen. In Theorem 3.2 wird
eine algebraische Charakterisierung dieser priprimalen Algebren gegeben
und damit teilweise ein fiir beliebige praprimale Algebren noch offenes
Problem gelost. Ausgangspunkt ist einerseits die von Rosenberg [9]
vorgenommene Klassifizierung der maximalen Klassen von Funktionen
iiber einer endlichen Menge, andererseits die Behandlung von Vollsténdig-
keitsfragen in universalen Algebren in Arbeiten von Foster und Pixley.

1. Grundbegriffe
Sei B, = {0,1, ..., k—1} und F(E,) die Menge aller Funktionen, die auf B,
definiert sind, dh. F(B) = |J F(E,) mit F,(B,) = {f: By - B}

n=0

A =<8, F) sei eine endliche Algebra mit I = F(E;) als Menge
der Fundamentaloperationen. F bezeichne die aus F durch Superposition
von Funktionen entstehende Klasse von Funktionen aus F(F,), die alle
Projektionen e} ¢ ¥, (E,) mit e (24, ..., #,) = &; (i =1, ..., n), enthalten
soll. Dann ist F Polynomialklasse oder Operationenklon von A.

Zwei Algebren heiBen dquivalent, wenn sie den gleichen Operationen-
klon erzeugen.

In den Arbeiten von Foster wird der Begriff der primalen Algebra
definiert:

[391)
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DerixirioNn 1.1. 4 = (B, F> (> 1) ist genau dann primal, wenn
alle Funktionen aus F(F,) Polynomiale von 4 sind, d.h. F = F(B)
Fiir primale Algebren gilt folgende Charakterisicrung:

THEOREM 1.1. A = (B, F) (E>1) ist genaw dann primal, wenn
folgendes gilt:

(a) A hat Leine echte Teilalgebra,

(b) A hat keine nichitrivialen Automorphismen (A ist rigid),

(c) A ist einfach,

(d) V4 (die von A erzeugte Varielit: V, = TSPA) besteht nur aus
Algebren, deren Kongruenzenverbinde distributiv sind und deren Iongruenzen
paarweise vertauschbar sind.

Wir nennen A arithmetiseh, wenn der Kongruenzenverband 0(4)
permutierbar und distributiv ist. BEine Varietit V ist arithmetisch, wenn
jedes A eV arithmetisch ist.

In [6] wird bewiesen:

THEOREM 1.2. Bine Varietdt V ist genaw dann arithmetisch, wenn
ein Polynomial p so emistiert, daf folgende Qleichungen Identititen in V
sind: p(w, v,2) =p(2,0,2) = p(e, 2, 2) = 2.

Beispiele fiir Algebren, die arithmetische Varietditen erzeugen, sind
primale, aber auch semiprimale; jede Funktion f: B} - By, die alle
Teilalgebren von A = (B, F> bewahrt, ist Polynomial; demiprimale,
jede Funktion, die alle Automorphismen von A4 bewahrt, ist Polynomial;
und quasiprimale, jede Funktion f, dic alle Teilalgebren und alle Isomor-
phismen zwischen nichttrivialen Teilalgebren von A bewahrt, ist Poly-
nomial. Semi- und demiprimale Algebren sind Spezialfille von quasi-
primalen.

Fiir semi- bzw. quasiprimale Algebren gilt folgende Charakterisierung:

ToeorEM 1.3 ([3]). 4 = B, F> (k> 1) ist genaw dann semiprimal,
wenn folgendes . gilt:

(a) V4 ist arithmetisch,
b) alle Teilalgebren von A sind einfach,
¢c) alle Teilalgebren von A sind rigid,

) keine zwei verschiedenen Teilalgebren mit mehr als einem Blement
sind isomorph.

(
(
(

THEOREM 1.4 ([5]). 4 = KB, B> (B>1)dst genay dann quasiprimal,
wenn folgendes gilt:

(a) V4 ist arithmetisch,
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(b) jede wichitriviale Teilalgebra von A ist einfach.

Quasiprimale Algebren sind einfach. Der Gedanke, in gewissem
Sinn vollsténdige Algebren zu erhalten, die nicht einfach sind, fithrte
zum Begriff der hemiprimalen Algebra ([2]).

A = (B,, Fy ist genau dann hemiprimal, wenn jede Funktion,
die alle Kongruenzen von 4 bewahrt, Polynomial von 4 ist. In [8] cha-
rakterisierte Pixley die arithmetischen Algebren, die hemiprimal sind.

TEEOREM 1.5. 4 = (&,, F) sei eine arithmetische Algebra. Dann ist
A genau dann hemiprimal, wenn folgende Bedingungen erfilli sind:

(a) A hat keine echien Teilalgebren,

(b) Wenn 6,, 0, € 0(A), dann ist ein beliebiger Isomorphismus g: A[0,
— A[0, die Identitdt,

(e) V4 ist arithmetisch.

Weiter gilt: hemiprimale Algebren haben keine nichtidentischen
Automorphismen.

Eine spezielle Klasse hemiprimaler Algebren sind die linear hemi-
primalen. Thr Kongruenzenverband ist eine Kette, d.h. 6 < 6’ oder 6’ < 8
fiir alle 6, 6'. Linear hemiprimale Algebren sind arithmetisch.

2. Priprimale Algebren

Bei der Losung des Problems der funktionalen Vollstindigkeit in der
k-wertigen Logik spielen die maximalen Klassen eine wesentliche Rolle.
F < F(E,) heilt mazimale Klasse, wenn fir jede Funktion feF(B),
Fe¢F gilt: {{Fu 3} = F(EB). Maximale Klassen sind im Verband der abge-
schlossenen Klassen von Funktionen aus F(E,) maximale Elemente. Rosen-
berg hat in [9] alle maximalen Klassen der k-wertigen Logik bestimmb.
Damit wurde das Vollstdndigkeitsproblem gelost: Rin System F von
Funktionen ist genan dann vollstandig, d.h. F(H,) = F, wenn es in keiner
der maximalen Klassen vollstandig enthalten ist.

Eine Algebra A = (B, F>, fir die F in F(E,) vollstindig ist, ist
nach Definition 1.1 primal.

Es ergibt sich die Frage, welche Eigenschaften Algebren 4 = (&,, ")
haben, wo F eine maximale Klasse in F(E,) ist. Das fithrt zu folgender
Definition ([4]):

DrrFiniTiOoN 2.1. Eine Algebra A = (&), F) (k> 1) ist genau dann
priprimal, wenn F eine maximale Klasse in F(H,) ist.

In [17 wird, ausgehend von der Rosenbergschen Klassifizierung aller
maximalen Klassen in F(#,), eine vollstindige Klassifizierung aller pri-
primalen Algebren (bis auf Aquivalenz) vorgenommen.

Dabei werden folgende Klassen unterschieden:
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A% = (B, F)F, = AF: Klasse aller Funktionen aus F (B,), die cine
Ordnungsrelation mit groBtem und klein-
stem Element bewahren.

Klasse aller Funktionen, die bzgl. einer
Permutation s von Iy, mit Zyklen gleicher
Primzahllange ohne invariante Elemente
selbstdual sind: fiir alle feSk, eilt:
f(s(w), 8(y>7 ) = S(f(ma Y, ))

fiir k = p™ (p Primzahl) Klasse aller Funk-
tionen, dic bzgl. ciner abelschen Gruppe
G auf B, deren von Null verschiedenen
Elemente die Ordnung p haben, quasilinear
sind.

Klagse aller Funktionen, dic eine zentrale,
total reflexive, total symmetrische h-dve
Relation bewahren: 2 < h < k.

Klasse aller Funktionen, die eine Teil-
menge @ # A < I, bewahren.

Klasse aller Funktionen, die eine Aqui-
valenzrelation 0 auf #, bewahren, 0 ist
dabei verschieden von der Null- und der
Einheitsrelation.

Klasse aller Funktionen, die eine h-univer-
selle Relation auf H, bewahren: 3 < I < k.
Klasse, die alle Funktionen einer Variab-
len und alle Funktionen, die einen Wert
auslassen, enthilt.

In {1] werden fiir priprimale Algebren folgende Eigenschaften bewie-
sen:

Sk

s(x)

= <E}¢7 Fd>Ftl = éi(a:):

L = (B, BT, = Ik

Al = (B, FyF, = Ak:

Tfl,o = <Ek; F3>Fs = Tﬁ,o:

Utgc = <Ek!Fh>F_h = Uéz:

Ay = (B, BT, = A%

T.’ZGV,IC-—I = <Ek5 FZ>FI = TN,k~1=

Leara 2.1, Hine praprimale Algebra, die nicht von der Form Tﬁ,o
ist, hat keine echien Teilalgebren. Hine priprimale Algebra, die nicht von
der Form U§ ist, einfach. Bine priprimale Algebra, die micht von der
Form Sk, ist, hat keine nichtidentischen Automorphismen.

Aus den Definitionen folgt sofort, da8 T% , semiprimal, 8%,y demi-
primal und U¥ linear hemiprimal ist.

Diese Algebren erzeugen demnach arithmetische Varietiten. Weiter
folgt unter Verwendung von Lemma 2.1:

THEOREM 2.2. Sei A = (B, F) eine praprimale Algebra, dann gili:
(2) jede echie nichitriviale Teilalgebra von A ist primal,

(b) jedes echie nichtiriviale homomorphe Bild vom A ist primal,

©

icm
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(e) jede nichitriviale Automorphismengruppe einer priprimalen Algebra
ist zyklisch und won Primzahlordnung.

Nennt man eine Algebra A = (E,, F) konstantiv, wenn jedes
Element von E, (abgeleitete) nullstellige Operation der Algebra ist, so
gilt:

LevmmA 2.3. Hine prdprimale Algebra ist entweder gquasiprimal oder
konstuntiv.

Quasiprimale priprimale Algebren sind die Algebren der Form
Sk, und T% .

EBine konstantive Algebra ist rigid und hat keine echten Teilalgebren.

Sk

3. Priiprimale Algebren der Formen 7% ,, U%, Sk,

Préijprimale Algebren der Formen T% ,, U, 8%, erzeugen arithmetische
Varictéiten. Es sind auch die einzigen priprimalen Algebren, die arithme-
tische Varietdten erzeugen. Aus Lemma 2.1 folgt, dal alle andercn pré-
primalen Algebren einfach und rigid sind und keine echten Teilalgebren
haben. Wenn eine Algebra mit diesen Eigenschaften eine arithmetische
Jarietit erzeugt, so ist sie nach Theorem 1.1 primal. Bine Folgerung aus
Lemina 2.1 und Lemma 2.3 ist demnach:

TuroreEM 3.1. Eine priprimale Algebra erzeugt entweder eine arithme-
tische Varietit oder ist Lonstantiv und einfach. :

In diesem Abschnitt sollen die priprimalen Algebren betrachtet
werden, die arithmetische Varietdten erzeugen.

Theorem 1.1 kann such so formuliert werden:

Erzeugt eine Algebra A = <(H,,F) (k>1) eine arithmetische
Varietdit, so ist sie genau dann primal, wenn folgendes gilt:

(a) A hat keine echte Teilalgebra,

(b) A hat keine echten Automorphismen, ist rigid,

(e) A ist einfach.

Algebren der Form T% , erfilllen als semiprimale Algebren nach
Theorem 1.3 die Bedingungen (b) und (c), wihrend an Stelle von (a)
gilt:

(@) A hat genau eine echte Teilalgebra, die primal oder trivial (d.h.
einelementig) ist.

U¥ exfillt als hemiprimale Algebra nach Theorem 1.5 die Bedingungen
(a) mnd (b), statt (c) gilt:

(¢’) A hat genau ein nichttriviales homomorphes Bild, und zwar

eine primale Algebra. S;“'(m) erfiillt nach Theorem 1.4 (¢), und da demiprimale
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Algebren keine echten Teilalgebren haben, die Bedingung (a). Statt (b)
ilt:

¢ (b") A hat eine zyklische Automorphismengruppe von Primzahl-
ordnung.

Fiir cine priprimale Algebra, die eine arithmetische Varietdt erzengt,
gilt also einer der drei Fille, den man erhilt, wenn eine der drei Bedin-
gungen (2), (b), (¢) durch eine der Bedingungen (a’), (b), (¢) ersetzt wird,
die anderen beibehalten werden.

Bs gilt aunch die Umkehrung und damit:

TaEOREM 3.2. Hine Algebra A = (B, F> (k > 1), die eine aritline-
tische Varietdt erzeugt, ist genaw dann prdiprimal, wenn einer der folgenden
drei (einander ausschliefenden) Fille vorliegl:

1. (a') A hat genau eine Teilalgebra B, die trivial oder primal ist,
(b) A ist rigid,
c) A ist einfach.

[

a) A hat keine echte Teilalgebra,

b) A ist rigit,

(¢") A hat genau ein nichitriviales kanonisches homomorphes Bild,
dieses Bild ist eine primale Algebra.

(
N
(

3. (a) A hat Leine echte Teilalgebra,
(b’) Die Automorphismengruppe von A ist zyklisch und von Primzahl-
ordnung,
(¢} A ist einfach.

Beweis. A erzeugt eine arithmetische Varietdt und es gelten die
Bedingungen (a'), (b), (¢). Damit sind die Bedingungen des Theorems 1.3
erfiillt, denn da A einfach ist und die einzige nichttriviale, Teilalgebra
primal, also auch cinfach ist, sind alle Teilalgebren von A einfach.
A ist rigid, die einzige nichttriviale Teilalgebra als primale Algebra cben-
falls, die Teilalgebren haben also keine echten Automorphismen. Die
vierte Bedingung von Theorem 1.3 ist ebenfalls erfiillt, denn es gibt nur
eine echte Teilalgebra von A. Daher ist A semiprimal. Nach Definition
der semiprimalen Algebren und da A nur eine echte Teilalgebra hat, ist
jede Funktion, die die zugehorige Teilmenge B bewahrt, Polynomial
iiber A. A hat folglich die Form T, und ist damit priprimal.

Bemerkung. Von der Teilalgebra B wird nur verwendet, daB sie
einfach und rigid ist. Da sie die einzige echte Teilalgebra ist, hat sie keine
Teilalgebren, auBerdem erzeugt sie eine arithmetische Varietéit, ist also
nach Theorem 1.1 primal.
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Als néchstes setzen wir fiir eine Algebra 4, wo ¥V, arithmetisch ist,
die Gultigkeit von (a), (b) und (¢’) voraus. Dann sind alle Bedingungen
von Theorem 1.5 erfillt, denn da 4 nur eine Kongruenz hat, die von
der Null- und der Binheitskongruenz verschieden ist, kommt als Isomor-
phismus nur ein Automorphismus von A4/6 in Frage. A/0 ist aber primal,
hat folglich keinen nichttrivialen Automorphismus. Nach Theorem 1.5
ist A damit hemiprimal. Nach Definition der hemiprimalen Algebren
und da 6 die einzige nichttriviale Kongruenz ist, besteht F aus allen Funk-
tionen, die 6 bewahren, hat also die Form F = U, und damit ist A4
priprimal.

Jetzt sefzen wir die Gilltigkeit von (a), (b"), (¢) voraus. Wegen (a)
und (¢) sind die Bedingungen von Theorem 1.4 erfilllt. A ist quasiprimal,
.h. nach Detinition, daB alle Funktionen, die alle Teilalgebren und alle
Isomorphismen zwischen nichttrivialen Teilalgebren von 4 bewahren,
Polynomiale iiber A sind. A hat aber keine Teilalgebren, daher gibt es
nur Automorphismen von A. F besteht aus allen Funktionen, die alle
Automorphismen von A bewahren, 4 ist demiprimal. Die Automorphis-
mengruppe von A4 ist zyklisch und hat die Primzahlordnung p. Sie wird
folglich von einer Permutation der Ordnung p iiber B, erzeugt: G = {s).
s 148t sich cindeutig als Produkt clementfremder Zyklen schreiben, dabei
ist die Ordnung von s das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen
der einzelnen Zyklen. Da die Ordnung von s eine Primzahl ist, besteht
s aus Zyklen gleicher Primzahllinge p.

Als néichstes ist zu zeigen, daB s keine Fixelemente haben kann.
Um dies einzuseben, bilde man die Menge Z aller Fixelemente von s.
Angenommen, es wire Z % (. Offenbar hildet Z eine Teilalgebra von A.
Da A4 zufolge (a) keine echten Teilalgebren enthilt, so wire Z = &, s
die Identitit und s von der Ordnung 1 entgegen der Annahme p = 1.

F Dbesteht also aus allen Funktionen, die eine Permutation von Prim-
zahlordnung ohne invariante Elemente bewahren, ist daher von der Form
F =8%,, und 4 ist primal.
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0. Introduction

From the set-theoretical point of view, the type-free A-caleulus initiated
by A. Church around 1930 may be labelled as a deductive system fit for
examining sets with the property

(1) A = A4,

Unfortunately, (1) is satisfied only if 4 is a one-element set and if we
agree to identify the unigue element in A with the unique function 4 — 4.
The problem of finding non-trivial models of the type-free i-caiculus
turned out to be difficult and was solved by D. Scott in 1969. Even the
question what should be meant by a “model” of the type-free i-calculus
requires some consideration. In this paper we shall outline a certain new
approach to the syntax and the semantics of the type-free A-calculus.
In Sections 2 and 3 some medifications of the classical syntax of the
type-free A-caleulus are described. In Sections 4, 5 and 6 we “categorize”
the syntax of the type-free A-caleulus: we construct some categories from
A-terms and we introduce the concept of a Church algebraic theory.
In Section 7 “models” in the style of Wadsworth [5] are discussed; we
give a new characterization of these “models”, which is independent of
the syntax of the type-free A-caleulus. In Section 8 a method of “functorial-
izing” the semantics of the type-free A-ealculus is described; “models”
of the type-free A-calculus are identified with certain functors defined on.
Church algebraic theories. In Sections 9, 10, the new concepts of a hyper-
algebra and hyperhomomorphism are introduced and discussed; it is
shown that certain “models” of the type-free A-caleulus can be treated
a8 hyperalgebras.

.
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