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1. Einleitung und Resultate

I. Beim GauBschen Prinzip minimaler Energie wird eine Charakterisierung
elektrostatischer Gleichgewichtsverteilungen von z.B. positiven Ladungen auf Lei-
teroberflichen durch eine Extremaleigenschaft gegeben. Im Falle eines ebenen Prob-
lems mit einheitlicher konstanter Dielektrizitdtskonstante gelangt man dabei zur
Charakterisierung des konformen Abbildungsradius einfach zusammenhingender
Gebiete. Die Diskretisierung des Energieintegrals fithrt bekannterweise zum Be-
griff des transfiniten Durchmessers nach Fekete [2], [10]. Im Zusammenhang damit
stehen auch die Begriffe wie Tschebyschewpolynom und Tschebyschewsche Kon-
stante. Im folgenden sollen diese Begriffe wie Abbildungsradius, transfiniter Durch-
messer und Tschebyschewsche Konstante auf den Fall mit ortsabhiingiger Dielek-
trizitdtskonstante verallgemeinert werden im AnschluB an [4], wo u.a. der Abbil-
dungsradius einer quasikonformen Kreisschlitzabbildung charakterisiert wird.

II. In der vorliegenden Arbeit spielen die Differentialgleichung
m wz = —q(2)w;
und eine Grundldsung w(z) = logr(z, {) eine zentrale Rolle. Gegeben sei ein
einfach zusammenhangendes Gebiet G in der komplexen z-Ebene, das den unendlich
fernen Punkt im Innern enthilt. Durch € sei die Komplementirmenge von G
beziiglich der z-Ebene bezeichnet, die noch eine Regularititsbedingung A erfiillen
mége: Zu jedem Randpunkt P von E existiere ein ganz in € liegender Kreissektor
mit dem Scheitel in P.

4(2) = (p(2)—1)/(p(z)+1) sei eine in der ganzen z-Ebene erkléirte, beschrankte
reellwertige Funktion mit |¢(2)| < g0 < 1, die folgender Glattheitsvoraussetzung B
geniige:

Die z-Ebene zerfalle in endlich viele von stiickweise analytischen Jordankurven
berandete Teilbereiche, von denen einer z = co im Innern enthalte. In jedem Teil-
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bereich besitze g(z) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, in z = oo nach
ausgefiihrter Stiirzung. Weiterhin sei q(z) derart, daB € ganz im Innern eines der
Glattheitsteilbereiche von g(z) liege.

Im folgenden wird ein Satz benutzt, der die Existenz einer Grundlgsung mit
logarithmischer Singularitdt der Differentialgleichung (1) sicherstellt. (Vgl. Satz
5in [}, [7D.

1L1. SATZ. Zu jeder komplexen Zahl { gibt es genau eine Funktion x(z,()
mit folgenden Eigenschaften:

(a) t ist stetig, schlicht in der z-Ebene und in jedem der von den oben genannten
Ausnahmelinien berandeten Teilbereiche zweimal stetig differenzierbar (z # [);

® 1, ) =0, t(c0,{) = 03

() w = logt(z, {) erfiillt (1);

(d) logx(z, {) hat den Entwicklungstypus

(1+¢(c0))"* (logz—q(c0)logz)+ £(z, £)
(L +4(D)* (log(z— 0 —a(Dlogz — &)+ () +21(z, O)
wobei noch 2% und (z—L)~"e, nach Null streben, wenn z nach oo bzw. nach { geht,
O<a<l.
Es werden zunichst einige Eigenschaften der Funktion logr(z, {) angegeben.
11.2. Die Funktion logr(z, £) ist stetig in z und { (vierdimensional reell) fiir
z # £, und damit auch |t(z, {)|.
113, Die Funktion &(z, {)aus IL.1. (d) strebt gleichmiBig beziiglich £ mit|{| < R
nach Null, wenn z nach co geht.

I1.4. Die Pseudodistanz [z, {} = [t(z, {)| ist symmetrisch; siehe [4].

inz=o0,

in z=_(,

III. Sei K eine beliebige abgeschlossene beschrinkte unendliche Punktmenge
der z-Ebene. Fiir K wird wie folgt eine Ausmessung angegeben. Man setzt

n
Vi, vz = || lzl, n>2, ek
kic'<=1l
V, sei das Maximum von ¥(zy, ..., z,) in bezug auf alle Wertesysteme z,, ..., 2,
von n beliebigen Punkten auf K. Da V(zy, ..., 2,) stetig von von seinen Argumenten

abhingt und K abgeschlossen ist, so existiert das Maximum ¥V, = V{(zI, ..., z})
(siehe [8]).

III.1. Die Zahlenfolge
d, = ViH®
nimmt mit wachsendem » nicht zu und ist durch Null nach unten beschréinkt und
besitzt daher einen endlichen Grenzwert.
DerNiTION. d = d(K, p) = kn:o d, heiBt der verallgemeinerte transfinite Durch-
messer von K.
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Dieser stimmt fiir p(z) = 1 mit dem gewdhnlichen, zuerst von Fekete ange-
gebenen transfiniten Durchmesser iiberein.

IV. Der verallgemeinerte transfinite Durchmesser steht im Zusammenhang
mit der verallgemeinerten Tschebyschewschen Konstanten. Es werden verallge-
meinerte “Polynome” P,(z) n-ten Grades der Form

n

P =[]1Gz), zeC wmd p(p)= maxiP3)]

i=1

auf K betrachtet. Desweiteren bezeichne
m, = inf p(P(2)).
Pnlz)

Zu jedem n existiert ein verallgemeinertes “Polynom™ T,(z) mit kleinstem Ma-
ximum des absoluten Betrages auf K (siche z.B. [8]).

DEFINITION. T(2) heiBt das verallgemeinerte Tschebyschewsche Polynom n-ten
Grades beziiglich der Menge K.

Die eindeutige Bestimmtheit von T;, 1aBt sich zunéchst nur fiir den Spezialfall
p(2) =1 feststellen ([10], S. 72).

IV.1. Setzt man ¢, = m./" dann existiert der Grenzwert ¢ = #(K, p) = lim ¢,.

n—-o00

DerNiTION. Der Grenzwert ¢ = t(K, p) heiBt die verallgemeinerte Tscheby-
schewsche Konstante der Menge K.

Diese fillt im Spezialfall p(z) = 1 mit der gewshnlichen zusammen (siehe [2],
[10D.

V. Mg sei die Menge aller positiven, volladditiven Mengenfunktionen o, die
auf ebenen Borelmengen erklirt sind und »(K) = 1 und supp v = K erfiillen. Im
folgenden wird das Energieintegral

I@) = ~{loght(z, Dldoxv, veMs.
Es existiert eine sogenannte Gleichgewichtsverteilung z,,, fiir die gilt
I(v,) = inf I(v).
veMx

DeriniTioN. Die Kapazitit cap(K, p) einer beliebigen abgeschlossenen be-
schriankten Punktmenge K der z-Ebene wird erklirt durch

cap(K, p) = exp(—I(v,)).
VI. Satz 1. Es gilt d(K,p) = t(K, p) = cap(K, p) (siche [8]).
VII. Satz 2. Es gibt genau eine Funktion E(z) (siehe z.B.[3]) mit folgenden
Eigenschaften :
(a) E(2) ist stetig und schlicht in G fiir z # o}
(b) w = logE(2) erfiillt die Differentialgleichung (1) in G;
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(©) In z = o liegt folgende Emtwicklung vor

logE(z) = (1+4(e0))~ (logz—q(w0)logz )+ e*(2),
wobei §*() eine Funktion bezeichnet, fiir die mit jedem reellen «, 0 < o < 1, 2%%(z)
nach Null konvergiert, wenn z nach oo geht. )
(d) Das Bild der Randkomponente von G ist ein zum Ursprung konzentrischer
Kreis mit dem Radius R, wobei gilt

R= CaP((E) P) = d(@, P) = t((E: P)
(¢) E(2) ist darstellbar in der Form

B@) = exp(~U@—iN2) = e log 1(z, 2o, ),

wobei v, die Gleichgewichtsverteilung der Einheitsmasse auf E ist und K@) = U@n)+
+iV(z) das zugehdrige komplexe Gleichgewichispotential bezeichnet.
Es gilt die Ungleichung

floglr(z, Oldoxv < logR, v € Me.

Das Gleichheitszeichen trifft fiir v = 0p zu. Man kann auch zeigen, daf es nur fiir
v = v, zutrifft. (Siche [4].)

DerINITION. R = R(G, p) heiBt p-quasikonformer Abbildungsradius des Ge-
bietes G in bezug auf den unendlich fernen Punkt.

VIIL Satz 3. Fiir eine abgeschlossene beschrinkte ebene Punktmenge K mit
cap(K, p) = 0, die ganz im Innern eines der Glattheitsbereiche von p(z) liegt, ist
notwendig, daf ihr Guferer linearer Jordanscher Inhalt der orthogonalen Projektion
von K auf eine beliebige Gerade bzw. ihr Guperer Jordanscher Inhalt Null ist. Die
Eigenschaft cap(K, p) = 0 der Menge K ist unabhdngig von der Funktion p(z).

2. Beweise

Beweis von Behauptung 11.2, In Verbindung mit allgemeinen Verzerrungssitzen,
vgl. [6], S. 233-243, fiir quasikonforme Abbildungen ergibt sich zundchst die
Beschrinktheit von log1(z, ¢), sofern z und ¢ in beschrinkten kreisformigen Umge-
bungen mit positiven Abstand variieren und daraus zusammen mit dem Hﬁtlfungs-
prinzip fiir pseudoanalytische Funktionen die Behauptung I1.2. Seien z, und ¢,
zwei beliebige Punkte der.z-Ebene und K[z,], K[{,] abgeschlossene Kreisumge-
bungen von z, und ¢, # 2,80 daB 0 < d = min|z—¢|, D = max|z— (|, z € K[z,],
C e K[L]. Sei £ e K[Z,), dann werde zunichst die z-Ebene vermittels & = 1/(z— )

auf die /-Ebene bezogen, die w-Ebene auf die H-Ebene durch cine Affinitit in
der log-Ebene .

H(w) = exp(— (1 ~(e0))*(logw-+4(c0)iogw)).
Die zusammengesetzté Abbildung

H(#s 2) = exp{~ (1+4(0))* (log *(C+h, £) + g(co)log TETHE. )}

©

Im EIN VERALLGEMEINERTER TRANSFINITER DURCHMESSER 125

ist eine schlichte Abbildung der 4-Ebene auf die H-Ebene, die die Punkte 0 und

oo festldBt.
H erfiillt die Differentialgleichung
® Hj = w(h, O)H,
mit .
ah, ) = —-AQZCHTNH <,
(g(c0)q(C+r"1)-1)H
und

%= @3=D@+1DY, 4o = o— Do+

Damit erweist sich H als p3-quasikonforme Abbildung der Ebene auf sich. Aus
der vorausgesetzten Glattheit von g(z) in z = oo folgert man die gleichméBige Besch-
ranktheit des Ausdruckes

[(g()—q@+rN)h| <M fir {eKI[Z] und alle h.
Es wird gezeigt, daB das Integral )
IO = o {§ (om-1)h~2do  fiir alle r

{hl<r
endlich ist und gleichmiBig beziiglich ¢ € K[{,] mit r gegen I\Tull geht.
Dy = (1+{x(h, DI/ (1—|x(h, )]) bezeichnet die Dilatation von H. Wegen
D) —1 = 2lu(h, DI (1—|2(h, )" = 2n(h, DI(1—x0)~" folgt

IO < @l=x)(1—a))™* [ la(e0)—q¢+h ) 1hI-%d0 < Cr
laj<r .
mit C = 2M((1 —#o)(1—g3))~*. . .
Somit erfiillt H alle Voraussetzungen des Verzerrungssatzes in [6], so da
lim H(h)/h = ¢ existiert und den Wert ¢ = 1 hat.
70

Letzteres ergibt sich, wenn man den Entwicklungstypus von logi(z, {) in
z = oo beriicksichtigt. ) ) )

Die Aussage des Verzerrungssatzes lautet in der fiir den Beweis geeigneten
Fassung

®3) felexp(— (J()+ £2())) < [HI)/AL < lelexp (J()+2:()),
) |arg (H(W)/h)| < es(),
) [H(B)/h—ecl < lclea(r),

wobei r = [h] < oo und die Funktionen &(r), i = 2, 3, 4, nur von p% und J_(f) ab-
hingen, nicht aber von der Abbildung H(A), liu‘ll &(r) = 0. Dabei konnen die &(r)

so gewihlt werden, daB sie monoton mit r wachsen.
Fiir loglr(z, {)| ergibt sich so die Abschitzung

(—e+logd)p(o0)~* < loglt(z, £)] < (e+logD)p(e0)™*

|
;
i
\
i
i
|
4
|
1
|
;
|
]
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mit e = Cd~*+¢,(d~*) und fiir argt(z, {)
largt(z, O)| < |arg(z—{)~argt(z, {)|+larg(z—0)| € &(d~Y)+m

mit m > |arg(z—{)| fiir z € K[z,] und £ € K[{,).

Aus beiden Abschitzungen ergibt sich die Behauptung, daB logt(z, {) gleich-
miBig beschrinkt bleibt, wenn z und ¢ in K[z,] bzw. K[{,] variieren.

2z € K[z,] und {; € K[Z,] seien irgendwelche Punktfolgen, die gegen z, bzw. ¢,
konvergieren. Die Funktionenfolge logr(z, {y) ist gleichmiBig fiir alle z € K[z,)
beschrinkt und eine Folge von Losungen von (1), so daB auf sie das Haufungsprinzip
pseudoanalytischer Funktionen anwendbar ist. Demzufolge kann aus der Folge
eine fiir alle z € K[z,] gleichmiBig gegen logt(z, {,) konvergente Teilfolge heraus-
gegriffen werden, die wiederum mit logr(z, ;) bezeichnet sei. Somit 148t sich zu
jedem & > 0 ein ky(¢) angeben, so daB gilt

logt(z, {i)—log(zo, Lo}
< [logt(zy, L) ~logt(ze, Lo)| + [log(ze, L) —logt(zo, Lo)
fiir alle & > kq(e).
Der erste Betragsausdruck rechterhand wird klein wegen der gleichmaBigen

Konvergenz der Funktionenfolge logt(z, {)), der zweite aus Stetigkeitsgriinden
von logi(z, {,) in zg.

Der Beweis von Behauptung 113 folgt mit Hilfe von (4). Man setzt
® H(W)/h~1 = o(h, {).

Dann gilt |o(h, §)| < 54((|z|—R)‘1)—> 0,]z] > R,z— 0. Lost man (6) nach
logt(z, {) auf, erhilt man

logi(z, §) = (1+4(c0))~* (logz—q(c0)Iogz) +e(z, )
mit
&(z,0) = (1+4(00))* (log(1 ~¢/2)—q(c0)log(1—/2) )+
+ (1+g(00))™*(log (1+0(h, £))—g(e)log (1 +0(k, ))),

woraus alles folgt.

Einen Beweis von Satz 1 findet man in [8], [9], wo iibrigens Satz 1 sogar fiir
allgemeinere Kerne bewiesen wurde,

Bevor der Satz 2 bewiesen wird, soll noch eine lokale Abschitzung der Pseudo-
distanz [z, ] angegeben werden, die einerseits fiir eine Kapazititsungleichung und
andererseits fiir den Beweis des ersten Maximumprinzips fiir Potentiale

U@ = - {log|x(z, ) ldo(t)
benétigt wird.
K sei eine beliebige kompakte Menge, die ganz im Innern eines der Glattheitsbe-
reiche von g(z) liege, r, sei der Durchmesser von X, Zu einer geeigneten Abschi-
tzung gelangt man, in dem man Zhnlich wie beim Beweis von II.2 vorgeht. Statt

©
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der Hilfstransformation 4 = 1/(z—{) wird jetzt h = (z—{) herangezogen. Die
Abbildung

H(h, 0* = exp{(1-q()) *(logt(¢+h, D) +Tog t(C +h, D)}
erfiillt die Voraussetzungen des oben genannten Verzeruungssatzes. Es existiert

also
limH(h, O*/h = ¢(£) # 0, .
h-0

Auf Grund der Voraussetzung iiber g(z) gibt es eine reelle Zahl M*, so daB
[(a(¢+m)—q(@))h~*| < M*  fiir beliebiges h, {eK.

Setzt man C* = 2M* ((1 —%o) (I—qﬁ))", so erhilt man aus dem Verzerrungssatz
folgende Abschitzung

lz=Llle(@) lexp(~ (C*ro+ £2(0))) < I2(z, OIP®
< |z=Lle(Q) lexp (C*ro + £5(r0)).
Aus dem Verzerrungssatz folgt auch eine Abschitzung von ¢(Z),

e~ min H(*| < le(©)] < max| H(H,
1] =1 -
was weiter mit Hilfe der Betrachtungen beim Beweis von II.2 abgeschitzt werden
kann zu
el le@I<e mit o= exp(C*+pop(c0)H(C+2x(1))).

Somit gilt
N B z—{rO < [t(z, O < 4+ |29,  z,{€K,
mit

A= n;a}.(x [cexp(Cro+ £2(ro))]*7®,

B = min[c™lexp (— Cro—&,(r))]"*®,

teK

bzw.
® B -zl < [1(z, D < A" |z [HPe
mit

A = A-rglPomaxriP®, B’ = B:rg!-minrd?®,
teK tek

Aus der Doppelungleichung (8) gewinnt man leicht eine Kapazitdtsungleichung
©) B’cap(K, 1) < cap(K, p) < 4’ (cap(X, 1))!/*o,

Da fiir ein Kontinuum & gilt cap(R, 1) > 0, flieBt aus (9)

FOLGERUNG 1. Ein Kontinuum R in der z-Ebene, das ganz im Innern eines der
Glattheitsteilbereiche von q(z) liegt, ist von positiver Kapazitdt cap(R, p) > 0.

Beweis von Satz 3. Die Behauptung des Satzes 3 ist fiir den Fall p(z) =1 nach

einem Satz von G. Pélya [2], S. 260, wahr. Zusammen mit (9) folgt die Behauptung
des Satzes 3.
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FOLGERUNG 2. Fiir die Pseudodistanz [z, (] gilt in R eine verallgemeinerte Drei.
ecksungleichung
[z,w]l = C(], p)- (2, {1+ 2, w]).
Dies folgt aus (7), denn es ist

[z, w] A (2= L~ w]re
[z, O+, W] - B [z—C|FOL|f—p|irw -

Die gleichmifBige Beschrinktheit des rechten Ausdruckes gewinnt man durch ele-
mentare Rechnung unter Beriicksichtigung der Glattheitseigenschaft von p(z) in &.
Die obere Schranke des rechten Ausdruckes ist eine Konstante C(R, p), die nur
von & und p(z) abhingt.

Beweis von Satz 2. Auf Grund der Regularititsbedingung 4 fiir € ergibt sich
aus der Folgerung 1 und der Monotoniceigenschaft der Kapazitit cap(E, p) > 0,
so daB eine Gleichgewichtsverteilung v, € Mg auf E existiert.

Das zugehdrige komplexe Gleichgewichtspotential K(z) erfiillt in G die Diffe-
rentialgleichung (1). Da man durch Bildung von finiten Niherungssummen des
Integrals K(z) Folgen von Losungen von (1) gewinnen kann, die punktweise zu
festem z € G gegen dieses Integral konvergieren und lokal gleichmiBig beschrinkt
sind wegen der Stetigkeit von logt(z, £) in z und ¢, ergibt sich nach dem Hiufungs-
prinzip fiir pseudoanalytische Funktionen, daB K(z) in G die Differentialgleichung
(1) erfiillt.

U(2) geniigt demnach divp(z)grad U = 0 in G.

U(z) geniigt ferner dem ersten Maximumprinzip. Der Beweis gelingt wie im
konformen Fall nach dem Beweisprinzip von Maria [10], S. 53, wenn man dabei
die Folgerung 2 anwendet.

Wie im konformen Fall weist man auch nach, daB gilt

U(z) < I(v,) in der z-Ebene,

U(z) = I(v,) auf € ohne Ausnahme wegen der Regularitidtsbedingung 4.
Auf dem Rand von G gilt demnach

|E@)| = exp (- U(2)) = cap(€, p).
Sei C eine beliebige geschlossene Jordankurve, die in G liege und € umschlinge.

Bei einem vollen Umlauf von z € C in mathematisch positiver Richtung nimmt
- argt(z, {) um 2w zu, { €@. Dabei kehrt E(z) in den Ausgangspunkt zuriick:

- §dV(z) = { larg ez, Oedn, @) = 2n (v, = 2.

S(fmit bildet l‘i'(z) den Rand von G auf den zum Ursprung konzentrischen Kreis
mit dem Radius R = cap(E, P) ab, Weiterhin gilt

Iim[log E(z)— (1-+4(e0))~* (logz—g(c0)Togz)]

= ZI_’fg SE(Z, Ddw,(0) = S lim &(z, {)dv,({) = 0 wegen IL.3.
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Nun ist noch

limz#e*(2) = | limz%s(z, D)o, () = 0, O <a<1.
2-+00 C Y zowm

Die Eigenschaft, daB E(z) das Gebiet G schlicht auf |z} > R abbildet, ergibt sich,
wenn man beriicksichtigt, daB auf E(z) als quasikonforme Abbildung vermittels
des Darstellungstheorems das Argumentprinzip anwendbar ist und E(2) in z = o
eine Entwicklung gemiB Satz 2(c) aufweist.
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