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1. Einleitung

Betrachtet werden in der x, y-Ebene stationire, reibungs- und wirbelfreie Unter-
schallstrémungen eines kompressiblen Gases ohne Zirkulation. Bekanntlich er-
filllen dann das (eindeutige) Potential u(x,y) und die (eindeutig vorausgesetzte)
Stromfunktion z(x, y) das System

o u, = (afo)vy, Uy = —(a/@)vx.

Dabei bedeutet « eine vorgebbare positive Konstante, ¢ die drtliche Dichte. Es
sei der Druck p eine reine Funktion von @ mit dp/dp = ¢* >0 (c = ortliche
Schallgeschwindigkeit). p(o) sei analytisch (dies wird allerdings nur in § 2.b be-
notigt). Der Zusammenhang mit dem Geschwindigkeitsquadrat V2 = uf+uj sei
wie iiblich durch

() 1dV* = —dple (Bernoullische Gleichung)

gegeben, so daB g eine Funktion von V2 wird. Wir setzen noch

() F= =@/ @+5eV?,

wodurch eine Funktion f = f(7) mit 7 = «/p definiert werde. Dabei ist bzw. sei
fiir die v eines gewissen Intervalles &

@ (@) = (e/ay* V2, f(7) = 2e/)*(*—V*) > 0,

d.h. im Unterschallbereich, auf den wir uns hier beschrinken. Die komplexe Funk-

tion u+iv vermittelt eine quasikonforme Abbildung mit der Jacobischen Deter-
minante

® J = (e/0)V?

auf ein Parallelschlitzgebiet bei der Umstromung einer Kontur. Wir wollen diese
Abbildung im folgenden im AnschluB an die SchluBbemerkung in [13] durch eine

[199]
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Extremaleigenschaft in einer geeigneten Klasse von ,,im Mittel” quasikonformen
Abbildungen charakterisieren. Dies verallgemeinert die bekannte klassische Ex-
tremaleigenschaft der konformen Parallelschlitzabbildungen, welche dem inkom-
pressiblen Grenzfalle entsprechen. Dabei ergibt sich auch ein Zusammenhang mit
der Theorie der extremalen Linge bzw. dem Modul einer Kurvenschar.

Die Existenz der auftretenden Unterschallstromungen bzw. der zugehérigen
(1) erfillenden quasikonformen Abbildungen wird hier jeweils vorausgesetzt — vgl.
hierzu [3], [14], [15]. Die zugehorige Unitéit wird sich iibrigens unten beildufig
mit ergeben.

Alle vorkommenden GrsBen seien hinreichend glatt, so daB die folgenden im
Prinzip elementaren Uberlegungen ohne Schwierigkeiten durchfifhrbar sind.

2. Umstrémung einer Kontur

(a) In der z-Ebene, z = x+1iy, sei das Gebiet G mit z = oo als innerem
Punkt gegeben. Der Rand C bestehe aus endlich vielen (z.B. stiickweise analy-
tischen) Kurven. 1t bezeichne die AufBennormale, dagegen bei dem hinreichend
groBen positiv orientierten Hilfskreis & = {|z| = R} die Innennormale. Das in
|z] < R gelegene Teilstiick von G sei Gg. Wir wollen nun die zirkulationslose Um-
stromung von C bei der Anstromgeschwindigkeit V,, in Richtung der positiv
reellen Achse betrachten.

Zunichst sei w = u+iv bzw. W = u+iv eine schlichte quasikonforme Abbil-
dung von G mit 00 » o0, die bei 0 <m < D(x, NS M,0 <m<bd(x, )M
(mit gewissen Konstanten m, M)

(6) uy=D-v,, u,=-D-v,
bzw.
) Up=D'D,, U= —D-D,

erfiillt und die Randkomponenten in Strecken parallel zur reellen Achse iiberfiihrt.

Dabei mégen D and b fiir z— oo den gleichen Grenzwert D(o0) = d(c0) # 0

besitzen, Ferner mégen mit ¥,, > 0 und daraus gebildetem

g *(7) = y*hip* =

® w¥(z) = u*+iv Ve (x+1 D(oo))

die Funktionen w—w* und w—w* fiir z - c0 von mindestens erster Ordnung

abklingen und die partiellen Ableitungen von mindestens zweiter Ordnung; die

Ableitungen von w selbst sollen dabei beschrinkt sein. Dann mubB iibrigens D~

von mindestens zweiter Ordnung abklingen, was man der Identitsit
(D=0)Veo/D(0) = (u~1*),~(u=u*),—D - (0—v*),+d- (0~ ),

entnimmt, SchlieBlich mégen die Grenzwerte
© I9) = limTm §(w—w9)dw*, I(w) = lim Im {(w—w*)dw*
R ! R-00 K]

existieren. Dann gilt mit der Jacobischen Determinante J = D grad® v von w der
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Hurssatz 1. Es ist

(10 160) -1+ {{ 0~ L dxay > 0
G

mit Gleichheit genau fiir © = v. Das Doppelintegral in (10) existiert dabei unter
den angegebenen Voraussetzungen im Sinne der Auschopfung des nichtbeschrinkten
Gebietes G durch die Gp.

Zum Beweise, der im wesentlichen in einer Anwendung des Gauf—Greenschen
Satzes besteht, gehen wir aus von

o o SS .
_RECb(n-a? wﬁ) ds+ \\ odiv(bgrade)dxdy

I

-2 SS pgrade- (gradv—grad v)dxdy + SS pgrad?(v—v)dxdy

Gr Gr

il

2 R§va —6(%]1;1)) ds+26SRS vdiv(bgradv)dxdy + SRS dgrad®(v—v)dxdy.

Dies liefert

6('21 —D) v ___)
a Sb (v-) 222 ds+§b (o2 o B as+

Qes

S odiv(b gradv)dxdy + SS b grad?(o—v)dxdy +
Gr

.'-

GRr
+ Sh-v———ds+ Sbv——ds—z Sbvég-ds =0
on on
¢ é
Hierbei ist

SS vdiv(bgradv)dxdy = — SS bgrad®vdxdy— S Do g—% ds
f|+C

Gr Gr

lI

o
SShgradlvdxdy_ S Dv—g—z—ds-*- S (D-b) 0 2-ds
!+C !|+C

GRr

I

o
—{{ 0~ D)- graceoaxay+ { 0-»-03as.
Gr |+C

Damit wird (11) zu
(12) Sh-(v ~1) —a(‘z;%ds+ Sb- (n%——vﬂ) ds+ SS bgrad(v—v)dxdy—

0
2 s m Gr
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——GSRS (—;——-1) Jdxdy + S(D—-b)v%%ds+

oo

v S S o
+§Dv~aﬁ—ds+ bD——ds bfv—gn—d5~0.

Hier verschwinden die letzten drei Randintegrale wegen z.B. Ddv/én = ou/ds
(= Tangentialableitung). Ferner ist

dv 0o dv
ssb.(n—aﬁ——w»b—r—{) ds+§ (D~d)v —a—n—ds

dv dv i) v
(b—D)o 7n—ds+ S(Dn I —dv —B—E)dﬁ- S (D—-d)v —(aﬁ—ds

i

)

S(D ) (o— n)——ds+S(ndu—wdu)— S(D h)(w—n)———ds+ImSmdw
K

RS —w¥)d(w—w*) +

(D—-1)(v—n) -a%ds+lm{s ®
8

+ S (w0 —w¥)dw* — S (w— w*)dw"‘},
L s
Somit haben wir abschlieBend

13 Tm S(w——w*)dw“ Im S (W= w¥)dw*— SS (b—D) —%—dxdy+
8 Gr

8(7) —0)

b-(v—p)————ds+Im S(m—-w*)d(w—w*)+ :
!

k3

+ S(D —-d)(@w— n) 2 ds+ SS dbgrad?(v—v)dxdy = 0,
! Gr

woraus die Behauptung des Hilfssatzes folgt.

(b) Nun identifizieren wir w = y+iv mit dem komplexen Potential zur An-
stromgeschwindigkeit V, in Richtung der positiv reellen Achse. w(z) ist dann
Lssung von (1), d.h. von (6) mit D = a/p. Das nach (8) geforderte Abklingverhal-
ten und die Existenz des Integrals J(w) liegen dann bei w(z) vor — vgl. [3], [14],
[15] mit Hinweis auf Arbeiten von H. Lamb, H. Bateman und insbesondere
G.8.S. Ludford; tibrigens haben wir die Analytizitit von p(g) nur vorausgesetzt,
um dieses Abklingverhalten zu gewdhrleisten. w(z) sei eine schlichte Lssung von
(7), wobei die vorkommenden Werte von D ebenso wie dic von D im Intervall &
liegen, und mit dem nach (8) geforderten Abklingverhalten der Ableitungen und
mit 3 - D(c0) = efo(0) (= bekannt). Mit der durch (3) definierten Funktion f
wird dann der dritte Ausdruck in (13) nach (4) und (5) zu

icm°®

EINE EXTREMALCHARAKTERISIERUNG VON UNTERSCHALLGASSTROMUNGEN 203

ay  §o-0F axay = {{ 0~y wierasay
G G

= U(b)—f(D)]dxdy——SS =Dy (.. )dxdy < {{ 1) ~fDNday,
G [c]

wobei ... eine jeweils in §§ liegende Zwischenstelle ist.

Die Konvergenz ergibt sich aus dem oben genannten Abklingverhalten von d— D.
Das Gleichheitszeichen steht in (14) genau fiir b = D wegen unserer Voraussetzung
f" > 0. (Ohne diese Voraussetzung, d.h. bei f' > 0, wiirde die Diskussion des
Gleichheitszeichens so nicht mdglich sein.) Damit haben wir

HiLFssATz 2. Es ist

(15 Iw)~I(w)+§ D) ~f D )dxdy > 0
G

mit Gleichheit genau fiir W(z) = w(z).

Bemerkung. Durch Hilfssatz 2 wird praktisch eine Extremalcharakterisierung
des komplexen Stromungspotentials vorgenommen in einer Klasse von Losungen
von (7), wobei die variierende Funktion letztlich d(x, ) ist. Im Unterschied hierzu
ist beim Variationsprinzip von Bateman bekanntlich die variierende Funktion
das Potential bzw. die Stromfunktion, und im Integranden tritt statt unseres f die
GroBe p bzw. p+oV? auf —vgl. [3], [8], [14], [15] und dort gegebene Hinweise
auf Arbeiten von M. Shiffman, P. E. Lush & T. M. Cherry u.a. Beildufig bemerkt
liefert Hilfssatz 2 einen Unititsbeweis fiir das Umstromungsproblem zu gegebener
Anstromgeschwindigkeit in z = oo (vgl. hierzu [14], [15] mit Hinweisen auf Ar-
beiten von R. Finn & D. Gilbarg sowie L. Bers). Wire nimlich w(z) ebenfalls
ein komplexes Potential wie w(z), dann ergibt (15) nach Vertauschung von w und
w, daB dort das Gleichheitszeichen stehen muB.

(¢) Im letzten Schritte nun setzen wir die Konstante & so groB voraus, daB
iiberall in G stets D = a/g > 1 ist. Ferner fitlhren wir noch die Klasse U der
schlichten quasikonformen Abbildungen W(z) von G mit W(w0) = co und folgen-
den Eigenschaften ein. Die Dilatation d(z) > 1 liege mit ihren Werten in §, erfiille
D(c0) = D(w0) und sei nach Stiirzung in Umgebung des Nullpunktes zweimal
stetig differenzierbar, und die mit diesem b gebildete und also W(z) zuzuordnende
Lasung w(z) von (7) besitze in z = co die nach (8) genannten Abklingeigenschaften.
(W(z) selbst braucht also nicht (7) zu erfiillen.) Dann haben wir

Satz 1. Es gilt fiir alle W(z) e
16) 100 —10%)+{ /) ~f (D) dxdy > 0
G

mit Gleichheit genau fiir W(z) = w(2).
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Denn es ist nach [12], Satz 2, I(W) < I(w) fiir die analog zu (9) zu definierende
GraBe I(W), wobei das links stehende Integral nach [12] konvergiert.

FOLGERUNG. Ist

an {§ Ly —soxdxdy > 0,

G
dann gilt I(W) < I(w) mit Gleichheit genau fiir W = w.

Damit ist w(z) durch ein Extremalproblem charakterisiert in einer Klasse qua-
sikonformer Abbildungen, deren Dilatation d durch das Integral iiber f(b) be-
schrinkt wird.

3. Durchstromung eines Vierecks

(a) Die in § 2 durchgefiihrte Betrachtung 148t sich natiirlich analog fiir an-
dere Stromungsgebiete durchfiihren. Es sei z.B. jetzt in der z-Ebene das beschrinkte
Gebiet G gegeben, welches auBlen von der doppelpunktfreien Kurve R und innen
von endlich vielen weiteren Randkurven, deren Gesamtheit C sei, berandet wird
(C braucht nicht aufzutreten). G 14Bt sich als topologisches Viereck (genauer “ge-
l8chertes” Viereck) auffassen. n sei iiberall die ins Innere von G weisende Normale,
Auf R seien vier verschiedene Randpunkte markiert, so daB man R zerlegen
kann in die aufeinander folgenden Bdgen R;, R,, R;, R,. Wir wollen nun cine
gasdynamische Durchstromung von G betrachten (zirkulationsfrei usw. — vgl.
Anfang von § 1), bei der lings C, R, und R, der Geschwindigkeitsvektor tan-
gential liegt, wihrend in R; bzw. R, ein Ein- bzaw. Ausstromen in Richtung der
Normalen erfolgt. Auf R, und R, ist also u = const, auf R,, R, und C jeweils
v = const. Die Potentialdifferenz zwischen R, und R; sei = @ > 0, die Differenz
der v-Werte fir %, und R, (= Durchstromungsmenge pro Zeiteinheit) sei
= b > 0. Das komplexe Potential w = u-+iv erfiillt dann wieder (6) mit ecinem
gewissen D > 0 und vermittelt eine schlichte quasikonforme Abbildung von G
auf ein horizontal geschlitztes Rechteck mit den Seitenlingen a und b.

(b) Um wieder zu einer Extremalcharakterisierung von w(z) zu kommen, be-
trachten wir zunichst neben w(z) noch eine schlichte quasikonforme Abbildung
w(z) von G, die Losung von (7) ist mit einem D > 0, wobei die Werte von b wie-
der in § liegen, und bei der G ebenfalls in gleicher Weise eckpunkttreu in ein
achsenparalleles Rechteck der Seitenlingen a und b, geschlitzt lings Strecken
parallel zur reellen Achse, iibergeht. Dann folgt zundchst statt Hilfssatz 1, wenn
man in (12) bzw. (13) einfach & durch R ersetzt,

(18) 6 ~2ab+ab-+{ (b—D)%dxdy >0,
G

mit Gleichheit genau fiir » = v+const. Dabei wird natiirlich das Verhalten von
w und w auf den R, benutzt.
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Statt Hilfssatz 2 bekommen wir jetzt weiter

ab—2ab-+ab+\{ [f(d)—f(D)ldxdy > o,
G

19

mit Gleichheit genau fiir b = D und v = v+const, d.h. W = w-+const.

(c) Nun sei wie in § 2 (c) wieder « so groB, daB durchweg D = a/o > 1 ist.
Dann bezeichne noch B die Klasse der schlichten quasikonformen Abbildungen
W(z) von G, bei denen die Dilatation D > 1 ebenfalls in das Intervall § fallt
und R unter analoger Zuordnung der vier ausgezeichneten Randpunkte wie oben
in ein achsenparalleles Rechteck der Seitenlingen a und b (diese zweite GrofSe
wie bei w(z)) ibergeht. Wir setzen also b = b. Dann gilt nach (19) und [9], Satz 1
(vgl. auch [1] und weitere in [2] zu diesem Problemkreis zitierte Arbeiten)

Sarz 2. Es gilt fiir W(z)e B

1 1
20) a- SoSf(b)dxdy < ”"TS§ AD)dxdy,
insbesondere

@1 a<a,

flls

@) S r)axdy < ([ f(D)dxdy.

G ¢
Das Gleichheitszeichen steht genau fiir W(z) = w(z)+const.

(d) Daneben sei B’ die Klasse der schlichten quasikonformen Abbildungen
W(z) von G, bei denen analog das Bildrechteck von R die Seitenléingen a (wie
bei w(z)) und b besitzt (bei sonst gleichen Eigenschaften wie bei den Abbildun-
gen von B). Dann gilt fiir die jetzt variierenden GréBen b und b.

Satz 2. Es ist fiir W(z2)e %’

1 1
(23) f)+—a~ SSf(b)dxdy = b+—a—SGS f(D)dxdy,
insbesondere
@49 b>b,

alls (22) erfiillt ist. Das Gleichheitszeichen steht genau fiir W(z) = w(2)+const.

Damit hat man eine Charakterisierung des komplexen Potentials w(z) in
einer Klasse quasikonformer Abbildungen bei Vorgabe einer Schranke fiir das
Integral iiber f(b). (Bs wire natiirlich wiinschenswert, zu wissen, welche Werte
fiir diese Schranke vorgegeben werden konnen; in diesem Zusammenhang beachte
man, daB neben z.B. der GroBe b = Gesamtdurchflufmenge noch in der Ber-
noullischen Gleichung (2), d.h. in feine Konstante vorgebbar ist.)
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4, Zusammenhang mit der extremalen Liinge einer Kurvenschar

Im folgenden geben wir noch eine andere Extremalcharakterisierung der Durch-
stromung des in § 3 betrachteten (gelocherten) ,,Vierecks” G an, bei der der
Modul (= reziproke extremale Linge) einer Kurvenschar eine Rolle spielt,

(2) Zunéichst sei wie in § 3 (b) W(z) = u+iv eine schlichte quasikonforme
Abbildung von G, die Ldsung von (7) mit einem D > 0, bei der G eckpunkttreu
in ein achsenparalleles Rechteck der Seitenldngen a und b, geschlitzt 1angs Strecken
parallel zur reellen Achse, iibergeht. I' sei die folgende Gesamtheit rektifizier-
barer , Kurven” y. Jedes y bestehe aus einer gewissen Anzahl n> 1 in einer ge-
wissen Rejhenfolge gegebenen Jordankurvenbigen, die bis auf ihre Endpunkte
in G liegen, wobei der erste Bogen auf R, beginnt und auf R, (im Falle n = 1))
oder auf einer Komponente von C endet. Im letzteren Falle beginne der nichste
Bogen auf der gleichen Komponente von C und ende auf R, (im Falle n = 2)
oder einer anderen Komponente von C. Im letzten Falle beginne auf dieser Kom-
ponente der nichste Bogen usw., so daB jedenfalls der letzte Bogen auf R, endet.
(Derartige unterbrochene Kurven kommen bei Extremalbeweisen in der geome-
trischen Funktionentheorie wohl zuerst bei H. Grotzsch im Zusammenhang mit
seinen verhefteten Streifen vor). Eine in G erklirte stetige Funktion a(x,») =0
definiere eine , zuldssige” Metrik, falls

(25) §oldzl> 1 fur alle yer.
¥
Dann heiBe .
(6 inf {{ bo2dxdy = M, {I'}
L2 G N

der b-Modul von G, eine das Infimum realisierende Metrik o eine Extremalmetrik,
Auf die Bedeutung dieses formal auf M. Ohtsuka zuriickgehenden Begriffs fiir
die Differentialgleichung (7) hat zuerst R.J. Duffin [6] und fiir die Theorie der
quasikonformen Abbildungen zuerst C, Andreian Cazacu hingewiesen [1], [2] —
vgl. auch [10].

Es gilt nun

SATz 3. Es ist
@7 My{T} = afb
bei der einzigen Extremalmetrik

(28) o =Y Tufo b

mit der Jacobischen Determinante Tojz-

Zum Beweise konnen wir offenbar iiber eine Hilfsaffinitit (= Streckung in

Richtung der reellen Achse) 0.E.d.A.d > | annehmen. Es sci dann ¢ eine be-

z?ig]ichl‘zulissige Metrik. Dann definieren wir jm Bilde in der w-Ebene die Funk-
tion

o* = ofyToplb .
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Es ist wegen |dw/dz| > V/Jnp/D, falls jeweils p* Bild von y ist,

§ o*ldwi > (oldz > 1,
»* ¥

d.h,, es ist o* analog im Bilde zuldssig. Damit wird wegen

SS do2dxdy = SS o**dudo > a/b
G ¢

fiirs erste

29) My{I'} > a/b.

DaB hier sogar das Gleichheitszeichen steht, folgt anschlieBend noch einfach dar-
aus, daf (28) fiir I" zulissig ist.

(b) Sei nun wieder die in § 3 (a) beschriebene gasdynamische Durchstrdmung
von G in Form ihres komplexen Potentials w(z) gegeben, welches (6) mit einem
gewissen D > 0 erfiillt, wobei auf ein geschlitztes Rechteck der Seitenliingen a
und b abgebildet wird. Die in G erklirte Funktion b > 0—jetzt , Gewichts-
funktion” genannt — heiBe zuldssig, wenn ihre Werte in & fallen und wenn (22)
erfiillt ist. Dann gilt nach (19) M, {I"} < Mp{I"} mit Gleichheit genau fiir b = D,

Damit gleiten wir hiniiber zu

SATZ 4. Es seien o gemdpB (25) die beziiglich I' zuliissigen Metriken, b die ge-
mdp (22) zuldssigen Gewichtsfunktionen. Dann gilt

(30) - sup {inf SS bo"dxdy} = afb.
D c G
Dabei ist das hier stehende Infimum genau dann = afb, wenn d = D, und dann wei-
ter genau dann \§\ Do*dxdy = afb, wenn o = Y T,[D [b.
Das bedeutet, im , Extremalfalle” ist b = a/g, 0 = _é‘— Vb (vgl. (5), so daB

man aus dem , Extremalgewicht” ® und der ,Extremalmetrik” o die Dichte ¢
und die Geschwindigkeit ¥ entnehmen kann. Diese Funktionen sind damit durch
Satz 4 durch ein ableitungsfreies Variationsprinzip charakterisiert. Der Zusam-
menhang zwischen ¢ und ¥ bedingt iibrigens einen Zusammenhang zwischen b
und o.

In dieser Betrachtung um Satz 4 kann natiirlich ¢ = 1 gesetzt werden.

5. Bemerkung zur Minimalffichengleichung
Geht man speziell aus von der Druck-Dichte-Bezichung

(31 p=A4-1jp mit V=g ?-1

(dies bedeutet die Wahl einer speziellen Konstanten in der Bernoullischen Gleichung)
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so landet man bei derartigen , Kirman-Tsien~Gasen” (vgl. z. B. [3], [8]) bekannt-
lich bei der Minimalflichengleichung

(32 U1 +u2) = 2u ity +u (1 +u3) = 0

(zuriickgehend auf Tschaplygin). Fiir diesen Fall errechnet man
1 1 1 T A

€ f—;(@+?—2A), o) =22

Mit dieser Funktion f liefert also Satz 2 bzw. 2’ bzw. 4 eine neue Extremalchaf
rakterisierung einer solchen Losung u der Minimalffichengleichung in G, die au-
R, und R, konstante Werte und auf dem iibrigen Rand von G verschwindende
Normalableitung besitzt. Entsprechendes 148t sich natiirlich mit einer Lisung der
Minimalfiichengleichung anstellen, die in einem zweifach zusammenhéingenden
Gebiet erkldrt ist und auf den beiden Randkomponenten jeweils einen konstanten
Wert besitzt.

Man kann natiirlich allgemeiner bei gegebener Funktion f riickwirts eine zu-
gehorige Druck-Dichte-Beziehung p(g) durch Auflssung von (2) und (3) nach p
bestimmen gemif

) - £(eZ)

Wenn f als Funktion von v monoton steigend und konvex, dann wird p(g) mono-
ton steigend.

6. Zusatzbemerkungen

(a) Es sei auf Ubertragungen der obigen Betrachtungen (ausgenommen die-
jenigen, bei denen quasikonforme Abbildungen vorkommen) auf den dreidimen-
sionalen Raum hingewiesen; beziiglich § 4 vgl. hierzu [10]. Speziell im rotations-
symmetrischen bzw. schraubungssymmetrischen Falle [7], [11] existiert auch eine
Stromfunktion, und entsprechende Betrachtungen bei quasikonformen Abbildun-
gen kénnen Platz greifen.

(b) Man kann die ganzen obigen Betrachtungen auch auffassen als Studium
von ].Extfemalproblemen bei Abbildungen, die ,im Mittel” quasikonform sind,
wobei die Beschrinkung der Dilatation ® durch Vorgabe einer Schranke fiir

(D) W 7®)dxdy

?rfolgt. Derartige Extremalprobleme wurden wohl zuerst von P. A. Biluta in den
Interessanten Arbeiten [4], [5] betrachtet. Und zwar wird dort im wesentlichen
(fiir- andere Extremalprobleme) unter Voraussetzung der Existenz einer Extremal-
abbildung eine notwendige Bedingung fiir dieselbe durch Variationsbetrachtungen
hergel'eitet —vgl. (5) in [5]. Diese Bedingung (eine einfache Beziehung zwischen
Jacobischer Determinante, der Ableitung f ‘(0) und der Dilatation) entspricht im
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wesentlichen unserer Beziehung f'(d) = J/do —vgl. (14) bzw. (4) und (5). Dies
bedeutet: Mit der dem Hilfssatz 1, d.h. dem Beweis von (12) bzw. (13) zugrunde
liegenden Methode 148t sich die Hinlinglichkeit dieser Bedingung nachweisen, also
daB eine vorliegende Abbildung im gegebenen Falle tatsdchlich extremal ist, wenn
sie bewuBte Bedingung erfiillt. Die Existenz einer solchen Abbildung nachzuweisen,
bedeutet allemal, einen Existenzbeweis analog wie bei der gasdynamischen Umstrs-
mung zu filhren, wenn man nicht zuféllig diese Abbildung explizit anschreiben
kann, wie z. B. in Satz 2 in [5]. .

Unsere oben dargestellte Methode zum Beweis der Hinlinglichkeit 148t sich
unmittelbar iibertragen auf den Fall eines Extremalproblems mit einem quadra-
tischen Differential, welches ein vollstindiges Quadrat ist. Man kann dabei iibri-
gens die Aufgabe noch so modifizieren, daB in (35) nur {iber ein Teilstiick des
abzubildenden Gebietes integriert wird, wobei im Reste eine ortsabhingige Dilata-
tionsbeschrinkung oder speziell auch Konformitit vorgegeben wird. So kann man
z.B. auferhalb einer Kurve XKonformitit verlangen und innerhalb derselben eine
Beschrinkung von (35). Dies vereinfacht gegeniiber Satz 1 die Situation im unendlich
fernen Punkte. Man kann dann z.B. auch das den Grunskyschen XKoeffizienten-
bedingungen zugrunde liegende Funktional studieren. Die auftretenden Extremal-
funktionen lassen sich deuten als komplexe Potentiale der Elektro- bzw. Magne-
tostatik in Ferroelektrika bzw. -magnetika, bei denen Dielekirizitits- bzw. Per-
meabilititskonstante von der Feldstirke abhidngig ist, &hnlich wie in der Gasdy-
namik die Dichte von der Geschwindigkeit abhingt.
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1

In {11], [3] wurde eine Charakterisierung der Kapazitit eines Kondensators bzw.
verwandter GroBen fiir den Fall eines ortsabhiingigen Dielektrikums gegeben in
Analogie zum klassischen GauBschen Prinzip minimaler Energie fiir den Fall
konstanter Dielektrizititskonstanten. Dabei spielte eine gewisse Metrik bzw. Halbme-
trik eine wichtige Rolle. Im folgenden soll fiir diese gezeigt werden, daB sie bei
gewissen Grenziibergingen in die hyperbolische Metrik bzw. Halbmetrik iiber-
geht, was in [11] nur in einem Spezialfall evident war.

1

Die Funktion p(z) > 1 sei fiir alle z erkldrt und — das geniigt hier fiir unsere Zwek-
ke — stiickweise konstant; unten folgt hierzu Konkreteres. Wir setzen

p(2)-1
»(z) = 2@FT

Mit 1(z, {) bezeichnen wir jeweils bei festem ¢ wie in [11] diejenige stetige schlichte
Abbildung der z-Vollkugel auf sich mit r(c0, () = o0, t({,L) =0, fiir die f
= logt(z, {) (bei festem ¢) die Differentialgleichung

® fe=—f
erfiillt, wobei der Entwicklungstypus ist
2 f= (+v»(0))logz—»(c0)logz]+2(z) in z = co,

€)] f= (+9(D)) Hoglz— ) —v(D)log(z— )] +const+&(z) inz=¢.
Dabei sei £(z) irgendeine nach O strebende Funktion, fiir die im Falle (2) noch
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