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1

In {11], [3] wurde eine Charakterisierung der Kapazitit eines Kondensators bzw.
verwandter GroBen fiir den Fall eines ortsabhiingigen Dielektrikums gegeben in
Analogie zum klassischen GauBschen Prinzip minimaler Energie fiir den Fall
konstanter Dielektrizititskonstanten. Dabei spielte eine gewisse Metrik bzw. Halbme-
trik eine wichtige Rolle. Im folgenden soll fiir diese gezeigt werden, daB sie bei
gewissen Grenziibergingen in die hyperbolische Metrik bzw. Halbmetrik iiber-
geht, was in [11] nur in einem Spezialfall evident war.

1

Die Funktion p(z) > 1 sei fiir alle z erkldrt und — das geniigt hier fiir unsere Zwek-
ke — stiickweise konstant; unten folgt hierzu Konkreteres. Wir setzen

p(2)-1
»(z) = 2@FT

Mit 1(z, {) bezeichnen wir jeweils bei festem ¢ wie in [11] diejenige stetige schlichte
Abbildung der z-Vollkugel auf sich mit r(c0, () = o0, t({,L) =0, fiir die f
= logt(z, {) (bei festem ¢) die Differentialgleichung

® fe=—f
erfiillt, wobei der Entwicklungstypus ist
2 f= (+v»(0))logz—»(c0)logz]+2(z) in z = co,

€)] f= (+9(D)) Hoglz— ) —v(D)log(z— )] +const+&(z) inz=¢.
Dabei sei £(z) irgendeine nach O strebende Funktion, fiir die im Falle (2) noch
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2%+ &(z), im Falle (3) noch (z—{)~% &(z) nach O strebt zu jedem o« mit 0 < a < 1,
Dann wird

@ [z, 0] = [x(z, )]

als ,,Psendodistanz” der Punkte z und { bezeichnet. Es gilt nach [10], [11] [z, {]
= [¢, 2] und [z, {] > O mit Gleichheit genau fiir z = £.

Die GroBe [t'(Z, £)| = ¢({) kann man noch fiir Stellen {, in deren Umgebung
p() = 1 ist (so daB dort 1(z, {) als Funktion von z komplex analytisch und also
differenzierbar ist), als ,,Dichte” einer Metrik auffassen, deren Linienelement dem-
nach o(f)ldf| ist. Diese Dichte o({) vergroBert sich bei festem (, falls irgendwo
in einem beschrinkten Teilgebiet der Ebene die Werte der Funktion p(z) durch
groBere ersetzt werden. Das ergibt sich aus der Extremaleigenschaft der Abbildung
1(z, £) gemiB [6], [7], [8], [14] (Seite 371), [15]; vgl. auch [4], Seite 90/91. Dieser
VergroBerungseffekt tritt iibrigens nicht immer bei der Pseudodistanz [z, ] (zu
festem z, {) auf. Das siecht man schon am Spezialfall, es ist p(z) = 1 fiir |z] > 1
und p(z) = Q > 1 fiir |z| < 1. Dann ist ndmlich nach [6], (12), [11]

lz—¢l
M-z 11

0-1

O+1°

Hier tritt mit wachsendem g eine Verkleinerung ein, falls |1—Zz=1(-%| > 1, Weitere
konkrete Spezialfille vgl. in [9], (24), [12], S. 176.

® [z,0] = fir |zl > 1,]¢] > 1 mit g =

1

Es seien jetzt € und €% zwei punktfremde Jordankurven, € innerhalb €* gelegen.
® sei das Innere von €, G* das AuBere von &*. Wir setzen fiir diesen Fall

6) =1 in G und 6* piz)=0 >1 im Komplement

und bezeichnen mit g,({) die Dichte der hyperbolischen Metrik innerhalb &, mit
[z, {Ix die zugehdrige hyperbolische Pseudodistanz, so daB g,(%)- |d¢| das hyper-
bolische Linienelement und U, %[z, {], der gewshnliche hyperbolische Abstand
von z und { ist [1]. Rseider konforme Radius von &* beziiglich z = co (= trans-
finiter Durchmesser von G%),

Dann gilt fiir diesen Fall fiir die Pseudodistanz [z, {] der

Sarz 1. Fiir Q —.co strebt [z,{] zu festem z, { € ® gegen R- [z, o)
sogar- monoton steigend gegen R gy(0).

Beweis (vgl. ein dhnliche SchluBweise in [6]). Wie oben bemerkt, ist o(£) bei
festem { € ® monoton steigend in Q. Ferner gilt
M 0@ < R-gy(0) fir alle Q.

Denn hat man (wie bei 1(z, £)) eine konforme Abbildung w = f(z) von' G mit
¢ —~ 0 und dazu eine konforme Abbildung von ®* auf ein nicht iiberlappendes
Gebiet mit dem Betrag 1 der Ableitung im unendlich fernen Punkte, dann ist
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bekanntlich |f'(0)] < R: gi(£). Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn
bei diesem Paar konformer Abbildungen @ in eine zu 0 konzentrische Kreisschei-
be, ®* ins AuBere iibergeht. Diese bekannte Eigenschaft solcher Paare konformer
Abbildungen ergibt sich unmittelbar mit der Grétzschschen Flichenstreifenmethode
bzw. der Methode der extremalen Linge.

DaB ¢({) nun fiir hinreichend groBes Q beliebig nahe an R - g,(¢) herankommt,
ergibt sich daraus, daB man diese extremalen Paare konformer Abbildungen je-
weils beliebig gut durch eine quasikonforme Abbildung der Vollebene auf sich
mit { =0, c0 — co approximieren kann, die in ® und &G* konform ist, dabei im
unendlich fernen Punkte den Betrag 1 der Ableitung besitzt. Dazu konstruiert man
zweckmiBig eine stiickweise glatte Abbildung der Vollebene auf sich, die in *
und ® unter jeweiliger Hinzufiigung eines schmalen (auBer von €* bzw. € von
einer geschlossenen analytischen Jordankurve jeweils berandeten) Uferstreifens kon-
form ist. Die dabei auftretenden beiden konformen Teilabbildungen mégen dabei
aufs AuBere eines zu konzentrischen Kreises mit Normierung in oo bzw. aufs
Innere eines etwas kleineren Kreises mit £ — O erfolgen. Wegen der Analytizitit
dieser Abhildungen auf dem Rande(*) kann man dann noch leicht eine glatte Abbil-
dung des Komplementes einspannen. Der Betrag der Ableitung in ¢ kann dabei
beliebig nahe an R- g,({) gebracht werden. Ist die zugehorige Dilatation Q, dann
wird fiir dieses Q fiir unser x(z, {) mit (6) die GroBe |t'(¢, {)| wegen der Extre-
maleigenschaft von r(z, {) noch gréBer. Damit ist zunichst die monotone Kon-
vergenz von [t'({, £)] = o({) gegen R- gu(0) fiir O — oo gezeigt,

Dabei muB nun aber auch loglt(z, {)| selbst nach dem Maximumprinzip zu
festem ¢ fiir z in ®UG* (co und { ausgenommen) konvergieren gegen den Log-
arithmus des Betrages der Funktionswerte besagten extremalen Paares konformer
Abbildungen, bei denen € und €* in einen zu 0 konzentrischen Kreis iibergin-
gen. Denn wenn im Komplement von Gu®* die Schwankung von loglt(z, &)
als Funktion von z eine positive GrgBe s iibersteigt, dann iibersteigt R-g,(0)—
—[t'(¢, {)] eine (zu gegebenem ®, G*, ) nur von s abhiingige explizit angebbare
positive MindestgroBe. Dies liefert eine StandardschluBweise von H. Grostzsch
(vgl. z.B. den Gleichm#Bigkeitssatz in [2]) mit der Flichenstreifenmethode, an-
gewandt auf das entstehende Paar konformer Abbildungen von & und &*, Wer’s
nicht glaubt, kann auch mit dem Hiufungsprinzip fiir analytische Funktionen
die Existenz dieser MindestgréBe (wenn auch nicht in expliziter Form) beweisen.
Damit ist Satz 1 gezeigt.

v

Nun sei allein die geschlossene Jordankurve € gegeben. ® sei das Innere, &' das
Auflere. Dazu setzen wir

®) p@ =1 m®, p)=Q>1 in@.

() In dieser Weise 148t sich auch in [6] (Seite 5 Mitte) die Voraussetzung der Analytizitit
der Jordankurven streichen.
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Sei 1o(z, £) die dann jeweils entstehende Abbildung t(z, {). Wieder . bezeichnen
wir mit g,(¢) die Dichte der hyperbolischen Metrik innerhalb ®, mit [z, {], die
zugehsrige hyperbolische Pseudodistanz.

Jetzt gilt fiir die in ® erklirte und vom Parameter O abhingende Pseudo-
distanz [z, &1 = [to(z, £)| mit der Dichte o(£) = |ra({, {)| der

Satz 2. Fiir Q — w strebt [z, {] zu festem z, [ € ® gegen [z, {1y, 0(f) gegen

en(0)-
Fiir ® = {|z| < 1} ist dies nach [11] evident.

Beweis. Sei £ e ® und & ein € umschlingender Kreis und
©® Rolz, 0) = Itolz, D)1271 - 1o(z, 0).

Letztere Abbildung ist dann in G’ konform und durch z+%(1/2) in z = oo nor-
miert —vgl. (2). Daher liegt das Bild von & bei Ro(z, {) nach bekannten Verzer-
rungssitzen bei konformen Abbildungen innerhalb eines (explizit angebbaren) zum
" Nullpunkt konzentrischen Kreisringes, dessen Radien nicht von @ abhingen. Da-
mit liegt wegen [to(z, &) = {Ra(z, OIY/2 das Bild von & innerhalb eines zum
Nullpunkt konzentrischen Kreisringes, dessen Radien nach 1 streben fiir Q — oo;
kurz: & geht in einen ,,Fasteinheitskreis” iiber. Statt (7) konnen wir daher jetzt
wenigstens sagen: Zu jedem & > 0 existiert ein Qo(e), so daB [r4(C, | < (@) +e
fiir @ > Qy(e).
DaB nun tatsichlich

gzim‘=° [vo(l, D1 = ou(d)

gilt, ergibt sich durch eine #hnliche SchluBweise wie beim Beweis von Satz 1 da-
durch, daB man die konformen Abbildungen von ® auf die Einheitskreisscheibe
mit ¢ — 0 beliebig gut durch stiickweise glatte Abbildungen des Innern von &
approximieren kann, bei denen & mit EinschluB eines durch eine analytische Nach-
barkurve entstehenden Uferstreifens konform abgebildet wird auf eine zum Null-
punkt konzentrische Kreisscheibe, deren Radius geringfiigig < 1 ist. Das bringt
nimlich bei Ausnutzung der Extremaleigenschaft der quasikonformen Abbildung
1o(z, {), eingeschrinkt auf das Innere von & (vgl. 2.B. [5], dort naheliegender
Grenzfall von Satz 2) mit sich: Es existiert noch zu jedem & > 0 ein Q}(¢), so
daB Jro(, O > en(D)—¢ fiir @ > O*).

Damit ist auch Satz 2 bewiesen, da der Rest der Behauptung, nimlich die
Konvergenz von [z, {], entsprechend wie bei Satz 1 folgt.

V. Zusatzbemerkungen

(2) Man kann leicht entsprechende Grenziiberginge mit der Pseudodistanz
[z, ¢] vornehmen, wenn man z.B. statt (8) p(z) = 1 in einem mehrfach zusammen-
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hingenden Gebiet & setzt. Dann erhilt man allerdings nicht die hyperbolische
Pseudodistanz. Vielmehr tritt in diesem Falle eine Pseudodistanz auf, die induziert
wird durch konforme Abbildung von ® auf eine Kreisscheibe, geschlitzt lings
konzentrischer Kreisbogenschlitze.

(b) Satz 1 und 2 bleiben nicht richtig, wenn die Voraussetzung, der Rand
© von ® ist eine Jordankurve, fallen gelassen wird. Das erkennt man schon im
Falle, ® ist eine radial eingeschlitzte Kreisscheibe. Die Einschlitzung hat dann
keinen Einfluf auf t(z, {) und damit [z, {], wohl aber natiirlich auf die hyper-
bolische Metrik in ®.

(c) Ebenso wie sich die hyperbolische Metrik zu gegebenem einfach zusam-
menhéingenden Gebiet & durch die Bergmanmsche Kernfunktion berechnen 148t
(n#mlich iiber die Berechnung der Riemannschen Abbildungsfunktion), 18t sich
die Pseudometrik [z, {] bei (6) oder (8) iiber die verallgemeinerte Kernfunktion
in [13] effektiv konstruieren.
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In [7] two conditions were stated concerning the Bergman kernel function Kp(z, t)
of a bounded domain D eC", n > 1, and describing a good boundary behaviour
of Kp(z, t):

(Ax) The Bergman kernel function Kp(z, t) can be extended to a C*-function on
D xD. This means that every derivative of Kp(z, #) up to order & can be
extended to DxD to a continuous function (1 € k< ).

(B) For every z, € D there exist n+1 points %o, ..., t, € D such that

Kp(2o, 1))
det | 0K #0.
s g 1) frmovan,
6t, Jdi=1,..,n

We shall also need the following

DEerFINITION. We say that the boundary 0D of a bounded domain D satisfies
minimal regularity conditions iff it is locally the graph of a Lipschitzian function
from R?>*-! into R. This means that for every z € 0D there exist an open neighbor-
hood U of z, a coordinate system X, ..., X, in C"= R*" and a Lipschitzian
function ¢: R?*"~! —» R such that

UnD = Un{x € R™: X5, > (X1, ..., Xa0-1)}-

Conditions (Ay) and (B) are important in the theory of biholomorphic map-
pings because of the following fact, proved in [7].

TueoreM 1. Let D and G be bounded domains in C", whose boundaries 0D
and 0G satisfy minimal regularity conditions. If the Bergman kernel functions Ky(z, t)
and Ks(w, ) satisfy conditions (Ay) and (B), then every biholomorphic mapping be-
tween D and G extends to a diffeomorphism of class C* between some open neigh-
borhoods of D and G.
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