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0. Introduction

Les fonctions presque-holomorphes apparaissent naturelement sur les variétés pres-
que-complexes. A présent elles ne sont pas étudi€es systématiquement.

Le but de cet article est de développer les propriétés générales des fonctions
presque-holomorphes et de donner quelques constructions concrétes. On décrira
encore le domaine d’applications possibles. C’est surtout la possibilité de developper
Panalyse sur les variétés presque-hermitiennes et presque-kihleriennes non-com-
pacts (M, g,J) (J non-integrable) en utilisant les fonctions presque-holomorphes
au lieu des fonctions holomorphes, liées naturelement avec les variétés hermitiennes
et kihleriennes (J integrable).

Premitrement, il s'agit d’établir existence de fonctions presque-holomorphes
sur différentes classes de variétés presque-complexes plus larges que possible. Rap-
pélons que d’aprés un résultat non-publié d’Ehresmann il n’existent pas de fonctions
presque-holomorphes sur les ouverts de la sphire six-dimensionel munie de la struc-
ture presque-complexe déterminée par les nombres de Kelley.

Deuxidmement, en considérant d’abord I’espace vectoriel R*" muni d’une struc-
ture presque-complexe non-intégrable et puis en prenant des images difféomorphes,
on se propose de développer certaines idées d’analyse complexe pour (R*",J) et
ses images difféomorphes.
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1. Rappel des structures presque-complexes

Soit M une variété indéfiniment différentiable de dimension égale & 2n. On dé-
signera par TM le fibré tangent de M et par T,, M I’espace tangent au point m e M.
Une structure presque-complexe J sur M est déterminée par la donnée d’un auto-
morphisme fibré indéfiniment différentiable J: TM — TM, vérifiant pour tout
me M la condition JZ = —1, I étant I'identité et J, — Popérateur linéaire déter-
miné par la restriction de J sur T, M. Dans un systéme de coordonés locales (U VX =
= (x¥) de M, laction de J,, sur T,, M s’exprime par une matrice J(x) = |72 )|
dont les éléments JJ(x) sont des fonctions indéfiniment différentiables sur le do-
main U. Comme l'opérateur J,, est un tenseur de type (1,1), la structure presque-
complexe J peut étre considérée comme déterminée par un champ tensoriel sur M
de type (1,1), vérifiant localement la condition

2n

ZJ,’,‘(x)J{‘(x) =¢&F (indice de Kroneker)

g=1
pour tout k,/ =1, ..., 2n. La variété M munie de la structure J est dite variété
presque-complexe, notée (M, J). )

L’automorphisme J se prolonge sur la complexification TM, = TM®rC du
fibré tangent comme un awtomorphisme fibré C-linéaire verifiant le méme pro-
priété J? = —1I. Pour tout m € M les valeures propres de J,, sont +iet —7. On a
L. T*M, = T*MY° @ T*M%,

T*M° étant le fibré dual du fibré vectoriel TA7+® de base M dont les fibres sont
les sous-espaces (+i)-invariants et, respectivement, 7*M2! étant le fibré dual du
fibré vectoriel TM?2'* de base M dont les fibres sont les sous-espaces (— i)-invariants.
Pour Tespace vectoriel &7 des formes différentielles sur M A valeures complexes
de degré r (€% = I'(M, A"T*M)) et Pespace vectoriel &4 des formes-différen-

tielles sur M de type (p, q) (6%, = I'(M, 4%9T*M,)) on a la décomposition
directe

1.2) ‘ gr= > 81,
pra=r

IIs existent des réperes locales pour le fibré T*M° grace 4 sa trivialité locale.
Si (w1, ..., w,) est un répere locale pour T*M?*°, alors (#y, ..., W,) est un répere
locale pour T*M¢. Les composantes d’un répere locale de T*M%°, respectivement
celles de T*M"* sont dites formes structurales de la variété presque-complexe M.
On remarquera que dw;, j =1, ...,n, est une somme de formes de type (0, 2),
(1,1) et (2,0)

Sur toute variété complexe M existe une structure presque-complexe S (ap-
pellée standarde), définie par I'opérateur “multiplication & i” v+ iv: T, M - T M,
me M, v € T, M. Pour tout m € M cet opérateur est definie par la matrice

S(E’_;E»
TAE| 0 )
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E, étant la (n xn)-matrice unité. La matrice S est dite standard. On dit que la struc-
ture S est induite par la structure complexe de M, la dernidre étant definie par
une classe d’atlass equivalents.

Une structure presque-complexe J sur la variété indéfiniment différentiable M
est dite intégrable sur A, si dans un atlas equivalent de M elle est induite par une
structure complexe de M.

On rappelera qu'une structure presque-complexe est intégrable si et seule-
ment si toute dw; ne contient pas de composantes de type (2, 0). Tenseur de Nijen-
huis N est par définition le champ tensoriel

(1.3) N, V)= [X, YI+JUX, Y1+J[X, JY]-[JX, JY]

ol X et Y sont des champs vectoriels sur M et [ , ] est le crochet de Lie. Si Ia
structure presque-complexe J est intégrable, on & N = 0. D’aprés le théoréme de
Newlander-Nirenberg [1] la condition N = 0 est aussi suffisante pour I'intégrabilité
de J.

Soient (M, Jy) et (N, Jy) deux variétés presque-complexes et F: M — N une
application de classe €. On dit que F est une application presque-holomorphe
(ou encore presque-complexe [2]) si pour tout point me M on a

(1'4) (TmF)°JM,m = JN,F(m) o T,F,

T, F étant Papplication linéaire tangente de F dans le point m. Si Jy et Jy sont des
structures integrables (i.e. M et N sont des variétés complexes), toute application
presque-holomorphe est une application holomorphe. Enfin, on remarquera que
la composition de deux applications presque-holomorphes est presque-holomorphe
aussi.

2. Propriétés élémentaires des fonctions presque-holomorphes

Soient (M, J) une variété presque-complexe, /1 M — C une fonction indéfiniment
différentiable et (w, ..., w,) des formes structurales sur Pouvert U de M. On a df
= 3f+8f, ot df est une (1, 0)-forme et 9f est une (0, 1)-forme sur U (ie. pour
tout point me U on a dyf = 0pf+ Ouf).

Posons
n n
— < .
@D of = DLWy et & =D L,
7= =

ol Ly(f), respectivement Lj'(f), sont des coefficients indéfiniment différentiables
uniquement détérminés sur U (Lj(f) = Li(f) m), Li'(f) = Ly (f) (m), m e U).
11 n’est pas difficile de voir que les applications f Li(f), fi— L;'(f) sont des
opérateurs différentielles sur €°(M).
L’opérateur conjugéJ*: T#M — T*M de I'opérateur J,, est defini par equalité
JEWX = w(IX), X € T,,M, we T* M. Ainsi est déterminé 1’automorphisme .con-
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jugé J*: T*M — T*M, defini par (J*w)X = w(JX), X e X(M), w e E¥(M). () Com
me les sous-espaces T M*-° et T M sont respectivement (-+f)-invariants et (- ')-
invariants pour 'opérateur J3, on conclut qu’on a g4

JHof = i0f et J*Ef = —idf,
et encore J*df = i(8f— af). Alors on obtient les formules
of = U=V,
of = LI+iI%df.

On dira que la fonction f: M - C est une fonction presque-holomorphe 3 va-
leures complexes sur 'ouvert U < M, si pour tout pointm & U on a

2.2

23) dnf(iX) = id, f(X)  pour tout vecteur tangent X € T, M, .
Les equalités suivantes (2.4) et (2.5) sont equivalent

2.4 AnfJw = id,f pour tout meU,

(2.5) Buf=0 ou L/(NHm=0, j=1,...n, meU.

Designons par 4Hy(U) I’ensemble des fonctions presque-holomorphes sur U.
On voit aisement que AH,(U) est une algdbre sur C. Particulierement c’est vraj
pour AH;(M). )

La notion de la fonction presque-holomorphe vectorielle s’introduit de la méme
fagon. Soit E un espace de Banach complexe. On dira que f: M — E est une fonc-
tion presque-holomorphe vectorielle & valeures dans I’espace E (brievement E-vec-
torielle), si pour tout pointm € U on a les équalités equivalantes (2.3), (2.4) et (2.5).

Pour les fonctions presque-holomorphes E-vectorielles on peut demontrer un
théoréme de type Danford. Pour ce but on introduira la notion de la presque-holo-
morphie faible: on dira que f est une fonction presque-holomorphe E-vectorielle
dans le sens faible, si pour toute forme linéaire @ € E' on a que ¢ o fest une fonc-
tion presque-holomorphe 4 valeures complexes (E' est I'espace dual de E).

. THEOREME (2.6). Pour quune fonction f soit Dpresque-holomorphe E-vectorielle
il est necessuite et suffisante qu'elle soit Dpresque-holomorphe dans le sens faible.

Défnonstration. Comme on a d,(p of) = ¢ od,f lassertion est évidement
necessaire. Inversement, si f est presque-holomorphe dans le sens faible on a (2.3)
pour tout @ o f et par consequence ¢ (d,, fiX)) = ¢(id,.f(X)) pour tout ¢ € E', qui
implique (2.3) pour f.

COIROLLALRE. Une application f: U - C" est presque-holomorphe si et seule-
ment si ses fonctions coordonndes sont des fonctions presque holomorphes & valeures
complexes.

* 'Maimenant considerons des applications f: M — C* pour lesquelles les diffé-
rentiel df}, f= (i, ..., f;), sont C-linéairement independants. On voit que I'appli-

: n'(’); E(M) est Palgdbre des shamps vectoriels sur M, &*(M) est ’espace vectoriel des formes
différentielles sur M, #*(M) =Y. #¥(31).
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cation inverse f~! est presque-holomorphe. En effet, il suffit de prendre en vue Ie

théoreme des fonctions implicites pour les applications indéfiniment differentiables

et le fait que pour le différentiel d.f, me M, on a (dnf)™* = dypm(f~1). Donc
Wdn(f~1) = Jp-2smp@n(f™),

qui suit de (2.4). Le théortme suivant appartient 3 R. Hermann [3].

TutorREME (2.7). Pour que la structure J de la variété presque-complexe (M, J)

soit integrable il est necessaire et suffisant que la condition suivante soit remplie:
pour tout point m € M, il exist un voisinage U du point m et n fonctions presque-
holomorphes fi: U~ C, j =1, ...,n, pour lesquelles les différentiels df; sont
C-linéairement independantes.

Démonstration. Si J est integrable, elle est induite par une structure complexe
et pour les fonctions cherchées on peut prendre les fonctions de tout systtme de
coordonnées locales de la structure complexe en question. Inversement, designons
par Fy lapplication déterminée par les fonctions fj: U — C correspondantes au
point m € U. D’aprés le corollaire de (2.6) I'application Fy est presque-holomorphe.
Comme Papplication inverse Fz!: F(U;) - M est aussi presque-holomorphe, si
me U;nU, on a que Fy, o Fy! est une application presque-holomorphe entre les
domaines F(U,) et F(U,) de C", donc c’est une application holomorphe. Les couples
(U, Fy) forment un atlas de M déterminant une structure complexe.

3. Fonctions presque-pluriharmoniques [4]
Les formules (2.2) peut étre ecrites sous la forme equivalente suivante

of = L (tdu+J*d0) +- (Tdv—J*du),

3 3

G.1) X )
of = - Udu—T*do)+ 7’ (Idv-+T*du),

ot la fonction u est la partie réelle de f et v est sa partie imaginaire (f = Q+iv).
Alors la condition (2.5) est equivalante au systéme

(3.2) du = J¥dv, dv= —J*du,
qui donne une autre forme de la définjtion de fonction presque-holomorphe. \Avec
la condition J? = —I et par consequence (J*)* = —I, les deux equations ci:dessus

ne sont pas independants. Inversement, si 'on a ces deux equations, on recoit la
condition (J%)? = —I o
Une consequence immediat de (3.2) est la suivante: si la fonction f= u+iv
est presque-holomorphe on a
, dJ*du = dJ*dv = 0. o
On dira qu'une fonction & valeures réelles de classe & est une fonction presque-
pluriharmonique sur la variété presque-complexe (M, J), si lona '
(33) dJ*du = 0. _
On verra qu'inversement, si # est une fonction presque—plurihalmomq\%e sar
(M, J), alors u est partie réelle d’une fonction presquesholomorphe- sur (M, D).

5 Banach Center t. 11
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En effet, si (3.3) est remplie, la 1-forme J*du est fermé et d’aprés la lemme de Po-
incaré il existe localement une fonction v de classe €* pour laquelle ona dv = —J*dy.
Comme on recoit encore que J*dv = du, en vue de la deuxiéme formule de 3.0)
on obtient F(u+iv) = 0, ou que la fonction u+iv est presque-holomorphe.

Pour une structure J intégrable on a

dJ*du = 133u,

qui montre que I'opérateur d/*d est une géneralisation de I’opérateur de Laplace.

Ayant en vue la representation matricielle de la structure J dans un systéme de
coordonés locales (U, x = (x¥)) de (M, J) on peut trouver I'expression locale de
la 2-forme dJ*du. Comme on a

2n 2n
(4 JAX =) PN et THdu= Y Jioujoxrdst
q=1 pq=1 .
on peut calculer qu'on a
¢.5) A%y = Z (Z BT u0x7)|0°)dx* ndxt.
s,g=1 p=1

THEOREME (3.6). Toute fonction presque-pluriharmonique sur la variété presque-
complexe (M, J) vérifie localement une equation différentielle élliptique de deuxiéme
ordre.

Démonstration. (*) Ayant en vue (3.5) on voit que I’equation (3.3) est equiva-
lent au systdéme suivant

2n 2n
Y. ARoufox)oxt = ) AT au[ox))oxt,  5,q = 1,...,2n,
p=1 p=1

Du systéme ci-dessus il suit qu’on a encore

2n
D 3Tn+ 8387 6u oot +

sp=1

+ ZJ‘@ulaxP(a JS 0% —3JP)axT) = 0, g =1, ..,2n.

sp=1
En effet, 11 suﬂit aprés une différentiation, de multiplier le systéme de deu:uéme

ordre obtenu par J? et aprés la sommation par rapport de Iindice s de prendre en
vue qu’on a

Z 8382 9%uox*dx? = — z J5 202 |0x20x.

s,p=1 sp=1

Enfin, aprés la sommation par rapport de I'indice ¢ on recoit ’equation unique

2n 2n .
(€X)] Z (375 + 8367) 0%/ 0x"0x? + Z J30u/0xP (a5 /0x*— dJE [0x) = 0.
a.5,p=1 g,s5,p=1

(*) La démonstration exposée est inspirée par [5].
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. On verra que (3.7) est une equation éliptique. Pour ce but on désignera par Asp
2n

Ia somme Y, (J3J2+0567). Comme on a
g=1

ZA,,E,f., Z(ers) i(iazss)’> isg
=1 s=1 =1

5,p=1 g=1 s=1

‘on conclut que la forme quadratique 2 A E:E, est positivement définie. Ta dé-

I,p._.
monstration est finie.

COROLLAIRES. (1) Toute fonction presque-pluriharmonique est indéfiniment diffé-
rentiable. (2) Toute fonction presque-pluriharmonique vérifie le principe du maximum,
la variété M étant connexe. (3) Les corollaires (1) et (2) sont remplis et pour les fon-
ctions presque-holomorphes.

En supposant que la variété sous-jacent M est une variété analytique réelle
et encore que la structure presque-complexe J est aussi analytique réelle (i.e. les
coefficients de la matrice correspondante sont des fonctions analytiques réelles) on
recoit les consequences suivantes.

CoROLLAIRES. (4) Toute fonction presque-pluriharmonique sur la variété presque-
complexe analytique réelle (M,J), avec J analytique réelle, est une fonction analy-
tique réelle. (5) Si M est connexe, on affirme que toute fonction presque-pluriharmo-
nique sur M vérifie la principe d’unité de la prolongation. (6) Les corollaires (4) et (5)
restent valables et pour les fonctions presque-holomorphes.

Les corollaires (1), (2) et (3) suivant des propriétés générales des solutions
d’equations différentielles élliptiques de deuxiéme ordre. La condition complementaire
d’analyticité réelle implique que les coefficients de (3.7) sont analytiques réelles, donc
d’aprés le théoréme d’analyticité des solutions (voir par exemple [6], les corollaires
(4), (5) et (6) ont lieu.

4. Quelques constructions concrétes

L’espace vectoriel R*" muni d’une structure presque-complexe J peut étre consi-
dérér comme une variété presque-complexe, notée (R*",J). En employant deux
sortes de variables, ca signifie qu’a tout point (x, y) = (x%, ..., x", »*, ..., }")-de R*"
il est attaché une matrice anti-involutive J(x, y) (J2(x,») = — E,,) dépendant diffé-
rentiablement des variables (x, 3*). Particuliement on peut considerer des matrices
J(x,y) dépendants analytiquement des variables (x*, ).

Dans ce paragraphe on considerera les fonctions presque-holomorphes définies
sur un domain D de R?", D c R?*", muni de la structure presque-complexe in<
duite. Ayant en vue (3.2) on conclut que pour une telle fonction f = u-+ iz sa partie

5%
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réelle u et sa partie imaginaire v sont des solutions du systéme en derivées partielles
suivants
n n
dufox? = ) J8d0|oxt+ Y Ji+ad0/oy",
@D o =,
dufoy = Y T, 00/0x0+ Y Jrtdu)op,
g=1 g=1

p=1,..,n

Dans le cas particulier de la matrice standard J = S, c’est le Systéme de Cau-
chy-Riemann.

Dans Ie cas général de J, le probléme d’intégration du systéme sur déterminé
(4.1) est compliqué. Ici on se bornera de montrer que dans certains cas particuliers
de J les solutions (ie. les fonctions presque-holomorphes correspondantes) sont
étroitement liées avec les fonctions holomorphes sur C". Pour ce but on considera
des matrices blok antidiagonales

0 Ji2(x, }’))

9 = (Jn(x, Mo

ol Jio(x,y) et J5;(x, y) sont des (nxn)-matrices & coefficients de classe €*. On
a toujours Jy,J5, =JyJys = —E,.

D’abord on cherchera des structures J, pour lesquelles toute fonction presque-
holomorphe sur R*" verifie la condition que pour tout point (x,y) € R*" on a

fx, 9 = f(g()+iR()),
ol f(£+in) est une fonction holomorphe sur C, & = g(x), 5 = 4(¥), x = (x%, ..., x")
¥ =" .- ¥"). Evidement, si f = u+iv, on a
u(x,y) = 4G+ et o(x,y) = p(E+iy).

La condition que f est holomorphe permet d’obtenir les equations suivantes
pour u et o .
42 bou/ox* = adv]dy', a,0u/dy' = —bdvjox*, k,1=1,..,n,
ol @, = dg/dx¥, b, = 0h/dy", en supposant que g et A sont des fonctions données
de classe E®. o ‘ ‘
oo flomme pour les matricm blok antidiagonales J, le systéme (4.1) est semplifié,
4 Paide de (4.2) on peut él;nﬁuér les dérivées partielles de 1a fonction ». D’autre
part' 4.2) donnenti,ufx certain nombre de liesons indépendantes entre les dérivées
partielles de la fonction u, qui nous permetra de trouver des equations commodes

pou{ la détermfpaﬁon des composantes de J. Pour n = 2, i.e. pour f définie sur R*,
le résultat de 1"élimination est le sujvant

>

- (htadita ) oyt = (=by+a,Ji+a, %) oufdy' = 0.

Si dufdy' #0, soient J3 = @ et JZ = 9, @ et.yp arbitréement choisies 3 condition
que det Jip = b, pb; ¢ 0 En supposant quea; # 0, b # 0, on peut exprimer
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touts les J7 par g et y. On remarquera que si dp/dy* # dy/0y! la structure presque-
complexe J n’est pas intégrable.

Maintenant, soit J une structure presque-complexe sur R®. On cherchera de
fonctions presque-holomorphes f = u+iv, telles que pour tout point (x,y) € R®

on a
flx, ) = f(gl(x)+ih1 ) 82(x) +ih,()),

ott f(£1+iny, &2+1n,) est holomorphe sur C2, & = gu(x), 7 = m(), k = 1, 2.

Si g1(x) = g1(x1, X3),  £2(0) = £20x3, %), M) = l(¥1,¥2), ha(y) =
R (3, ¥a), On a le systéme (4.2) et on peut faire I’élimination consideré.

Si gu(x) = gulx1, X2, X3, %), B(Y) = ¥y, Y2, V3, Pa), k= 1,2, le systéme
correspondant & (4.2) est plus compliqué.

11 est interessant que pour les structures analytiques réelles J sur R*" les exemp-
les considerés donnent parfois la situation générale. Dans ce cas de J, d’aprés le
corollaire (6) du (3.6) on a que toute fonction presque-holomorphe est analytique
réelle. Pour le moment le théoréme suivant est démontré [7).

TafoREME (4.3). Soit J une structure presque-complexe analytique réelle blok
antidiagonale sur R*, admettante des fonctions presque-holomorphes linéaires. Alors
pour toute fonction presque-holomorphe sur (R*,J), on a

o0
fx,9) = }2 al+ink,  aeC,
ot £ = ayxyt+a%,, 0= by +by¥,.

Démonstration. (*y Comme une J analytique réelle se développe en serie de coeffi-
cients matricielles, la condition (2.4) pour f s’exprime par un systéme infinie d’equa-
tions pour les coefficients du développement de f. Si

fx, ) = an<x, »s

est le développement de fen serie de polynomes homogenes, on voit que fest presque-
holomorphe si et seulement si tout polynome f, est presque-holomorphe aussi.
Alors il suffit de prouver le théordme pour les polynomes homogenes f,. La dé-
monstration precise s’appuit sur les deux lemmes suivants, qui sont prouvés dans
[7]. Les raisonnements sont du caractére élémentaire, mais longues & exposer.

LEMME 1. Si toute fonction presque-holomorphe linéaire de AH(R*") est de la
Jorme c(§+in), otic€C, E = ayx;+a,%,, n=b1y1+bys, &, R, breR, k= 1,2,
alors on a

n

Fils,y) = Y alE+int.

k=0

(®) Actuellement (1982) on a differentes démonstrations de (4.3).
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LemumE 2. Pour toute J analytique réelle blok antidiagonale sur R*, admettante
des fonctions presque-holomorphes linéaires la condition du lemme 1 est remplie.

Remarque. Certains J n’admettent pas de fonctions presque-holomorphes li-
néaires. ’

5. Algebres de fonctions presque-holomerphes

D’abord on verra que pour les dérivée partielles de toute fonction presque-holo-
morphe f sur la variété presque-complexe (M,J) on a une estimation utile, qui
s'obtient 4 l'aide des L*-estimations de Hormander [8].

Notons comme ordinairement D* = (9/0x")% ... (8/0x")*, Lj(f) = ofow;,
Ly'(f) = affow;. 8i (U, x = (x*))est un systéme de coordonnés locales pour (M, J),
soient X un compact dans U et ¥ un voisinage de K relatif compact dans U (i.e.
KcVel). .

Lemme (5.1). Pour tout multi-indice o = (ay, ..., a,), on a
swIDY I < C, fld
v

ou C est une constante qui ne depende pas de £

Démanstration. Soient Wy, ..., , des formes structurales pour U, alors 8f/ow;
= 0. Comme ¥ est contenu dans le domain d’un systéme de coordonnés locales,
on peut considerer U comme un ouvert de R?" et la fonction fcomme une fonction
de classe € sur R*" & support compact. On a &videmment feL*(U, loc) et sup|f]

sﬂa"f/aﬂ... dx?"|dx. Alors Pestimation ci-dessus suit directement de la L2-
estimation suivante [8],

> Sipvraes (S S §ip<agom rax+ § ) f?dx)
v

lel<s+1 K je|<s j=1V

K} étﬁnt un nombre entier positif.

THEOREME DE TYPE WEIERSTRASS [9]. Si f, € AH/(M) et imf, = f uniformément
sur les parties compactes de M, on a fe AH,(M).

. Démonstration. En employant (5.1) pour f,—f,,, on a que la suite {D%,} est
uniformément convergente sur les parties compactes pour tout multi-indice «. Alors
S oest fie classe €. Comme les opérateurs W; sont des combinations linéaires &
coefficients indéfiniment différentiables de D%, lo] = 1, on a afoW; = limdf,/dw; = 0.

) COROLLAIRE. Soit M une reunion dénombrable de parties compactes. Alors,
si AHy(M) est numi de la topologie de la convergence uniforme sur les parties com-
pactes de M, on a que AH (M) est un espace de Fréchet.

THEOREME DE TYPE VITALI [91. Toute suite un
Presque-holomorphes sur (M, J) contient une
sur les parties compactes de M.

iformément bornée de fonctions
sous-suite umiformément convergente
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On fait la démonstration a I'aide du théor®me d’Arzela-Askoli avec les rai-
sonnements standardes.

Remarque. Certains algébres AH;(R*") sont étroitement liées avec les algebres
de fonctions holomorphes H(C"). Par exemple c’est vrai pour AH;(R*) et H(C),
comme il suit du théoréme (4.3).

6. Domaines de presque holomorphie [10]

Le principe d’unité de la prolongation et le principe du maximum établis dans § 3
permetent de developper les idées du prolongement analytique pour les fonctions
presque-holomorphes. On se bornera de quelques remarques générales.

Soit J une structure presque-complexe sur R?* & coefficients analytiques réelles,
admetante des fonctions presque-holomorphes non-constantes. Etant données deux
fonctions presque-holomorphes f; et f,, définies sur les domaines G, et G, respecti-
vement, on dira que chaque de ces deux fonctions est un prolongement analytique
de type J pour l'autre, si 'on a un ouvert U = G;NG, sur lequel les restrictions
de f; et f, coincident. Pour un domaine D de R?", on dira que c’est un domaine
de presque holomorphie de type J s’il existe an moins une fonction f presque-holo-
morphe sur D (muni de la structure induite de (R?", J)), telle que pour tout sous-
ensemble ouvert U de D la restriction de f n’admet pas du prolongement de type
J sur un domaine non-contenu dans D.

Etant donné un domaine D de R*" et un sous-ensemble & de AH,(D), on
peut demender est-ce qu’il existe un domaine maximal D dans lequel tout fe &
peut étre prolonger.

La construction de D pour une fonction f seulement est completement analogue
a celle du cas d’une fonction holomorphe sur D < C". Pour ce but on considere
des domaines étalés £ sur R*". Des changements convenables dans les définitions
classiques donnent les notions analogues, necessaires comme par exemplé: fonction
presque-holomorphe sur 2 de type J, prolongement analytique de type J sur 2
etc. Le principe d’unité de la prolongation de type J est vrai pour £. Au fond on
emploit le faisceaux /0% des germes de fonctions presque-holomorphes sur D.

Le cas général de # est plus compliqué.

En reprenant les constructions considerées dans § 4, on peut obtenir des exemp-
les de domaines de presque holomorphie par exemple dans R*. Considerons I’ap-
plication

R*3 (x,y) 5 E+ineC,
ou & = g(x', x2) et 9 = h(y, »*), g et h étant des fonctions données sur R? de
classe €. Elle est continue, surjective et non-propre dans le cas général de g et .
En suivant la methode de § 4, on peut construire des structures non-intégrables J
sur R*, pour lesquelles il y a de fonctions holomorphes f sur un domaine G de C,
telle que les fonctions f(x, y) = f(&+in) soient presque-holomorphes sur T'ouvert
77*(G) de R*. C’est claire que, si 7 n’admet pas du prolongement en dehors de G,
la fonction correspondante f n’admet pas du prolongement en dehors de z~*(G).
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On remarquera encore que la notion de la convexité holomorphe s’adapte
aussi pour les fonctions presque-holomorphes. On se bornera de domaines  de R*",

Soit K un sous-ensemble compact de £2. Par f({, sera désigné ’ensemble suivant
IA(,’, = {xe: |f(¥I < sugff(y)] pour toute fe AH,(2)}.
YE.

Evidement K3 est un sous-ensemble fermé de 2. On dira que £ verifie le pro-
priété de la pseudo-convexité de type J, si pour tout ensemble compact K < 2 on
a que K% est compact aussi. '

LemMe. Le domaine Q = R*" verifie le propriété de la pseudo-convexité de type J,
si et seulement si pour toute suite infinie {x;} qui n’a pas de points d’acumulation dans
9, il existe une fonction f € AH,(Q), telle que la suite {f(xi)} W est pas bornée.

La démonstration n’est pas dificile.

THEOREME DE TYPE CARTAN-THULLEN. Tout domaine < R*" qui verifie le
propriété de la pseudo-convexité de type J est un domaine de presque-holomorphie
de type J.

La démonstration est analogue & celle pour les fonctions holomorphes. On
sappuit sur le principe du maximum, le principe d’unité (§ 3) et le théoréme de
type Weierstrass (§ 5).

7. Remarques sur les variétés presque-hermitiennes et
presque-kiihleriennes

Soit (M, g, J) une variété presque-hermitienne (g est sa metrique riemannienne et
J est sa structure presque-complexe). Une telle variété peut étre consideré comme
une structure fibré, obtenue par la reduction du groupe structurale d’espace fibré
tangent (TM; M, R*", GL(2n, R)) de la variété indéfiniment différentiable sous-
jacent M. On supposera que le groupe structurale de (M, g,J) est orthogonal,
donc Ia metrique riemannienne g est déterminé par la donné d’un champ tensoriel
(noté aussi par g) de type (2,0) tel quon a

. g(0/ox', o/ox") = ¢&f,

pour tout systéme de coordonnés locales (U, x = (x9)) de M.

La metrique g est dite hermitienne, si Pon a g(JX, JY) = g(X, ¥) pour tout
couple X, Y de champs vectoriels sur M. Evidemment A(X,Y)= e, )+
+g(JX, JY)) est toujours une metrique hermitienne sur M,

On dit que

72 ' (X, Y)= h(X,JY)

est la 2-forme fondamentale de la variété presque-hermitienne M [11].
.-La 2-forme fondamentale @ corresponde au produit symplectique [z|w] de C",
qui est la partic imaginaire du produit, hermitienne {z|w). On a [z|w] = (z]iv),
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ot (z]w) est la partie réelle de (z|w) (le produit scalaire), C" est muni de la structure
standard S.

Clest n’est pas difficile de trouver I'expression locale de Ia forme @. Soit (U, x =
(x*)) un systéme de coordonées locales sur M. On a

(1.3) O =L (GE-Thdxkndy,
k<l

On remarquera que la 2-forme @ n’est pas fermé dans le cas général de (M, g, J).

On verra que la 2-forme fondamentale @ reste invariante sous I'action des
application presque-symplectiques. On rappelera la définition [12]. Si F: M - M
est une application indéfiniment différentiable, notons par DF/Dx sa matrice de
Jacobi, dans (U, x = (x¥)) et par (DF/Dx)' sa matrice transposée. On dit que F
est une application presque-symplectique sur M, si pour tout m € M dans (U, ")
ona
(7.4 (DF[Dx)!J[F o x~* (%(m))](DF [Dx) = J(x).

LemmE (7.5) [12]. La notion d’application presque-symplectique est correcte-
ment définie grdce a la condition J*(x) = —1 et le fait que le groupe structural de M
est orthogonal.

Démonstration. Soient (U, x = (x)) et (V,y = (")) deux systémes de coor-
donnés locales sur M et x = x(3) (x* = x,0", ..., ™), k =1, ..., 2n) leurs fonc-
tions de transition dans ’intersection UV de ses domaines de définition. Désignons
par Dx/Dy la matrice de Jacobi des fonctions x.(y%, ..., ¥*"). Sa matrice transpo-
sée (Dx/Dy)* est la matrice de la transition de la base (3/0x") de T, M dans la base
(83 de TM, m e UnV. L'expression locale de J dans (U, x = (x)) est J(x)
= UK, et respectivement J(y) = [[J2(3)|| dans (V,y = (3})). Comme J(»)
= —J-1, J(x) = —J-! et d’autre part comme (Dx/Dy)* = (Dx/Dy)™*, on a

J(y) = (Dx/Dy)~*J(x)(Dx/Dy).
Maintenant, si I'on a (7.4), on recoit encore :
(Dx/DyY!(DF/DxXY'J[F o x~*(x(m))] (DF/Dx)(Dx(Dy) = (Dx/Dy)J(x)(Dx[Dy)
qui n’est autre chose que '
(DFDy)J[F = y=* (y(m))](DF/Dy) = J(3)
(bien sur on a Fox~!(x(m)) = Foy~1(y(m), me M). o

THEORIME (7.6). Pour toute application presque-symplectigue F: M - M on
a (T*F)® = O, i.e. pour tout pointme M on a (T*F)®)y, i= (T*F)Ppmy = Pm-

Démonstration. L opérateur T*F: T¥m, — T%M est le conjugé de I'applica-
tion linéaire tangent TpF: TyM — Trem M. La restriction (T5F)®Pran de (T*F) D
sur T#emM est une forme bilinéaire sur T,M (c’est l'image de Prmy par T F),
On a

(TrﬁF)ng(m)(X: Y) = ¢F(m)v((Tva)X: (TmF)Y)’ X’ Ye 'I;th £
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et d’aprés la définition de @ (7.2)
(TER)Prn(X, Y) = hreny ((TuF)X, Trm © (T F) ).
Dans la systéme de coordonnées locales (U, x = (x*)) on a
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Comme une variété presque-kihlerienne est symplectique par rapport de sa
9-forme fondamentale, les applications presque-symplectiques sur une variété
presque-kahlerienne sont des applications symplectiques et les résultats obtenus
ont lieu pour ces derniéres. .

e | (DF/DX)X, T (F o %= (x(m))) (DF D37
= (X, (@F/DAI(F o 57 (x(m))) (OF /D)v).
Alors, d’aprés la définition (7.4) ]
(T:F)qjlf(m)(X’ Y) = hm(X! JY) = Qsm(X’ Y) .

Rappelons quune application indéfiniment différentiable f: M — M est dite
orthogonale si dans toute systéme de coordonées locales sa matrice de Jacobi est
orthogonale. La notion d’application orthogonale est invariante par rapport de
changement de coordonnés locales sur M gréce 4 la condition que le groupe struc-
tural de M est un groupe orthogonal.

On remarquera que si f est une application orthogonale et presque-symplectique
simultanement, alors f est une application presque-holomorphe. C’est une consé-
quence immédiat de (7.4) et la définition d’application orthogonale. Invercement.
toute application orthogonale et presque-holomorphe est presque-symplectiquet
On conclut que toute isométrie presque-holomorphe de M est une isométrie pres-
que-symplectique et vice versa. Donc on a le résultat suivant: la 2-forme fonda-
anen;‘t;.le de M reste invariante sous I’action des isométries presque-holomorphes

e M.

Si la 2-forme fondamentale est fermée (d® = 0) on dit que la variété presque-
h?nnit.ienne M est presque-kithlerienne. Rappelons qu’une variété hermitienne est
ka.hle.ncnne si et seulement si pour sa forme kihlerienne H il existe localement une
fOlilctl‘Oll u & valeures réelles de classe G telle quéon a H = i3, On prouve ce
théoréme 2 l'aide du lemme de Dolbeault-Grothendieck (voir par exemple [13]).
L Dans le cas des variétés presque-hermitiennes on peut remplacer I’opérateur
100 par Popérateur dJ*d introduit dans § 2. Soient (U, x = (x*)) une systéme de
coordonnées .loca;les pour M et u une fonction de classe & définie sur U, Ayant
en vue I'expression locale (3.5) de la 2-forme dJ/*du et d’autre part 1’expression
locale (7.3) de la 2-forme fondamentale @ on voit que lequalité

) _ D = dJ*dy

est equi‘valante en (U, ;c) a la condition d’existence d’une solution u de classe G
du systéme en dérivées partielles suivante

2n 2n
(7.8 k VP
) kz_l (I} Oujox¥)ox kZz (J¥ou8x")|ox! = Ji—H,

ij=1,..,2n

La fonction u est déterminée 3 un membre additi i
! $ ! tif prés qui est une fonction
presque-pluriharmonique u, (d/*du, = 0); cest-a-dire & = dJ *d(u+up).
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