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1. Einfiihrung

In den folgenden Ausfilhrungen setzen wir von den Zahlen a, b, ¢ stets -
1 € a<b<c voraus. Dann bezeichne D(a, b, c; x) die Anzahl der Gitter-
punkte unter der Fliche & #°(* = x mit positiven &, n, . Das heisst, wir
betrachten die Summe

D(a,b,c;x)= Y 1,
oty <2
in der iiber alle natiirlichen Zahlen n,, n,, n;, die der Ungleichung geniigen,
summiert wird. Sind insbesondere a, b, ¢ ganzzahlig, dann wird durch

d(a, b, c;n) = Z 1
‘ n"nzna-n _
eine Teilerfunktion definiert, und D(a, b, ¢; x) ist dargestellt durch

D{a, b,c; x)= ) d(a, b, c; n).

nsx

Besonders in den letzten Jahren fijhrten viele Probleme der analytischen
Zahlentheorie auf solche Funktionen. Wahrend das Tripel (a, b, ¢) =(1, 1, 1)
das Piltzsche Teilerproblem beschreibt, ist das Tripel (1, 2, 3) von gr&sster
Wichtigkeit fiir die Abschatzung der Anzahl der nicht-isomorphen Abelschen
Gruppen gegebener Ordnung, Aber in anderen Anwendungen treten auch
solche Kombinationen wie (1, 2, 2), (1, 2, 4), (3, 4, 5) und weitere aul. Daher
ist es niitzlich, Abschitzungen von D(a, b, c; x) fiir beliebige Permutationen
der Zahlen g, b, ¢ zu haben. Zu diesem Zweck nutzen wir eine Formel, die
von M. Vogts [16] auf der Grundlage einer Methode von P. G. Schmidt {9]
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entwickelt wurde. Wir schreiben
D(a, b, c; x)=H(a, b, ¢; x)+4(a, b, c; x).
Das Hauptglied wird hierbei dargestellt durch

s on G e

worin {(s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet. Sollte a = b oder b =¢
oder beides sein, so sind in dieser Darstellung die entsprechenden Grenzwerte
Zzu nehmen. Das Restglied ist gegeben durch

(1) A@@, b,c;x)=— Y S,,.(x)+0(! ¥,

(u,v,w)en

wobei in der Summe das Tripel (4, v, w) alle Permutationen n = n(a, b, )
der Zahlen g, b, ¢ durchlduft. Die Funktion S, , . (x) besitzt die Darstellung

X 1/w
. tn= 5 v((55)")

nsm

Dabei bezeichne hier und in Folgendem die y-Funktion stets die Funktion
Y{x) =x—[x]—1/2. M. Vogts hat auf der Grundlage der van der Corput-
schen Theorie der Exponentenpaare eine Abschitzung des Restgliedes (1)
gegeben. Im wesentlichen erzielte er folgendes Ergebnis: Sei (x, 1) irgendein
Exponentenpaar, dann gilt
1-1 1
A(a, b, ¢; x) = O(x 2~ Trelathre log x)

unter den Bedingungen

(x+i+Da=x(b+c), (e+1)(a+b) = (x+Ac.

Den besten Uberblick iiber die Grossenordnung des Restgliedes vermittelt
das Exponentenpaar

(e, )= 424, P = ( : K*"‘l),

K-2" K-=2

in dem k > 2 eine ganze Zahl ist und K = 2% Es entsteht durch (k— 2)-malige
Anwendung des A4-Prozesses auf das spezielle Exponentenpaar (1/2, 1/2).
Dann erhélt man

(2 k-1 1

3) Aa, b, c;x) =0 K Ta¥b¥e |g0 )
unter den Bedingungen

2K—k-2a=b+c, (K~1)(a+b)>(K—-kc.
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Die erste Bedingung ist nicht sehr hart, da sie fiir hinreichend grosses k
immer erfiillt werden kann. Die zweite Bedingung entsteht auf ganz
natiirliche Weise. Denn kann man keine dieser Ungleichungen befriedigen, so
ist das Problem in Wirklichkeit ein zweidimensionales. Das heisst, der
Parameter ¢ ist zu gross, so dass sich das Problem im wesentlichen auf die
Abschitzung von

D@, b;x)= 3, 1
mb < x
reduziert.

In den letzten beiden Kapiteln dieser Arbeit werden Verbesserungen der
Abschitzung (3) auf der Grundlage zweifacher Exponentialsummen und eine
Anwendung auf Zahlen dritter Art gegeben. Zu diesem Zweck werden in den
nichsten drei Kapiteln einige Beitrige zu einer allgemeinen Theorie der
Abschitzung zweifacher Exponentialsummen entwickelt. In Kapitel 2 wird der
Zugang von E. C. Titchmarsh zu einer solchen Theorie zugrunde gelegt. In den
Kapiteln 3 und 4 wird eine andere Methode dargestellt, die sich auf eine recht
scharfe Transformationsformel von Exponentialsummen griindet.

2. Die Methode von E. C. Titchmarsh

Der grundlegende und einfachste Satz in der van der Corputschen Theorie
der Abschitzung von Exponentialsummen ist der folgende: Sei f(¢) in dem
abgeschlossenen Intervall [a, b] (@ < b—1) eine reelle und zweimal differen-
zierbare Funktion, f”(r) stets positiv oder stets negativ und |f”(t)] > 4, > 0.-
Dann ist

4) ) il 1f'(b)—f (a)|+1.
a<n<bh \/Z
E. C. Titchmarsh [11], [12] verallgemeinerte die Methode von J. G. van der

Corput und entwickelte eine Methode zur Abschitzung von zweifachen
Exponentialsummen

2nif(ni.n9)
g Y,

(np,m2)eD

Fiir D betrachtete er nur Rechtecke, aber es ist nicht schwierig, auch
allgemeinere Randkurven in die Betrachtung einzubeziehen. In Folgendem
stiftzen wir uns auf die Arbeit [11] und setzen — auch in den Kapiteln 3 und
4 — stets die nachstehenden Bedingungen als erfiillt voraus.

(A) Es sei D ein beschrdnkter ebener Bereich, dessen Gitterpunktsanzahl
stets von der Gréssenordnung des Fldcheninhaltes [D| ist.
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(B) D sei Teilmenge des Rechtecks
D' = {(ty, t;); a; S t; € by, a3 <ty < by}

mit ¢, =b;—a; 21, c;=b;—a, 21, |[D|=c,c¢;.

(C) Jede achsenparallele Gerade schneide D in eciner beschridnkten An-
zahl von Geradenstiicken. Zur Vereinfachung konnen wir sogar annehmen,
dass diese Geraden die Randkurve von D in hochstens zwei Punkten oder in
h&chstens einem Geradenstiick schneiden.

(D) f(ty,t;) sei eine reelle Funktion in D’ mit stetigen partiellen
Ableitungen geniligend hoher Ordnung, f,,, f, selen monoton in t; be-
ziehungsweise ¢,. |

(E) Bereiche, die aus D durch Schnitt mit Bereichen des Typs
Ji. (8, t5) < ¢ oder f (t;, ) =c (=1, 2) entstechen, mbgen ebenfalls die

'y
Bedingung (C) erfullen
Mit H(f) werde stets die Hessesche Determinante

Oy fip)
H(f) =L =2 atl 5t2 j;.l‘l fztz lllz

bezeichnet.
HiLrssaTz 1. Mit positiven Zahlen A, A,, r sei
M Syl €4, A Syl €42,
Vigial €V/Aadas IHDI > 244y

im gesamten Rechteck D'. Fiir alle Teile der Randkurve von D sei entweder t,
= const. oder t, = g(t,) mit stiickweise zweimal differenzierbarer Funktion g (t)
und |o”(t)] <r. Dann ist

) J' j $ronin gy g ¢ 1108 1D+ 1log |+ llog Al , e

N Ay

Beweis. Ganz entsprechend dem Vorgehen von E. C. Titchmarsh in
seinem Beweis zu Lemma & in [11] betrachten wir die Kurven

jl.'1=n1\/'1_la .f;2=n2_\/)“_2

mit ganzen Zahlen n;, n,. Sie zerlegen D in die Teilbereiche

Dayny = {(t1, 12)3 (84, 1) €D, "j\/_j~<-f9< (m+ 1)/ (=1, 2}

Ist 1; <t; <13 aufl der Seite f, =n, /4, so ist

(ng+ 1)viy

e

ﬂ2\/12

(t3—13)
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und daher 15—1; < 1/,/4;. Ist daselbgt ¢, <t <t} so ist wegen

. .
dtZ fl:lll ’11

sofort ty—1ty €1/\/4, ersichtlich. Da auf den anderen Seiten analoge
Abschitzungen gelten, sind die totalen Anderungen von t,, t, in D, ., von

der Ordnung 1/./4, beznehungswelsc 1/\/A;. Nun schiitzen wir in einigen
Schritten die Integrale in den einzelnen Berelchen ab.
1. Mittels trivialer Abschitzung ist

A4 if{ty.tg) 1
e dt, dt, < .
J:f “ '11 )"2

Dp,o0

2. Fiir die Bereiche D,,, findet man wegen fi, ZmJ4y durch An-
wendung des zweiten Mlttelwertsatzes in Hinblick auf die Varlable ty

¥ ”. T gr de,
1<|ng] <cqviy

DO.'IZ

) 11 <log ¢y +|log A,
lSIﬂzI«Cz\/i_z-\/Al nz-\/lz -\/11/12

3. In dem Bereich f,, > /A, bezeichne t, =a = a(t;)) und 1, = § = f{(z,)
den links- und rechtsseitigen Rand. Dabei sind « und j entweder L&sungen

von f;. = /A, oder sie beschreiben Randkurven von D. Mit Hllfe partieller
lntegratlon ist

<

([ &2y, dry = 1,(B)— 1 @ +1s,

D

if(ﬂ,l'z) f .
. € . 1Y lf('l)‘Z)
1 Sy (@, £2) : i

und analog I, (f).
Ja. Zunachst wird das Integral 12 "betrachtet

I i N R
I = ~i¥ ” Jun gress g gr,.

"l n2

In der Summe durchlaufen n,, n, die Werte 1<n; €c; /4, 0<ny

<€cy+/4;. Ist n, =0, so wird das Integral trivial abgeschitzt. Fiir |ny| > 0
wird der zweite Mittelwertsatz auf das Integral beziiglich ¢, angewandt.
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Dabei ist in beiden Fillen zu beachten, dass die Anderungen von t,, t, in
D, n, von der Gréssenordnung 1/,/4,, 1/\/4, hochstens sind. Dann ist

mit 1 <ny €cq /Ay, 1 <|ny| €¢; /4, und demzufolge
1+1log ¢, +]|log 4,
< .

I, <
? N/

3b. Nun werde das Integral I, (a) betrachtet. Sei zunidchst a(t,) Lisung

von f, =./4;. Dann ist
i

I, (@) = —— |ef@v gr.
1 (@) i J

Sei A4 > 0 eine geeignete Konstante, so ist

j;llz

(@, O = |fiy +A, @ (O = |f;, =i, 2y~ A A = Ay,

1111

sofern |f,,| = 24 /4, ist. Bei Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes ergibt
sich fiir diesen Teil des Integrals

I (a) €1/ /A 4;.

Das ist aber auch richtig fiir |f, | <24 ./4,, da dann die Integrationslinge
hochstens von der Grossenordnung 1/\/).—2 ist.

Beschreibt t; = a(t,) einen Teil der Randkurve, so schreiben wir «(f)
= o(t) und zerlegen I, (x) in drei Teile:

Li@=1I(0) =11 (@ +1,,2(0)+1;,1(0).
Dabei sei in I, (o)

I.f;l Q’+fl.2| ? A Y j'2:
in I, ,(0)

Ij;l Ql +j;2| < vV 12) l‘f;l'l Q’ +f;l!2| -2 % vV A’l A’Z
und in I 5 (o)

fis @+l < fhas iy, @ iyl <320 2.

Mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes erhalten wir

I1(0) € 1//4, 4,
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und bei trivialer Abschitzung

1 ’ /
I.2(0) € ——— fﬁuﬁﬁm it < L1108 D +log 4y +]log 25
Vi Sy N

In I, 3(p) fiihren wir die Substitution

y=rao+f,
aus. Es ist

1
4 =m {(f:m o' +fr1lz)2+H(f)+fI1'1 Jiy 0"}

Unter der Voraussetzung

|f;1l1 j;l Q”l g %Al ‘12

1st
[y > ( —3+1-Di A, > 4y
und daher
d
I, 5(0) < — )
1,3 w ,——Al %
O
Ist aber
I";lll f;l Q”I > %A‘l )‘23
so folgt
AL A; A,
> — > —
Iﬁl‘ll |f;1l1 Q |
und

1,,3(0) €c; rfA;.

3c. Analoge Ergebnisse bestehen fiir das Integral I, ().

4. Ahnliche Betrachtungen im Fall Sy < —\/): fiihren zu entsprechen-
den Resultaten. Damit ist insgesamt die Abschitzung (5) bewiesen.

Nun ist es nicht schwierig, aus dem Hilfssatz den folgenden Satz
herzuleiten. Es soll auch bemerkt werden, dass ein dZhnlicher Satz von W. G.
Nowak [7] bewiesen wurde.

Satz 1. Sind alle Bedingungen von Hilfssatz 1 erfiillt, so ist

O ¥ P e dton A+ Dedaten /Al A +])

{ny,nq)eD

A1z
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mit
R =1+log |D'|+|log A;|+log | +cyr/A/As.

Beweis. Fiir A, 4, > 1 ist der Satz trivial. Daher sei jetzt 4,4, <1
angenommen. Nun benutzen wir den folgenden Hilfssatz von J. G. van der
Corput: Sei f () in [a, b] reell mit stetiger und streng monotoner Ableitung
in (a, b). g(t) sei in [a, b] reell und in (a, b) einmal stetig differenzierbar.
Dabei habe g'(f) eine beschrinkte Anzahl von Extremwerten. Ist «
= min f'(t), B =maxf'(t), g €G, |g’'(t) G, fiir te[a, b] und 5 eine
Konstante mit 0 < n <1, dann gilt

b .
(7 Z g(n)e2nff(n) = ): jg(t) e2mitym = gy 4

a<n<h a—n<vsftna

+0(G log (B—a+2)+0(G,).
Einen Beweis findet man in [13]. Nun sei

oy = min ij(tu ty), f;= max ﬁj(tls ta).
.(ll.tz)ED (ty.12)eD

Zweimalige Anwendung von (7) gibt

§ D g g PN TR gy, L 0 (e, log (B2 — 22 +2))
{ny,ny)eD vy (ny.t2)eb

2ni Jd9)— -
— Z J~J~ e ®m(S(11.12)— V1t v212)dt1 dt2+
vi.Va (‘l-'Z)ED

+0(cy log (B3 —az+2)+O0((B;—ay+1) log (B, —a, +2)).

Die Zahlen v,, v, durchlaufen dabei Intervalle mit a; < vy <, und a; <v,
< fi;. Wegen

Br—ay €ciA+ca/Ada,  Ba—ay €c At AL A

folgt aus (5)

y 201D (Br—ay+1) (B —ay+1)

(ny,n9)eD \//11 /12

R+c, log (B3—ay+2)+

+(B;—a,+1) log (B, —a; +2),

woraus sich (6) unmittelbar ergibt.

In dem folgenden Satz engen wir die zugelassenen Funktionen ein, aber
so, dass das Ergebnis auf Teilerfunktionen angewandt werden kann. Wir
nutzen die Abschitzung (6), indem wir noch in Bezug aul die erste Variable
t, zusdtzlich Weylsche Schritte durchfithren. Bei symmetrischen Problemen.
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wie etwa dem Piltzschen Teilerproblem, gibt das keine Verbesserungen der
Abschitzungen, aber bei unsymmetrischen Problemen wird dadurch in
gewisser Weise die Unsymmetrie ausgeglichen.

Satz 2. Mit festen positiven Zahlen u,, u, sei 1 < a; <b; <ayu;, 1< a,
<by<ayu;, k=22 K=2 A»a,, a, und
Ofl:, 4
g =
6t‘{ ('\ay (V 1:2,--'3 k)a

A
a){_laz’

of
|0tk =2 o2

1 1

y-—z ,1’
4] 0

mit ty =t +h T+ ...+l 3Ty, 1< hy, ..., b_,<c,. Fiir alle Teile der
Randkurve von D sei entweder t, =const. oder t, = g(t,) mit stiickweise
zweimal differenzierbarer Funktion g(t), 0" (t)] < a,/a}. Dann gilt

. | &/
N

<€

i

v

2&22
a;

(é) Z g2 (r1m2) <(a?x—4k—4agx—1z ;'4)1/(3x—a) log 4,
(ny.,n3)eD

(9) Z !/’(f("x, "z)) < (a3K N gIK-8 1 4)LQAK=4) 150 7
(ny,m2)el

Beweis. Wir wenden Satz 1 an mit

Ay =4at, Ay =12fa}, r=ay/a}

sQ dass .

R <log (ay a;(A+2)).
Aus (6) erhalten wir dann

(9 s= Y g2 n2) &(A+a,+a,+a, ay/?) log (g, a;, (A +2)).
(nymp)eD

Dies ist auch ohne die Bedingung 4 > a,, a, richtig, es wird nur 4 >0
benstigt. Ist aber die Bedingung erfiillt, dann folgt (8) aus (10) fiir k =2

sofort. Nun fahren wir induktiv fort und nehmen (8) fiir k—1 anstatt k
als richtig an. Den Schluss auf k fithren wir mit Hilfe eines Weylschen

Schrittes:

H-1 1/2
a,a, a,a; 2xi(f{ny + hng) = f(n1.n2)
ay R J

S <
</mUH &

mit 1 < H < ¢,. Die Summationsbedingung SB(}’) fir dic innere Summe ist
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gegeben durch
SB(Y): (ny, na)e D, (ny+h, ny)eD.
Einen Beweis von (11) findet man in [13]. Wegen

1
flty+h, ) —f (2, t2) = h [f; (¢, + b, tr)de
0

hat man in der Anwendung von (8) mit k— 1 anstatt k die Zahl A zu ersetzen
durch hA/a,. Wir zerlegen die Summe iiber 4 in (11) in drei Teile und
erhalten

ay a

Ji
Sj - {01};2 Z} |Z ez'd(f("l +h.n2)—f(nl_"2))|}

Dabei ist die Summationsbedingung fiir die innere Summe die gleiche wie
oben, und die Summationsbedingungen SB(ZJ) fir die Husseren Summen
lauten

S< +S1+S2+S3;

1/2

SB(EI): ih/al < a;, s,
SB(}.,): Ahfa; > ay, a,,
SB(}.,): Ah/a, zwischen a, und a,.

In der ersten Summe nutzen wir (10).

2 12 .
8, < {(al a,) 21% log ).} B2 log A.

F i

Auch in der dritten Summe wenden wir (10) an. Wenn a, < a, ist, dann folgt

12 2 1/2
S, < {th;z >, log A} < {(al a) % log /1} Pt log A.

H 2 JH

Ist aber a; < ay, so erhalten wir

a, a 172 a, a,)* ai 12 aya, ay
S3<{ IHZZBaI log}.} <{( IHZ) -ﬁlogﬂ.} <—IEZ-—1logﬂ..

In der zweiten Summe wenden wir (8) mit k—1 anstatt k¥ an.

(@ra)? X [ ih s/(ax—us)}uz AH  \HGK-16)
S —_ = log A.
2 { H hgl ay"la, <o o~ a, o
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Fassen wir alle Teilergebnisse zusammen, so bekommen wir

1 a AH 4/(3K—-16)
S <€aya { (1+ 1 )+(_—) }lo A.
1 \/_ﬁ \/azl aﬁ laJ. E

Ist a;4 > a?, so sind die verbleibenden beiden Summanden von gleicher
Grassenordnung, wenn man

H = [(6™" a, A1)"/0K)]

unter der Bedingung 1< H <c¢, setzt. Damit folgt (8). Natiirlich ist (8)
trivial, wenn A > @}~ ! a, ist. Fiir H > ¢, ergibt sich bei trivialer Abschitzung

S <« ¢y Cy < Haz < (a?"‘aag"l_a)”(“‘_s’ < (ai‘x—“‘_"agx'12).4)”(3"_3’,

sofern k > 4 ist. Fir k=3 erhalt man aus (4)

S< ¥ Ji<eJi<Hi<(@la)"” <(atai .

a;sny €hy

In dem Fall 1 €a?/a, und a, € a, wenden wir die van der Corputsche
Methode der Exponentenpaare (siche [8]) beziiglich der ersten Variablen t,
in f(ty, t,) mit dem Exponentenpaar

11 2 K-2
— 432 2 )=

an. Dann ergibt sich ftir k>3
_ 1\ A \2E=4
S< ) —) al €a;a, (F) .

Wegen a¥ 8 < af~3X jst

AK «(a%/az)x < a(lk—l)Kag—ZK

l 4/(3K-8)
S 4 a4, a, (ﬁ) .

Damit ist (8) vollstinding bewiesen. Der Ubergang von (8) zu (9) erfolgt in
einfacher Weise mit der wohlbekannten Formel

(12) Y, v(f(m, ny)

(ny,n3)eD

und daher

a; a, & . z* 1 2rivf(ng,n3)
<=+ mm(m—p“ | X e ;
v=1 v (nl,nz)eD

z v
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wobei wir in diesem konkreten Fall s =2 und
7 = (@ ag K-

zu nehmen haben.

3. Eine andere Methode der Abschiitzung zweifacher
Exponentialsummen

In diesem Kapitel entwickeln wir eine Abschiitzung zweifacher Exponential-
summen, die insofern bemerkenswert ist, da die Hessesche Determinante
H (f) beliebig klein sein kann. Ein dhnliches Resultat erzielte G. Kolesnik [5]
in seinem Lemma 4. Hier erreichen wir im wesentlichen dieselbe
Abschitzung, jedoch sind die Restglieder teilweise schirfer, was sich in den
Anwendungen als giinstig erweist. Unser Satz basiert auf einer sehr scharfen
Form der van der Corputschen Transformation von Exponentialsummen,
welche in Hilfssatz 3 beschrieben ist. Mit einigen Einschrdnkungen wurde
dieser Weg von G. Kolesnik in [4] ebenfalls beschritten. Hilfssatz 3 wurde in
seinen wesentlichen Teilen von I. M. Vinogradov entwickelt. In [14] kann
man ein etwas schwicheres Resultat mit Beweis finden und in [15] eine
schirfere Version, aber ohne Beweis. Da Hilfssatz 3 in dieser Fassung ein
noch etwas allgemeineres Ergebnis darstellt, soll hier ein Beweis gegeben
werden. Einen Beweis von Hilfssatz 2 kann man in [14] (122-124) finden. In
den Anwendungen dieser Arbeit nutzen wir Satz 3 nicht, aber der Beweis
bereitet die in Satz 4 ausgesprochene wichtige Transformationsformel ganz
wesentlich vor.

HiLrssatz 2. f(t) sei eine reelle Funktion in [c, b] mit stetigen Ab-
leitungen bis zur dritten Ordnung. Es sei f'(c) =0 und
IF"OIR A2 O <|f" (0} < A5.
Die Funktion

1 O-8"@ SO O~1 ()

habe nur eine beschrdnkte Anzahl von Nullstellen. g(t) sei reell in [c, b] mit
stetiger und monotoner Ableitung und

gl <G, |9 <Gy
Mit

13 - {e"”“ fir f"(1) >0,

e fiir f(5) <0
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ist dann

b
f g€/ dt = eg(c) | e”“)+0(GIb—c|E +
| 21770 2

s (1 1\\ (G
0{62)+0(6 min— —— G\
+o(a)s ( “““(lf'(b)l’ﬁ,))”(az)

HiLrssatz 3. Es sei f(t) eine reelle Funktion in [a, b] mit stetigen
Ableitungen bis zur dritten Ordnung und

17O % A O< () < As,

o =min f'(t), f = max f'(t). Fiir jedes ce[a, b] habe die Funktion
Ft, ;N =" O @ -8 SO OO () (t-0))

nur eine beschrinkte Anzahl von Nullstellen. g(t) sei reell in [a, b] mit stetiger
und monotoner Ableitung und

lg <G, lg'(0] <Gy.
Die Funktion ¢ (t) sei durch f'(¢(t)) =t definiert. & sei durch (13) gegeben. Mit
(14) x (%) = min (x~[x], 1 —(x—[x])
werde T (z) durch

0 fir f*(2)e Z,

T(z) = . 1 1 o z
hin (x o ﬁ) fir ()¢

definiert. Ist
A=0b—-a?13172+b—a)A2 ;3 +(b—a) iz Az '+ A3 25 2 +log (b~ a) 1, +2),

so gilt

15 Y get W =e 3 _9(e0) 2 (@)~ o) |
a<n<b a<vep /|7 (9 )

+G {O(T(a)+0(T(B)+0 (M} +G, {0(b—a)+0(1/13)},

wobei die Striche am Summenzeichen Faktoren 1/2 fiir die moglichen Werte v
=a, f anzeigen.
Beweis. Wir kénnen f”(f) > 0 annehmen, so dass f(f) streng monoton
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wachsend ist. Bei Anwendung von (7) mit » = 1/2 finden wir
(16 Y g(me*™/®

a<nsh

=21Lunmmmmwﬁiuamuw—@a+a»+omg
=Zzb@wmm*”ﬂ+GKwnm+0Uw»+

+0(log (b—a) 4, +2))} +0(Gy),

wobei die Summationsbedingungen fiir die beiden Summen durch
SB(Y.,): f'(@—12<v<f'(b)+1/2,
SB(,): f'(@<v<f'(b)

gegeben sind. Das neue Glied O(GT (b)) in der zweiten Darstellung von (16)
entsteht, sofern es eine ganze Zahl k mit k+1/2<f'(b) < k+1 gibt, weil
dann in der Summe ), der Summand
b
A= J'g(t) eZM'(f(t)—(k+1)l) dt

fehlt. A wird auf zwei verschiedene Weisen abgeschéitzt. Wegen der Mono-
tonie von y'(t) wird das Integrationsintervall in h&chstens drei Teilintervalle
mit g(t)<0, =0, >0 zerlegt. Sei etwa g'(t)>0 in (a;, b;) mit
a € a; < b; < b. Dann ergibt zweimalige Anwendung des zweiten Mittelwert-
satzes

by
Al — J.g(t) eZﬂ[(f(t)—(k+l)t)dt < G erﬂ(f(:)—(k+1)r) dt (01 < f s bl)
ﬂl al

« G __G
k+1—f"(b)  x(f"(®)

Andererseits ist nach Lemma 4.4 von [13] A, < G/./A,. Entsprechend
verfahrt man in den Fillen g'(t) = 0, < 0. Dies fithrt zu

1 1
A < i
<Gmm(x(f’(b))’ \/l-z)

und zu O(GT(b)) in (16). Ahnlich erh&lt man den Term 0(GT(a)).
Nun wenden wir Hilfssatz 2"auf die Inttgrale von (16) an, lassen aber in
Y, die mdglichen Randwerte v = f"(a), f”(b) zunédchst weg. Sei also fiir >
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die Summationsbedingung durch

SB(Y.,): f'(a) < v <f'(b)
gegeben, dann folgt
b

23 fg(t) 2y~ v dr = 823 {i_(’fo((%ezﬁ(f@(y))—m(y))_‘_
V o

+0(G(b~a)A}i; )+0(GA;.,AZZ)+O(G1,12 H+
1
. :
+0(6 min (51— ))*0(6 (i \/x‘))}

SB(Z‘:): '@ <v<fb-1

Nun gilt mit

die Abschitzung

1
“““(/(b) ) SLeppyy T

<log (f'(b)=f"(a)+2)+ T(b)
<log (b—a)d,+2)+ T(b)

und analog

. 1 1
Y., min (v—f’(a)’ \/Z) <log (b—a) A, +2)+ T(b).

Folglich ist

b

23 fg(t) e2ni(f(!)— vi) dt

a

=eY GV RS —
Q)

G {O(T(a)+0(T(H)+0(d)}+G, {0(b-a)+0(A7 ).

Das ergibt iiber (16) die Behauptung (15), wenn f’(a) und f’(b) nicht
ganzzahlig sind. Ist aber f’(b) eine ganze Zahl so ist in (16) noch zusitzlich
der Summard mit v = f’(b) zu beriicksichtigen. Hier verschwindet die Ab-
leitung von f(¢)—vt amx Endpunkt ¢t = b des Intervalls [a, b], so dass geméss
Hilfssatz 2 ein Faktor 1/2 in der Entwicklung des Integrals zu beachten ist.
Weiter dndert sich nichts. Ebenso verhilt es sich mit der Mdéglichkeit v
= f'(a)e Z. Insgesamt folgt nunmehr (15).
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In folgendem Satz sollen die Voraussetzungen (A) bis (D) des zweiten
Kapitels erfiillt sein.

Satz 3. Mit positiven Zahlen 1,, A}, A sei im Bereich D
I./l‘llllH)'.l! |j;111‘1|>:<)',1’ |H(f)|HA‘

Die Funktion
f;ltl ﬁl'l‘z _f;l‘l j;l‘l'l

habe in D konstantes Vorzeichen. Fiir jeden Punkt (y,,y,)€D habe die in
Hilfssatz 3 definierte Funktion F(ty, v,; f(ty, ys)) nur eine beschriinkte Anzahi
von Nullstellen. Fiir alle Teile der Randkurve sei entweder t, = const. oder t,
= o(t,) mit stiickweise zweimal stetig differenzierbarer Funktion g(t). Mit der
Bezeichnung (14) sei .

0 fir f,,(a, b)eZ,
1 1

min , fir fi,(a, b)¢Z.
(x(ﬂ,(a, b)) ,/,11) '
Das Bild D, von D unter der Abbildung

(17) T(a, b) = {

Y1 =.f;1(t1s tZ)’ y2=t2

geniige der Voraussetzung (C) des Kapitels 2. Der Bildbereich D, von D unter
der Abbildung

}’1 =f;1(tli tZ)a ¥Y2 =./;2(tl’ tZ)

liege in einem achsenparallelen Rechteck mit den Seitenlingen ¢y > 1, c; > 1.
Dann ist

(18) % MM Dl JA+ Y T(ty, ny)+(c, +chy A+

(ny,ma}eD 1y =e(ng)
+c1/ /A +ea(A] A7 2+ log (¢y 44 +2)).

Beweis. Wir wenden Hilfssatz 3 fiir die Summe iiber », an. Bezeichnet
0,(t) den unteren und g, (t,) den oberen Teil der Randkurve von D, so ist

Z e2m‘f(n1.n2) — E Z 22711!'("1.!12)

{n1,na)eD P RLIE LN IR IR TT)

mit ¢, = ("), @3 = 02(ny). In Hilfssatz 3 setzen wir g(n) =1, G=1, G,
=0 und

4 =21 A7 +log (c; A, +2),

da hier (02 —01) A7 <4, ist. Nehmen wir etwa Jiyry >0 an, so erhalten wir
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mf{ny,n " 1 2mdf1(my,n4)
Z ezf(xz)=az P it T2
e1Sny <03 \/ftlrl (@, ny)
+0(T(ey, "2))+0(T(Qz. ny))+0(Ay Ay )+ 0(log (cy 1, +2)),

SB(X"): £, (01, m2) < my <, (22, ma).
Dabei wurde die Bezeichnung

S101s ) =f (@ (v t2), t2)—y1 @ (31, 1)

(v, =my, t; = ny) benutzt, wobei ¢(y,, t;) Ldsung von Sy (@, 1)) =y, ist.
Damit ergibt sich

(19) E esz(lll.nz)

(nq.mp)eD

— E ZH 1 eZnifl(ml,n2)+

mom2 ‘\/ft'lrl((P: nZ)

(my.n3)eD
+0( ), T(ty, n))+0(ca 4 A )+ O0(cy log (cy A, +2)).

ry=e(n3)

Auf die Summe iiber n, soll nun (4) angewandt werden. Dazu haben wir die
Funktion f,(my, t;) zu betrachten. Es ist

& ) 4
at% ' f;l’l nj‘l.

Nehmen wir etwa 8%f;/0t3 > 0 an und bezeichne y = y(m,), & = 6(m,) den
unteren und oberen Rand von Dy, so ist nach (4) fir jedes 7. mit y <7<

1 n m l
y g2/ 1tmn2) ( Si(my, 6)— —f1(m1,}’)+1),/_1+1’
ySnzsf ‘
M) 2nif 1(my,n3) ! /11 f
e 5 ey g
(my,n3)eDy (my-m2)eD2 4

ner
vy A,
< {|D| A+c) +c5} - ta

" 1 2nif 1(my,n3) 1 61
Y < {IDlA+ci +co} —=+—=,
(my,m2)eD) \/f;m (@, n3) \/Z VA

woraus {iber (19) die Behauptung (18) folgt. _
In den Anwendungen des Satzes verbleibt noch die Notwendigkeit, die
Summe tiber T(t;, n,) abzuschitzen. Dazu dient der folgende Hilfssatz.

Partielle Summation gibt dann

23 — Banach Center, (. 17
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HiLrssATZ 4. Sei z >0 und f(t) in [a, b] (a < b) reell und einmal stetig
differenzierbar mit |f'(t) = g > 0. Mit der Bezeichnung (14) ist

. 1 1 )
S = u$§Sbm1n (——r—x(f("))’ Z) < (|f(b)—f(a)l+1)(z+q log (b a+2))-

Beweis. Wir nehmen |f(b)—f(a)l < b—a an, da sonst das Ergebnis
trivial ist. Sei ohne Beschrinkung der. Allgemeinheit f’(¢f) > 0. Sei zunichst
[f(a)] =[f(b)], dann haben wir

f—Lf(m] = ff () dt 2 q(n—a),

—(f(m—Lf(m]) > If’(t)dt > q(b—n).

Folglich ist

1 1
+=log (b—a+2).
S22t a;,,“(,,mm (n—a, b—n) <z q B ( )

Im Fall [f(a)] < [f(b)] wird die Summe S zerlegt in

[f(B}]
S = Z Sk,
k=(f(a)]

Em’“( 7wy )

mit der Summationsbedingung fiir S,
SB(}) asn<b k<f(m<k+1.
Ist f(n—1) <k oder k =[f(a)],
k<fn<fin+l)<...<f(n+r) <k+1
und f(n+r+1)=k+1 oder k =[f(b)], so findet man entsprechend oben
S(+v)—Lf(n+v)] = qv,
L—(f (n4+9)~Lf (n+9)]) > g(r ).

Damit ist

< 2z4- Z

1
—————<z+—log(b——a+2),
q,=ymin (v, r—v) q

und die Behauptung folgt sofort.
In den Anwendungen von Satz 3 auf dreidimensionale Gitterpunktpro-
bleme hat man meist die Situation vorliegen, dass f;, (e(f), t) eine ganze Zahl
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oder eine Konstante (unabhingig von den Parametern des Problems) ist
oder f,, untere und obere Schranken von gleicher Ordnung hat. Ist T; ein
Teil der Summe

Z T(tla nz),

ty=e(njy)

bei dem f;, (e(1), t) eine ganze Zah! ist, dann ist T; = 0. Bezeichnet T, einen
Teil mit f,l(g(nz), ny) =c¢Z, so ist

T, <

1 <
x(c)

Nun sei T; ein Abschnitt der Summe mit

d
}af.l ), 8|2

A4g.

‘Dann k&nnen wir Hilfssatz 4 mit z = 1/,/1,, a, < a < b £ b, anwenden und
erhalten

<5 min( 1 1 )
asn<b ( (n)s )'\/;‘—1
<6 le®. 56 e o+ =+

log cz)

cy 1
£ + c2+& log ¢,.

N

4. Die Transformation zweifacher Exponentialsummen

In den folgenden Ausfiihrungen sollen wiederum die Voraussetzungen (A) bis
(D) des zweiten Kapitels erfiillt sein.

SAatz 4. Mit positiven Zahlen A,, A, A sei im Bereich D

I./;llllHlls I.ﬁilllllH ,15 ,H(f)IHA:
lg(ty, &)l G, g, (ty, 12)] < Gy.

Fiir jeden Punkt (y,, y,)€D habe die in Hilfssatz 3 definierte Funktion
F(ty, y1;f (ty, y2)) nur eine beschriinkte Anzahl von Nullstellen. Die Funktion
ge, (ty, t;) sei beziiglich t, monoton. Fiir alle Teile der Randkurve sei entweder
t, =const. oder t, = o(ty) mit stiickweise zweimal stetig differenzierbarer
Funktion o(t). T(a, b) sei wie in (17) gegeben.
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Die Funktionen @;(y(, y2) (j =1, 2) seien dgﬁniert durch

Je (@1, ©2) = y1, Jipy (@1, ©2) = y.
D, sei das Bild von D unter der Abbildung

y1i=h 1,12, y2=t,
und D, das Bild von D unter der Abbildung
J1 =.f;‘1 (th tl)’ Y2 =.ﬂ2 (tl: tl)'

D, liege in einem achsenparallelen Rechteck D, mit den Seitenlingen ¢} = 1,
c; = 1.
In D, sei f,(y,, y;) definiert durch

Si(yi, va) =f(¢’1 (1> y2)» }’2)‘—)’1 ®1 (Y1, Yah
und es sei
|0 g1, 1))

63
J1 (01, ¥2) | < 0.
’5;3 e : .ayz lf;ltl ((Dl, y2)l :

Fiir jeden Punkt (y,, y;)€ D, habe die Funktion F(y,, y,; /3 (yl; y2)) nur eine
beschrinkte Anzahl von Nulistellen. Die Funktion

U oqn
ﬂ’lls

0 9(01, y2)

1 Nfry (01, )

sei beziiglich y, monoton. Fiir alle Teile der Randkurve von D, sei y, = const.
oder y, = o(y,) mit stiickweise zweimal stetig differenzierbarer Funktion o (y).
D, geniige der Bedingung (C) des Kapitels 2.

In D, sei die Funktion f,(y,, y;) definiert durch

S22, ¥2) =1 (@1, )= y1 @1 (V15 Y2)—Y2902(¥1, ¥2).
Schliesslich sei

—i  fir H(f)> 0, f,, <0,

{i fir H(f)>0, fi,, >0,
£ =
Al fur H(f) <0.

Dann ist

20 % gln, m)eon?
(ny.n3)eD

=z E g(‘Pls sz) 2Zmfa(mq,my)
(my.mp)eD \/IH(f(("b (Pz))]
+0(G Y T(y, ng))+0(GA)+0(G, 4()+0(G, 4,),

11 =o(nj)

-+
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c +c
1\/_2 \/_ {A123/A4% +1og (c; A/2y +2)} + ¢, {A /A2 +1og (¢, AL +2)},
]

4, =|D|+cy/Ay, Ay =|Dy|+cy +cy+cl AJ/A.

Beweis. Der Beweis verliuft zunidchst in der gleichen Weise wie der
Beweis zu Satz 3 bis (19). Schreibt man abkiirzend S fiir die linke Seite von
(20), so folgt gemiss (19) aus Hilfssatz 3

(21) S _ eiﬂil4 Z Z/I g((pl, nl) ezﬂl'fl(ml,ﬂz)_}_

mon2 /| Sy (@1, 13)

(my,nz)eDy
+0(G ), Ty, ny))+0(Gey {A1/A3 +log (cy 24 +2)})+0(G, 41)
t] =e(ny)
mit ¢, = ¢, (m;, n,). Bezeichnet wieder g, (t;) den unteren und g,(¢t,) den
oberen Teil des Randes, so erscheint nach (15) das Restglied 4] in der Form

4y =Y {es(m)—e1(n)+ 1/} € Y 14cafdy €[D|+ey/dy = 4.

ny (ny,nz)eD

Nun soll Hilfssatz 3 nochmals angewandt werden und zwar auf die Summe
iiber n, in (21). Die Bedingung (C) flir D, impliziert die stickweise Mono-
tonie der Randkurve y, = o(t,) und die M&glichkeit o(t;) = const. nur am
untersten und obersten Teil des Randes von D,. An den nicht-konstanten
Teilen y, =o(t;) kOnnen wir die Striche am Summenzeichen weglassen,

wobei ein Fehler der Grossenordnung G/./A; entsteht. In Anwendung von
Hilfssatz 3 ist

& 1l = H(/)|
dy3 ' f;l'l n'll

Die T-Werte in (15) werden trivial zu ./4;/A abgeschitzt. Bezeichnet y
= y(m,) und & = d(m,) den linken und rechten Rand von D,, so ist

" g(py, ny) 2 1mn)

75"255\/ |j;1l1 (q)l) nZ)l

— pim/4 g((Pls sz) ezﬂ'fz(mpmz) +0 (G/ A) +
m3a \/lH(f(q)la 902))| \/_

G

+0 (T [AL A2/A +log (¢, AfAy + 2)})+ 0(G, (6 —y+A,/4)).
1 .

Wenn wir die Striche am Summenzeichen an den Teilen des Randes mit

konstanten o (t;) weglassen wollen, so kdnnen wir die Summe in der gleichen

Weise wie eben darstellen, erhalten jedoch zusitzlich die Hilfte der rechts
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stechenden Summe. Dies gibt zu einem zusétzlichen Fehler der Ordnung
¢, G//A Anlass. Folglich ist g

Z Z“ g(gﬁ)l, nz) eZn!fl(ml.ﬂz)

mim2 /iy (@15 1))

{(m1.,n3)eDy

=etms ¥ g(9y, ¢2) RLIPTLIE P (G ci +c’2)

(my.m3)eD \/IH(f((Pn 902))1 \//_1

+0 (ECL (A{ A3 A2 +log (cy AfA, +2)})+0(Gz 43)

s

mit
=3 {d(m)—y(m)+A/d} <€ Y 1+ci+ci+cidy/A
my ("'1-"2)EDI

<|D1|+c1 +C2+C’1 /11//1 = Az.

Benutzt man dies in (21), so ergibt sich sofort (20).

In den nidchsten Sitzen wird die Transformationsformel genutzt, um mit
zusitzlichen Weylschen Schritten verbesserte Abschidtzungen zu erhalten.
Dabei werden sogleich solche speziellen Bereiche betrachtet, wie sie spiter
ausschliesslich bendstigt werden.

SATZ 5. Seien u,, u, feste Zahlen grdsser als 1 und 1 €< a; < b; < uyaqy,
1<a, <by<uza,. In D' sei g(ty,t;) =1 und f(t,,1t;) erfiille alle Be-
dingungen des Satzes 4 mit ¢, R a,, ¢c; R ay, A=Ay Ay, 4y = 2fa, X, = Afa},
M=Mal, A{=1a3, G=1,G, =0, G, =a,/a, ﬁ Auf dem Rand von D sei
stiickweise entweder f, I(Q(r), t) eine ganze Zahl oder eine Konstante
(unabhdngig von den Parametern des Problems) oder

L

Fiir k 2 3 geniige die Funktion f,(y,, y,) in D’ allen Bedingungen des Satzes 2
mit demselben A, aber Aja,, Ala, an Stelle von a,, a,. Die Funktionen

Hy1 (f(q)ls ¢2))a Hyz (f((pl: (pZ))z Hylyz (f((pls (pZ))
mbgen dort festes Vorzeichen haben. Ist A » a,, a,, dann gilt

(22) Y e g (1 ay A THHCK B 4 g, ) og 4.

(ny.n3)eD

al az

Beweis. Zuerst wird die Transformationsformel (20) angewendet. Es ist
leicht zu sehen, dass ¢ < A/a,, ¢, < A/a, und

A <(ay+a+JA)log 1, Ay <asia,.
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Ausgehend von den Bemerkungen am Ende des dritten Kapitels ergibt sich

Y Tl n) <(a;++/4) log 4.

1y =g(ny)
Damit erhalten wir aus (20)

. 1 2 f o (my,m7)
5 QAR _ ) g2md 2mymy
(ny.mp)eD (my,myed; /|H (f (@1, 92))]

+0((ay +a, + \/i) log 4).

+

Wir betrachten die Summe

2ni ,
Sl - Ze Jalmy,my)

*

wobei (m;, m;) in beliebigen Teilbereichen von D, mit m; < x,, my < X,
variiert. Diese Bereiche liegen alle in einem achsenparallelen Rechteck, dessen
Seitenldngen von der Ordnung A/a, und 1/a, sind. Mit Hilfe von (6) findet
man ohne weiteres

2

S, < ~ (a8~ g, A1 ~RHOK~8) 50 ],

a; a
Partielle Summation liefert nun sofort (22), wobei man offensichtlich die

Grossen a; und \/Z vernachldssigen kann.
Nun betrachten wir die spiter ben&tigten Anwendungen des Satzes fiir k
=3 und 4.

Satz 6. Sind alle Voraussetzungen von Satz 5 fiir k =3 erfiillt, so ist

(23) Y W{fing, ny)) <(ataz1?)"/® log 4.

(n{.n3)eD
Beweis. Fiir k = 3 gibt (22)
e’ ™" < {(afa; A7) +a,} log 2 <(a} a;4%)'* Jog A,

(ny,ny)eD

sofern a?1? » a3. Andererseits benutzen wir van der Corputs Abschitzung
(4) beziiglich n,. Es ist

Z e2m'f(n1,n2) <a \[A— <(af a, ’12)1/4,

(ny.n3)eD

da aus a? 1% < a3 und a, < 1 auf a? < a, geschlossen werden kann. Aus (12)
ergibt sich dann
a,

Z“’ +(a?a, 42221 log (12).

Z llll(f(nl’ nZ)) <

('ll,l'lz)ED
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Das Resultat (23) folgt nun aus der Wahl von z zu
z =(a2a3 A~ HYe,
Satz 7. Sind alle Voraussetzungen des Satzes 5 fiir k = 4 erfiillt, so ist
(24) Y U(f(m, ny) <(ai®a3 )" log 4.

{ng,ma)eD
Beweis. Fiir k = 4 gibt (22)
MM {(a1 a3 )1+ a,} log 4.
(ﬂ],ﬂz)ED
Uber (12) folgt aus
Yo Y(f(ng,ny)) < alzaz +{(aja, A7 2")"/'° +a, log z} log (42)

(ny.,na)ed

mit
7= (a] 32777,

Y Y (f(ny, ny) <{(ai®a3 ") +a, log 4} log A

(ny,ny)eD
<(ai®a3 A")"""7 log 2,

sofern al® 17 » a3 log!” . Wendet man andererseits (4) bezogen auf n, an, so
erhdlt man

Y W (f(ny, ny)) < ay(ay '3,

(n1.na}eD
Aus a, < 1 und

ai®l’ <aj log"" A
findet man
a,(a; )13 < (a0 al?3+63110 Y173 -4910)I1T o0 § ¢ (g10 g8 ATYULT 150 )

so dass (24) auch in diesem Falle folgt.

5. Anwendungen auf Teilerprobleme
In diesem Kapitel werden Anwendungen der Sitze 2, 6 und 7 auf die
Funktion D(a, b, ¢; x) betrachtet, welche zu den Sitzen 8, 9 und 10 fiihren.

HiLrssaTz 5. Es seien M, N > 1, k eine ganze Zahl mit k > 2, K = 2* und
u, v, w=1. Es bezeichne

X 1/w
Suson (s M, N) = 3¢ ((n mv) )
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unter der Summationsbedingung
SB)): n"m"**<x,n<m M<m<aM, N<n<2N.
Dabei sei o =2 fiir k =2 und a > 1 so, dass fiir k > 2
(k—DwHu+v>(@—1)(k—2u((k—2)w+v).
Dann gilt

1

1
(25) Su.u.w("; M, N) < (x4 MBK—dgw—4v N(3K—8)w—4u)_'—3x_4; log x.

Beweis. Zunachst sei bemerkt, dass a immer so gew#hlt werden kann,
dass obige Eigenschaft erfiillt ist. « muss nur hinreichend nahe bei 1 liegen.
Nun soll Saz 2 auf die Funktion

1/w
Sy, 1) = —(t'{xt'i)

D={{t,, t)); 1" "ty <x,t, <t;, M<t; <aM, N <t, < 2N}

und den Bereich

angewandt werden. Wir setzen dort u; =&, u, =2, a; =M, by =aM, a,
=N, b, = 2N und uberpriifen die simtlichen Bedingungen des Satzes. Es ist

avf— v_lv—l ) f B
-a-t-i—— —1) rUO(r+W)E (V—1:2$"‘:k)1

> ey M w\*=2 7w f
a2z (D W(”; H i3 e
f

>f pog W EE v
a0 WUt

x
= (i)

so ist natiirlich A > M » N, und die Bedingungen des Satzes 2 bezogen auf
diese Ableitungen sind erfiillt. Weiterhin haben wir die Hessesche Determi-
nante

Setzt man

1 1
F2 (e, t
H=H(J'...J‘__-£k'(f_'12_—i) dTl...di__z)
ot}
0 0
mit
t,l =t1+h11.'1+...+hk_2'[k_2
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und 1 <hy, ..., h—y <(x—1)M zu betrachten. Da in dieser zweireihigen
Determinante zwei Gruppen von Integralen auftreten, benutzen wir in der
einen Gruppe die Bezeichnung t; und in der anderen

t'; =t1+hltll+ -..+hk_2t;‘_2.

Benutzen wir die Kurzbezeichnungen jg(r’l, ts), fg(t’{, t,) fir die ent-
sprechenden Integrale und Funktionen, so findet man ohne Schwierigkeiten

u v \*23 v\ [ fh, t) [ S, 12) w(ty, tf
H=;(k—2+;;)ﬂ(r+;)J m J r=1 2

r=0 tl

o(l,, ! =(k—1+3)(1+5) r';—(k-2+-‘i)3f,
w/ W
( )( ~) (k—2+3)-”—(t1+(a-1)(k—2)M)
W/ w

M{k—l—l————(a 1)(k— 2)(k—2+%)3}.

w

Daher ist die Hessesche Determinante stets positiv und die entsprechen-
de Bedingung des Satzes 2 ebenfalls erfiillt.
Fiir die Teile der Randkurve von D haben wir entweder ¢, = const. oder
= g(t,) mit den Moglichkeiten

o(ty) =const, t,, (xtz¥)le+w,

Nur die letzte Mdoglichkeit bietet Interesse. In diesem Fall ist

u - —u w -
¢t = +w( +v+w) T < M

Folglich ergibt sich (25) aus (9).
Satz 8. Fiir k=2,3,... und K = 2* gilt

4(k—1) 1
( -

(26) Ala, b, c;x) €x % =) aweEe log? x
unter den Bedingungen
(BK—-2k—4)a=2(b+0),
(3K —8)(a+b) = 3K —4k+4)c.

Beweis. Aus (25) ergibt sich

1 1
Suvow (X: M, NY € (x*(N“ M** P (N/My)ik=2w log x,
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(ut+v+w)y =2(3K~2k-4)w—2(u+v)),
(u+v+w)z=w(3K—8)(v+w)~(3K — 4k +4)u),

Unter den Bedingungen des Satzes ist immer y > 0, z > 0. Aus den Unglei-
chungen

Nqu+w<x’ N@M

erhilt man
(2_4(k—1)) 1
Su.v.w(x; M, N) < X Ak-d Jathre log X.

Der Summationsbereich in der Darstellung (2) der Funktion S, ,,,(x) kann in
O(log? x) Teilbereiche der Art S,, . (x; M, N) zerlegt werden, so dass

M ol VI
(2-3x=2)7vp+s

Supw(X) €x log3 x.

Daraus ergibt sich iiber (1) die Abschitzung (26).

Nun sollen Abschitzungen auf Grundlage der Sitze 6 und 7 gegeben
werden. Das heisst, wir nutzen die Transformationsformel fiir zweifache
Exponentialsummen und wenden dann ein oder zwei Weylsche Schritte an.

HiLrssatz 6. Fiir M, N, u, v, w2 1 gilt
(27) Suvsw (X3 M, N) < (x2 M3¥ ™% N4»=20)1i6w Jog x,
(28) Suww(X; M, N) <(x" M3~ 70 N1Ow=Tn)l/1Tw |o5 x,
Dabei ist S, , ., (x; M, N) durch

X 1w
st .8 =59((255)")

unter der Summationsbedingung

SB(Y): mm**<x,n<m, M<m<2M, N<n< 2N

gegeben.

Beweis. Die Sitze 6 und 7 liefern die Abschitzungen (27) und (28). Daher
sind alle Bedingungen des Satzes 5 fiir k =3 und k =4 zu tiberpriifen. Wir
haben den Bereich

D={ty, ty); {157 <x, t; <t;, N<t; 2N, M <1, < 2M)

und die Funktion
X 1w

zu betrachten. In Satz 5 setzen wir 4, =, =2, a, =N, b, =2N,a, =M, b,
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' X llw,
N'M"*
so dass A » M > N ist.

Nun sind alle Bedingungen des Satzes 4 zu iiberpriifen. Es ist nicht
schwierig zu sehen, dass die Bedingungen fiir die Ableitungen von f(¢,, ¢,)
und die Hessesche Determinante H(f) erfiillt sind mit 4 = 1, 4,, 4, = A/N?,
Ay = A/M?, 2} = A/N3. Natiirlich hat die Funktion F(ty, y,;/(t;, 75) in
jedem Punkt (y,, y)e D die geforderte Eigenschaft. Filr die Teile der Rand-
kurve von D haben wir die Mdglichkeiten t, = const oder t;, = g(r;) mit

X 1ju
o(t) = const, f, (t" 1 -

= 2M und

Es ist

d u d x O\
2; ty (Q(t)’ t) - _‘; Et- (Qu+wtv) :

Man tibersieht in allen drei Fillen sofort

d
’djﬁl(e(t), )

wegen =1, M, t; = Q(tz)HN.
D, ist das Bild von D unter der Abbildung

u X 1/w
Damit ergibt sich

uwx 1/(u+w) xyu 1/(u+w)
(01(.)’1,)’2):( ) s f1()’1,}’2)=51(y01)

wh YT ys \ V2
mit einer uninteressanten, negativen Konstanten s,. Hieraus erkennt man
sogleich Ay = 4/M>, G, = N/M /4. Die iibrigen sich auf D, beziehenden

Bedingungen sind selbstverstindlich auch erfiillt.
D, ist das Bild von D unter der Abbildung

u x \v ) x  \Yv
WEVeEy) 0 T W \eg)

und wir erhalten hier

uu+wy|£x 1juto+w) vu+wy|14x 1/(u+v+w)
@©;(V1, y2) = (W) ) ©3(y1> ¥2) = W )

u_ 4
“MN

Ja(¥1, ¥2) = 52 (xy] yy)tieres»
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mit einer uninteressanten, negativen Konstanten s,. Damit sind alle Be-
dingungen von Satz 4 Uberpriift.

Nun sind noch die Bedingungen des Satzes 2 in Hinblick auf den
Bereich D,, die Funktion f;(y,, y;) und k =3, 4 zu iberpriifen. Wir be-
nutzen dasselbe A, beachten aber, dass dort a,, a, von der Gr&ssenordnung
AN, A/M sind. Wegen |f,(y, y2)| R4 iiberblickt man schnell dass die
Ableitungen von f,(y;, y;) und die Hessesche Determinante, welche stets
negativ ist, die geforderten Bedingungen erfiillen. Fur die Teile der Randkur-
ve von D, erscheinen die Mbglichkeiten y, = const oder y; = g(y;) mit

1ju
)" satagpren

mit gewissen von Null verschiedenen Konstanten s5, s,. In den letzten beiden
Fillen ist

_U y;+w
Q(yZ)_uy2: S3( X

M
AN’

’

yi=¢ (y)H

.ﬁ.l“

Damit sind auch die Bedingungen des Satzes 2 erfiilit.
Schliesslich ist

Wu+u 1 utv+w)
H(f (¢4, @2)) = _(W Xy y”:) ,

und die ersten partiellen Ableitungen nach y, beziehungsweise y, haben
festes Vorzeichen. Nunmehr sind sidmtliche Bedingungen des Satzes 5
tiberpriift, und die Abschitzungen (27), (28) ergeben sich mit den angegebe-
nen Werten von a,, a,, 4 sofort aus (22).

Satz 9. Die Abschitzung

3 1
A(a, b, c; x) € xZa+b+c log? x

besteht unter den Bedingungen
Ta =z 2(b+c), 4(a+b)= 5c.
Beweis. Aus (27) ergibt sich
Suons (s M, N) < (x?(N* M"**P (N/MY)/" log x,
(u+v+wy =Tw—2(u+v),
(u+v+w)z =w(d(v+w)—5u).
Alles Weitere verliduft wie im Beweis zu Satz g

Satz 10. Die Abschdtzung

25 1
A{a, b, c; x) < xTTa+b+¢ log? x
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besteht unter den Bedingungen
18a = 7(b+c¢), 2(a+b)=3c.
Beweis. Aus (28) folgt
Suvow(X; M, N) < (x7 (N" M P (N/My)7Y log x,
(u+v+w)y = 18w—~7(u+v),
(u+v+w)z =2w(2(v+w)—3u).

Wieder ergibt sich wie im Beweis zu Satz 8 die Behauptung.

6. Eine Anwenduﬁg auf Zahlen dritter Art

Es sei k eine natiirliche Zahl. Wir nennen die natiirliche Zahl n, eine Zahl k-
ter Art, wenn entweder n, = 1 ist oder wenn jeder Primteiler von n, minde-
stens in der k-ten Potenz vorkommt, Mit N, (x) bezeichnen wir die Anzahl
der Zahlen k-ter Art, die kleiner oder gleich x sind. Es ist leicht zu sehen,
dass das Problem der Abschitzung der Anzahl der Zahlen k-ter Art in
direkter Weise mit Teilerproblemen verkniipft ist.

Fiir Zahlen zweiter Art bewiesen P. T. Bateman und E. Grosswald [1]
die Abschatzung

N,(x) = Vz.zx”2+v3|2x”3+0(x1’6e'“("))

mit einer gewissen Konstanten a > 0,
vy s = £(3/2) - {(273)
(IR P!
und
d(x) = (log x)*" (log log x)~3/7.
Spater verbesserten D. Suryanarayana und Sitaramachandra Rao [10] dieses

Ergebnis, indem sie fiir d(x) den Wert (29) angaben. All dies ist eine
Konsequenz der Darstellung

Fir Zahlen dritter Art erhalten wir die Dirichlet-Reihe (siehe [6])

© 1 p~¥ ) ((35){(4)((55) & fa(n)
—=T71/(1 =
n3=1"3 l:I( +1“P_s £(8s) ";1 n’
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in der fi(n) eine gewisse, nicht sehr interessante zahlentheoretische Funktion
bezeichnet, deren Dirichlet-Reihe fiir Re s > 1/9 absolut konvergiert. Diese
Darstellung zeigt, dass das Problem der Abschitzung der Anzahl der Zahlen
dritter Art verknipft ist mit der Abschitzung von D(3, 4, 5; x). Hat man
hierfiir eine Abschdtzung erhalten, dann ist es nicht schwierig, diese auf
N, (x) zu iibertragen. Die bisher beste Abschiatzung wurde von A. Ivi¢ [2]
gewonnen, nidmlich

655

A4(3,4,5; x) < x643,

Man sieht, dass das Tripel (3, 4, 5) die Bedingungen des Satzes 9 erfiillt.
Daher gilt

A4(3,4,5; x) < x'8 log?x,

Will man aber ein Resultat von der Giite der Bateman-Grosswaldschen
Abschitzung fiir N,(x) erzielen, so ben&tigt man eine Abschatzung der Art

43, 4,5 x) < x¥e

mit 1/9 < § < 1/8, ¢ > 0. Dies ist jedoch moglich mit Hilfe der Ergebnisse
dieser Arbeit.

Satz 11. Mit

Vo3 =1 res ) 1/ny (v=3,4,5),

Vs=1jvpy=1
einer gewissen Konsranten a >0 und

(29) 5 (x) = (log x)*'*(log log x)™*/°

gilt die Abschitzung
(30) N3 (x) = 3.3 X3 47,5 x4 953 x5+ O (xH8 e79),

Beweise. Wir beweisen
22

(31) A(3. 4,5: x) < x177 log? x.

Dann ist (30) eine unmittelbare Konsequenz von (31) mit Hilfe eines Fal-
tungssatzes von A. Ivié [3], was hier nicht niher ausgefifhrt werden soll. Da
das Tripel (3, 4, 5) nicht den Bedingungen des Satzes 10 geniigt, haben wir
die sechs Permutationen der Zahlen 3, 4, 5 einzeln zu betrachten. Zunachst
entnehmen wir (28) und dem Beweis zu Satz 10 die Abschidtzung

25
(32) S () € X7 log x,
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falls
18w = 7(u+v), 2(+w)=3u.
Diese Bedingungen erfiillen die drei Tripel
(w,v,w)=(3,5,4), (4,35, 3,4,53).
Nun betrachten wir die tbrigen Tripel
(u,v,w)=(5,4,3), (4,53, (5 3,4).
Hier zerlegen wir die Summen §,, ., (x) in solche mit n 2z und n <z und

wihlen z geeignet spiter. Filr n > z wenden wir (28) an und erhalten bei
Verwendung von

z2&N KM < (xN~¥)lv+w
die Ungleichungen |
Ssas(x; M, N) <(x” M~* N35! log x < (x"z-9)"*! log x,
Sasa(x; M, N) <(x” M~ N33 log x < (x"z7%)"*" log x,
Ss.aa(x; M, N) <(x” M'' N*)1/8 1og x |
<(xX"M A N35! Jog x < (x" 27951 log x.
Fir n < z erhalten wir bei Verwendung von
N<z, N<M<(xN-9etw
aus (27) die Ungleichungen
Ss.a3(x; M, N) € (x? MNY18 log x < (x*2%)"/4? log x,
Sesa(x; M, N) €(x* M~ NHY/18 |og x
< (x* MN#V18 Jog x <« (x° z%)"42 Jog x,
Ssa.40x; M, N) € (xM* N2 Jog x
< (x2 MN?)18 Jog x < (x°z3)**2 log x.

Fﬁr 7= x13/177

als auch N>z

erhalt man fiir alle drei Tripel (u, v, w) und sowohl fiir N <z
22
Suom(X; M, N) < x!77 log x

und damit

22
Suvw(X) €x177 Jog? x.

Das beweist in Verbindung mit (32) die Abschitzung (31).
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