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L’objet de cet article est de démontrer une propriété des fibres d’'un ensemble
sous-analytique. Contrairement a [5] cette propriété sera montrée sans
utiliser le théoréme de désingularisation d’Hironaka, nous n’utiliserons que
les propriétés des sous-analytiques démontrées de fagon élémentaire dans [1].

Le résultat donné a pour conséquence immédiate la séparation réguliére
avec paramétre pour les sous-analytiques ([4]).

1. Notations et resultats

Pour yeR? et Y c R”, d(y, Y) désigne la distance euclidienne de ya Y. S1 Y
est vide, on pose d(y,Y)=1.

Soit n: R" x R? — R" la projection canonique, pour M < R" xR? et xe R"
on pose M, = {yeR*| (x, y)e M}.

1.1. THeEoreME. Etant donné M < R" x R® un sous-analytique compact,
et K un compact de RP, il existe des ensembles sous-analytiques compacts
O=X,cX, ,c...c Xy =n(M) et des constantes C > 0, et N €N, tels que,
pour tout 1 <i<s, pour tout xeX,_, et tout yek:

d(x, X)"-d(y, MY" < Cd((x, y), M).

Remarque. On montrera de plus que si n|M: M — n(M) est une
application ouverte alors on peut prendre s = 1, c’est-a-dire que

d(y, M)" < Cd((x, y), M), pour tout (x, yyen(M)xK.

1.2. CoroLLAIRE. Sous les hypothéses et notations du théoréme précédent,
il existe une constante Ne N telle que, pour tout ye K

d(y, MYV < C(x)-d((x, y), M), pour tout xeR",
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ou C(x) > 0 ne dépend que de x.
En effet d’aprés le théoréme il suffit de poser

C(x) =C/d(x, X;)¥ lorsque xe X,_,\X,,
et
C(x)=1/d(x, n(M)) si x¢n(M).

13. Nous savons que les ensembles sous-analytiques vérifient la
propriété de séparation réguliere (cf. par exemple [3], p. 136- 137, pour une
démonstration €lémentaire). Nous pouvons donc en déduire:

SEPARATION REGULIERE AVEC PARAMETRE. Etant donné deux sous-analyti-
ques compacts A, B < R" x R¥, et K un compact de R®, il existe une constante
NeN telle que, pour tout ye K

d(y, A, "B < C(x)d(y, A)+d(y, By)), pour tout xemn(AnB),
ou C(x) > 0 ne dépend que de x.

Remarque. En général C(x) dépend de x, cependant elle ne dépend que
de A.nB, et varic de facon sous analytique avec x, de plus lorsque
n: AN B — n(A N B) est ouverte alors on peut choisir C(x) indépendamment
de x.

L'inégalité précédente provient successivement de:

JkeN tel que d(y, A, N B) < C(x)d((x, y), AnB) (cf. 1.2);
A et B sont régulierement séparés;

d((x, y), A) < d(y, A,) lorsque A, # O.

2. Démonstration du théoréeme 1.1
Pour E = R" xR", dg, désigne lapplication (x, y)e R" xR — d(y, E,).

21. LemMe. Si E est sous-analytique borné alors

(@) dg, est une application sous-analytique;

(b) il existe Y sous-analytique, ferme dans mn(E), tel que dimY
< dimn(E) et tel que n: E\n~'(Y)— n(E)\Y soit une application ouverte;

(¢} si n|E: E— n(E) est propre (resp. ouverte) alors dg, est semi-
continue inférieurement (resp. superieurement) sur m(E) x R".

Démonstration. Montrons d’abord que le graphe de dg, est sous-
analytique. On a .

{(z, )e R" xR” xR| dg .(z) = ¢}
=1z, )] z¢n"'n(E)} u iz, 0] zern ' n(E), dp.(2) =1}
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or
(z,)en 'n(E)xR| dg.(2) <t}
= {(z, )en 'n(E)| JueE; n(z) =n(u), d(z, u) <t)
ce dernier ensemble est sous-analytique puisque E est borné. De plus on a
(z,Den 'n(E) xR| dg,(2) >t}
=Wz, Nen 'n(E)xR| Ie€]0, 1];d(z, uw) = t+¢
YuceE tel que n(z) = n(u)),

pour montrer la sous-analyticité de cet ensemble, il suffit de vérifier que
Wz, t,€)| d(z,u) =2 t+e VueE tel que mn(z) = m(u)} est sous-analytique, ce
gui est évident car son complémentaire {(z,t, ¢)| JucE tel que n(z)
=n(u), d(z, u) < t+¢} est sous-analytique.

(b) On sait quil existe S sous-analytique, fermé dans =(E), tel que
dimS < dim=n(E), n(E)\S étant lisse de dimension pure k (cf. par exemple {2]
pour une démonstration élémentaire).

Donc en changeant E en E\n~!(S), on peut supposer que n(E) est lisse
de dimension pure k. Soit alors A semi-analytique borné de R" x R? x R? tel
que E=0(A) ot g: R"xR” xR?— R" xRP est la projection canonique. Il
existe (cf. [1]) une famille finie de feuilles semi-analytiques {I';}, c’est-a-dire
des ensembles I'; semi-analytiques et lisses, telle que A =) I et le rang de
nog|TI; est constant sur I';. Quitte a faire des translations on peut supposer,
sans changer E =a(A), que I;nT; =@ pour i+ j.

Considérons I'ensemble B, réunion des feuilles I'; vérifiant

rang(noo|I';) < dimn(E),

B est une feuille semi-analytique, donc Y = noa(B) nn(E) est sous-analyti-
que et dim Y < dim=n(E), de plus

nog: A\(noo) " (Y)—>n(E)\Y
est une submersion donc c’est une application ouverte. Le diagramme
commutatif
AN(zo o) (V) Em 2 (£} \Y
> A
N Pz

\E NE: 2 (9]

permet alors d’affirmer que n: E\n"'(Y)— n(E)\ Y est ouverte.
(¢} Supposons maintenant que n: E— n(E) soit propre. Alors
Enn 'n(z) est compact non vide pour zen~ 'z (E), donc pour tout teR

zen 'n(E)| dgn(z) <t! =izern 'n(E)| JueE tel que n(z) = n(w),

diz,u) <1 =6(X)
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o X ={(z,wen 'n(E)xE| n(z) =n(w), d(z,u) <t} et 6(z, w) =z, ainsi
0(X) est fermé dans n ! n(E) car 0: X — n~ ' n(E) est propre (en effet si K
est un compact de n 'n(E) alors Enn "n(K) est un compact de E et
X nO@ '(K) est fermé dans K x(Enn !'n(K)). Par suite dg, est semi-
continue inférieurement sur n~ ' n(E). O

Il nous reste 4 montrer que {zen~'n(E)| dp,(z) <t} = U est ouvert
dans n !'n(E) dés que n: E — n(E) est ouverte.

Soit zoe U, alors il existe uc E et & > 0 tels que n(zy) = n(w) et d(zq, w)
<t—¢, or mizeE| d(z, u) <gf2} est un voisinage ouvert de =n(u) = n(z,)
dans n(E), donc {xen 'n(E)| d(zq, x) <&/2} nn 'mizcE| d(z, u) <gf2}
est un voisinage ouvert de z, dans n~ ! n(E) et ce voisinage est contenu dans
U.

2.2. Remarque. Si E < R"xR? est sous-analytique compact, et si
n|E: E— n(E) est ouverte, alors d’aprés 2.1, lapplication d;, est sous-
analytique, continue sur =~ ' n(E) et nulle sur E. Donc (cf. [3] page 136) pour
tout compact K de R?, il existe Ne N et C > O telles que (dg )" < C-dg sur
n(E) x K, ou dg((x, y)) = d{(x, ), E). Ceci démontre la remarque qui suit le
théoréeme 1.1.

23. LeMmME. Etant donné M — R" x R® un sous-analytique compact, et
K un compact de R, il existe un sous-analytique compact D{M) < (M) et des
constantes C >0 et NeN tels que dimD(M) <dim=n(M) et pour tout
(x, er(M)xK

d(x, D(M))"-d(y, My)" < Cd((x, y), M).

Démonstration. D’aprés 2.1(b) il existe D(M) compact tel que
D(M) = n(M), dim D(M) <dimzn(M), n: M\n~ ! D(M)— n(M)\D(M) étant
ouverte. m: E — n(E) est donc propre et ouverte pour E = M\n~ ' D(M), par
suite (2.1), 'application dg, est sous-analytique bornée et continue sur n(E)
x RP. Ainsi du‘ln(M)'dE-n est sous-analytique, continue sur m(M) x R? et

nulle sur M. On termine alors comme dans 2.2. O

2.4. Suite et fin. Pour obtenir la démonstration du théoréme 1.1, il
suffit maintenant de poser, avec les notations de 2.3:

M0=M, M1=Mﬁn_lD(M), caay Mk.,.l:Mtﬁn_lD(M,‘)
=Mnn ' D(M,)

La famille {X;} est finie car X; = D(M;_,) pour i > 1, d'ou

dim X;,, =dimD(M;) <dimzn (M, = dim X;.
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Donc d’aprés 2.3, il existe des constantes @ > 0 et S N telles que
d(x, X;)!-d(y, Ml’—lx)ﬂ <a-d((x,y) Mi—l) Vix,yeX;_, xK.
On remarque alors que d(y, M,)<d(y,M;_,) et que M,_,

=M n(X;_; xR"), pour conclure il suffit donc d’utiliser la séparation
reguliere entre M et X;_, xR”.
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