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0. Introduction. Nous donnons ici une étude systématique des systemes
doublement orthogonaux “de Bergman” et leurs applications a certains aspects de
I’analyse pluricomplexe : espaces de fonctions holomorphes, fonctions séparément
analytiques.

C’est en quelque sorte un article de synthése. On y trouve cependant des
démonstrations détaillées qui n’ont paru nulle part ailleurs.

1. Fonctions plurisousharmoniques extrémales et mesures d’équi-
libre. Soit D un ouvert de C" et £ C C™. On définit la fonction plurisoushar-
monique extrémale associée au couple (F, D) ([SC,2]) par
(1.1) w(z, E,D) = limsup[sup{u(z’) : u € Py1(E,D)}], =z€D,
ou Py 1(FE, D) est la classe des fonctions u plurisousharmoniques sur D telles que
u<letu/END <0. Elle vérifie I'équation de Monge-Ampere complexe ([B-T],

K])

(1.2) (dd°w(-,E,D))* =0 sur D\ E.
Pour « € [0, 1] on pose
(1.3) D,=D(E,a):={z€D:w(Z, E,D) < a}

Si D est borné, alors

1
(1.4) w(z,E,Dy) = —w(z,E,D), Vze€ D,
a
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(1.4bis)  FE est “localement” non pluripolaire dans D,,, c’est-a-dire E rencontre
chaque composante connexe de D, en un ensemble non pluripolaire
(voir p. ex. [N-Z 2, Lemme 3|, voir également la proposition 1.2 ci-
dessous).

On appelle condensateur dans C™ tout couple (K, D) formé d’un ouvert hyper-
convexe D de C" et d'un compact K C D “localement” non pluripolaire dans D.
On rappelle qu’on ouvert D de C" est dit hyperconveze lorsqu’il existe une fonc-
tion plurisousharmonique g sur D, p<0 et telle que {z € D : p(z) < ¢} € D pour
tout ¢< 0. Une telle g est appellée une fonction plurisousharmonique d’exhaustion
bornée de D.

Pour tout condensateur (K, D), le courant positif (dd°w(-, K, D))" s’identifie
a une mesure positive portée par K. Nous la noterons po (K, D) ou pg tout sim-
plement et nous 'appellerons mesure d’équilibre du condensateur (K, D).

Un condensateur (K, D) est dit régulier, ou P-régulier, lorsque w(-, K, D)
= 0 sur K. On sait qu’alors w(-, K, D) — 1 est une fonction plurisousharmonique
d’exhaustion bornée continue de D et (1.4) est vérifiée [Za,1].

PROPOSITION 1.1. Soit (K, D) un condensateur dans C™, o sa mesure d’équi-
libre. Alors si E C K est pg-mesurable et po(E) = po(K), on a w(-, E,D) =
w(-, K, D).

Ce résultat est prouvé dans [N-Z,1] dans le cas ou D est borné. Pour le cas
général, voir [Ze,2].
PROPOSITION 1.2. Soit (K, D) un condensateur, o sa mesure d’équilibre.

1) Si u est plurisousharmonique sur D et u = —oc0 ug-presque partout sur K,
alors u = —o0.
2) Si (K, D) est régulier, alors 1) est vraie avec D, a la place de D, Vo € ]0,1].

Démonstration. On se contente de prouver 2), 'autre preuve étant sem-
blable. Soit 3 € |0, a[; alors Dg € D, et u est donc majorée sur D par un certain
M € R. Pour tout A>0onau+ A<M+ Asur Dget ut+ A <0 pp-presque
partout sur K. Il existe donc E C K, pp-mesurable tel que po(E) = po(K) et
u+ A <0 sur E. Par suite,

u < Mw(-,E,Dg> + A(w(-,E,D/g) — 1)
D’apres la proposition 1.1 et (1.4),

1 1 1
w(,E,Dg) =—-w(, E,D)=—-w(,E,D)=—-w(,FE,D)<L.
B B g
En faisant tendre A vers oo, on obtient u = —oo sur Dg.

2. Systémes doublement orthogonaux de Bergman. Nous aurons besoin
d’un théoreéme d’approximation dont la démonstration utilise les estimations L?
do Hérmander [Ho).
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Lorsque D est un ouvert de C™, on désigne par O(D) l'espace des fonctions
holomorphes sur D muni de la topologie de la convergence compacte sur D.
Lorsque K est un compact de C", on désigne par O(K) l'espace des germes de
fonctions holomorphes au voisinage de K muni de sa topologie LF.

Soit A la mesure de Lebesgue dans C", et p; la mesure définie par du; =
(1+ |2|?)72d\. Désignons par O?(D, du) espace de Hilbert des fonctions holo-
morphes sur D de carré pi-intégrable sur D.

THEOREME 2.1. Soit D wun ouvert hyperconveze de C™. Alors l’espace
O?(D,duy) est dense dans l’espace O(D).

Démonstration. Soit E un compact de D et o : D — ]0, 1] une fonction
plurisousharmonique exhaustive sur D. Soit a,b € ]0,1[ tels que supg o < a <
b < 1, de sorte que ¢ := p — a est plurisousharmonique sur D, ¢ < 0 sur
D,:={z€D:p(z)<a}et o >b—a>0sur D\ Dy.

Soit x une fonction C*° a support compact dans D telle que x = 1 sur Dy.
Soit f € O(D); alors xf € C>®(D) N L*(D,duy) et xf = f sur Dy. Nous allons
corriger cette fonction pour la rendre holomorphe. On cherche une fonction u de
la méme classe que xf telle que la fonction

(2.1) g=xf—-u

soit holomorphe sur D et u soit “assez petite” sur E. Cela se fait classiquement
par le théoreme d’existence de Hérmander pour un choix convenable des fonctions
poids. Pour chaque entier k > 1, soit ¢, = ke. Il est clair que |fOx|?e %% est
A-intégrable sur D. D’apres le théoreme de Hormander il existe u localement
intégrable sur D telle que

(2.2) Ouy = f0,, sur D,

(2.3) [ lulPem? dX < [ [fOy e dX
D D

olt P = ¢, + 2log(1 + [2]?).

Comme 5X =0sur Dyet o >b—a=:¢>0sur D\ Dy, le second membre de
(2.3) est O(e*¢) lorsque k — oo. Puisque ¢ < a sur Da € D, il résulte de (2.3)
qu’il existe une constante C > 0 telle que

(2.4) [ luxl?dX < Ce,  VE>1.
D

D’apres (1.2) et le fait que x = 1 sur Dy, on en déduit que uy est holomorphe
sur Dy O D,. 1l résulte alors de 'inégalité de la moyenne et de (2.4) que la
suite (uy) tend vers 0 uniformément sur tout compact de D,. Par conséquent, la
suite g := xf — ux est une suite de fonctions holomorphes sur D qui converge
uniformément sur tout compact de D,, donc sur E, vers f. Comme ¢ < 1—a sur
D, I'inégalité (2.3) montre que uy, € L*(D,du,). Par conséquent, gr, € O*(D,du;)
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et gr — f uniformément sur £. Comme E est un compact quelconque de D, le
théoreme en résulte. m

Remarque. Ce théoreme nous sera utile au paragraphe 4, on en déduit
que O?(D,duy) est de dimension infinie. C’est ce fait qui sera utilisé dans la
construction suivante. Rappelons que p est la mesure borélienne sur D définie
par du; = (1 + [2]?)"2d).

Soit (K, D) un condensateur de C™. Nous allons construire un systeme double-
ment orthogonal par la méthode classique de Bergman qui est un cas particulier
de la construction des fonctions propres d’un opérateur compact autoadjoint et
positif d’un espace de Hilbert.

Soit Hy = O?(D,du,) et Hy le sous-espace vectoriel fermé de L2(K, dpug)
engendré par la restriction a K des fonctions de H;. On a alors une injection
continue a image dense

(2.5) i Hy — Hy.

Posons A = i*0i. Alors A est un opérateur linéaire compact autoadjoint et positif
vérifiant

(2.6) (Af[g9r=(flgo VfgeH.

On a identifié f a i(f) qui est la restriction de f a K, (- | -); désignant le produit
scalaire sur Hy, k =0,1...

D’apres (2.6), A est injectif. On sait qu’alors A possede une suite (A;);>1 de
valeurs propres > 0 et H; possede une base orthonormée (¢;);>1 de fonctions pro-
pres ([R-N]). Rappelons la construction classique de cette base. Par un argument
de compacité on montre que

(2.7) A= sup [(Af| il = sup |If[3

| fllo=1 I fllo=1
est atteint en un point ¢, € Hp tel que A(¥;) = Ay. En raisonnant par
récurrence sur p > 1, supposons 1, ..., 1, construits et soit H, 1 le sous-espace

fermé de Hyp, orthogonal au systeme {t,...,9,}. Alors on a A(H,11) C Hp+q
et on peut donc itérer la construction précédente pour obtenir un élément 1,41
tel que

(2.8) Apt+1 = sup{(Af | f)1: f € Hpsr, |fl1 =1} = [[¥pt1llo,
(2.9) AWpy1) = Apr1¥pr1,  Upy1 € Hppn, |[¥psafi = 1.

Il est alors clair que (¢,) est un systéme orthonormé de H; orthogonal dans H.
Puisque A est injectif, 0 n’est pas valeur propre de A et la décomposition
spectrale de A montre que {1} est une base orthonormée de H;. Posons

(2.10) Pp = )‘;11/’;0»
(2.11) =Xt

Alors (¢p) est une base orthogonale de H;, orthonormée dans H.
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Cette construction a été faite par Bergman dans le cas d’une variable com-
plexe ([Be]). Suivant sa terminologie, nous appellerons (¢,) le systéme doublement
orthogonal de Bergman associé au condensateur (K, D) (en abrégé : S.D.O.B.).

Il résulte de la construction précédente que (7,) est une suite croissante ten-
dant vers oo, qui ne dépend que du condensateur (K, D). Il est possible de
I'interpréter en terme de n-diametre de Kolmogorov et d’aprés Mityagin [Mi],
la nucléarité de l'espace O(D) implique la propriété suivante :

(2.12) > 7t <00, Vexo.
j=1

Gréace a cette propriété, on démontre le résultat suivant (voir [N-Z,2], [N-S]) :

PROPOSITION 2.2. Le S.D.0.B. associé au condensateur (K, D) vérifie ’esti-
mation suivante :

1 ‘
(2.13) lim sup og I, (2)]

<w(z;K,D), VzeD.
j—oo  log;

Grace au lemme de Hartogs classique, il en résulte facilement :

COROLLAIRE 2.3. Pour tout o € ]0,1[, et tout compact E C D, il existe une
constante C > 0 telle que

(2.14) lojle = sup lpj(2)| < Cv§,  Vje N™.
zE

3. Convexité logarithmique des normes duales sur I’espace O'(D). Au
paragraphe 2, nous avons obtenu une estimation du systeme (¢;). Ici nous voulons
donner une estimation du systéme biorthogonal (¢’) associé a (). Posons

/
(31) o= ( [ 17Pdm)", 0<a<1 feom)
Drx

D’apres l'inégalité de la moyenne, les normes (3.1) engendrent la topologie de
O(D). Pour « = 0 rappelons que || f[|§ = [ | f|*dpo-
On définit les normes duales de (3.1) sur O'(D) :

(3.2) 17|15 == sup{[{T f) : f € O(D), |fla <1}, T €O (D).
On suppose dans la suite que (K, D) est régulier.

THEOREME 3.1. Soient 0 < ap < ay < 1,0 € ]0,1[, e € ]0,0[. Alors il existe
une constante C1 > 0 (dépendant de oy, aq,0,¢) telle que

(3.3) 1T —0ya0 400, < CollTllag " FEITIRT2, VT € O'(D).

a1
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La démonstration de ce théoreme nécessite quelques préliminaires. On con-
sidere dans O(D) les boules associées aux normes (3.1) :

Uy = {feO(D):Df ]f|2d;z§1}, 0<a<l,

Up == {fGO(D)3 f’f|2dﬂoél}-
Dy,

Le théoreme 3.1 sera une conséquence du résultat suivant :

PROPOSITION 3.2. Soient 0 < ag < a1 < 1, 0 < 6 < 1. Alors pour tout
B € 10,1] tel que B> (1 — )y + Oy, il existe une constante Cy > 0 telle que

(3.4) U, C C’gr_euao + Cgrl_‘gUal, Vr > 0.
Montrons tout d’abord que la proposition 3.2 implique le théoreme 3.1.

Démonstration du théoréme 3.1. Soit T' € O'(D), ag, a1 € [0,1] tels
que0<ag<a; <1,0¢€]0,1[, B € [0,1] tel que 8 > (1—0)apg+0ay. Soit f € Up
et r > 0. D’aprés la proposition 3.2, il existe g € Cor~U,, et h € Cor'=U,,
tels que f = g+ h sur D. Il en résulte alors que

IT(f)| <|T(9)| + |T(h)| < Colr= | T3, +r °UTIE,),s
ce qui implique 'inégalité suivante :
IT(l5 < Colr=|IT5, + 7 °NT5,), V>0
La borne inférieure du second membre lorsque r > 0 varie est égale a
0—1p—0 *1—0 *0

Co(1=0)""07"|T|5, " |T|5,-
On en déduit immédiatement les estimations (3.3) en remplagant 6 par § — ¢ et
B=010-0)ag+0a; >(1—-0+c)ag+0a1 > (1—0+c)ag+ (0 —c)as. m

Démonstration de la proposition 3.2. Nous aurons besoin du
lemme suivant tout a fait classique qui se démontre modulo une partition de
I'unité et estimations L? de Hérmander (voir [A]).

LEMME 3.3. Soit 2 un ouvert pseudoconvexe de C™, {27,027} un recouvre-
ment de 2 tel que 27 N2~ € 2. Alors il existe une constante M > 0 telle que
pour toute fonction v p.s.h. sur 2 et pour tout f € O(2) il existe f+ € O(N27T),
f~ € O27) vérifiant

) f=ft—f sur2tnNN,

i) [1fFPe?drx<M [ |f[Pe7vdA

o+ tne-
ot v(z) = v(z) + 2log(1 + |z|?).

Soient g, a1, v, § € [0,1] tels que 0 < g < @ < < a3 < 1. On notera pour
simplifier w = w(0, K, D).
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Posons 2 =D, 27 = Dg, 2= = D\ D,. Soit ¢ > 0. Posons

(w—ap)™
V== o
a1 — Qg

ol (w— ap)™ = sup{w — ap, 0}. Appliquons alors le lemme 3.3.
Soit f € Ug. On a, en posant By = sup,cp, (1 + |2]2),

(3.5) f IfPe7"d\< By sup e’ < Bjexp ( _ 4T Q).
2tno- Zrng= a1 — Qo

D’apres le lemme 3.3, il existe f* € O(2%) telle que

(3.6) f=fT—f sw2tnNn2 =Dsz\D,.

Compte tenu de l'estimation (3.5), les inégalités (ii) du lemme s’écrivent, en
posant By = B1 M,

(3.7) / ‘f+|2€ﬁd/\§Bzexp(— s Q>,
Dy 1] — O

(3.8) [ 1f7[Pe"dX < Byexp < L Q)
D\D. ar—ao

Posons maintenant

frt sur DT = Dpg,
(39) g'_{f—l—f_ sur D~ = D\ D,.

D’apres la relation (3.6), g est bien défini et donc g € O(D), h:= f — g € O(D)
et I'on a

(3.10) f=g+h surD.
Nous allons prouver les estimations suivantes :
o —
(3.11) [ 19 dyus < Crexp ( S Q),
a1 — (g
Dy
(3.12) f |h|? dpy < Cyexp ( i Q),
D a1 — O
aq

ol (5 est une constante qui ne dépend ni de f, ni de .

Commencons par prouver (3.12). Par définition h = f — g. Compte tenu de
(3.9), on a alors

(3.13) S = [P dp o [1f = P

Day Doy \Da Da
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D’apres (3.8) et le fait que v < g sur D,,, on obtient

(3.14) f |f~|*du; < supe” f |f~2e7?d\ < Byexp (;1__;9)
Doy \Da b Doy \Da ' ’

1

D’autre part, on a

@15) ([ ram) < (L ran) (L rPa)”
D D, )

a1 Dal a1

D’apres (3.7) et le fait que v < g sur D, C D,,, on a

(3.16) f |f|>duy < supe’ f |fT2e7?d)\ < Byexp <MQ>.

_ D _ a1 — Qo

Dq, ¢ ay
Comme f € Ug et que D, C Dg, il résulte des estimations (3.15) et (3.16) que
l'on a

g (S rtPan) <0 men (25200).

a1 — Qo

@]
L’estimation (3.12) résulte clairement des estimations (3.13), (3.14) et (3.17) en
posant Cy = 1 4 2B,.
Il reste a prouver (3.11). En effet, d’apres (3.9), on a

[lglPdm < | P dpn < supe” [ 1 Pe dpa.

Dq, D, 0 Day

Comme v = 0 sur D,,, on en déduit d’apres (3.7),

(3.18) f lg|? dp1 < By exp <— 04—040)
D a1 — O
g

On en déduit (3.11) avec Cy = 1 4 2B5 puisque By < Cs.
Soit maintenant # € ]0,1[. Choisissons a := (1 — 0)ay — O, de sorte que

a — (X o] —

a1 — Qo Q1 — Qo

Alors pour tout 3 tel que (1—6)ap+0a1 <fB<aq et f € Ug, on ala décomposition
(3.10) avec les estimations (3.11) et (3.12) qui signifient que g € Cir~%U,, et
h € Cir'=%U,,, avec r = e?. Cela prouve donc les inclusions (3.4) pour r > 1 et
ag > 0.

Sire ]0,1] et ag>0,onar?>1etdonclUs CU, Cr Uy, CCor~U,,,
ce qui prouve (3.4) dans ce cas.

Il reste & montrer que (3.4) reste valable si ag = 0. Pour cela il suffit d’observer
que si B > fay, il existe € > 0 tel que § > (1 — 0)e + Oay et donc d’apres ce qui
précede on a U C Cor—U. + Cng_QZ/{al, Vr > 0.
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D’apres I'inégalité de la moyenne, il existe une constante C'(¢) > 0 telle que
suplg]> < C(e) [ |g/*dpa, Vg€ O(D).
K
D,
Par conséquent, on a
[ 1dg|?* dpo < po(K)C(e) [ |g|* dpa,
K DE

ce qui prouve que U, C C'(e)Uy ou C'(e) = po(K)C(e).
On en déduit que Us C Chr=°Uy + Cor'~%U,,,, ¥r > 0, ce qui prouve encore
(3.4) pour la constante Cy = max{C%,C}. m

Les inégalités de convexité du théoreme 4.1 constituent une version tres précise

de la propriété (£2) de Vogt [V] pour I'espace de Fréchet O(D). Cette propriété
(£2) a été établie par Aytuna ([A]) pour espace O(D) en démontrant une version
plus faible de la proposition 4.2. Sa méthode est basée sur les estimations L? de

Hormander [H]; c’est cette méthode que nous avons reprise ici ([Ze,1]).

4. S.D.O.B. et bases de Schauder communes des espaces O(D) et
O(Kp)

THEOREME 4.1. Soit (K, D) un condensateur régulier dans C". Soit (p;) le
S.D.0.B. associé a ce condensateur. Alors :

1) (p;) est une base de Schauder des espaces O(D,), O(D) et O(Kp), Kp
désignant 1’enveloppe holomorphe-convexe de K dans D et D, = D(K,a«),
O<a<l.

2) Pour tout o € 10,1] et toute suite complexe (c;), les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) > cjp; converge dans O(Dy,),
log |c;| <
—— < —a.

(ii) lim sup
j—oo 1087
1 ,

hm Og |S0] |Da

3 = v 0,1].
) Jj—00 log’yj @ @€ ] ’ [
1 ; N
4) Regsup <limsup Og|%|> =w(K,D) sur D\ Kp.
j—oo  10g7;

Démonstration. 1) Il suffit de prouver que (¢;) est une base de O(D,),
car
O(D) == lim proj O(D,), O(Kp) = limind O(D,).
all al0
(pj) est totale dans O(D), d’apres le théoreme 2.1. Puisque O(D) est partout
dense dans O(D,), (p;) est aussi totale dans O(D,). Il en résulte que pour tout
f € O(D,), sa restriction & K est un élément de l’espace hilbertien Hy.
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Soit f € O(D,). Comme élément de Hp, f est la somme de la série
220 #5(f)es, ol

oi(f)= [ fo;duo.
K

Soit 8 < a, € > 0. On va montrer que
(4.1) ()l < CB. o) fllgv; 7+, V.

En effet, il est facile de voir que [|¢%[|7 = 7;1, 515 =1, ce qui donne, avec (3.3),

Il < C(B,e)v; 7%, v

d’autre part, O(D) est partout dense dans O(D,) et Bz € D,; on a donc

5115 = sup{l¢}(g)| : g € O(Da), llglls < 1},

d’out (4.1).

(2.17) et (4.1) assurent la convergence normale de la série Z;io @5 (f)p; sur
tout compact de D,. D’apres la proposition 1.2, la somme de cette série est égale
a f sur D,.

2) Supposons Y | c;p; convergente dans O(D,), soit f sa somme. Alors ¢; =
@5 (f) et (ii) est une conséquence immédiate de (4.1).

3) C’est une conséquence facile de (2.17) et de (4.1) appliquée a f = ¢;, avec
©(pj) = 1.

4) Soit

u = Regsup (limsup IWS|<P3|>
j—00 IOg Vi
En raison de (2.13) il suffit de prouver que l'inégalité u(z) > w(z, K, D) est
impossible, Vz € D\ Kp. Supposons-la vérifié en un point a € D \ Kp et soit
a = w(a,K,D). A Taide du lemme de Hartogs on voit facilement qu’il existe
une boule ouverte B C D de centre a, C > 0 et 8 < « tels que

(4.2) loils <CY, Vi

Soit f = > ¢}(f)p; une fonction holomorphe admettant D, comme domaine
d’holomorphie. Les inégalités (4.1), (4.2) et (2.17) montrent que la série Y ¢’ (f)p;
converge dans O(D, U B), f est donc analytiquement prolongeable & D, U B :
c’est impossible. m

Remarque. L'existence de bases communes est démontrée par Zakharyuta
([Za,1]) dans le cas particulier o D est “trés fortement pseudoconvexe” par une
méthode différente de celle présentée ici (voir [Ze,1]). L’assertion 4 du théoréme
est due a Nguyen et Siciak dans un cas particulier (voir [N-S]).
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Application 1 — Généralisation du théoréme de Whittaker

THEOREME 4.2. Soit (K, D) un condensateur régulier dans C™. Si (f;) est une
base commune des espaces O(D) et O(Kp), alors elle est une base commune des
espaces O(D,), 0 < a < 1.

Démonstration. La premiére preuve de cet énoncé figure dans [Zal]. Nous
en donnons brievement ici une nouvelle due & Lassere [L]. C’est une conséquence
facile de I’assertion suivante : Soit C une partie équicontinue de L(O(K), O(K)).
Si sa restriction a O(D) est une partie équicontinue de L(O(D), O(D)), alors sa
restriction a O(D,,) est une partie équicontinue de £L(O(D,,), O(D,)), Va € 10, 1].

Cette assertion se démontre élémentairement & I’aide de la base (¢;).

Application 2 — Propriété produit de la fonction extrémale
THEOREME 4.3. Pour j = 1,...,p soit D; un ouvert pseudoconveze de C™I
et E; un sous-ensemble K-analytique de D;. Alors pour tout z = (21,...,2p) €
Dy x...xD,ona
(4.3) w(z, By x ... x E,,Dy x...x D) =maxw(z;, Ej, D;).
J

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 4.1.4, pour les
détails voir [N-S].

5.Isomorphisme d’espaces de fonctions holomorphes. Rappelons quel-
ques résultats de la théorie des échelles hilbertiennes de Mityagin dans le contexte
ou nous allons les appliquer.

Soit (a;) une suite croissante de réels > 0 telle que lim;_, a; = oco; on note

I?(exp(Aay)) := {5 = (&) : Z €;1% exp(2Xa;) < oo}.

C’est un espace de Hilbert avec la norme [|€]3 := 272, [€5]” exp(2Aa;).
Pour tout a € R, on définit deux espaces :

(5.1) L2(a;) = () Plexp(Agy)), —o0 < a < oo,
A<a

(5.2) L(a;) = | Plexp(Aay)), —o0 <a <o
A>a

Le premier espace est une limite projective, c’est un espace de Fréchet; le
deuxieéme est une limite inductive.
Les cas qui nous intéressent vérifient la propriété suivante :

o0
(5.3) et <o V>0,
j=1

C’est la condition de nucléarité des espaces (5.1) et (5.2).
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Le théoreme d’isomorphisme de Mityagin s’exprime dans ce cas particulier de
la fagon suivante ([Mi)) :

Soient (a;) et (b;) deux suites croissantes de réels > 0 vérifiant (5.3). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(5.4.1) L%(aj) ~ L2 (b;).

(5.4.2) 0 < liminf ¥ < limsup & < oc.
gmee b oo Uy

(5.4.3) L% (aj) ~ L2 (b;).

Soit A™ (resp. A™) le polydisque unité ouvert (resp. fermé). Soit v : N* — N»
une bijection telle que |[v(j)| < [v(j + 1)|, ¥j € N™. Posons e;(z) = 2°0) et
v; = |v(j)| pour j € N*. 1l est facile de voir que v; ~ j'/™ lorsque j — oco. Il
résulte alors des inégalités de Cauchy que I’application linéaire

(5.5) O(e™A™) — LZL(GV™),  F=)_&ej—E=(&),

j=1
est un isomorphisme pour tout o € R qui induit également un isomorphisme de
O(e®A™) sur L2 (/™).

Les résultats du §4 peuvent également s’interpréter en terme d’isomorphisme.
En effet, les estimations (4.9) et (4.10) impliquent que 'application

(5.6) O(Da) — Li(logv;),  f=Y &ei—&=(&),

j=1

est un isomorphisme pour tout o € |0, 1] qui induit un isomorphisme de O(K,)
sur L2 (logy;) ot v; = v; (K, D). Nous allons prouver le résultat suivant :

THEOREME 5.1. Soit (K, D) un condensateur P-régulier. Alors on a les pro-
priétés sutvantes :

1 ; 1 j
(1) 0< lijrginf (;izj < limsup 9?/73 < 00,
©) O(D) ~ O(a"),
(3) O(K) ~ O(A™).

Démonstration. La relation (1) est équivalente a (2) grace aux isomor-
phismes (5.5), (5.6) via le théoreme d’isomorphisme de Mityagin.

Pour démontrer (2), on peut supposer D convexe (voir [Mi-He]). Soit £ un
polydisque fermé tel que E C D. Alors (F, D) est un condensateur régulier tel
que Ep = E. Donc d’apres (5.6), O(E) ~ Li(logn}) ot v = ~;(E, D). Dapres
(5.4) et (5.5), on a

/
< lim sup ,1/%
j—oo  J"

log v/
0 < liminf —
j—oo g/

< 0.
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Puisque O(D) ~ L?(log 7;), il résulte du théoréme d’isomorphisme de Mityagin
que O(D) ~ O(A™). D’ou l'isomorphisme (2). Les estimations (1) en résultent
grace au théoreme de Mityagin ([Mi]).

L’isomorphisme (3) en résulte par le méme théoréme puisque O(K) =~
Ly(log;). m

Remarque. L’isomorphisme (2) du théoreme 5.1 est du & Zakharyuta
([Za,1]) dans le cas particulier ou D est “tres fortement pseudoconvexe”. Le
cas général est di & Aytuna ([A]) et a également été annoncé par Zakharyuta
([Za,3]). L’isomorphisme (3) du théoreme 5.1 est du a Zakharyuta ([Za,1], [Za,3]).
La démonstration présentée ici semble plus élémentaire.

6. S.D.O.B. et fonctions séparément analytiques. Pour j = 1,...,p,
soient D; un ouvert borné de C"/ et E; un sous-ensemble non C7-pluripolaire de
D;. On pose

X = (Dl XEQX...XEP)U(El X Do XE3X...><EP)
U(Ey X ...x Ey,_1 X Dp),

~

P
X = {(zl,...,zp) €Dy x...xDy: Zw(zj,Ej,Dj) < 1}.
j=1

Une fonction f(z1,...,2,) définie sur X est dite séparément analytique sur X
lorsque pour tout k = 1,...,pet pour z € Ey x...xX B x...x E, (I} signifie que
Ej, 1’y figure pas), la fonction § — f(z1,...,2k-1,&, Zk+1, - - -, Zp) €st analytique
sur Dy.

THEOREME 6.1. On suppose que les E; sont K-analytiques sauf au plus un, et
que les ouverts bornés D; correspondants sont pseudoconvezxes. Alors pour toute
Jonction f séparément analytique sur X, il eviste une et une seule fonction f
analytique sur X telle que f = f sur X N X.

La démonstration est divisée en plusieurs étapes :

1) Ezistence de f, cas p=2. Ce cas p=2 a 6té traité dans [N-Z,2]. On résume
ici la preuve. On peut supposer D := D, pseudoconvexe et F := F; K-analytique.
On pose G := Dy, F := FEs.

On se ramene au cas ou E est compact et f continue et bornée sur E x G.
Sous ces conditions, on choisit une suite croissante (Ds) d’ouverts hyperconvexes
telle que E C Dy € D et |JDs = D. Pour s fixé, soit (¢;) le S.D.O.B. associé au
condensateur F := E N ]_N)S.

Pour w € F, f(-,w) est holomorphe sur D, donc c’est un élément de
O2(D,, dpy) et peut s'éerire f(-,w) = >0 Cj(w)ep;, avec

Cj(w) = f Fz,0)p;(2) duo(2),  po = (dd°w(-, E, Dy))™.
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L’intégrale définit une fonction analytique sur G' que I'on note encore par Cj.
Par des majorations adéquates utilisant (2.12) et (2.13), on montre que la série
S i=0 Cj(w)p;(2) converge uniformément sur tout compact de I'ouvert

X :={(z,w) € D, x G : w(z,E’, 55) +w(w, F,G) < 1}
={(z,w) € Dy x G:w(z,E,Dy) +w(w, F,G) < 1}.

Soit Fy(z,w) la somme de cette série. Elle est évidemment égale & f(z,w) sur
X,N(D, x F) = X,N (D, x F), on vérifie qu'elle I'est encore sur X, N (E, x G) =
XsN(E xG). On vérifie ensuite que Fs = Fs1q sur X;. Ces vérifications utilisent
(1.4bis). On obtient f en “recollant les morceaux” (X, F) et en remarquant que

UX, =X.

2) Existence de f, cas p > 2. On a besoin de quelques nouvelles notations.
Pour a = (a1, ...,a,) € (Rf)?, on pose

D’ :={§ € Dj :w(& Ej, Dj) <aj}, D%:=Dy" x...x Dy,

EY = E;n DY, E®=E{ x ... x ES».

On peut supposer Ey,..., E,_; K-analytiques et Dy,...,D,_; pseudoconvexes.
On raisonne par récurrence en supposant que 1’énoncé est vrai pout p — 1.

(i) Soit T}, le simplexe {(z1,...,x,) € (RF)?: 3°F_, 2; < 1}. On va montrer
que pour tout a € 7T, il existe une fonction f, analytique sur D¢ telle que
fo = fsur D*NX. On pose 0; = aj(1 —a,) ! pour j =1,...,p—1, DY =
Dfl xDpp 1L EY = Ef tx.. .sz’i 7' Puisque f est séparément analytique sur
X, f(z, -) est analytique sur D, pour z € E?, pour w € F, f(-,w) est séparément
analytique sur

X 2:(D1XEQX...XEp_l)U...U(ElX...XEp_QXDp_l).

Donc, par_hypothese de récurrence, il existe une fonction fw analythue sur X,
telle que fw = f(-,w) sur X.NX,. On remarque que DY C X*, car Zp 6, <1.
On considere sur

Y := (D’ x E,) U (E’ x D,)
la fonction f,

~ [ flzyw) si(z,w) € E? x D,
f(zw) = {fw(z) si (z,w) € DY x E:.

f est séparément analytique sur Y et égale a f sur Y N X, donc d’apres le cas
p = 2 il existe une fonction g analytique sur

Y ={(z,w) € D’ x D, : w(z, E%, D) + w(w, E,, Do) < 1}

telle que g = fsur YNX.
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La propriété produit de la fonction extrémale (4.3) et (1.4) donnent, pour
2= (21,...,2p-1) € DY,

1—q

w(z,E°, D) = max
1<j<p—1  a;

w(zj, Ej, Dj).

Pour (2,W) € D® C D% x Dp* on a
w(z, EY DY) + w(w,Ep, Do) <1—oap+a, =1,

donc D C Y. On remarque que f = g sur D* N X; en effet, f = f =g sur
YNnynx qui contient DN X car D* C T et D°NX C YNX. On obtent donc
le résultat annoncé en posant f, = g.

(ii) Terminons maintenant la preuve de lexistence de f Soient o, 3 € Ty,
soient f, et f3 comme dans (i). Alors f, = fz sur D*N DA N X qui contient £,
avec v = (min(ay, 1), ..., min(ap, 3,)). Or d’apres (1.4bis), E7 est “localement”
non pluripolaire dans DY = D* N D*, donc f, = fg sur D* N DA. On peut donc

recoller les morceaux (D?, f,) pour tous les a € T}, : on obtient une fonction f

analytique sur
X = U D

et égaleéfsur?ﬂX.

3) Unicité. Si g est analytique sur X et égale a f sur Xn X, alors pour tout
a €Ty, f et g sont analytiques sur D* C X et égales sur £ qui est “localement”

non pluripolaire dans D%, donc identiques sur D®. Par conséquent f = g sur X
réunion des D®.

Remarques. 1) Le théoreme 5.1 est une extension du théoréme bien connu
de J. Siciak ([Si,1]).

2) Dans le cas p = 2, I'hypothese que D = D; et G = D5 sont bornés, oubliée
dans [N-Z,2], est faite pour garantir les propriétés de convergence de la fonction
extrémale. Plus précisément, si D est un ouvert borné de C”, alors :

e pour toute suite croissante (F) de sous-ensembles de C",
w(z, By, D) \w( UES,D> Vze D,

e pour toute suite croissante (D) d’ouverts de C™ telle que |J Ds = D et tout
EcCr,
w(z, Es, D) \Nw(z,E,D), VzeD.

Lorsque D et G ne sont pas bornés (D ouvert pseudoconvexe, G ouvert), la
démonstration de [N-Z,2] est valable sous les hypotheses suivantes :
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e Il existe une suite croissante d’ouverts hyperconvexes (D) telle que D; € D,

U D: = D et que
tlim w(z, ENDg,Dy) =w(z, ENDs, D), Vzé€D, Vs,

lim w(z, EN Dy, D)

§—00

w(z,E,D), VzeD.

e 1] existe une suite croissante d’ouverts (G¢) ayant les mémes propriétés par
rapport au couple (F, Q).

Ces hypotheses sont satisfaites lorsque E et F' sont des compacts P-réguliers
dans D et G respectivement, avec D, G pseudoconvexes : on retrouve le résultat
de Zakharyuta [Za,2].

Elles sont également satisfaites lorsque D et G sont hyperconvexes ([K]).

3) Dans son article de synthese sur les fonctions plurisousharmoniques [Sa,
A. Sadullaev a donné brievement une autre démonstration du théoreme 5.1 avec
p =2, D; pseudoconvexe et E; borélien (i = 1,2).

Note. V. P. Zakharyuta nous a aimablement communiqué son texte poly-
copié “Espaces de fonctions analytiques” (95 pages en Russe). On y trouve des
énoncés semblables a certains résultats de notre texte avec des techniques de
démonstrations différentes.
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