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Soit X un sous-ensemble analytique (ou plus généralement semi-analytique ou sous-
analytique) de R™; si 2 est un point non isolé de X, le “lemme du petit chemin” affirme
qu’il existe une application analytique & : [0,e[— X telle que £(0) = z et £(]0,¢[) C
X\{z}. Ce lemme est trés utile dans les démonstrations et on 1'étend & des contextes
plus généraux, lorsque X est un sous-ensemble analytique d’un certain type d’un ouvert
borné de R™ et x € 0X (X peut étre une variété pfaffienne, cf. [2], ou X peut étre
Gevrey au bord, cf. [5]). Dans ce cas, le lemme usuel du petit chemin ne s’applique pas;
I’arc que 'on construit est alors une sous-variété connexe et de dimension un de la classe
d’ensembles étudiés, mais ’on ne sait rien a priori sur les paramétrisations de cet arc
(cependant, dans le cas Gevrey, on sait que l'arc est Gevrey).

Dans cet article (§2), on précise la paramétrisation dans un cas treés particulier : X est
un germe d’ensemble “semi-analytique” & 'origine de (R*)" défini & I’aide d’un nombre
fini de fonctions de la forme

Flaf, Pyt g att L alr)

avec f analytique a valeurs réelles & I'origine de R"? et «; réels > 0. Posant z; = e Vi,
cela revient au méme d’étudier au voisinage de 0 les ensembles semi-analytiques définis
4 Paide de fonctions analytiques d’exponentielles e~®/% . La démonstration reprend les
idées de [5] : par éclatements, on se ramene au cas ou les fonctions sont analytiques
en toutes les variables, sauf une; on peut alors appliquer le théoreme de préparation.
Bien entendu, la recherche d’'une paramétrisation nécessite une extension du “lemme de
Puiseux”; cette extension est une conséquence facile du théoreme de désingularisation
(§1). Tous les résultats sur les ensembles semi-analytiques usuels s’étendent & cette situ-
ation plus générale.

Enfin, dans un dernier paragraphe (§3), on envisage la situation plus générale ou 'on
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remplace les xf" par x?’ (Log ;)% ; on a des résultats si n = 2; pour n > 2, le probleme
demeure.

1. Le lemme de Puiseux

1.1. Soit O la R-algebre des germes en 0 de fonctions analytiques f :]0,e[ — R (¢ > 0
dépend de f); soit K une sous-algebre de O vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) Vf € K* = K\{0}, f est non oscillante, i.e. f est strictement monotone dans un
intervalle |0, e[, donc f > 0 ou f < 0.
(ii) K est un corps.

Si KC est stable par dérivation, la condition (i) équivant & la condition plus faible :
(i") Vf € K*, on a f # 0 en tout point d’un intervalle ]0, £].

On note A la sous-algebre de K formée des f qui se prolongent par continuité en 0;
visiblement, A est un anneau local d’idéal maximal m = {f € A : f(0) = 0}; K est le
corps des fractions de A et c’est I'union disjointe de A et m™! ={f € K :1/f € m}.

On pose Ac = AR C; Kc = KQr C; mc = m @ C; on définit une relation
d’équivalence sur Kf : g ~ fsi g/f € Ac\mg, i.e. g(t)/f(t) tend vers une limite finie
non nulle quand ¢ — 0. On note v(f) la classe d’équivalence de f (multiplicité de f en
0); I'inégalité v(g) > v(f) signifie que g/f € mc.

1.2. EXEMPLES

1.2.1. Supposons que K est stable par dérivation et vérifie les conditions de 1.1;
si f € K, les corps K(ef) ou K(F) (F primitive de f) vérifient les mémes conditions
(d’apres Liouville). Il en est de méme de la cléture algébrique K de K dans O (en effet,
si f € OF vérifie une équation irréductible sur £ : apf? + ... + a9 = 0 avec a; € K,
on a ag # 0 et f divise ag; donc f # 0 en tout point d’un intervalle ]0,[). Par ailleurs
fr=(apfP+...+ ap)/(pap fP~1 4 ...+ a1) appartient & K.

1.2.2. Soit A une sous-algebre de 'algebre £ des germes en 0 de fonctions C'*° sur
[0, e[, analytiques sur ]0, [, & valeurs réelles; on suppose que A est quasi-analytique, i.e.
lapplication A > f — fe RI[[t]] qui & f associe sa série de Taylor & l'origine, est injective;
alors le corps des fractions IC de A vérifie les conditions de 1.1. C’est vrai en particulier
si A est lalgebre G des germes multisommables dans la direction RT (cf. [5]) : G est
quasi-analytique, stable par dérivation et composition.

1.2.3. Soit A une sous-algebre quasi-analytique de &, stable par dérivation; alors il
existe une sous-algebre quasi-analytique A de &£, stable par dérivation, telle que A D A
et telle que A > f — f € R[[t]] soit surjective, donc bijective.

Preuve. On considere ’ensemble ordonné par inclusion de toutes les sous-algebres
de £ qui sont quasi-analytiques et stables par dérivation; par '’axiome du choix, il existe
un élément maximal B et il suffit de montrer que B = R[[¢]]; sinon il existerait ¢ € R[[t]]\B
et deux cas se présentent :

e Les ¢, i € N, sont algébriquement indépendants sur g; si f € & avec fz P,
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lalgebre B[f, f',...] 2 B, est quasi-analytique et stable par dérivation, ce qui est contra-
dictoire.

e Les ¢, i € N, sont algébriquement dépendants sur B. Soit p — 1 le plus grand
entier tel que ¢, ¢’, ..., P soient algébriquement indépendants sur E; soit

(%) ag(y .., PN (PN + L+ ag(p,. .., P D) =0

I’équation de degré minimal ¢ vérifiée par ¢); les polynémes a; € g[y, e ,y(pfl)] se
relevent de maniére unique en des polyndmes a; € Bly, ... ,y(p’l)]. L’équation différen-
tielle

ag(yPYI+ .. 4 ag=0
admet une solution f € & telle que f: . En effet, relevons arbitrairement ¢ en g € £

(g = ¢) et posons y = z + g. On doit trouver une solution infiniment plate & l'origine
d’une équation a coefficients dans &,

(%) Pz, 20 2Py o, z® oy, 27D 4 gz g =0

avec v infiniment plate & 'origine, P polynéme sans termes linéaires ou constants; u,, # 0,
car U, est la dérivée par rapport a ©®) du premier membre de (*) et cette dérivée est
non nulle, car ¢ est minimal. Sous ces conditions, l'existence d’une solution pour (%) est
bien connue.

Soit A le discriminant du polynome a,(f, ..., f=D)(fPN9 4. +ao(f,...,fPV);
onaA € B[f,f,. .. [ Vet A # 0. En dérivant I'équation différentielle vérifiée par
f, on trouve que Vj > 1,
f(P"rj) — Pj(fa R f(p))

AT
ou n; est un entier > 0 convenable et P; est un polynome a coeflicients dans 3.

(k%)

Montrons que B([f, f’,...] est quasi-analytique; soit g € B[f, f/,...] telle que g = 0
et montrons que g = 0; d’apres (x*#), on peut supposer que g € B[f, f/,..., fP)], puis
supposer que g est de degré < g en fP). Comme § = 0, tous les coefficients de § considéré
comme polynéme en ¢, . .., ¢® sont nuls, et donc g = 0. Ainsi, B ne serait pas maximale
et 'on aboutit la encore a une contradiction.

On en déduit les conséquences suivantes :

e Soient Pi,...,P, € E[yl,...,y,»;yil),...,yﬁl);...;yip),...,yﬁp)]. Supposons que le

systeme formel P = ... = P; = 0 admette une solution formelle (y1(),...,¥:(t)) €
R[[t]]"; alors cette solution formelle se releve en une solution (yi(t),...,y,(t)) € A" du
systeme P, = ... = Ps; = 0. En particulier, les solutions d’un systeme régulier y; =

Pi(y1,...,yr) (1 <j <ret P; polynéme & coefficients dans AV) sont dans A”.

o Aest algebriquement clos dans £; en effet, si f € £ vérifie une équation a, fP+...+
ap = 0 avec a; € A, on peut supposer que le discriminant A du polynéme a,y? + ...+ ao
est non nul. Soit fe A tel quef: f, on a apfp +...4a9=0,donc f = f, car A #0.
En particulier, si ¢ € R{y1,...,y,} est de Nash et si f1,..., f, € A avec f;(0) = 0 pour
i=1,...,p,onao(f1,...,fp) € A
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e Soit N la sous-algebre de R{y} formée des ¢ tels qu’il existe un nombre fini de
©1,---,pp € R{y} avec v1 = ¢, les p; étant solutions d’un systéme

d@Z:R(@laawp) 1<i<p

dt Qi(sola"wsop)’ - =7

avec P;,Q; € Rly1,..., 4], Qi(¢1(0),...,9,(0)) # 0. Visiblement, N est une algebre
locale qui contient ’algébre de Nash N.
SifeAet f(0)=0ona

d i O ’
Qi(@lof,-~-7<ﬂp°f)%:f “Pi(p1of,...,pp0 f)

Il en résulte que p; o f € A pour tout 4; donc, si o € N, po f € A. Enfin, A est stable
par intégration, mais ne l’est pas par composition : si f € A, en général f(t?) & A.

1.2.4. Soit © = {6, } une famille de fonctions, continues et strictement croissantes de
[0,¢[ dans R, nulles en 0 et analytiques dans ]0,[. On suppose que © est stable pour la
multiplication; on suppose aussi que 8,03 € © et o # § implique que 0,/03 ou 63/0,
appartient & ©. On note Hg (resp. Ng) la sous-algebre de O formée des germes en 0 des
fonctions qui s’écrivent sous la forme ¢(0q, ;.. .,04,) avec 0, € O et ¢ analytique (resp.
de Nash) au voisinage de l'origine de RP, & valeurs réelles (p, a1, ..., a, sont variables).
D’apres le lemme qui suit, A = Heg ou Ng et son corps des fractions K vérifient les
conditions de 1.1.

Par exemple, on peut choisir pour © la famille des fonctions 6, (t) = t* (« réel > 0),
ou encore la famille des fonctions 6, (t) = (1/t)*°(Log 1/t)* (Logy 1/t)*2 ... (Log, 1/t)%
ot Log, = Logo...oLog, ¢ fois (on choisit les a; € R de telle sorte que 0,(t) — 0 quand
t—0,t>0).

1.3. LEMME. Soient § = (01,...,0,) € OP, ¢ € R{y1,...,yp} avec p(8) # 0; il
eziste des multiindices wy € NP5 wy,...,wg € ZP; a € R* et p € R{y1,...,Ypi21,--.,2¢}s
Y(0) =0, tels queVi=1,...,q, 0¥ € O et

O(01,...,0,) = abd*(1+1(0y,...,0,:0°,...,6%)).

(On a un résultat analogue si on remplace fonctions analytiques par fonctions de Nash
ou si on remplace R par C).

Preuve. Soit v(y) la multiplicité en 0 d’un élément v € O; notons Z, l'idéal de
Rly1, ..., yp| engendré par tous les monémes y* (u € NP) tels que 1/(~0“) > v(7v); Zy admet
un systéme minimal de générateurs formé de mondmes y*, u € (2, (§2, sous-ensemble
fini de N?); ce systeme est unique et tout monéme appartenant & Z, est multiple d’'un tel
y#; on en déduit que I'ensemble (2, des w € N” tels que v(6%) = v(y), i.e. 6 =, est
fini et contenu dans (~2ﬂ/.

Posons ¢ = )" a,y“ et notons I" 'ensemble des v € O tels que {2, soit non vide et
Dwen, tw #F 0 (done - 0o aub = (3 cq aw) 7). Toute suite d’éléments de I" telle
que la suite des multiplicités soit strictement décroissante est stationnaire, car la suite
des idéaux 7, est alors strictement croissante; I" admet donc un élément vy = 6“° de plus
petite multiplicité.
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. ’ / 212 - . z At w
Soient wy,...,wy les éléments de 2., \ §2,,; décomposons la série ) a,y“ sous la
forme

q
> a1+ 0u®) + D awy 1+ eu @) + > awy®,
WEDy, i=1 wes

2 désignant 'ensemble des w € N” tels que y* € Z,.; o, (. appartiennent aR{yp,...
.., Yp} et s'annulent en 0. Sia = Zwe(l.m Gy, ON &

q
St =t (14 Y aheu(0) + 3 a0 (14 oy (0)
i=1

WES2y

= af* (1 + (01, ..., 0,0, ..., 0%0))

avec w; = w, —wgy € ZP et

q
p= > ate,)+ ) awa  z(l+¢u(y). =
=1

WEN,

Tout f € H tel que f(0) = 0 est donc équivalent & un germe af (a € R*, § € O) et f
admet un développement asymptotique convergeant suivant I’échelle O, i.e. f =3 a,0,
ol aq € R; 0, € O et o < § implique v(0,) < v(03) (dans I'ordre total sur les o, chaque
a admet un successeur mais pas toujours un antécédent). Le résultat suivant est une
extension du lemme de Puiseux usuel (cf. [3] pour un résultat comparable en formel) :

1.4. THEOREME. Soit 6 = (61,...,0,) € OF et soit

QW) =W+ > f(tyWwe™

i=1
un polynéme unitaire & coefficients f; € C{61,...,0,}. Alors il existe un nombre fini de
multi-indices w1, ..., ws € QP tels que ¥j =1,...,s, 0% € @Y™ pour un certain entier
m > 1; et une fonction analytique ¢ € C{y1,...,ys}, tels que ¢p(6“1,...,0%) soit racine

de léquation Q(t, W) = 0; en outre, si les f; sont de Nash, ¢ est de Nash.

1.5. COROLLAIRE. Soit K le corps des fractions de Ko ou No; K¢ est algébriquement
clos si et seulement si O1/™ € O, V0 € O et Vm entier > 1.

On a aussi le résultat suivant (la preuve est analogue & celle de 1.4) :

1.6. THEOREME. Avec les notations de 1.1, K¢ est algébriqguement clos si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) fi,...,fs€metd € R{y1,...,ys} de Nash = ¢(f1,...,fs) € A.
(i) Vf € A, f >0, et Vm entier > 1, on a fY/™ € A.

1.7. Preuve de 1.4. Soit wy une racine du polynéme complexe Q(0,W); en
remplagant W par W 4 wg, on peut supposer que f,(0) = 0 et I'on cherche une racine de
Q(t,W) = 0 qui s’annule en ¢t = 0. Soit f I"application [0,e[ >t — (fi(t),..., fq(t)) € C1
et posons a = f(0); soit X le plus petit germe en a d’ensemble de Nash qui contient la

courbe f; X est irréductible. On note f P'application (R,0) 3¢t — f(t) € (X, a).
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Le polynome générique W7+ >"9_ (2;| X)W1, & coefficients dans 'algebre Ny, des
germes de Nash en a sur X, a peut étre des facteurs multiples. Ce polynéme admet dans
Nx o[W] un facteur Q' qui est un polynéme distingué et qui est sans facteurs multiples :

q/
QI(Z, W) = Wq/ + Zgi(Z)Wq_i
i=1

(¢ > 0 et g;(a) =0, Vi). On cherche une racine de Q'(f(¢t), W) = 0.

Soit § € N)*(’a le discriminant de Q'(z, W) et soit X’ le germe de Nash réunion de
0 =0 et des points singuliers de X. D’apres le théoreme de désingularisation d’Hironaka, il
existe un morphisme de Nash 7 : (X, 7~ 1(a)) — (X, a) vérifiant les conditions suivantes :

(i) 7 est propre et X est régulier, dim X = dim X = r.
(i) 7 induit un difféomorphisme de X \ 7= (X’) sur X \ X’.
(iii) V& € 7~ (a), le germe en @ de 6 o m = 0 est réunion de certains hyperplans de
coordonnées, pour un systeme de coordonnées convenables de X en a.

Par construction de X, le germe f(]0,¢[) est contenu dans X \ X’ et f]]0, €[ se releve
de maniére unique en une application f : 0,e[ — X \ 7~ 1(X’); soit @ € 7~ !(a) une valeur
d’adhérence de f(t) quand t — 0, t > 0.

On peut supposer a = 0; apres plongement de ()N( ,a) dans (C?,0), Papplication 7 :
(X,d) — (X,0) se releve en une application 7 : (C?,0) — (C?,0) et l'on sait, par
construction de 7, que  se décompose sous la forme # = 7 o...0o7m ot m; : (C%,0) —
(C%,0) a 'une des deux formes suivantes :

a) m; est un difffomorphisme de Nash.
b) mf(z;) = zj, pour 1 < j <k (1 <k < q); nf(2j) = z1(2 + a;), a; € C, pour
k+1<j<gq.

Démontrons que I'application f : [0,e[ — C se releve en F; : [0,e[ — C9 telle que
F;(0)=0etmo...omokF; = i; montrons en outre l’existence d’un nombre fini de
multi-indices wq,...,ws € ZP tels que 8¥7 € O, j = 1,...,s, et celle d'une application
analytique ¢ : (C*,0) — (C%,0), avec F;_1 = ¢(6“*,...,0%%).

On procede par induction sur ¢; c’est vrai si ¢ = 1, car Fy = f; supposons-le vrai pour
F;_1 et démontrons-le pour Fj; on a m; o F; = F;_1; si m; a la forme a), le résultat est

évident; dans le cas b), on a si ¢1,. .., ¢4 sont les composantes de ¢ et F; 1,. .., F; 4 celles
de Fi,
o Fij=Fi1;=0¢;(0,...,0v),1<j <k,
Fi_q; (69, ..., 0vs
.Fi,j: zl,j_a‘_¢]< ) s )_a37k+1§j§q

Fii1 7 (0, 0%)

Si le numérateur de la derniere fraction est non nul, il existe d’apres le lemme 1.3
des multi-indices wg,wsy1,...,wsy € ZP tels que §¥s+1 ... 0¥ € O; a € R* et ¢ €
R{y1,...,ys }, ¥(0) =0, avec
Fi+a;= af“ (1 + (0“1, ..., 0°").

Mais d’apres le choix de @, il existe des ¢, > 0, t, — 0 tels que F; ;(¢t,) — 0; donc
sia; #0, 0“0 =1et a; =a;sia; =0, 6 € O. Sile numérateur est nul, on a a; =0
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et F;; = 0. Ainsi F; a les mémes propriétés que Fj_; et la preuve par induction est
terminée.

L’application f se releve donc en une application f = F telle que I(O) =0et wOf: [
en outre fest de la forme ¢(6“1,...,0“%), w; € ZP et 8% € O, ¢ analytique. Supposons
que le plongement de (X,a) dans (C?,0) identifie (X,a) & (C" x {0}, 0); posons

y
F=(f) Gi=giom QGW)=W 4+ G(z)W "
=1

T

On est ramené & chercher une racine de Q'(f(t), W) = 0.
Si 0 est le discriminant de Q'(z, W), I'ensemble § = 0 est contenu dans I’ensemble

Z1...2. = 0; il est bien connu que les racines de Q' sont de la forme w(zi/m, . Z;/m)
avec ¢ de Nash, m est un entier > 0 qu’on peut choisir égal a ¢'! Si
fj = ;009 (141, (6“1, ..., 6°))
avec wo j,wi, . .., ws € ZP; 6«05 01 ... 0¥ € O; 1); analytique et 1;(0) = 0, on a pour
certaines déterminations des a;/ m
Do a0 (L (090, 040)) L)

qui est racine de Q(¢, W), ce qui acheéve la démonstration.

1.8. EXEMPLE. Si («) = (o, ..,qp) est une suite de réels > 0, on note A@ Talgebre
de tous les germes en 0 € RT de fonctions p(t*,...,t*) avec ¢ € C{y1,...,y,} et

P’on pose A = U(a) A@) (p variable). D’apres le théoreme 1.4, K¢ est algébriquement
clos; la suite (a1,...,qp) étant fixée, il en est de méme du corps des fractions de Agx)
o A® = U(g) AP () décrivant I’ensemble de toutes les suites (81, ..., 3,) de réels
> 0 tels que Vi, 3; € Qaq + ... + Qay; item pour le corps des fractions de Z((Ca) ol

A = U A®) | (B) décrivant I'ensemble de toutes les suites (81, ..., ;) de réels > 0
tels que Vi, 8; € Qaq, ..., ap).

On note Agﬁ?n ’algebre des germes de fonctions a I'origine de (R™)™ xR™ qui s’écrivent
sous la forme

aq Ap, Q1 Ap, .0 ap.
O, Ty Ty T TP YT, ey Ym)
(¢ est analytique & l'origine de RP"*™ i valeurs réelles; x = (z1,...,,) paramétrise

(RT)™ et y = (y1,-.-,Ym) paramétrise R™). On pose A, = U .A%a)n et on note
jﬁf‘:ﬂ lalgebre des germes f : (RT)™ x R™,0) — R qui s’écrivent f = foo fro...o0 fg;
fie o (RT)™ x R™k 0) — ((RT)™-1 x R™k-10) ayant ses composantes dans ASmek;
Xﬁ)n est donc la plus petite algebre qui est stable par composition et qui contient A%“,)n,

enfin on pose A, , = U(a) ngav)n

2. Etude des semi-analytiques définis & 1’aide de A, ,,. Soit fi; un nombre
fini d’éléments de me, fi;(0) = 0; on considere le germe d’ensemble semi-analytique
X =U;N{(z,y) € (RT)" x R™ : fij(x,y) 70} olt ? signifie = ou >. Un tel germe X
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admet localement un nombre fini de composantes connexes; cela est une conséquence de
la théorie de Khovanskii, mais nous allons retrouver ce résultat et certains autres que la
théorie de Khovanskii ne permet pas d’obtenir, en utilisant une méthode déja employée
dans [5]; on comparera aussi ces résultats avec ceux de [7], mais la famille de fonctions
envisagée ici est beaucoup plus particuliere. On démontre en particulier le lemme du petit
chemin suivant :

2.1. THEOREME. Avec les notations précédentes, si X ¢ {0}, il existe un arc & :
[0,e] 2t — (z(t);y(t)) € (RT)™"xR™ tel que £(0) = 0 et £(]0,¢[) € X \{0}, a composantes

(a
n,m»

dans A; plus précisément, siles fi; sont dans A les composantes de & sont dans Z(a).

2.2. Avant de démontrer 2.1, faisons deux remarques préliminaires :

2.2.1. Pour la démonstration, on peut remplacer A, ,, par A, ,; en effet, on peut
supposer que chaque f;; € Apm 86crit fij = fijoo...0 fijs avec pour k = 1,...,s
fije t (RT)™ xR™ 0) — ((RT)™=1 xR™*=1,0) et f;; ases composantes dans Ay, m, -
Soit 7 la projection canonique de @;_,(RT)™ x R™* sur (RT)" x R™= = (R)™ x R™;
en utilisant les graphes des f;;x, on voit que X = 7(X’) out X’ est un semi-analytique
défini & Daide de A,/ s avecn’ = > 7 ng, m’ =Y ;_,mj.. Le résultat pour X’ entraine
évidemment le résultat pour X.

2.2.2. Si f € A, ona|f] € Ay car |f| = (f2)'/2; le germe f > 0 est donc le
germe analytique | f| — f = 0; les germes semi-analytiques ne sont donc rien d’autre que
les germes constructibles.

2.3. On va utiliser des éclatements tres simples que nous allons préciser; considérons
éclatement 7 : R — R™ d'un hyperplan de coordonnées de codimension deux de R™
(n > 2), par exemple 'hyperplan 1 = x5 = 0; la fibre 771(0) s’identifie & l'espace
projectif P;(R) paramétré par les coordonnées homogenes x; o, o o 7; dans cette fibre,
on distingue les deux points &1, &2 (nous les appellerons singuliers) corespondant aux
axes de coordonnées x1, xo; si on choisit par exemple le point @ = 1, on a un systeme
canonique de coordonnées locales en a pour Hi”, noté (u,...,u,), tel que x1 = wq,
To = UjlUg, T3 = U3, ..., Tn = U,. L'image réciproque par 7, du quadrant (RT*)™ est le
quadrant (RT*)" : {u; > 0,1 <14 < n}. Les autres points de la fibre sont dits réguliers;
en un tel point a € 7~1(0), on a un systéme de coordonnées locales (u1,...,u,) tel que
21 = uag(A+ up); T2 = ug; Tz = Uz, ..., Ty = Uy, avec X # 0. L’image réciproque par
7, du quadrant (RT*)" est R x (RT*)"~1 si A > 0; si A < 0 elle est vide. Visiblement,
sifeAymona fo(mg X lgm) € Ay sia est singulier; si a est régulier, A > 0, on a
f © (7Ta X 1Rm) € -An—Lm-H-

Appelons transformation élémentaire en 0 € (R*T)™ le composé 6 o7 : (7~ L(RT)",
7710)) — ((RT)™,0) de I'éclatement 7 d’'un (n — 2)-plan de coordonnées et d’un homé-
omorphisme 6 : 0(x1,...,z,) = (xfl, ..., xPn) avec B; réels > 0. On peut appliquer une
transformation élémentaire en 0 € (R™)™, puis recommencer en chacun des deux points
singuliers de 7, et 'on peut itérer un nombre fini de fois ce processus. On obtient ainsi
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un “arbre fini de transformations élémentaires”

= —

= —

La remarque suivante est essentielle pour la suite :

2.4. LEMME. Soit 2 un sous-ensemble fini de (RT)"™; il existe un arbre fini de transfor-
mations élémentaires tel que si a est l'un des deuz points singuliers d’une fléche initiale de
Parbre et sim: (RT)",0) 3 (Y1,-->Yn) — T(Y1,---,Yn) € (RT)*,0) est le morphisme
composé des transformations élémentaires entre a et 0, on ait Yw € 2, n*(z¥) = y*, les
u formant un sous-ensemble de (RT)™ totalement ordonné pour l'ordre produit.

Preuve. Evidemment, m* est injective et m* conserve 'ordre sur les monomes; on
peut donc supposer card {2 = 2, car par itération on a le résultat pour un {2 quelconque.
Si 2% et 2¢" sont deux monomes, on peut diviser par le facteur commun a x* et " et
supposer que % = z7' ... 2% et a¥ = a:s_;fll Lo.xemo s >, w; > 0, apres une éventuelle
permutation de coordonnées. On procede alors par récurrence descendante sur r+ (n—s);
sir=0oun—s=0 (ie. ¥ =1 ou = 1), il n’y a rien & démontrer; sinon, on peut
supposer en appliquant une transformation 6 que tous les w; sont égaux a 1; en éclatant
Phyperplan 1 = xs41 = 0, on obtient alors les monoémes z; ...x, et T1xs41 ...z, (Ou
Xy...TpXst1 €6 Tgpq...Ty,); divisant par x; dans le premier cas et par xz,11 dans le

second, on peut appliquer I’hypothese d’induction. m

2.5. LEMME. Supposons que le théoréme 2.1 est vrai pour A, ,—1 et supposons que le
semi-analytique X considéré en 2.1 est défini par des fi; qui sont des polynomes distingués
en Ym o coefficients dans Ay m—1 (R™™1 est paramétré par y' = (y1,...,Ym—1)); alors le
théoreme 2.1 est vrai pour X.

Preuve. Posons f =[], fi; = Zkle ak(z;y")yk~1 et considérons le polynéme
générique F = Y, apyh ' € Rla; ym] out a désigne le paquet de variable aj, et décrit un
RM . Soit # I'application ((RT)” x R™~10) 3 (z;9) — (ar(z,5y')) € (RM,0).

Comme conséquence du théoreme de Tarski-Seidenberg (cf. [1], “méthode du saucis-
sonnage”), il existe une partition fini de R en semi-algébriques connexes W, tels que
au-dessus de chaque W, F' ait un nombre constant [, de racines réelles :

YM(a) < YP(a) < ... < Y (a).

Il en résulte que X N (0~1(W,) x R) est une union disjointe de “tranches” de la forme :

THWa) ety = Y (0(z,y)}
071 (Wa) et YO (0(x,y") < ym < VLTV (0(z.9))},
07 (Wa) et ym < Y (0(,9))},
Tio o0 = (@Y, ym 071 (Wa) et Vi) (8(2,4/)) < ym}.
Si X est contenu dans roite des y,, (z=7'=0), le résultat est évident. Sinon, il existe
un a tel que 0 € 0=1(W,,); 0 € 6-1(W,,); X contient une tranche T' au-dessus de 6~1(W,,).

Par hypothese, il existe un arc &' : ([0,¢[,0) — ((RT)™ x R™71,0) & coefficients dans A,
tel que £'(]0,¢[) € 61 (W,,). Supposons que T est de la forme Tj; &, = y&”(@(f’(t))) est

)

T ={(z,y,ym) : (z,9') €0
Tiiv1 = {(z,9, ym) : (z,9) €
Tovor ={(@, ¢, ym) : (x,9') €
) (z,y') €
lad

/
«
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alors racine du polynéme distingué en y,, f(§’'(¢); ym ) et donc cette racine appartient & A
d’apres le lemme de Puiseux 1.4. L’application £’ se reléve donc en un arc £ = (&', &,,) tel
que £(]0,e[) € T; € X\{0}. SiT =T 41, on choisit par exemple &, = %(y&”(@(f’(t))) +

S“)(e(g’(t)))); si T = T w01, on peut choisir &, = YL(O(E'(t))) —t; si T = T}, oo,
Em = Ve (0 (1) + 1.

2.6. Preuve du théoréme 2.1. On peut supposer d’apres 2.2.1 que les f;; sont
dans A,, ,,; on procede par induction sur le couple (n, n+m) ordonné lexicographiquement
(sin=m =0, il n’y arien a dire). On peut admettre que X N ((RT*)™ x R™) est non
vide, car sinon, on se raméne & un n’ < n, et 'on peut supposer que X C (RT*)" x R™.

Ecrivons chaque fi; sous la forme fi; = 30 co. 2°(fijw(y) + gijw(2,y)) olt 2 est
un sous-ensemble fini de (RT)"™; fijw € R{y1,...,ym} €t fijw # 0; Gijw € Apm et
9ij.»(0,y) = 0.

Posons 2 = UZ j §2;; et appliquons le lemme 2.6 a {2 si n > 2; il existe un arbre de
transformations élémentaires vérifiant les conclusions de 2.4; si a est un point de la fibre
au-dessus 0, notons 7, le morphisme composé des transformations entre a et 0 et soit
7w, (RT)™ x R™ 0) — ((RT)™ x R™,0) le morphisme 7, xidentité. Il suffit de montrer
que Va, le théoreme est vrai pour le semi-analytique supposé non vide

Xq :Egl(X) = Uﬂ{(xay) : fij oza(x,y)?O}.

Distinguons deux cas (on suppose n > 2) :

e ¢ est un point singulier d’une fleche initiale de ’arbre; d’apres le lemme 2.4, chaque
fij om, s'éerit i (hij(y) + gij(2,y)) avec iz € (RY)™; hij € R{y1, ..., ym} et hij # 0;
Gij € An.m et g;;(0,y) = 0.

Distinguons encore deux cas :

* Sim = 0, alors h;; est une constante réelle non nulle; le germe semi-analytique X,
est donc de la forme

Uﬁ{z € (RT*)™ - ztii 70}

et le théoréme est trivialement vrai pour X, (X, =0 ou X, = (RT*)").
% Sim >0 et sipi;(x,y) = hi(y) +9i5(z,y), on a

KXo = Uﬂ{(x,y) € (RY)™ x R™ : ¢;;(x,y) 70}

Mais ¢;;(0,y) # 0 et d’apres le théoreme de préparation analytique usuel, apres un
éventuel changement linéaire de coordonnées sur les y, on peut supposer que chaque ¢;;
est équivalent dans A, ,, & un polydme distingué ¢;; € A, 1n—1[ym]. D’apres hypothese
d’induction, le théoreme est vrai pour A, ,,,—1 et donc il est vrai pour X, d’apres le
lemme 2.5.

e a est un point régulier d’une fléche initiale de I’arbre; mais alors les f;; o , appar-
tiennent & A, _1 41 et on applique I'hypothese d’induction.

Reste enfin a examiner le cas n = 0 ou n = 1; dans le second cas, on peut écrire
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fij(x,y) = 2%g;;(z,y) avec ¢;;(0,y) # 0; on peut la encore appliquer le théoreme de
préparation & g;;(z,y) apres un éventuel changement linéaire de coordonnées sur les y;
le théoreme résulte alors du lemme 2.5 et de ’hypotheése d’induction. Si n = 0, c’est le
cas analytique bien connu, et la démonstration est analogue.

Enfin, on vérifie facilement que si les f;; sont dans Aéﬁ“}n, alors les composantes de &

sont dans X(Q) .

2.7. Remarque. La méthode précédente permet de démontrer beacoup plus.
D’abord, une fonction de A, ,,, vérifie 'inégalité de Lojasiewicz par rapport au germe
de ses zéros (ce résultat est un cas particulier d’une situation beaucoup plus générale, cf.
[4] ou [6]).

Ensuite, si X est un “germe semi-analytique” défini & l'aide d’éléments de A, ,,,
il existe un nombre fini d’applications m; : ((R*)",0) — ((R*)",0), chaque m; étant
composé d’un nombre fini de transformations élémentaires (cf. 2.3), et pour chaque ¢, un
représentant X; d’'un “germe semi-analytique” défini aussi a I'aide d’éléments de A, .,
tel que

X = Jmi x 1gm)(X5)
i

(X est un représentant convenable de X). On a un résultat analogue quand on remplace
I’adhérence X par une composante connexe de X. On démontre aussi que le nombre de
ces composantes connexes est fini (mais ceci est une conséquence de la théorie de Khovan-
skif). Ainsi, ’adhérence ou une composante connexe d’un “semi-analytique” ne sont peut
étre pas “semi-analytiques”, mais quitte & effectuer un nombre fini de transformations
élémentaires, cela est vrai.

2.8. Remarques

2.8.1. On peut se demander si le théoreme 2.1 reste vrai dans le cas “algébrique”,
i.e. lorsque les germes qui définissent X sont des fonctions de Nash en un nombre fini
de monoémes z¥y*, w € (RT)", u € N™. Bien entendu, on exige que la courbe & soit
aussi “algébrique”. Sous cette forme cela n’est pas vrai; par exemple, pour résoudre en x
Péquation y = z(1+2x%), « irrationnel > 0, on pose = y(1+wu) et ’on obtient I’équation
u+y*(I+u)®+uy®(l+u)® = 0 qui admet d’apres le théoréme des fonctions implicites,
une solution u = ¢(y*) avec @ analytique, mais pas de Nash. Il faut donc redéfinir ce que
I’on appelle “courbe algébrique”.

2.8.2. Soit ¢(u,v) € Rlu*,...,u;v* ... v*] avec oy > 0, et soit pu > 0, p
irrationnel; alors ¢(1 —y,1 — y*) = 0 = ¢ = 0; en effet, on peut écrire p(u,v) =
S vPip;(u) ot By < B < ... est une suite strictement croissante finie de réels positifs, et
on montre par induction sur i que ¢; = 0. Par exemple, quitte & diviser par v”, on peut
supposer 31 = 0 et 'on a p1(1—y) = 0, donc ¢ = 0, car en prolongeant au complexe et en
tournant autour de 0 sans tourner autour de 1, on voit qu'une détermination holomorphe
de ¢1(1 — y) admettrait comme zéros tous les points e2kmi/n e 7.

Considérons alors 'application “algébrique”, inspirée de celle d’Osgood :

(R")%,0) 3 (2,y) - (w,2(1 — y),2(1 — y*)) € (RM)3,0).
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Sip € Azgetpof=0,ona =0;en effet, si (X,Y, Z) = Zaﬁﬁ aoémX“YBZA*7 on a
blaa(l=y) e —y)) =D (3 aap(l-y*1-y)) =0;

S a+pB+y=48
chacune de ces parentheses est nulle et d’apres la remarque précédente, 1 = 0. Il est donc
vain d’espérer un résultat genre Tarski—Seidenberg et la projection d’un “semi-algébrique”
n’est méme pas “semi-analytique”.

3. Exemples de paramétrisations en dimension deux

3.1. On note @ la famille de toutes les fonctions

Oa(t) = (1/t)* (Log 1/t)** ... (Log, 1/t)*,
ol les «y; sont des réels tels que 8,(t) —0 quand t—0 (donc les «; ne sont pas tous nuls
et le premier «; non nul est <0). La famille @ vérifie les conditions de 1.2.4; on note B
Palgebre He associée a O (cf. 1.2.4) et plus généralement on note B,, algebre des germes
de fonctions & l'origine de (RT)" de la forme

FOar(x1)y oy Oapr(x1);. . 5001 (Tn), .-, Oar(xn))

avec 0,:(t) € © (p et les o dépendent de f et f est analytique & valeurs réelles).

Soient 0, 03 € O, a = (ag,...,q), 8= (Bo,---,04), A > 0; supposons «q # 0, donc
ag < 0. On vérifie facilement que

050 (MN0a) = A" (—ag)? -0, - (1+¢)

avec ¢ € B, p(0) = 0; 70 = —apfBo et vi = —a;00 + Bi, si @ > 0. En particulier, si
Bo=1/ag et B; = a;/ag, i >0, 050 (\,)(t) est équivalent dans B & A~1/ @0 (—aq)@1/oo¢,
On en déduit aussi facilement que B est stable pour la composition des applications.

Remarquons enfin que si f et g sont deux germes de fonctions réelles positives, non
oscillantes, & origine de RT, f ~ g = 0o f ~ §og, V0 € O (on rappelle que f ~ g
signifie que g(x)/f(x) tend vers une limite finie non nulle quand = — 0, « > 0).

3.2. LEMME. Si p € B, p(t+ty) appartient a l’algébre notée B{y} formée des germes
qui sont analytiques réels en y et en un nombre fini de 6 € 6.

Preuve. On a

g oo

1 1 Log(1
Log(t+ty)~! = Log ;—Log(l—f—y); Log, (t+ty) ™! = Log, ;—l—Log (1_0g(+y))

Log 1/t

et donc

1 ! !
Lqu(t+ty)71 =L0gqt+<p<<L0g t> [N <L0gq—1 t) ’y>

avec ¢ analytique réelle et ¢(0) = 0. On a donc

Bu(t + ty) = 9a(t)w<(Log 1)_1, L (Logq_l D_l,y)

avec 9 analytique réelle et ¥(0) = 1; d’ou le résultat.

3.3. Soit f(z,y) € Ba, f(0,0) = 0; d’apreés la théorie de Khovanskii, la courbe
f(x,y)=0 au voisinage de 0 dans (R*)? est formée (outre peut-étre les demi-axes positifs)
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d’un nombre fini de branches y = ¢(z) (¢ # 0 et ©(0) = 0) qui sont non oscillants, avec
une tangente en 0. Soit ¢ l'une de ces branches et posons f(z,y) = > a0 (v)0s(2),
d’ott Y aq,g04(0(x))05(x) = 0. Considérons parmi tous les termes qui interviennent dans
cette somme, ceux de multiplicité minimale; il y en a un nombre fini et il en existe au
moins deux; ainsi, on a deux multi-indices (¢, 8) # (o', 8") tels que O (¢(x))0s () ~
0o (())0a1 (x), d’ott existence de deux multi-indices a et 3 tels que 0, (p(x)) ~ O5(x).

Posons
1 o 1 aq 1 Qg
Oa(y :() (Log) ...(Log )
) Y Y Ty

et soit «;. le premier «; non nul (donc «, < 0). Faisons le changement de variables u =
Log, 1/y; en utilisant la formule d’inversion de 3.1, on a une “équation caractéristique” :

1
3.1 L —— ~ 0t .
(3.3.1) 0g, o) 0, (x), 0,€06

Disons que cette équation caractéristique est d’ordre r et remarquons que si r > 1 cette
équation ne donne pas une équivalence pour 1/¢(x) (si par exemple Logu ~ v, Log u(x) =
Av(z)(1 + e(z)) et u(x) = eA?@) . Av@)e(*) majs on ne sait pas controler le produit
v(z)e(x) car v(x) — —oo et e(x) — 0 quand = — 0, z > 0).

Le cas r = 0 est facile; c¢’est une situation générique qui est la seule & apparaitre lorsque
f est une fonction analytique de certains 0, (z) et de 0,1 (y),. .., 00 (y), les of, ..., ab
étant linéairement indépendants sur Q.

3.4. PROPOSITION. Awec les notations précédentes, s’il existe une équation caractéris-
tique (3.3.1) d’ordre 0, on a ¢ € B.

Preuve. On a ¢(z) = Af,(x)(1 + u(z)) avec u(z) — 0 quand z — 0 et A > 0;
faisons le changement de variables y = A6, (x)(1 + u); d’apres le lemme 3.2 et 3.1,

f(z,y) = g(z,u) € B{u}.
D’apres le lemme 1.3, quitte & mettre en facteur un élément de B = Hg on peut pour
résoudre ’équation g(x,u) = 0, supposer que ¢g(0,u) # 0.
D’apreés le théoréme de préparation analytique, on peut donc supposer que g(x, u) est
un polynoéme distingué en u a coefficients dans B; la proposition résulte alors du lemme
de Puiseux 1.4.

Je ne sais pas si I'on peut dire des choses analogues quand on remplace By par B,,.
Considérons un germe de courbe & l'origine de (RT)™ défini par un systéme d’équations
filx,y1,- .. Yn—1) = 0, avec f; € B, et considérons une branche de cette courbe y; =
pi(x), 1 < i < n—1 (on suppose ¢; # 0, Vi). La encore par Khovanskii les ¢;(x)
sont non oscillantes et 'on peut considérer des équations caractéristiques vérifiées par
©1,.-.,pn—1; malheureusement, ces équations caractéristiques ne déterminent pas les
multiplicités de ¢1,...,9,—1 en 0. On a cependant le résultat suivant :

3.5. PROPOSITION. Awec les notations précédentes, supposons que pour i = 1,...,
n—1, on ait p;(z) ~ 0;(x), avec 0; € O; alors Vi, @; € B.

Preuve. On a ¢;(z) = A;0;(x)(1+u;(x)), u;(x) — 0 quand z — 0 et A; > 0; faisons
le changement de variables y; = A4;0;(1 + u;); d’apres le lemme 3.2, f;(z,y) = gi(z,u) €
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B{ug,...,up—1}. Dans B{us,...,up—1}, on peut appliquer le théoréme de préparation
aux variables us,...,u,_1 et supposer, apres un changement linéaire de coordonnées
SUr uo,...,uUn—1, que les g; sont des polynomes distingués en u,_1. On procede alors

par induction sur n en utilisant les arguments du lemme 2.5 (essentiellement Tarski—
Seidenberg) et le lemme de Puiseux 1.4.

3.6. Remarque. Dans la proposition précédente, on utilise le fait que B est stable
par composition. Si I’on ne suppose pas que les 6; sont dans ©, le méme changement
de variables montre que les ¢;(z) sont des fonctions analytiques en un nombre fini de
fonctions qui, soit appartiennent a @, soit sont de la forme 6; o 8, avec 6 € 6.

3.7. EXEMPLES

3.7.1. Soit ¢ € B tel que ¢ ~ 0, avec ag < 0; alors ¢ est inversible dans B pour
la composition des applications (on résout I’équation z = p(y)). Par exemple, si p(y) =
yLog1/y, on a

x

=—
Logl/x< +u),

Y

d’ou I’équation

Log(1l +u Log Log1/x
b (- loalltw)  Losloaljwy, ) _,
Logl/x Logl/x

En résolvant cette équation par le théoreme des fonctions implicites, on trouve
o 1 LogLog1/x
~ Logl/x v Logl/z’ Logl/x
avec ¢ € R{u,v}, ©(0,0) = 1.

On aurait un calcul analogue pour Iéquation = = y — y/logy; on peut résoudre
cette équation en appliquant le théoréme du point fixe & y — x + y/logy, mais ceci est
maladroit et le calcul est inextricable.

Y

3.7.2. Soit ¢ € R{t}, ¢ > 0 pour ¢ > 0; posons

1 1
Te :exp(— x<p<_ 10g;v>)'

f,, est un germe de fonction C° a l'origine de R™, plate & Porigine; en outre, f, ~ fo <
¢ = ¢'. Les fonctions f, ne peuvent pas étre développées a l'aide de fonctions plus
simples; en outre, f, est solution de I’équation

+ ! 1 0
€T — =
logy v log x ’

qui admet une équation caractéristique d’ordre 1. Cela montre que les fonctions élémen-

taires qui décrivent les solutions (lorsque les équations caractéristiques sont d’ordre > 1)
doivent étre choisies dans une classe tres vaste de fonctions.

3.7.3. Soit a résoudre en y l’équation
n 1 1
Log1/y  Logl/yLog,1/y

T
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L’équation caractéristique est d’ordre 1 et ’'on pose ¥ = ﬁl/y, d’ou

Y
= — _1/Y.
r=Y +L0gy+e

On résout d’abord 'équation Y +Y/LogY = u, dou Y = u(l + p(—1/logu)) avec ¢
analytique, ¢(0) = 0; donc

x =u+exp(—1/u(l+ ¢(—1/logu))).

On pose u = z(1 4+ zv); d’out

v = f,(x) (1 + 8 (m L;glx”’))

avec 6 analytique; f, = 272 exp(—1/x(1 + ¢(—1/logz))); par le théoréme des fonctions

implicites,
.
v = fo(z) <1 + 6 (z, Togz’ fﬂx)))

avec 6’ analytique, 8/(0) = 0. On en déduit un développement de u, Y et donc y & I'aide
de f, et de fonctions de ©.

3.7.4. On a utilisé la remarque suivante : si u(z) = v(x)(1+v(z)w(z)) avec u, v,w — 0
quand z — 0, z > 0, on a e~ 1/u(®) = ¢=1/v(@) . g=wHvw’—. ot cette derniere exponentielle
est analytique en v et w.

3.8. PROPOSITION. Avec les notations de 3.3, supposons ¢ = 1. Quitte a permuter x et
y, une branche de l’équation f(x,y) = 0 admet toujours une paramétrisation de la forme
y = () avec ¢ analytique en un nombre fini de x*(Log 1/x)?(Logy 1/z)7; ou de le forme
—1/Logy = o(z) avec p analytique en un nombre fini de (Log1/x)® exp(—v(Log 1/z)?).

Preuve. Comme q = 1, I’équation caractéristique s’écrit
y*(Log1/y)° ~ 2% (Log 1/x)""
Si a > 0, on applique 3.4 et on résout en y; de méme si & > 0, on peut résoudre en x.
On peut donc supposer que ’équation caractéristique s’écrit
Logl/y ~ (Log1/x)"~%,  u>0,
et donc il existe A > 0 tel que
(Log 1/y)" = A™!(Log 1/)(1 + &(x))
ot ¢(z) — 0 quand x — 0. Posons 1/v = Logl/y; 1/u = (A~!Log1/z)*~!; donc
v=u(l+¢(z)), e (x) = 0 quand  — 0; y = e~ /; & = e~ 4/*", L’équation f(z,y) =0
s’écrit
3 o su e e =0 (,8,7,8 réels; 7,6 > 0).
Considérons dans cette somme les termes de multiplicité minimale, quand (z,y) décrit
la branche considérée; pour deux tels termes associés a (a, 5,7,9) et (o, 5',+',0") on a,
compte tenu de la forme de ’équation minimale,
y=750=0; a+p=ad+p sip#l,
y+o=~"+¢; a+p=a+p sip=1
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Supposons p # 1 (le cas p = 1 se traiterait de maniére analogue); notons vy (resp. dp) la
valeur commune & tous ces 7 (resp. 4); on peut écrire ’équation f(z,y) = 0 sous la forme

P(u,v)efﬁ(’/““e*‘s(’/” +Q(u,v) =0

out P(u,v) est une fonction analytique en des puissances éventuellement irrationnelles de
u et v et Q(u,v) est de la forme

o~ jut —
§ aaﬁﬂ)gua’l}g@ v/u e 6/1)7

le quotient de chaque e=?/% e=9/% par e=70/u" ¢=%/u étant une fonction C'* plate en 0
(ie. sipu>1, (v,0) > (70,d0) pour lordre lexicographique). Visiblement, si v = ¢(u)
est I’équation de la branche, P(u,¢(u)) est plate en 0. Compte tenu des résultats du
§2, il existe donc une solution v = @(u) de I'équation P(u,v) = 0 avec p(u) = u + ...
fonction analytique de puissances de u, telle que p(u) —@(u) soit plate en 0. Notons ¥ (u)
le “polynome” de degré < 1 tel que p(u) = u(1+1(u)) +u?e(u), e(u) — 0 quand u — 0,
¥(0) = 0; faisons le changement de variables v = u(1 4 ¥ (u)) + u?w; les v? et e=0/v
deviennent analytiques en w (cf. 3.7.4) et 'on termine de la maniere habituelle : d’apres
le théoreme de préparation analytique, on peut supposer que I’équation en u,w est un
polynéme distingué en w et 1'on résout en w en utilisant le lemme de Puiseux (§2). On
en déduit que w, donc v, admet un développement en un nombre fini de u®e=7/ “H, i.e.
—1/ Logy admet un développement en un nombre fini de (Log1/z)® exp(—v(Log 1/z)%).

P.S. En Mars 94, Lou van den Dries m’a signalé que le théoreme 2.1 a été démontré
par des méthodes logiques et parallelement par Chris Miller (Ezpansions of the real field
with power functions, & paraitre dans Ann. Pure Appl. Logic). La méthode ici utilise
des éclatements tres simples que 'on peut expliciter. Elle permet de montrer que, apres
éclatements, I’adhérence ou chaque composante connexe d’un semi-analytique au sens de
2.1 sont encore semi-analytiques, cf. 2.7.
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