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Soit X un sous-ensemble analytique (ou plus généralement semi-analytique ou sous-
analytique) de Rn; si x est un point non isolé de X, le “lemme du petit chemin” affirme
qu’il existe une application analytique ξ : [0, ε[→ X telle que ξ(0) = x et ξ(]0, ε[) ⊂
X\{x}. Ce lemme est très utile dans les démonstrations et on l’étend à des contextes
plus généraux, lorsque X est un sous-ensemble analytique d’un certain type d’un ouvert
borné de Rn et x ∈ ∂X (X peut être une variété pfaffienne, cf. [2], ou X peut être
Gevrey au bord, cf. [5]). Dans ce cas, le lemme usuel du petit chemin ne s’applique pas;
l’arc que l’on construit est alors une sous-variété connexe et de dimension un de la classe
d’ensembles étudiés, mais l’on ne sait rien a priori sur les paramétrisations de cet arc
(cependant, dans le cas Gevrey, on sait que l’arc est Gevrey).

Dans cet article (§2), on précise la paramétrisation dans un cas très particulier : X est
un germe d’ensemble “semi-analytique” à l’origine de (R+)n défini à l’aide d’un nombre
fini de fonctions de la forme

f(xα1
1 , . . . , x

αp
1 ;xα1

2 , . . . , x
αp
2 ; . . . ;xα1

n , . . . , xαpn )

avec f analytique à valeurs réelles à l’origine de Rnp et αj réels > 0. Posant xi = e−1/yi ,
cela revient au même d’étudier au voisinage de 0 les ensembles semi-analytiques définis
à l’aide de fonctions analytiques d’exponentielles e−αj/yi . La démonstration reprend les
idées de [5] : par éclatements, on se ramène au cas où les fonctions sont analytiques
en toutes les variables, sauf une; on peut alors appliquer le théorème de préparation.
Bien entendu, la recherche d’une paramétrisation nécessite une extension du “lemme de
Puiseux”; cette extension est une conséquence facile du théorème de désingularisation
(§1). Tous les résultats sur les ensembles semi-analytiques usuels s’étendent à cette situ-
ation plus générale.

Enfin, dans un dernier paragraphe (§3), on envisage la situation plus générale où l’on
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remplace les xαji par xαji (Log xi)βj ; on a des résultats si n = 2; pour n > 2, le problème
demeure.

1. Le lemme de Puiseux

1.1. Soit O la R-algèbre des germes en 0 de fonctions analytiques f : ]0, ε[→ R (ε > 0
dépend de f); soit K une sous-algèbre de O vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) ∀f ∈ K∗ = K\{0}, f est non oscillante, i.e. f est strictement monotone dans un
intervalle ]0, ε[, donc f > 0 ou f < 0.

(ii) K est un corps.

Si K est stable par dérivation, la condition (i) équivant à la condition plus faible :

(i′) ∀f ∈ K∗, on a f 6= 0 en tout point d’un intervalle ]0, ε[.

On note A la sous-algèbre de K formée des f qui se prolongent par continuité en 0;
visiblement, A est un anneau local d’idéal maximal m = {f ∈ A : f(0) = 0}; K est le
corps des fractions de A et c’est l’union disjointe de A et m−1 = {f ∈ K : 1/f ∈ m}.

On pose AC = A ⊗R C; KC = K ⊗R C; mC = m ⊗R C; on définit une relation
d’équivalence sur K∗C : g ∼ f si g/f ∈ AC\mC, i.e. g(t)/f(t) tend vers une limite finie
non nulle quand t → 0. On note ν(f) la classe d’équivalence de f (multiplicité de f en
0); l’inégalité ν(g) > ν(f) signifie que g/f ∈ mC.

1.2. Exemples

1.2.1. Supposons que K est stable par dérivation et vérifie les conditions de 1.1;
si f ∈ K, les corps K(ef ) ou K(F ) (F primitive de f) vérifient les mêmes conditions
(d’après Liouville). Il en est de même de la clôture algébrique K̃ de K dans O (en effet,
si f ∈ O∗ vérifie une équation irréductible sur K : apfp + . . . + a0 = 0 avec ai ∈ K,
on a a0 6= 0 et f divise a0; donc f 6= 0 en tout point d’un intervalle ]0, ε[). Par ailleurs
f ′ = (a′pf

p + . . .+ a′0)/(papfp−1 + . . .+ a1) appartient à K̃.

1.2.2. Soit A une sous-algèbre de l’algèbre E des germes en 0 de fonctions C∞ sur
[0, ε[, analytiques sur ]0, ε[, à valeurs réelles; on suppose que A est quasi-analytique, i.e.
l’application A 3 f → f̂ ∈ R[[t]] qui à f associe sa série de Taylor à l’origine, est injective;
alors le corps des fractions K de A vérifie les conditions de 1.1. C’est vrai en particulier
si A est l’algèbre G des germes multisommables dans la direction R+ (cf. [5]) : G est
quasi-analytique, stable par dérivation et composition.

1.2.3. Soit A une sous-algèbre quasi-analytique de E , stable par dérivation; alors il
existe une sous-algèbre quasi-analytique Ã de E , stable par dérivation, telle que Ã ⊃ A

et telle que Ã 3 f → f̂ ∈ R[[t]] soit surjective, donc bijective.

P r e u v e. On considère l’ensemble ordonné par inclusion de toutes les sous-algèbres
de E qui sont quasi-analytiques et stables par dérivation; par l’axiome du choix, il existe
un élément maximal B et il suffit de montrer que B̂ = R[[t]]; sinon il existerait ϕ ∈ R[[t]]\B̂
et deux cas se présentent :

• Les ϕ(i), i ∈ N, sont algébriquement indépendants sur B̂; si f ∈ E avec f̂ = ϕ,
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l’algèbre B[f, f ′, . . .] ! B, est quasi-analytique et stable par dérivation, ce qui est contra-
dictoire.
• Les ϕ(i), i ∈ N, sont algébriquement dépendants sur B̂. Soit p − 1 le plus grand

entier tel que ϕ,ϕ′, . . . , ϕ(p−1) soient algébriquement indépendants sur B̂; soit

(∗) αq(ϕ, . . . , ϕ(p−1))(ϕ(p))q + . . .+ α0(ϕ, . . . , ϕ(p−1)) = 0

l’équation de degré minimal q vérifiée par ϕ(p); les polynômes αi ∈ B̂[y, . . . , y(p−1)] se
relèvent de manière unique en des polynômes ai ∈ B[y, . . . , y(p−1)]. L’équation différen-
tielle

aq(y(p))q + . . .+ a0 = 0

admet une solution f ∈ E telle que f̂ = ϕ. En effet, relevons arbitrairement ϕ en g ∈ E
(ĝ = ϕ) et posons y = z + g. On doit trouver une solution infiniment plate à l’origine
d’une équation à coefficients dans E ,

(∗∗) P (z, z(1), . . . , z(p)) + upz
(p) + up−1z

(p−1) + . . .+ u0z + v0 = 0

avec v0 infiniment plate à l’origine, P polynôme sans termes linéaires ou constants; ûp 6= 0,
car ûp est la dérivée par rapport à ϕ(p) du premier membre de (∗) et cette dérivée est
non nulle, car q est minimal. Sous ces conditions, l’existence d’une solution pour (∗∗) est
bien connue.

Soit ∆ le discriminant du polynôme aq(f, . . . , f (p−1))(f (p))q + . . .+ a0(f, . . . , f (p−1));
on a ∆ ∈ B[f, f ′, . . . , f (p−1)] et ∆̂ 6= 0. En dérivant l’équation différentielle vérifiée par
f , on trouve que ∀j ≥ 1,

(∗∗∗) f (p+j) =
Pj(f, . . . , f (p))

∆nj

où nj est un entier > 0 convenable et Pj est un polynôme à coefficients dans B.
Montrons que B[f, f ′, . . .] est quasi-analytique; soit g ∈ B[f, f ′, . . .] telle que ĝ = 0

et montrons que g = 0; d’après (∗∗∗), on peut supposer que g ∈ B[f, f ′, . . . , f (p)], puis
supposer que g est de degré < q en f (p). Comme ĝ = 0, tous les coefficients de ĝ considéré
comme polynôme en ϕ, . . . , ϕ(p) sont nuls, et donc g = 0. Ainsi, B ne serait pas maximale
et l’on aboutit là encore à une contradiction.

On en déduit les conséquences suivantes :

• Soient P1, . . . , Ps ∈ Ã[y1, . . . , yr; y
(1)
1 , . . . , y

(1)
r ; . . . ; y(p)

1 , . . . , y
(p)
r ]. Supposons que le

système formel P̂1 = . . . = P̂s = 0 admette une solution formelle (ŷ1(t), . . . , ŷr(t)) ∈
R[[t]]r; alors cette solution formelle se relève en une solution (y1(t), . . . , yr(t)) ∈ Ãr du
système P1 = . . . = Ps = 0. En particulier, les solutions d’un système régulier y′j =
Pj(y1, . . . , yr) (1 ≤ j ≤ r et Pj polynôme à coefficients dans Ã) sont dans Ãr.

• Ã est algèbriquement clos dans E ; en effet, si f ∈ E vérifie une équation apfp+ . . .+
a0 = 0 avec ai ∈ Ã, on peut supposer que le discriminant ∆ du polynôme apyp + . . .+ a0

est non nul. Soit f̃ ∈ Ã tel que ̂̃f = f̂ ; on a apf̃p + . . .+ a0 = 0, donc f = f̃ , car ∆̂ 6= 0.
En particulier, si ϕ ∈ R{y1, . . . , yp} est de Nash et si f1, . . . , fp ∈ Ã avec fi(0) = 0 pour
i = 1, . . . , p, on a ϕ(f1, . . . , fp) ∈ Ã.
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• Soit N la sous-algèbre de R{y} formée des ϕ tels qu’il existe un nombre fini de
ϕ1, . . . , ϕp ∈ R{y} avec ϕ1 = ϕ, les ϕi étant solutions d’un système

dϕi
dt

=
Pi(ϕ1, . . . , ϕp)
Qi(ϕ1, . . . , ϕp)

, 1 ≤ i ≤ p,

avec Pi, Qi ∈ R[y1, . . . , yp], Qi(ϕ1(0), . . . , ϕp(0)) 6= 0. Visiblement, N est une algèbre
locale qui contient l’algèbre de Nash N .

Si f ∈ Ã et f(0) = 0 on a

Qi(ϕ1 ◦ f, . . . , ϕp ◦ f)
d(ϕi ◦ f)

dt
= f ′ · Pi(ϕ1 ◦ f, . . . , ϕp ◦ f).

Il en résulte que ϕi ◦ f ∈ Ã pour tout i; donc, si ϕ ∈ N , ϕ ◦ f ∈ Ã. Enfin, Ã est stable
par intégration, mais ne l’est pas par composition : si f ∈ Ã, en général f(t2) 6∈ Ã.

1.2.4. Soit Θ = {θα} une famille de fonctions, continues et strictement croissantes de
[0, ε[ dans R+, nulles en 0 et analytiques dans ]0, ε[. On suppose que Θ est stable pour la
multiplication; on suppose aussi que θα, θβ ∈ Θ et α 6= β implique que θα/θβ ou θβ/θα
appartient à Θ. On note HΘ (resp. NΘ) la sous-algèbre de O formée des germes en 0 des
fonctions qui s’écrivent sous la forme ϕ(θα1 , . . . , θαp) avec θαi ∈ Θ et ϕ analytique (resp.
de Nash) au voisinage de l’origine de Rp, à valeurs réelles (p, α1, . . . , αp sont variables).
D’après le lemme qui suit, A = HΘ ou NΘ et son corps des fractions K vérifient les
conditions de 1.1.

Par exemple, on peut choisir pour Θ la famille des fonctions θα(t) = tα (α réel > 0),
ou encore la famille des fonctions θα(t) = (1/t)α0(Log 1/t)α1(Log2 1/t)α2 . . . (Logq 1/t)αq

où Logq = Log ◦ . . . ◦Log, q fois (on choisit les αi ∈ R de telle sorte que θα(t)→ 0 quand
t→ 0, t > 0).

1.3. Lemme. Soient θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Θp, ϕ ∈ R{y1, . . . , yp} avec ϕ(θ) 6= 0; il
existe des multiindices ω0 ∈ Np; ω1, . . . , ωq ∈ Zp; a ∈ R∗ et ψ ∈ R{y1, . . . , yp; z1, . . . , zq},
ψ(0) = 0, tels que ∀i = 1, . . . , q, θωi ∈ Θ et

ϕ(θ1, . . . , θp) = aθω0(1 + ψ(θ1, . . . , θp; θω1 , . . . , θωq )).

(On a un résultat analogue si on remplace fonctions analytiques par fonctions de Nash
ou si on remplace R par C).

P r e u v e. Soit ν(γ) la multiplicité en 0 d’un élément γ ∈ Θ; notons Iγ l’idéal de
R[y1, . . . , yp] engendré par tous les monômes yµ (µ ∈ Np) tels que ν(θµ) ≥ ν(γ); Iγ admet
un système minimal de générateurs formé de monômes yµ, µ ∈ Ω̃γ (Ω̃γ sous-ensemble
fini de Np); ce système est unique et tout monôme appartenant à Iγ est multiple d’un tel
yµ; on en déduit que l’ensemble Ωγ des ω ∈ Nn tels que ν(θω) = ν(γ), i.e. θω = γ, est
fini et contenu dans Ω̃γ .

Posons ϕ =
∑
aωy

ω et notons Γ l’ensemble des γ ∈ Θ tels que Ωγ soit non vide et∑
ω∈Ωγ aω 6= 0 (donc

∑
ω∈Ωγ aωθ

ω = (
∑
ω∈Ωγ aω) · γ). Toute suite d’éléments de Γ telle

que la suite des multiplicités soit strictement décroissante est stationnaire, car la suite
des idéaux Iγ est alors strictement croissante; Γ admet donc un élément γ0 = θω0 de plus
petite multiplicité.



PARAMÉTRISATIONS DE PETITS CHEMINS 425

Soient ω′1, . . . , ω
′
q les éléments de Ω̃γ0 \ Ωγ0 ; décomposons la série

∑
aωy

ω sous la
forme ∑

ω∈Ωγ0

aωy
ω(1 + ϕω(y)) +

q∑
i=1

aω′
i
yω
′
i(1 + ϕω′

i
(y)) +

∑
ω∈Ω′

aωy
ω,

Ω′ désignant l’ensemble des ω ∈ Nn tels que yω 6∈ Iγ0 ; ϕω, ϕω′
i

appartiennent à R{y1, . . .
. . . , yp} et s’annulent en 0. Si a =

∑
ω∈Ωγ0

aω, on a

∑
aωθ

ω = aθω0

[
1 +

∑
ω∈Ωγ0

a−1ϕω(θ) +
q∑
i=1

aω′
i
a−1θω

′
i−ω0(1 + ϕω′

i
(θ))

]
= aθω0(1 + ψ(θ1, . . . , θp; θω1 , . . . , θωq ))

avec ωi = ω′i − ω0 ∈ Zp et

ψ =
∑
ω∈Ωγ0

a−1ϕω(y) +
q∑
i=1

aω′
i
a−1zi(1 + ϕω′

i
(y)).

Tout f ∈ H∗Θ tel que f(0) = 0 est donc équivalent à un germe aθ (a ∈ R∗, θ ∈ Θ) et f
admet un développement asymptotique convergeant suivant l’échelle Θ, i.e. f =

∑
aαθα

où aα ∈ R; θα ∈ Θ et α < β implique ν(θα) < ν(θβ) (dans l’ordre total sur les α, chaque
α admet un successeur mais pas toujours un antécédent). Le résultat suivant est une
extension du lemme de Puiseux usuel (cf. [3] pour un résultat comparable en formel) :

1.4. Théorème. Soit θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Θp et soit

Q(t,W ) = W q +
q∑
i=1

fi(t)W q−i

un polynôme unitaire à coefficients fi ∈ C{θ1, . . . , θp}. Alors il existe un nombre fini de
multi-indices ω1, . . . , ωs ∈ Qp tels que ∀j = 1, . . . , s, θωj ∈ Θ1/m, pour un certain entier
m ≥ 1; et une fonction analytique φ ∈ C{y1, . . . , ys}, tels que φ(θω1 , . . . , θωs) soit racine
de l’équation Q(t,W ) = 0; en outre, si les fi sont de Nash, φ est de Nash.

1.5. Corollaire. Soit K le corps des fractions de KΘ ou NΘ; KC est algébriquement
clos si et seulement si θ1/m ∈ Θ, ∀θ ∈ Θ et ∀m entier ≥ 1.

On a aussi le résultat suivant (la preuve est analogue à celle de 1.4) :

1.6. Théorème. Avec les notations de 1.1, KC est algébriquement clos si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) f1, . . . , fs ∈ m et φ ∈ R{y1, . . . , ys} de Nash ⇒ φ(f1, . . . , fs) ∈ A.
(ii) ∀f ∈ A, f > 0, et ∀m entier ≥ 1, on a f1/m ∈ A.

1.7. P r e u v e d e 1.4. Soit w0 une racine du polynôme complexe Q(0,W ); en
remplaçant W par W +w0, on peut supposer que fq(0) = 0 et l’on cherche une racine de
Q(t,W ) = 0 qui s’annule en t = 0. Soit f l’application [0, ε[ 3 t→ (f1(t), . . . , fq(t)) ∈ Cq
et posons a = f(0); soit X le plus petit germe en a d’ensemble de Nash qui contient la
courbe f ; X est irréductible. On note f l’application (R+, 0) 3 t→ f(t) ∈ (X, a).



426 J.-C. TOUGERON

Le polynôme générique W q+
∑q
i=1(zi|X)W q−1, à coefficients dans l’algèbre NX,a des

germes de Nash en a sur X, a peut être des facteurs multiples. Ce polynôme admet dans
NX,a[W ] un facteur Q′ qui est un polynôme distingué et qui est sans facteurs multiples :

Q′(z,W ) = W q′ +
q′∑
i=1

gi(z)W q−i

(q′ > 0 et gi(a) = 0, ∀i). On cherche une racine de Q′(f(t),W ) = 0.
Soit δ ∈ N ∗X,a le discriminant de Q′(z,W ) et soit X ′ le germe de Nash réunion de

δ=0 et des points singuliers de X. D’après le théorème de désingularisation d’Hironaka, il
existe un morphisme de Nash π : (X̃, π−1(a))→ (X, a) vérifiant les conditions suivantes :

(i) π est propre et X̃ est régulier, dim X̃ = dimX = r.
(ii) π induit un difféomorphisme de X̃ \ π−1(X ′) sur X \X ′.
(iii) ∀ ã ∈ π−1(a), le germe en ã de δ ◦ π = 0 est réunion de certains hyperplans de

coordonnées, pour un système de coordonnées convenables de X̃ en ã.

Par construction de X, le germe f(]0, ε[) est contenu dans X \X ′ et f |]0, ε[ se relève
de manière unique en une application f̃ : ]0, ε[→ X̃ \π−1(X ′); soit ã ∈ π−1(a) une valeur
d’adhérence de f̃(t) quand t→ 0, t > 0.

On peut supposer a = 0; après plongement de (X̃, ã) dans (Cq, 0), l’application π :
(X̃, ã) → (X, 0) se relève en une application π : (Cq, 0) → (Cq, 0) et l’on sait, par
construction de π, que π se décompose sous la forme π = π1 ◦ . . . ◦ π` où πi : (Cq, 0) →
(Cq, 0) a l’une des deux formes suivantes :

a) πi est un difféomorphisme de Nash.
b) π∗i (zj) = zj , pour 1 ≤ j ≤ k (1 ≤ k ≤ q); π∗i (zj) = z1(zj + aj), aj ∈ C, pour

k + 1 ≤ j ≤ q.

Démontrons que l’application f : [0, ε[ → C se relève en Fi : [0, ε[ → Cq telle que
Fi(0) = 0 et π1 ◦ . . . ◦ πi ◦ Fi = f ; montrons en outre l’existence d’un nombre fini de
multi-indices ω1, . . . , ωs ∈ Zp tels que θωj ∈ Θ, j = 1, . . . , s, et celle d’une application
analytique φ : (Cs, 0)→ (Cq, 0), avec Fi−1 = φ(θω1 , . . . , θωs).

On procède par induction sur i; c’est vrai si i = 1, car F0 = f ; supposons-le vrai pour
Fi−1 et démontrons-le pour Fi; on a πi ◦ Fi = Fi−1; si πi a la forme a), le résultat est
évident; dans le cas b), on a si φ1, . . . , φq sont les composantes de φ et Fi,1, . . . , Fi,q celles
de Fi,

• Fi,j = Fi−1,j = φj(θω1 , . . . , θωs), 1 ≤ j ≤ k,

• Fi,j =
Fi−1,j

Fi−1,1
− aj =

φj(θω1 , . . . , θωs)
φ1(θω1 , . . . , θωs)

− aj , k + 1 ≤ j ≤ q.

Si le numérateur de la dernière fraction est non nul, il existe d’après le lemme 1.3
des multi-indices ω0, ωs+1, . . . , ωs′ ∈ Zp tels que θωs+1 , . . . , θωs′ ∈ Θ; a ∈ R∗ et ψ ∈
R{y1, . . . , ys′}, ψ(0) = 0, avec

Fi,j + aj = aθω0(1 + ψ(θω1 , . . . , θωs′ )).

Mais d’après le choix de ã, il existe des tν > 0, tν → 0 tels que Fi,j(tν) → 0; donc
si aj 6= 0, θω0 = 1 et aj = a; si aj = 0, θω0 ∈ Θ. Si le numérateur est nul, on a aj = 0
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et Fi,j = 0. Ainsi Fi a les mêmes propriétés que Fi−1 et la preuve par induction est
terminée.

L’application f se relève donc en une application f̃ = Fl telle que f̃(0) = 0 et π◦f̃ = f ;
en outre f̃ est de la forme φ(θω1 , . . . , θωs), ωj ∈ Zp et θωj ∈ Θ, φ analytique. Supposons
que le plongement de (X̃, ã) dans (Cq, 0) identifie (X̃, ã) à (Cr × {0}, 0); posons

f̃ = (f̃
1
, . . . , f̃

r
); g̃i = gi ◦ π; Q̃′(z,W ) = W q′ +

q′∑
i=1

g̃i(z)W q′−i.

On est ramené à chercher une racine de Q̃′(f̃(t),W ) = 0.
Si δ̃ est le discriminant de Q̃′(z,W ), l’ensemble δ̃ = 0 est contenu dans l’ensemble

z1 . . . zr = 0; il est bien connu que les racines de Q̃′ sont de la forme ψ(z1/m
1 , . . . , z

1/m
r )

avec ψ de Nash, m est un entier > 0 qu’on peut choisir égal à q′! Si

f̃
j

= ajθ
ω0,j (1 + ψj(θω1 , . . . , θωs))

avec ω0,j , ω1, . . . , ωs ∈ Zp; θω0,j , θω1 , . . . , θωs ∈ Θ; ψj analytique et ψj(0) = 0, on a pour
certaines déterminations des a1/m

j ,

ψ(. . . , a1/m
j θω0,j/m(1 + ψj(θω1 , . . . , θωs))1/m, . . .)

qui est racine de Q(t,W ), ce qui achève la démonstration.

1.8. Exemple. Si (α) = (α1, . . . , αp) est une suite de réels > 0, on note A(α) l’algèbre
de tous les germes en 0 ∈ R+ de fonctions ϕ(tα1 , . . . , tαp) avec ϕ ∈ C{y1, . . . , yp} et
l’on pose A =

⋃
(α)A(α) (p variable). D’après le théorème 1.4, KC est algébriquement

clos; la suite (α1, . . . , αp) étant fixée, il en est de même du corps des fractions de A(α)
C

où A(α) =
⋃

(β)A(β), (β) décrivant l’ensemble de toutes les suites (β1, . . . , βq) de réels

> 0 tels que ∀i, βi ∈ Qα1 + . . . + Qαp; item pour le corps des fractions de A(α)

C où

A(α)
=
⋃

(β)A(β), (β) décrivant l’ensemble de toutes les suites (β1, . . . , βq) de réels > 0
tels que ∀i, βi ∈ Q(α1, . . . , αp).

On noteA(α)
n,m l’algèbre des germes de fonctions à l’origine de (R+)n×Rm qui s’écrivent

sous la forme

ϕ(xα1
1 , . . . , x

αp
1 ;xα1

2 , . . . , x
αp
2 ; . . . ;xα1

n , . . . , xαpn ; y1, . . . , ym)

(ϕ est analytique à l’origine de Rpn+m à valeurs réelles; x = (x1, . . . , xn) paramétrise
(R+)n et y = (y1, . . . , ym) paramétrise Rm). On pose An,m =

⋃
(α)A

(α)
n,m et on note

A(α)

n,m l’algèbre des germes f : ((R+)n × Rm, 0) → R qui s’écrivent f = f0 ◦ f1 ◦ . . . ◦ fs;
fk : ((R+)nk × Rmk , 0) → ((R+)nk−1 × Rmk−1 , 0) ayant ses composantes dans A(α)

nk,mk ;
A(α)

n,m est donc la plus petite algèbre qui est stable par composition et qui contient A(α)
n,m;

enfin on pose An,m =
⋃

(α)A
(α)

n,m.

2. Etude des semi-analytiques définis à l’aide de An,m. Soit fij un nombre
fini d’éléments de An,m, fij(0) = 0; on considère le germe d’ensemble semi-analytique
X =

⋃
i

⋂
j{(x, y) ∈ (R+)n × Rm : fij(x, y) ? 0} où ? signifie = ou >. Un tel germe X
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admet localement un nombre fini de composantes connexes; cela est une conséquence de
la théorie de Khovanskĭı, mais nous allons retrouver ce résultat et certains autres que la
théorie de Khovanskĭı ne permet pas d’obtenir, en utilisant une méthode déjà employée
dans [5]; on comparera aussi ces résultats avec ceux de [7], mais la famille de fonctions
envisagée ici est beaucoup plus particulière. On démontre en particulier le lemme du petit
chemin suivant :

2.1. Théorème. Avec les notations précédentes, si X 6⊂ {0}, il existe un arc ξ :
[0, ε[ 3 t→ (x(t); y(t)) ∈ (R+)n×Rm tel que ξ(0) = 0 et ξ(]0, ε[) ⊂ X\{0}, à composantes
dans A; plus précisément , si les fij sont dans A(α)

n,m, les composantes de ξ sont dans A(α)
.

2.2. Avant de démontrer 2.1, faisons deux remarques préliminaires :

2.2.1. Pour la démonstration, on peut remplacer An,m par An,m; en effet, on peut
supposer que chaque fij ∈ An,m s’écrit fi,j = fij,0 ◦ . . . ◦ fij,s avec pour k = 1, . . . , s
fij,k : ((R+)nk×Rmk , 0)→ ((R+)nk−1×Rmk−1 , 0) et fij,k a ses composantes dans Ank,mk .
Soit π la projection canonique de

⊕s
k=0(R+)nk ×Rmk sur (R+)ns ×Rms = (R+)n×Rm;

en utilisant les graphes des fij,k, on voit que X = π(X ′) où X ′ est un semi-analytique
défini à l’aide de An′,m′ avec n′ =

∑s
k=0 nk, m′ =

∑s
k=0m

′
k. Le résultat pour X ′ entrâıne

évidemment le résultat pour X.

2.2.2. Si f ∈ An,m on a |f | ∈ An,m car |f | = (f2)1/2; le germe f ≥ 0 est donc le
germe analytique |f | − f = 0; les germes semi-analytiques ne sont donc rien d’autre que
les germes constructibles.

2.3. On va utiliser des éclatements très simples que nous allons préciser; considérons
l’éclatement π : R̃n → Rn d’un hyperplan de coordonnées de codimension deux de Rn
(n ≥ 2), par exemple l’hyperplan x1 = x2 = 0; la fibre π−1(0) s’identifie à l’espace
projectif P1(R) paramétré par les coordonnées homogènes x1 ◦ π, x2 ◦ π; dans cette fibre,
on distingue les deux points ẋ1, ẋ2 (nous les appellerons singuliers) corespondant aux
axes de coordonnées x1, x2; si on choisit par exemple le point a = ẋ1, on a un système
canonique de coordonnées locales en a pour R̃n, noté (u1, . . . , un), tel que x1 = u1,
x2 = u1u2, x3 = u3, . . . , xn = un. L’image réciproque par πa du quadrant (R+∗)n est le
quadrant (R+∗)n : {ui > 0, 1 ≤ i ≤ n}. Les autres points de la fibre sont dits réguliers;
en un tel point a ∈ π−1(0), on a un système de coordonnées locales (u1, . . . , un) tel que
x1 = u2(λ + u1); x2 = u2; x3 = u3, . . . , xn = un, avec λ 6= 0. L’image réciproque par
πa du quadrant (R+∗)n est R × (R+∗)n−1 si λ > 0; si λ < 0 elle est vide. Visiblement,
si f ∈ An,m on a f ◦ (πa × 1Rm) ∈ An,m si a est singulier; si a est régulier, λ > 0, on a
f ◦ (πa × 1Rm) ∈ An−1,m+1.

Appelons transformation élémentaire en 0 ∈ (R+)n le composé θ ◦ π : (π−1(R+)n,
π−1(0))→ ((R+)n, 0) de l’éclatement π d’un (n− 2)-plan de coordonnées et d’un homé-
omorphisme θ : θ(x1, . . . , xn) = (xβ1

1 , . . . , xβnn ) avec βi réels > 0. On peut appliquer une
transformation élémentaire en 0 ∈ (R+)n, puis recommencer en chacun des deux points
singuliers de π, et l’on peut itérer un nombre fini de fois ce processus. On obtient ainsi
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un “arbre fini de transformations élémentaires” :
. . . ⇒ →

→
. . . ⇒ →

La remarque suivante est essentielle pour la suite :

2.4. Lemme. Soit Ω un sous-ensemble fini de (R+)n; il existe un arbre fini de transfor-
mations élémentaires tel que si a est l’un des deux points singuliers d’une flèche initiale de
l’arbre et si π : ((R+)n, 0) 3 (y1, . . . , yn) → π(y1, . . . , yn) ∈ ((R+)n, 0) est le morphisme
composé des transformations élémentaires entre a et 0, on ait ∀ω ∈ Ω, π∗(xω) = yµ, les
µ formant un sous-ensemble de (R+)n totalement ordonné pour l’ordre produit.

P r e u v e. Evidemment, π∗ est injective et π∗ conserve l’ordre sur les monômes; on
peut donc supposer cardΩ = 2, car par itération on a le résultat pour un Ω quelconque.
Si xω et xω

′
sont deux monômes, on peut diviser par le facteur commun à xω et xω

′
et

supposer que xω = xω1
1 . . . xωrr et xω

′
= x

ωs+1
s+1 . . . xωnn , s ≥ r, ωi > 0, après une éventuelle

permutation de coordonnées. On procède alors par récurrence descendante sur r+(n−s);
si r = 0 ou n− s = 0 (i.e. xω = 1 ou xω

′
= 1), il n’y a rien à démontrer; sinon, on peut

supposer en appliquant une transformation θ que tous les ωi sont égaux à 1; en éclatant
l’hyperplan x1 = xs+1 = 0, on obtient alors les monômes x1 . . . xr et x1xs+1 . . . xn (ou
x1 . . . xrxs+1 et xs+1 . . . xn); divisant par x1 dans le premier cas et par xs+1 dans le
second, on peut appliquer l’hypothèse d’induction.

2.5. Lemme. Supposons que le théorème 2.1 est vrai pour An,m−1 et supposons que le
semi-analytique X considéré en 2.1 est défini par des fij qui sont des polynômes distingués
en ym à coefficients dans An,m−1 (Rm−1 est paramétré par y′ = (y1, . . . , ym−1)); alors le
théorème 2.1 est vrai pour X.

P r e u v e. Posons f =
∏
i,j fij =

∑M
k=1 ak(x; y′)yk−1

m et considérons le polynôme
générique F =

∑
k aky

k−1
m ∈ R[a; ym] où a désigne le paquet de variable ak et décrit un

RM . Soit θ l’application ((R+)n × Rm−1, 0) 3 (x; y′)→ (ak(x, y′)) ∈ (RM , 0).
Comme conséquence du théorème de Tarski–Seidenberg (cf. [1], “méthode du saucis-

sonnage”), il existe une partition fini de RM en semi-algébriques connexes Wα tels que
au-dessus de chaque Wα, F ait un nombre constant lα de racines réelles :

Y(1)
α (a) < Y(2)

α (a) < . . . < Y(lα)
α (a).

Il en résulte que X ∩ (θ−1(Wα)× R) est une union disjointe de “tranches” de la forme :

Tl = {(x, y′, ym) : (x, y′) ∈ θ−1(Wα) et ym = Y(l)
α (θ(x, y′))},

Tl,l+1 = {(x, y′, ym) : (x, y′) ∈ θ−1(Wα) et Y(l)
α (θ(x, y′)) < ym < Y(l+1)

α (θ(x, y′))},
T−∞,1 = {(x, y′, ym) : (x, y′) ∈ θ−1(Wα) et ym < Y(1)

α (θ(x, y′))},
Tlα,∞ = {(x, y′, ym) : (x, y′) ∈ θ−1(Wα) et Y(lα)

α (θ(x, y′)) < ym}.

Si X est contenu dans la droite des ym (x=y′=0), le résultat est évident. Sinon, il existe
un α tel que 0 6∈ θ−1(Wα); 0 ∈ θ−1(Wα); X contient une tranche T au-dessus de θ−1(Wα).
Par hypothèse, il existe un arc ξ′ : ([0, ε[, 0)→ ((R+)n × Rm−1, 0) à coefficients dans A,
tel que ξ′(]0, ε[) ⊂ θ−1(Wα). Supposons que T est de la forme Tl; ξm = Y(l)

α (θ(ξ′(t))) est
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alors racine du polynôme distingué en ymf(ξ′(t); ym) et donc cette racine appartient à A
d’après le lemme de Puiseux 1.4. L’application ξ′ se relève donc en un arc ξ = (ξ′, ξm) tel
que ξ(]0, ε[) ⊂ Tl ⊂ X \{0}. Si T = Tl,l+1, on choisit par exemple ξm = 1

2 (Y(l)
α (θ(ξ′(t)))+

Y(l+1)
α (θ(ξ′(t)))); si T = T−∞,1, on peut choisir ξm = Y1

α(θ(ξ′(t))) − t; si T = Tlα,∞,
ξm = Y(lα)

α (θ(ξ′(t))) + t.

2.6. P r e u v e d u t h é o r è m e 2.1. On peut supposer d’après 2.2.1 que les fij sont
dansAn,m; on procède par induction sur le couple (n, n+m) ordonné lexicographiquement
(si n = m = 0, il n’y a rien à dire). On peut admettre que X ∩ ((R+∗)n × Rm) est non
vide, car sinon, on se ramène à un n′ < n, et l’on peut supposer que X ⊂ (R+∗)n × Rm.

Ecrivons chaque fij sous la forme fij =
∑
ω∈Ωij x

ω(fij,ω(y) + gij,ω(x, y)) où Ωij est
un sous-ensemble fini de (R+)n; fij,ω ∈ R{y1, . . . , ym} et fij,ω 6= 0; gij,ω ∈ An,m et
gij,ω(0, y) = 0.

Posons Ω =
⋃
i,j Ωij et appliquons le lemme 2.6 à Ω si n ≥ 2; il existe un arbre de

transformations élémentaires vérifiant les conclusions de 2.4; si a est un point de la fibre
au-dessus 0, notons πa le morphisme composé des transformations entre a et 0 et soit
πa : ((R+)n × Rm, 0)→ ((R+)n × Rm, 0) le morphisme πa×identité. Il suffit de montrer
que ∀a, le théorème est vrai pour le semi-analytique supposé non vide

Xa = π−1
a (X) =

⋃
i

⋂
j

{(x, y) : fij ◦ πa(x, y) ? 0}.

Distinguons deux cas (on suppose n ≥ 2) :

• a est un point singulier d’une flèche initiale de l’arbre; d’après le lemme 2.4, chaque
fij ◦ πa s’écrit xµij (hij(y) + gij(x, y)) avec µij ∈ (R+)n; hij ∈ R{y1, . . . , ym} et hij 6= 0;
gij ∈ An,m et gij(0, y) = 0.

Distinguons encore deux cas :

∗ Si m = 0, alors hij est une constante réelle non nulle; le germe semi-analytique Xa

est donc de la forme ⋃
i

⋂
j

{x ∈ (R+∗)n : xµij ? 0}

et le théorème est trivialement vrai pour Xa (Xa = ∅ ou Xa = (R+∗)n).
∗ Si m > 0 et si ϕij(x, y) = hij(y) + gij(x, y), on a

Xa =
⋃
i

⋂
j

{(x, y) ∈ (R+∗)n × Rm : ϕij(x, y) ? 0}.

Mais ϕij(0, y) 6= 0 et d’après le théorème de préparation analytique usuel, après un
éventuel changement linéaire de coordonnées sur les y, on peut supposer que chaque ϕij
est équivalent dans An,m à un polyôme distingué ψij ∈ An,m−1[ym]. D’après l’hypothèse
d’induction, le théorème est vrai pour An,m−1 et donc il est vrai pour Xa d’après le
lemme 2.5.

• a est un point régulier d’une fléche initiale de l’arbre; mais alors les fij ◦ πa appar-
tiennent à An−1,m+1 et on applique l’hypothèse d’induction.

Reste enfin à examiner le cas n = 0 ou n = 1; dans le second cas, on peut écrire
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fij(x, y) = xαgij(x, y) avec gij(0, y) 6= 0; on peut là encore appliquer le théorème de
préparation à gij(x, y) après un éventuel changement linéaire de coordonnées sur les y;
le théorème résulte alors du lemme 2.5 et de l’hypothèse d’induction. Si n = 0, c’est le
cas analytique bien connu, et la démonstration est analogue.

Enfin, on vérifie facilement que si les fij sont dans A(α)
n,m, alors les composantes de ξ

sont dans A(α)
.

2.7. R e m a r q u e. La méthode précédente permet de démontrer beacoup plus.
D’abord, une fonction de An,m vérifie l’inégalité de  Lojasiewicz par rapport au germe
de ses zéros (ce résultat est un cas particulier d’une situation beaucoup plus générale, cf.
[4] ou [6]).

Ensuite, si X est un “germe semi-analytique” défini à l’aide d’éléments de An,m,
il existe un nombre fini d’applications πi : ((R+)n, 0) → ((R+)n, 0), chaque πi étant
composé d’un nombre fini de transformations élémentaires (cf. 2.3), et pour chaque i, un
représentant ˜Xi d’un “germe semi-analytique” défini aussi à l’aide d’éléments de An,m
tel que

˜X =
⋃
i

(πi × 1Rm)( ˜Xi)

( ˜X est un représentant convenable de X). On a un résultat analogue quand on remplace
l’adhérence ˜X par une composante connexe de ˜X. On démontre aussi que le nombre de
ces composantes connexes est fini (mais ceci est une conséquence de la théorie de Khovan-
skĭı). Ainsi, l’adhérence ou une composante connexe d’un “semi-analytique” ne sont peut
être pas “semi-analytiques”, mais quitte à effectuer un nombre fini de transformations
élémentaires, cela est vrai.

2.8. R e m a r q u e s

2.8.1. On peut se demander si le théorème 2.1 reste vrai dans le cas “algébrique”,
i.e. lorsque les germes qui définissent X sont des fonctions de Nash en un nombre fini
de monômes xωyµ, ω ∈ (R+)n, µ ∈ Nn. Bien entendu, on exige que la courbe ξ soit
aussi “algébrique”. Sous cette forme cela n’est pas vrai; par exemple, pour résoudre en x
l’équation y = x(1+xα), α irrationnel > 0, on pose x = y(1+u) et l’on obtient l’équation
u+ yα(1 +u)α +uyα(1 +u)α = 0 qui admet d’après le théorème des fonctions implicites,
une solution u = ϕ(yα) avec ϕ analytique, mais pas de Nash. Il faut donc redéfinir ce que
l’on appelle “courbe algébrique”.

2.8.2. Soit ϕ(u, v) ∈ R[uα1 , . . . , uαp ; vα1 , . . . , vαp ] avec αi > 0, et soit µ > 0, µ
irrationnel; alors ϕ(1 − y, 1 − yµ) = 0 ⇒ ϕ = 0; en effet, on peut écrire ϕ(u, v) =∑
vβiϕi(u) où β1 < β2 < . . . est une suite strictement croissante finie de réels positifs, et

on montre par induction sur i que ϕi = 0. Par exemple, quitte à diviser par vβ1 , on peut
supposer β1 = 0 et l’on a ϕ1(1−y) = 0, donc ϕ1 = 0, car en prolongeant au complexe et en
tournant autour de 0 sans tourner autour de 1, on voit qu’une détermination holomorphe
de ϕ1(1− y) admettrait comme zéros tous les points e2kπi/µ, k ∈ Z.

Considérons alors l’application “algébrique”, inspirée de celle d’Osgood :

((R+)2, 0) 3 (x, y)
f−→ (x, x(1− y), x(1− yµ)) ∈ ((R+)3, 0).
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Si ψ ∈ A3,0 et ψ ◦ f = 0, on a ψ = 0; en effet, si ψ(X,Y, Z) =
∑
α,β,γ aαβγX

αY βZγ , on a

ψ(x, x(1− y), x(1− yµ)) =
∑
δ

xδ
( ∑
α+β+γ=δ

aαβγ(1− y)β(1− yµ)γ
)

= 0;

chacune de ces parenthèses est nulle et d’après la remarque précédente, ψ = 0. Il est donc
vain d’espérer un résultat genre Tarski–Seidenberg et la projection d’un “semi-algébrique”
n’est même pas “semi-analytique”.

3. Exemples de paramétrisations en dimension deux

3.1. On note Θ la famille de toutes les fonctions

θα(t) = (1/t)α0(Log 1/t)α1 . . . (Logq 1/t)αq ,

où les αi sont des réels tels que θα(t)→0 quand t→0 (donc les αi ne sont pas tous nuls
et le premier αi non nul est<0). La famille Θ vérifie les conditions de 1.2.4; on note B
l’algèbre HΘ associée à Θ (cf. 1.2.4) et plus généralement on note Bn l’algèbre des germes
de fonctions à l’origine de (R+)n de la forme

f(θα1(x1), . . . , θαp(x1); . . . ; θα1(xn), . . . , θαp(xn))

avec θαi(t) ∈ Θ (p et les αi dépendent de f et f est analytique à valeurs réelles).
Soient θα, θβ ∈ Θ, α = (α0, . . . , αq), β = (β0, . . . , βq), λ > 0; supposons α0 6= 0, donc

α0 < 0. On vérifie facilement que

θβ ◦ (λθα) = λ−β0(−α0)β1 · θγ · (1 + ϕ)

avec ϕ ∈ B, ϕ(0) = 0; γ0 = −α0β0 et γi = −αiβ0 + βi, si i > 0. En particulier, si
β0 = 1/α0 et βi = αi/α0, i > 0, θβ ◦ (λθα)(t) est équivalent dans B à λ−1/α0(−α0)α1/α0t.
On en déduit aussi facilement que B est stable pour la composition des applications.

Remarquons enfin que si f et g sont deux germes de fonctions réelles positives, non
oscillantes, à l’origine de R+, f ∼ g ⇒ θ ◦ f ∼ θ ◦ g, ∀θ ∈ Θ (on rappelle que f ∼ g

signifie que g(x)/f(x) tend vers une limite finie non nulle quand x→ 0, x > 0).

3.2. Lemme. Si ϕ ∈ B, ϕ(t+ ty) appartient à l’algèbre notée B{y} formée des germes
qui sont analytiques réels en y et en un nombre fini de θ ∈ Θ.

P r e u v e. On a

Log(t+ty)−1 = Log
1
t
−Log(1+y); Log2(t+ty)−1 = Log2

1
t

+Log
(

1−Log(1 + y)
Log 1/t

)
; . . .

et donc

Logq(t+ ty)−1 = Logq
1
t

+ ϕ

((
Log

1
t

)−1

, . . . ,

(
Logq−1

1
t

)−1

, y

)
avec ϕ analytique réelle et ϕ(0) = 0. On a donc

θα(t+ ty) = θα(t)ψ
((

Log
1
t

)−1

, . . . ,

(
Logq−1

1
t

)−1

, y

)
avec ψ analytique réelle et ψ(0) = 1; d’où le résultat.

3.3. Soit f(x, y) ∈ B2, f(0, 0) = 0; d’après la théorie de Khovanskĭı, la courbe
f(x, y)=0 au voisinage de 0 dans (R+)2 est formée (outre peut-être les demi-axes positifs)



PARAMÉTRISATIONS DE PETITS CHEMINS 433

d’un nombre fini de branches y = ϕ(x) (ϕ 6= 0 et ϕ(0) = 0) qui sont non oscillants, avec
une tangente en 0. Soit ϕ l’une de ces branches et posons f(x, y) =

∑
aα,βθα(y)θβ(x),

d’où
∑
aα,βθα(ϕ(x))θβ(x) = 0. Considérons parmi tous les termes qui interviennent dans

cette somme, ceux de multiplicité minimale; il y en a un nombre fini et il en existe au
moins deux; ainsi, on a deux multi-indices (α′, β′) 6= (α′′, β′′) tels que θα′(ϕ(x))θβ′(x) ∼
θα′′(ϕ(x))θβ′′(x), d’où l’existence de deux multi-indices α et β tels que θα(ϕ(x)) ∼ θβ(x).
Posons

θα(y) =
(

1
y

)α0
(

Log
1
y

)α1

. . .

(
Logq

1
y

)αq
et soit αr le premier αi non nul (donc αr < 0). Faisons le changement de variables u =
Logr 1/y; en utilisant la formule d’inversion de 3.1, on a une “équation caractéristique” :

(3.3.1) Logr
1

ϕ(x)
∼ θ−1

γ (x), θγ ∈ Θ.

Disons que cette équation caractéristique est d’ordre r et remarquons que si r ≥ 1 cette
équation ne donne pas une équivalence pour 1/ϕ(x) (si par exemple Log u ∼ v, Log u(x) =
Av(x)(1 + ε(x)) et u(x) = eAv(x) · eAv(x)ε(x), mais on ne sait pas contrôler le produit
v(x)ε(x) car v(x)→ −∞ et ε(x)→ 0 quand x→ 0, x > 0).

Le cas r = 0 est facile; c’est une situation générique qui est la seule à apparâıtre lorsque
f est une fonction analytique de certains θα(x) et de θα1(y), . . . , θαp(y), les α1

0, . . . , α
p
0

étant linéairement indépendants sur Q.

3.4. Proposition. Avec les notations précédentes, s’il existe une équation caractéris-
tique (3.3.1) d’ordre 0, on a ϕ ∈ B.

P r e u v e. On a ϕ(x) = Aθγ(x)(1 + u(x)) avec u(x) → 0 quand x → 0 et A > 0;
faisons le changement de variables y = Aθγ(x)(1 + u); d’après le lemme 3.2 et 3.1,

f(x, y) = g(x, u) ∈ B{u}.

D’après le lemme 1.3, quitte à mettre en facteur un élément de B = HΘ on peut pour
résoudre l’équation g(x, u) = 0, supposer que g(0, u) 6= 0.

D’après le théorème de préparation analytique, on peut donc supposer que g(x, u) est
un polynôme distingué en u à coefficients dans B; la proposition résulte alors du lemme
de Puiseux 1.4.

Je ne sais pas si l’on peut dire des choses analogues quand on remplace B2 par Bn.
Considérons un germe de courbe à l’origine de (R+)n défini par un système d’équations
fi(x, y1, . . . , yn−1) = 0, avec fi ∈ Bn, et considérons une branche de cette courbe yi =
ϕi(x), 1 ≤ i ≤ n − 1 (on suppose ϕi 6= 0, ∀i). Là encore par Khovanskĭı les ϕi(x)
sont non oscillantes et l’on peut considérer des équations caractéristiques vérifiées par
ϕ1, . . . , ϕn−1; malheureusement, ces équations caractéristiques ne déterminent pas les
multiplicités de ϕ1, . . . , ϕn−1 en 0. On a cependant le résultat suivant :

3.5. Proposition. Avec les notations précédentes, supposons que pour i = 1, . . . ,
n− 1, on ait ϕi(x) ∼ θi(x), avec θi ∈ Θ; alors ∀i, ϕi ∈ B.

P r e u v e. On a ϕi(x) = Aiθi(x)(1+ui(x)), ui(x)→ 0 quand x→ 0 et Ai > 0; faisons
le changement de variables yi = Aiθi(1 + ui); d’après le lemme 3.2, fi(x, y) = gi(x, u) ∈
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B{u2, . . . , un−1}. Dans B{u2, . . . , un−1}, on peut appliquer le théorème de préparation
aux variables u2, . . . , un−1 et supposer, après un changement linéaire de coordonnées
sur u2, . . . , un−1, que les gi sont des polynômes distingués en un−1. On procède alors
par induction sur n en utilisant les arguments du lemme 2.5 (essentiellement Tarski–
Seidenberg) et le lemme de Puiseux 1.4.

3.6. R e m a r q u e. Dans la proposition précédente, on utilise le fait que B est stable
par composition. Si l’on ne suppose pas que les θi sont dans Θ, le même changement
de variables montre que les ϕi(x) sont des fonctions analytiques en un nombre fini de
fonctions qui, soit appartiennent à Θ, soit sont de la forme θi ◦ θ, avec θ ∈ Θ.

3.7. Exemples

3.7.1. Soit ϕ ∈ B tel que ϕ ∼ θα avec α0 < 0; alors ϕ est inversible dans B pour
la composition des applications (on résout l’équation x = ϕ(y)). Par exemple, si ϕ(y) =
y Log 1/y, on a

y =
x

Log 1/x
(1 + u),

d’où l’équation

u+
(
− Log(1 + u)

Log 1/x
+

Log Log 1/x
Log 1/x

)
(1 + u) = 0.

En résolvant cette équation par le théorème des fonctions implicites, on trouve

y =
x

Log 1/x
· ϕ
(

1
Log 1/x

,
Log Log 1/x

Log 1/x

)
avec ϕ ∈ R{u, v}, ϕ(0, 0) = 1.

On aurait un calcul analogue pour l’équation x = y − y/ log y; on peut résoudre
cette équation en appliquant le théorème du point fixe à y 7→ x + y/ log y, mais ceci est
maladroit et le calcul est inextricable.

3.7.2. Soit ϕ ∈ R{t}, ϕ > 0 pour t > 0; posons

fϕ = exp
(
− 1
x
ϕ

(
− 1

log x

))
.

fϕ est un germe de fonction C∞ à l’origine de R+, plate à l’origine; en outre, fϕ ∼ fϕ′ ⇔
ϕ = ϕ′. Les fonctions fϕ ne peuvent pas être développées à l’aide de fonctions plus
simples; en outre, fϕ est solution de l’équation

x+
1

log y
ϕ

(
− 1

log x

)
= 0,

qui admet une équation caractéristique d’ordre 1. Cela montre que les fonctions élémen-
taires qui décrivent les solutions (lorsque les équations caractéristiques sont d’ordre ≥ 1)
doivent être choisies dans une classe très vaste de fonctions.

3.7.3. Soit à résoudre en y l’équation

x = y +
1

Log 1/y
− 1

Log 1/y Log2 1/y
.
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L’équation caractéristique est d’ordre 1 et l’on pose Y = 1
Log 1/y , d’où

x = Y +
Y

Log Y
+ e−1/Y .

On résout d’abord l’équation Y + Y/Log Y = u, d’où Y = u(1 + ϕ(−1/ log u)) avec ϕ
analytique, ϕ(0) = 0; donc

x = u+ exp(−1/u(1 + ϕ(−1/ log u))).

On pose u = x(1 + xv); d’où

v = fϕ(x)
(

1 + vθ

(
x,
−1

Log x
, v

))
avec θ analytique; fϕ = x−2 exp(−1/x(1 + ϕ(−1/ log x))); par le théorème des fonctions
implicites,

v = fϕ(x)
(

1 + θ′
(
x,
−1

Log x
, fϕ(x)

))
avec θ′ analytique, θ′(0) = 0. On en déduit un développement de u, Y et donc y à l’aide
de fϕ et de fonctions de Θ.

3.7.4. On a utilisé la remarque suivante : si u(x) = v(x)(1+v(x)ω(x)) avec u, v, ω → 0
quand x→ 0, x > 0, on a e−1/u(x) = e−1/v(x) · e−ω+vω2−... et cette dernière exponentielle
est analytique en v et ω.

3.8. Proposition. Avec les notations de 3.3, supposons q = 1. Quitte à permuter x et
y, une branche de l’équation f(x, y) = 0 admet toujours une paramétrisation de la forme
y = ϕ(x) avec ϕ analytique en un nombre fini de xα(Log 1/x)β(Log2 1/x)γ ; ou de le forme
−1/Log y = ϕ(x) avec ϕ analytique en un nombre fini de (Log 1/x)α exp(−γ(Log 1/x)β).

P r e u v e. Comme q = 1, l’équation caractéristique s’écrit

yα(Log 1/y)β ∼ xα
′
(Log 1/x)β

′
.

Si α > 0, on applique 3.4 et on résout en y; de même si α′ > 0, on peut résoudre en x.
On peut donc supposer que l’équation caractéristique s’écrit

Log 1/y ∼ (Log 1/x)µ−1, µ > 0,

et donc il existe A > 0 tel que

(Log 1/y)µ = A−1(Log 1/x)(1 + ε(x))

où ε(x) → 0 quand x → 0. Posons 1/v = Log 1/y; 1/u = (A−1 Log 1/x)µ−1; donc
v = u(1 + ε′(x)), ε′(x)→ 0 quand x→ 0; y = e−1/v; x = e−A/u

µ

. L’équation f(x, y) = 0
s’écrit ∑

aα,β,γ,δu
αvβe−γ/u

µ

e−δ/v = 0 (α, β, γ, δ réels; γ, δ ≥ 0).

Considérons dans cette somme les termes de multiplicité minimale, quand (x, y) décrit
la branche considérée; pour deux tels termes associés à (α, β, γ, δ) et (α′, β′, γ′, δ′) on a,
compte tenu de la forme de l’équation minimale,

γ = γ′; δ = δ′; α+ β = α′ + β′ si µ 6= 1,

γ + δ = γ′ + δ′; α+ β = α′ + β′ si µ = 1.
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Supposons µ 6= 1 (le cas µ = 1 se traiterait de manière analogue); notons γ0 (resp. δ0) la
valeur commune à tous ces γ (resp. δ); on peut écrire l’équation f(x, y) = 0 sous la forme

P (u, v)e−γ0/u
µ

e−δ0/v +Q(u, v) = 0

où P (u, v) est une fonction analytique en des puissances éventuellement irrationnelles de
u et v et Q(u, v) est de la forme∑

aα,β,γ,δu
αvβe−γ/u

µ

e−δ/v,

le quotient de chaque e−γ/u
µ

e−δ/u par e−γ0/u
µ

e−δ0/u étant une fonction C∞ plate en 0
(i.e. si µ ≥ 1, (γ, δ) > (γ0, δ0) pour l’ordre lexicographique). Visiblement, si v = ϕ(u)
est l’équation de la branche, P (u, ϕ(u)) est plate en 0. Compte tenu des résultats du
§2, il existe donc une solution v = ϕ(u) de l’équation P (u, v) = 0 avec ϕ(u) = u + . . .

fonction analytique de puissances de u, telle que ϕ(u)−ϕ(u) soit plate en 0. Notons ψ(u)
le “polynôme” de degré ≤ 1 tel que ϕ(u) = u(1 +ψ(u)) +u2ε(u), ε(u)→ 0 quand u→ 0,
ψ(0) = 0; faisons le changement de variables v = u(1 + ψ(u)) + u2ω; les vβ et e−δ/v

deviennent analytiques en ω (cf. 3.7.4) et l’on termine de la manière habituelle : d’après
le théorème de préparation analytique, on peut supposer que l’équation en u, ω est un
polynôme distingué en ω et l’on résout en ω en utilisant le lemme de Puiseux (§2). On
en déduit que ω, donc v, admet un développement en un nombre fini de uαe−γ/u

β

, i.e.
−1/Log y admet un développement en un nombre fini de (Log 1/x)α exp(−γ(Log 1/x)β).

P.S. En Mars 94, Lou van den Dries m’a signalé que le théorème 2.1 a été démontré
par des méthodes logiques et parallèlement par Chris Miller (Expansions of the real field
with power functions, à parâıtre dans Ann. Pure Appl. Logic). La méthode ici utilise
des éclatements très simples que l’on peut expliciter. Elle permet de montrer que, après
éclatements, l’adhérence ou chaque composante connexe d’un semi-analytique au sens de
2.1 sont encore semi-analytiques, cf. 2.7.
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