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Abstract. In this article, we complete the interpretation of groups of classes of invariant
divisors on a complex toric variety X of dimension n in terms of suitable %co-) homology groups.
In [BBFK], we proved the following result (see Satz 1 below): Let C1Div(X) and Cl Divgv(X)
denote the groups of classes of invariant Cartier resp. Weil divisors on X. If X is non degenerate
(i.e., not equivariantly isomorphic to the product of a toric variety and a torus of positive dimen-
sion), then the natural homomorphisms ClDivg(X) — H2(X) and ClDiviy(X) — HSd 5(X)

are isomorphisms, the inclusion Cl Divg(X ) — ClDivgv(X ) corresponds to the Poincaré duality
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10 G. BARTHEL ET AL.

homomorphism Py, _ 2, and we have H§Id | (X) = H'(X) = 0. For the convenience of the reader,
the proof is sketched below; it supersedes the proof for the compact case given in the report
[BF]. Using suitable Kiinneth formulee, that yields results valid in the degenerate case.

In the present article, we use the sheaf-theoretic description of the intersection homology
groups IpH ,Cld(X ), for a perversity p, to prove that there is an open invariant subset V, of X
and a natural isomorphism Ip H%Ld_j (X) = H7 (V) for j £ 2. In the non degenerate case, we thus
obtain an identification of Iy HS\d 5 (X) with Cl Divg (X), the group of invariant Weil divisors on
X that are Cartier divisors on Vp, and the vanishing result I HS!d | (X) = 0 (see Satz 2). That
divisor class group admits an explicit description in terms of the fan defining the toric variety.
We use these results to treat problems of invariance of the intersection homology Betti number
I bglff_z. Moreover, we discuss the question when the homology Chern class ¢,—1(X) lies in the

subgroup Ip H$'Y 5(X) of HSY ,(X).
Zur Erinnerung an Krzysztof Jaczewski

Einfiihrung. Fiir eine glatte kompakte komplexe torische Varietdit X der (komple-
xen) Dimension n lautet die ,divisorielle* Teilaussage des Satzes von Jurkiewicz und
Danilov, daf} ihre ganzzahlige Homologie Ha,,—2(X) mit der Divisorenklassengruppe und
sogar mit der Gruppe ClDiVT(X ) der Klassen von T-invarianten Divisoren iiberein-
stimmt, wobei T den auf X operierenden eingebetteten Torus bezeichnet: Der kanonische
,Homologieklassen-Homomorphismus“ & : C1Div’ (X) — Hy, _5(X) ist ein Isomorphis-
mus. Per Poincaré-Dualitéit ergibt sich die analoge Aussage in der Kohomologie: Der
,»Chernklassen-Homomorphismus“ ¢! : C1Div’ (X) — H?(X) ist ein Isomorphismus.

Fiir eine singulére torische Varietdt X ist zwischen Weil- und Cartierdivisoren zu
unterscheiden, und neben der Kohomologie H*(X) und der ,iiblichen* Homologie H,(X)
mit kompakten Trégern sind die Schnitthomologie I, H,(X) zu einer beliebigen Tole-
ranzfunktion p (“perversity”) sowie zusétzlich, wenn X nicht notwendig kompakt ist,
noch die Homologie H¢'4(X) bzw. die Schnitthomologie I, H{'4(X) mit abgeschlossenen
Tréigern zu betrachten. V) Die natiirlichen Homomorphismen ¢! : CIDivg(X) — H?(X)
sowie x : Cl Divgv(X ) — HS$ ,(X) sind nun im allgemeinen keine Isomorphismen; als
Hauptergebnis der Arbeit [BBFK] kénnen wir aber den ,,divisoriellen® Teil des Satzes von
Jurkiewicz und Danilov {iber den kompakten Spezialfall (siche [BF]) hinaus auf folgenden
allgemeinen Fall {ibertragen: Wir nennen eine torische Varietdt X nicht entartet, wenn
sich von X kein nicht-trivialer Torusfaktor dquivariant abspalten 148t, d.h. wenn es keine
echte Produktdarstellung (X, T) = (Y, T’) x T” gibt, wobei T = T’ x T” eine Zerlegung
des Torus und Y eine torische Varietiit bzgl. T ist. Es gilt dann:

SATZ 1: Fiir eine nicht entartete komplexe torische Varietit X mit dim X = n sind
die natiirlichen Homomorphismen ¢' : CIDivg(X) — H?(X) sowie & : ClDivyy(X) —

Der , feder“-fithrende erstgenannte Autor (G.B.) dankt Piotr Pragacz fiir die Einladung zu
der Tagung am Banach Center, fiir die Anregung, einen Beitrag zum Tagungsbericht einzurei-
chen, und fiir die erwiesene Geduld bis zum Erhalt des Textes. Dem Max Planck -Institut fiir
Mathematik in Bonn und dessen Leiter F. Hirzebruch dankt er fiir die finanzielle Unterstiitzung
der Reise nach Warschau. Ein besonderer Dank, auch namens der beiden Konstanzer bzw. ex-
Konstanzer Koautoren (K.-H.F. und L.K.), gilt unseren polnischen Kollegen und Freunden fiir
die oft erwiesene herzliche Gastfreundschaft.

1) Die hier betrachteten (Schnitt-) Homologie- und Kohomologiegruppen haben stets ganzzah-
lige Koeffizienten.
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HSM (X)) Isomorphismen, und das Diagramm

CIDivg(X) —S— ClDiviy(X)

(D) Cll: ,{:

HA(X) P2 Hg (X))
ist kommutativ. Damit ist der singuldre Poincaré-Dualitdtshomomorphismus
Pyng: H*(X) — H5' 5(X)
stets injektiv. Weiter gilt
HY(X) = H5 ((X) = 0.
Im entarteten Fall folgen aus Satz 1 entsprechende Aussagen mit Hilfe von Kiinneth-
formeln: Man erhélt Isomorphismen
ClDivg(X) = CIDivg(Y) sowie ClDivy (X) 2 ClDiviy (Y)
und, falls T” maximal — also Y nicht entartet — ist, ein kommutatives Diagramm
CIDivg(X) ® H2(T") ——  ClDivyy(X) @ HS ,, ,(T")

(D) copr* l: Kk@pr* l:
H2(X) Pt HSH5(X)
wobei der obere Pfeil die direkte Summe der Inklusion ClDivg(X) < ClDivyy(X) und
des Poincaré-Homomorphismus Pa,, _a4—o(T") ist; weiter gilt dann
HY(X) = Hg((X) = HY(T").
In dieser Note zeigen wir, dafl Satz 1 ein Spezialfall eines allgemeineren Resultates

iiber die Schnitthomologie I, H'4(X) fiir beliebige Toleranz p ist. Dazu sei V;, die offene

invariante Teilmenge von X, die aus allen Torusbahnen B mit codimgB < ilp) =
max{i; i < n, p(2i) < 1} besteht. Weiter bezeichne

CIDiv, (X) := {[D] € Cl1Divy(X); Dy, € Dive(Vp)}
die Gruppe der Klassen solcher invarianten Weildivisoren auf X, deren Einschriankung

auf V, ein Cartierdivisor ist; diese ist offensichtlich kanonisch zur Gruppe ClDive (V;)
isomorph. Mit diesen Bezeichnungen gilt

SATZ 2: Fir eine nicht entartete kompleze torische Varietit X mit dim X = n g¢ibt es

natirliche Isomorphismen Cl DiVE(X) 3 I, HS!Y (X)), die das Diagramm (D) aus Satz 1
wie folgt kommutativ erginzen:

CIDivg(X) —— ClDivp(X) —= ClDiviy(X)

(I,D) CIJ: l: ,@J:

H*(X) — Iprizd—z(X) — Hel o(X).
Dabei ist die untere Zeile die kanonische Faktorisierung des Poincaré-Homomorphismus
Ps,,_o durch die Vergleichshomomorphismen

Q= 5H2(X) - IpHgizd—2(X) und w=wp : IpHSizd—z(X) - H%d—z(Xﬁ
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insbesondere sind diese Homomorphismen stets injektiv. Weiter gilt

LHs, (X)) = 0.

Somit kénnen wir alle Schnitthomologiegruppen I, H5!d ,(X) — auch die besonders
interessante , selbst-duale“ Schnitthomologie

THS 5(X) 1= InHgy 5(X)

zur mittleren Toleranz m mit 4(m) = 2 — als Untergruppen von H$i4 ,(X) auffassen. Fiir

die beiden ,extremen® Toleranzfunktionen p = o bzw. p = t gibt es bekanntlich natiirliche
Isomorphismen

LHSY (X)= H*(X) bzw. LHSY (X)=HS (X);

2n—e 2n—e 2n—e

weiter gilt i(0) = n bzw. i(t) = 1, also V, = X sowie V; C Xyog und deshalb Div) (X) =
Divg(X) sowie Divy (X) 2 Divyy (X)), womit sich wieder die Aussagen von Satz 1 ergeben.

Im entarteten Fall erhalten wir dhnlich wie beim Zusatz zu Satz 1 natiirliche Iso-
morphismen I, H$'d ,(X) = ClDivg(X) @® H?(T”), die das Diagramm (D’) kommutativ
erganzen.

Als Anwendung diskutieren wir, wie die Schnitt-Bettizahl 1,659 ,(X) vom definieren-

den Ficher abhéngt und wann die Homologie-Chernklasse ¢,,—1(X) schon in der Unter-
gruppe [, H$d ,(X) von HSY ,(X) liegt.

Fiir die Theorie torischer Varietidten verweisen wir auf die Monographien [Fu] und
[Od], zur Schnitthomologie auf [Bo], und auf die jeweils erwihnte Literatur.

Wir widmen diesen Artikel dem Andenken an unseren Warschauer Freund und Kol-
legen Krzysztof Jaczewski. Durch sein offenes und herzliches Wesen, seinen Enthusias-
mus und sein Wissen bereicherte er jedes Zusammentreffen auf den jahrlichen Herbst-
Seminaren der Arbeitsgruppe um Andrzej Bialynicki-Birula, an denen wir im Rahmen
der Kooperation zwischen den Universitdten Warschau und Konstanz teilnehmen konn-
ten. Die Begegnung beim Workshop “Parameter Spaces” am Banach Center im Februar
1994 blieb die letzte. Sein plotzlicher Tod im September 1994, nur wenige Tage vor dem
schon erwarteten néchsten Treffen beim Herbst-Seminar in Wikno, wo die hier publizier-
ten Ergebnisse erstmals prisentiert wurden, hat uns tief beriihrt. Er wird uns fehlen.

0. Grundlagen und Bezeichnungen: Es sei T 2 (C*)™ ein n-dimensionaler komp-
lex-algebraischer Torus, N := Hom(C*,T) = Z" die Gruppe der Ein-Parameter-Unter-
gruppen und M := Hom(T,C*) die Charaktergruppe des Torus. Weiter bezeichne (_, _) :
M x N — Z die duale Paarung, die durch Komposition und die kanonische Identifikation
Hom(C*,C*) = Z, also durch x(v()\)) = M) fiir y € M, v € N und A € C*, gegeben
ist. Damit kénnen wir M und N als Paar zueinander dualer Gitter in den zueinander
dualen reellen Vektorrdumen My := M ®7z R =2 R™ und N := N ®z R = R" auffassen.

Eine torische Varietdt X mit eingebettetem Torus T ist eine normale komplex-alge-
braische Varietdt mit einer effektiven und fast transitiven Operation des Torus T, d.h. es
gibt eine offene dichte Bahn B,, so daf§ die Bahnabbildung T — B,, t — tzg zu einem
Basispunkt ¢ € B, ein Isomorphismus ist. Einer solchen Varietdt entspricht umkehrbar
eindeutig ein (N-rationaler endlicher) Fédcher A in Ng, d.h. eine endliche Familie von
(N-rationalen strikt konvexen polyedrischen) Kegeln in Ng, so dafl mit jedem Kegel o
auch jede Seite 7 < o zu A gehort und sich je zwei Kegel in einer gemeinsamen Seite
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schneiden. Ein derartiger Kegel o ist definiert als Menge

poslin P(0) := { Z A v Ay € Rxg} C Ng
vEP(0) B
der positiven Linearkombinationen einer endlichen Menge P(0) C N von primitiven
Gittervektoren, die in einem Halbraum {v ; (x,v) > 0} von Nr (mit geeignetem x € M)
enthalten ist. Dieses primitive Erzeugendensystem P(c) sei zusétzlich minimal gewéhlt,
d.h. alle Strahlen p, := R>q - v fiir v € P(0) sind auch Seiten des Kegels; wir setzen
P(A) := Uy,ea P(0). Jeder solche Kegel o bestimmt eine affine torische Varietit X,

und fiir jede Seite 7 < o gibt es eine kanonische offene dquivariante Einbettung X, <,
X,. Durch dquivariantes Verkleben ergibt sich dann eine torische Varietdt XA mit einer
invarianten affinen offenen Uberdeckung (X, )sca.

Offenbar ist ein Fécher A schon durch die Menge A™#* seiner maximalen Kegel er-
zeugt, und die zugehorigen invarianten affinen offenen Mengen X, iiberdecken Xa; im
Spezialfall A™m?* = {o} ist X die affine torische Varietét X, . Die Varietidt X ist genau
dann kompakt, wenn der Facher A wvollstindig ist, d.h. wenn (J ., 0 = Ng gilt, und Xa
ist genau dann nicht entartet, wenn A nicht entartet, d.h. in keiner Hyperebene von Ny
enthalten, ist. Eine affine torische Varietit X, ist genau dann glatt, wenn der Kegel o
reguldr ist, d.h. wenn P(o) zu einer Gitterbasis von N ergénzt werden kann; es gilt dann

X, =C'x (C)" ¢ mit d:=d(o):=dimo.

Allgemeiner heifit ein Kegel o simplizial, wenn P(c) ein linear unabhingiges System ist.
In diesem Fall ist X, eine rationale Homologiemannigfaltigkeit, denn es gilt

Xy 2 (CY/Ty) x (€)1,

wobei I', C (C*)¢ C GL4(C) eine zu (N Nlineo)/{P(c)) isomorphe endliche Gruppe von
Diagonalmatrizen ist. — Der Facher A heifit reguldr bzw. simplizial, wenn alle seine Kegel
reguldr bzw. simplizial sind. Insbesondere ist

AED = U AV (mit AY = {s e A; dimo = j})
j=d
fiir d = 1 ein reguldrer und fiir d = 2 ein simplizialer Fécher.

Einem Kegel o entspricht eine (n — d)-dimensionale Bahn B, des Torus T, die in
der affinen torischen Varietit X, liegt und dort die einzige abgeschlossene Bahn ist. Ist
d = n, so erhalten wir eine einpunktige Bahn B, =: {z,}, also einen Fixpunkt, und
X, ist dquivariant auf z, zusammenziehbar. Ist d < n, so gibt es einen dquivarianten
Isomorphismus (X,, B,) = (Y5, {y,}) x (C*)"~¢, wobei Y, die auf ihren Fixpunkt y,
zusammenziehbar affine torische Varietét ist, die von o beziiglich des Untervektorraums
lino und des Gitters N Nlino definiert wird. — Die (n — 1)-dimensionalen Bahnen ent-
sprechen umkehrbar eindeutig den Strahlen p, := Rxv fiir v € P(A); wir schreiben kurz

B, statt B,,. — Fiir die durch AED definierte offene invariante Teilmenge V; von Xa
gilt Vy = Ud(a)gd B,.

Als Folgerung aus der Formel m(Xa) = N/(Y,ca N Nlino) fiir die Fundamen-
talgruppe einer torischen Varietéit bemerken wir, dafl A genau dann nicht entartet ist,
wenn die abelsche Gruppe m1(Xa) = H1(Xa) endlich ist; dazu ist auch dquivalent, daf§
H'(Xa) verschwindet.
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1. Invariante Divisoren. Die Gruppen der Weil-, Cartier- bzw. Haupt-Divisoren
und die zugehérigen Divisorenklassengruppen bezeichnen wir mit Divy, (X), Div(X),
Divy(X) sowie ClDivyy (X) bzw. ClDive(X). Wir schreiben

Diviy (X) D Divg(X) D Divg (X)

sowie ClDivyy (X) bzw. ClDivg(X) fiir die entsprechend mit T-invarianten Divisoren
gebildeten Gruppen. Ein Divisor auf X ist genau dann invariant, wenn sein Triger dis-
junkt zum eingebetteten Torus B, = T ist. Die folgende einfache Bemerkung zeigt die
besondere Bedeutung der invarianten Divisoren:

Bemerkung: Jeder Divisor auf der komplexen torischen Varietit X ist linear dqui-
valent zu einem T-invarianten Divisor; es gibt also Isomorphismen

CIDivg(X) = ClDivg(X) und ClDivyy(X) 2 ClDivy (X).
Der Beweis ergibt sich sofort daraus, daf§ der Koordinatenring
O(T) =C [217 Zl_lv <oy Zny 2771]

des Torus faktoriell ist und somit ein beliebiger Divisor auf dem eingebetteten Torus stets
mit einem Hauptdivisor tibereinstimmt. m

Die invarianten Primdivisoren sind genau die Abschliisse B,, der (n—1)-dimensionalen
Bahnen; somit entsprechen sie den ,Basisvektoren® v € P(A) der Strahlen, und wir
erhalten einen natiirlichen Isomorphismus

Diviy(X)= @ Z-B..
vEP(A)

Die Gruppe DivOT(X ) der invarianten Hauptdivisoren ist das Bild der Charaktergruppe
M unter dem natiirlichen Homomorphismus divg : M — Diviy(X), x — dive(x) =
Y e P(A) (X, v) By, weil jede invertierbare regulire Funktion auf dem Torus ein Laurent-
Monom und somit Vielfaches eines Charakters ist. Fiir einen nicht entarteten Facher A
liefert div einen Isomorphismus M 2 Divy (X).

Zur expliziten Beschreibung der Untergruppe Divg(X) (siehe [BBFK: §1.D]) benut-
zen wir, daf} invariante Cartier-Divisoren auf einer affinen offenen Menge X, stets Haupt-
divisoren sind, also Divg(X,) = Divj (X,) und somit

Divg(Xa) = ()| G, mit G, :={D € Divyy(Xa);: D|x, € Divj(X,)}
o—eArﬂdx
gilt. Demnach liegt ein invarianter Divisor D = }_ pa) ay-B, € Divyy (X) genau dann
in Divg(X), wenn zu jedem maximalen Kegel o ein Charakter x, mit D|x, = div(xs),
d.h. a, = (xo,v) fir jedes v € P(0), existiert. Dieser Charakter x, € M ist nur modulo
der Untergruppe P(c)* := M N ot eindeutig bestimmt; mit
M[A] = {(YU) € ? (M/P(O—)L) ; VJ,U’GAH"‘“‘ VvEP(o’)ﬁP(U’) <Xavv> = <XJ’3U>}
UE max

erhalten wir nun einen Isomorphismus div : M (a1 5 Divg(X ), indem wir einer Familie
(X, )ocamax den Divisor ZUEP(A) {(Xo(v), V) - By zuordnen, wobei jeweils zu v ein Kegel
o(v) € A™** mit v € o(v) zu withlen ist. Das folgende kommutative Diagramm beschreibt
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damit die verschiedenen Gruppen von invarianten Divisoren:

Mo T divg(M) = Divi(X)

l N N
M giv(val) = Div(X)
N N

@’UEP(A) Z'Ev i) DiV\TN(X) .

Dabei bezeichnet der senkrechte Pfeil M — MIA! die ,Diagonalabbildung® y — (x) €
MA] auf die , konstante“ Familie (¥) = (%, ) mit xo = X.

Es gilt rgDiviyy(Xa) = card P(A) = card A (und damit rg Cl1Divyy(Xa) =
card A — n, falls A nicht entartet ist). Um die Differenz zum Rang der Untergruppe
Divg(Xa) = N,camex Go zu bestimmen, gehen wir zur orthogonalen Untergruppe
Divi(Xa)t in der dualen Gruppe Hom(Divyy(Xa),Z) iiber: Diese enthilt
Y e Amax G2 als Untergruppe von endlichem Index, und somit gilt

rg Divyy(Xa) — rgDivg(Xa) =rg (> G7).

a—eAmax
Mit den Identifikationen

Diviy(Xa) =2 2™ und Hom(Divgv(XA),Z) =~ Hom(Z"®), 7)
ergibt sich Ga’ = {(av) S ZP(A) ; ElXUEM v’UEP(U) Ay = <Xoav>} und
Gy = {1 € Hom(Z "™, Z) ; 3, p(o l(ew) v = 0, Yoepanp(o) l(ew) = 0}.

Weil G+ somit die linearen Relationen zwischen den Elementen des Erzeugendensystems
P(c) im Gitter N beschreibt, gilt g (3, amax Go) = rg R, wobei R eine Relationen-
matriz ist, die man wie folgt erhilt: Fiir jeden Kegel 0 € A™?* fixiert man eine maximale
linear unabhiingige Teilmenge P’(c) C P(o). Da jedes Element v € P(o) \ P'(c) von
P’(0) rational linear abhiingig ist, gibt es genau eine ganzzahlige primitive lineare Rela-
tion -, ¢ p(a) 70w - w = 0 mit r{, = 0 fiir w & P'(o) U{v} und r{, > 0. Die Koeffizien-
tenfolgen (7, )wep(a) bilden die Zeilen der Matrix R, wobei o in A™** und zusétzlich v
in P(o) \ P'(o) variiert.

Offensichtlich ist ein Kegel o genau dann simplizial, wenn G+ = 0 gilt; ein solcher
Kegel liefert keine Zeilen zu der Relationenmatrix. Somit ist der gesamte Ficher A genau
dann simplizial, wenn die Matrix R keine Zeile hat, also wenn rg R = 0 gilt. In diesem
Fall ergibt sich rg Divg,(Xa) = rg Divey (Xa) = card A,

2. Zum Beweis von Satz 1. Vor dem Beweis von Satz 2, der ganz entscheidend auf
der Kohomologieaussage von Satz 1 beruht, skizzieren wir einige wesentliche Schritte zu
deren Beweis.

Wir haben bereits gesehen, daf X genau dann nicht entartet ist, wenn H'(Xa) ver-
schwindet. Fiir die restlichen Behauptungen reduzieren wir zunéchst auf den ,,minimalen*
Fall: Da der Fécher A nicht entartet ist, gibt es n linear unabhéngige Vektoren v, ..., v,
in P(A). Die zugehdrigen Strahlen R>qv, bilden zusammen mit dem Nullkegel o := {0}
einen minimalen nicht entarteten Teilficher A’ C A, dem eine glatte offene invariante
Teilmenge Xas von Xa entspricht. Diese ist gleichzeitig auch als offene invariante Teil-
menge in der affinen torischen Varietit enthalten, die zu dem von {vy,...,v,} = P(4A')
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aufgespannten n-dimensionalen simplizialen Kegel gehort, und deshalb gibt es eine Dar-
stellung Xas = Z/I" als Quotient von Z := C" \ U;<;;<, (2 = z; = 0) nach der freien
Operation einer endlichen Gruppe I' C (C*)™ C GL,(C) von Diagonalmatrizen, die zur
Restklassengruppe N/N’ mit N’ := (vq,...,v,) isomorph ist. Fiir die Mannigfaltigkeit
XA+ gentigt es nun, die Homologieaussagen des Satzes zu beweisen: Da Z einfach zusam-
menhingend ist, erhalten wir mit universellen Koeffizientensétzen und Poincaré-Dualitét
die Isomorphismen

'~ m(Xa) = Hi(Xa) & H*(Xar) = HsY o(Xar)

und HS! | (Xar) =2 HY(Xar) = 0. Weil also HS! (X a/) eine Torsionsgruppe ist, folgt die
Surjektivitiit von x : C1Div’ (Xar) — H$ , (X a/) mit Hilfe der natiirlichen Identifikation
Div'(Xas) 2 HSM4 ,(Xar \ B,) aus einer exakten Homologiefolge. Somit bleibt nur noch
zu zeigen, daB T' und CIDivT(Xa/) abstrakt isomorphe Gruppen sind. Nun gilt T’ 2
coker[p : Z™ — N| mit ¢(e;) = v;, wobei ey, ..., e, die kanonische Basis von Z" ist, und
CIDiv" (Xas) 2 coker[th : M — Z"] mit ¥(x) = (<X,Ui>)i:1 _, fir x € M. Da ¢ und ¢
zueinander transponierte injektive Homomorphismen von Gittern mit gleichem Rang n
sind, haben sie die gleichen invarianten Faktoren und somit isomorphe Kokerne, was zu
zeigen war.

Fiir X := XA erhalten wir die Homologieaussagen des Satzes durch Vergleich der zu
den offenen Inklusionen Xa/ S X A S X A auf dem Niveau der Gruppen H§!4 ; bzw.
Cl Divgv gehorigen Beschrankungsabbildungen. Die Aussagen zur Kohomologie lassen
sich nun mit Hilfe der singuléiren Poincaré-Dualititstheorie (sieche [Kpj 2]) herleiten. Dazu
wird die lokale Homologie Ha,,—; fiir j = 1,2 benétigt. Indem man die Homologieaussagen
auf affine torische Varietéten X, anwendet (und im entarteten Fall, d.h. fiir d(o) < n,
zusiitzlich die Kiinnethformel benutzt), erhilt man Ha, 1 = 0 sowie H*(X,, Hop_2) =
ClDivyy (X,). Wegen Ha, 1 = 0 gibt es nun eine exakte Folge

0 — H(X) 25" HEiL(X) — HO(X, Han-)
und somit den ersten Isomorphismus in der Kette
H*(X) 2 imPy,—o = ker[H5 5(X) — HY(X, Hon—2)] =
ker[ : C1 Divyy (X) — @ Cl Divyy (X,)].

Der zweite Isomorphismus folgt aus der kanonischen Inklusion von H%(X, Ha,_2) in die
Gruppe @, H°(X,, Han—2), die schlieBlich mit @, ClDivyy (X,) identifiziert wird. Es ist
klar, daf} ker ¢ in der Divisorenklassengruppe ClDivg (X) enthalten ist; die umgekehrte
Inklusion folgt daraus, daf} ein invarianter Cartier-Divisor auf einer affinen torischen
Varietét bereits ein Hauptdivisor ist. m

Bei dem hier skizzierten Beweis folgen die Kohomologieaussagen von Satz 1 aus denen
zur Homologie. Umgekehrt lassen sich mit Hilfe der Poincaré-Dualitét fiir die glatte offene
invariante Teilmenge V; := X 5 (<1) die Homologie- aus den Kohomologieaussagen folgern,
weil jeder Weil-Divisor auf V; schon ein Cartier-Divisor ist und die offene Inklusion V; &
X Tsomorphismen fiir ClDivyy und fiir Hld ; mit j < 2 induziert.

Unser in [BF] ausgefiihrter fritherer Beweis gilt nur im kompakten Fall und be-
nutzt die Auflésung der Singularitdten sowie die ,divisorielle“ Teilaussage des Satzes

von Jurkiewicz-Danilov, die sich jetzt als Spezialfall ergibt.
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3. Beweis von Satz 2. Aufgrund der Kohomologieaussagen von Satz 1 folgt die
Behauptung aus der — auch im entarteten Fall giiltigen — Identifikation von I, H5! (X)
mit H7(V,) fiir j £ 2, die wir aus der garbentheoretischen Interpretation IpH%ij (X) =
H7 (X, Py) der Schnitthomologie als Hyperkohomologie des ,,Deligne-Komplexes“ Py wie

folgt erhalten: Wir betrachten die invarianten offenen Teilmengen

V, = Vix) = |J B,
dim o <i
fiir s = 0,...,n, also die Vereinigung der Torusbahnen B, mit dim B, = n — i. Offenbar

ist V; die durch den Teilficher AE definierte torische Varietit. Fiir i« = 0 erhalten
wir den eingebetteten Torus Vy = B, = T; die Menge V; ist glatt, und V5 wird durch
einen simplizialen Ficher definiert; weiter gilt V; = X fiir 1+ 2 max,ca dimo sowie
definitionsgemafl V, := Vj(y).

Die Folge (Xj)—1§j§n der dazu komplementédren invarianten abgeschlossenen Un-
tervarietdten X; := X \ V,_;_1 mit dim¢ X; = j ist eine aufsteigende Filtrierung
von X. Aufgrund der natiirlichen &quivarianten lokalen Produktstruktur (X,, B,) =
(Yo, {yo}) x (C*)"~9 lings jeder Bahn B, wird die torische Varietit X durch diese
Filtrierung mit der Struktur einer stratifizierten Pseudomannigfaltigkeit im Sinne von
[Bo: V, §1] versehen.

Wir wollen nun einen natiirlichen Isomorphismus
(3.1) LHS o(X) = H*(V,)
etablieren, womit dann Satz 2 im nicht entarteten Fall aus Satz 1 folgt, da mit X
auch V;, nicht entartet ist. Dazu erinnern wir an die Beschreibung der Schnitthomologie
I,H5! (X)) mit abgeschlossenen Tréigern als Hyperkohomologie HY(X, Pg) des ,Deligne-
Komplexes® Py in einer geeigneten derivierten Kategorie (vgl. [Bo: V, § 2]): Man erhilt
Py durch sukzessive Fortsetzung, ausgehend von der glatten offenen Teilmenge Vi, wo
der Komplex P';|V1 durch die konstante Garbe Zy, gegeben ist. Bezeichnet j : V;_; = V;
fiir ¢ = 2 die natiirliche offene Inklusion, so setzt man

Aus den Eigenschaften des Funktors 7 ist leicht zu sehen, daf fiir jede Toleranzfunk-
tion p die Hyperkohomologie-Garbe H07>5 die konstante Garbe Zx ist und daf 'Hlpg
stets eine Untergarbe von H!P¢ ist (fiir ein allgemeineres Ergebnis sei auf [Kp, Fi: 3.5]
verwiesen). Mit dem Isomorphismus H/P¢ = Ha,—; (vgl. [Bo: V, 2.12]) folgt daher aus
Hon—1 = 0 sofort H'Py = 0 und damit I, HSM [ (X) = 0. Weiter erhalten wir einen
Quasi-Isomorphismus

(3.3) Poly, = Zy, fiir p(2i) = 1.

Andererseits folgt aus (3.2) ein Quasi-Isomorphismus

<Py = 1<, Rj(Pyly;) fiir ¢ =p(2i+2) oder i=n,

Vi—l)'

wobei jetzt j die natiirliche offene Inklusionsabbildung V; £, X bezeichnet. Daraus er-
halten wir einen Isomorphismus

(3.4) HY(X,Py) = HY(V;,Py) fir g¢=p(2i+2) oder i=n.

Fiir ¢ = i(p) gilt nun gleichzeitig p(2i) < 1 sowie p(2¢ + 2) = 2 oder i = n. Mit den
Formeln (3.3) und (3.4) fiir ¢ = 2 und ¢ = i(p) erhalten wir den gesuchten Isomorphismus
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(3.1) aus der Kette
H*(Vy) = B2 (Vy, Zv,) = H2(Vy, Py) = HX(X,Py) = L HS o(X).

Damit ist der Beweis fiir den nicht entarteten Fall abgeschlossen. Im entarteten
Fall induziert die Produktzerlegung X = Y x T” fiir jedes i = 0 eine analoge Zerle-
gung V;(X) = V;(Y) x T” und somit auch V,(X) = V,(Y) x T”. Der Isomorphismus
I,HSY ,(X) = Cl Divg(X) @ H*(T"”) des Zusatzes — wobei wieder T” maximal, also Y
nicht entartet, ist — ergibt sich nun leicht durch Kombination des Isomorphismus aus
(3.1), der Kiinnethformel H?(V, (X)) = H?(V,(Y)) & H*(T"), Satz 1 fiir V,(Y) sowie
dem Isomorphismus ClDivE(X) o ClDivg(Y). n

4. Die Schnitthomologie-Bettizahl I,b5¢ ,(X) . Wir betrachten jetzt wieder nicht
entartete torische Varietdten (im entarteten Fall ist zu den betrachteten (Schnitt-)Betti-
zahlen noch by (T”) zu addieren). Fiir die Bettizahlen der invarianten offenen Teilmengen
V; von X (siehe §3) mit 1 £ ¢ £ n liefert Satz 1 mit Hilfe der Rangaussagen am Ende
von §1 die Formeln

(4.1) b (Vi) =card AM = und  bo(V;) = bS (V) — rg R(AGEY)

wobei R(A(S) eine Relationenmatrix fiir den Teilficher A(S? ist. (Eine solche Matrix
ist nicht eindeutig bestimmt, wohl aber ihr Rang.) Mit dem Beweis von Satz 2 erhalten
wir daraus fiir jede Toleranzfunktion p die Schnitthomologie-Bettizahl

(42) LW ,(Xa) = rg L HS 5(Xa) = ba(Vp) = card AD) — n — 1 RA®)),

wobei wir A®) := AEiP) getzen.
Nach Konstruktion von R sind fiir jeden Kegel o € A die Zeilen (r7,)wep(a) fiir
v € P(o) \ P'(0) linear unabhingig, und damit ergibt sich der Rang der zugehorigen
Teilmatrix R, sofort zu rg(R,) = card P(¢) — dim(c). Es ist jetzt leicht, eine vier-
dimensionale affine torischen Varietdt X, zu finden, deren Schnitthomologie-Bettizahl
I,bg4(X,) = ba(V,) je nach Wahl von p fiir i(p) = 4,3,2 die Werte 0, 1 oder 2 an-
nimmt. Dazu mufl offenbar bo(Vi—;) = j fiir j = 0,1,2 gelten, und das trifft zu, falls
o = poslin (vy,...,vs) ein vierdimensionaler Kegel mit sechs Kanten in R* ist, der genau
eine dreidimensionale Seite 7 = poslin (vy,...,vs) mit vier Kanten und sonst nur sim-
pliziale Seiten enthélt. Fiir ein explizites Beispiel wihle man etwa v; als Spaltenvektoren
der Matrix
1 0 -1 0 1-1
0 1 0-1 0 O
-1 -1 -1 -1 1 1
1 1 1 1 1 1
Diese affine Varietét X, kann auf minimale Weise zu einer kompakten (sogar pro-
jektiven) torischen Varietit X = X vervollstindigt werden: Fiir einen primitiven Git-
tervektor vy im Inneren des Kegels o betrachtet man mit vy := —vg und py := R>qv7

den vollstindigen Fiicher A mit A™* = {o} U {7 + pr; 7 € ¢®}; d.h. man nimmt zu
o und seinen Seiten alle Kegel und deren Seiten hinzu, die von den Seiten von ¢ und
dem Strahl p7; erzeugt werden. Da der Kegel o genau eine nicht-simpliziale Seite hat,
nidmlich poslin (vy,...,vs), ergibt sich genau ein neuer nicht-simplizialer vierdimensio-
nalen Kegel mit fiinf Kanten, aber ohne ,neue“ Relationen; alle anderen ,neuen* Kegel
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sind simplizial. Fiir diese Varietit gilt by(X) = ba(Va) =7 -4 =3, b02(X) =0y —2=1
und by(V3) = by — 1 = 2.

Aus der Formel (4.1) folgt, da8 b5l ,(V;) = b5ld ,(X) immer eine kombinatorische
Invariante des definierenden Fichers A ist (vgl. [BBFK]). Weiter gilt rg R(A(E)) = 0
und damit by (V;) = b5 ,(V;) genau dann, wenn A(S?) simplizial ist. Insbesondere trifft
das auf i = 2 zu, und damit hingt wegen i(m) = 2 die Schnitthomologie-Bettizahl
b (XA) == IS (X A) = ba(V2) nur vom kombinatorischen Typ des Fichers ab.

Sobald ein Fécher mehrere nicht-simpliziale Kegel hat, sind die Bettizahlen by (V;)
fiir 4 2 3 und insbesondere die Schnitthomologie-Bettizahlen I,b$d ,(X) = by(V}) fiir
p < m im allgemeinen keine kombinatorischen Invarianten des Fiachers A, da die Rénge
der Relationenmatrizen R(A(éi)) nicht kombinatorisch invariant sind. Nun ist fiir zwei
Kegel 0,0/ € A jede Zeile von R,/, die zu einem Vektor v' € P(c¢’) \ P'(0’) mit
v’ & P(0) gehort, aus den Zeilen von R, nicht linear kombinierbar und vergréert somit
den Rang. Eine solche Abschétzung zeigt, daf der dreidimensionale Facher A(o1, 02, 03)
mit o7 = poslin {vy,ve,vy,v5}, 02 = pos{ve,vs,vs,v6} und o3 = poslin{vs, vy, ve, v4},
der von den drei vierkantigen dreidimensionalen Kegeln o; erzeugt wird, die zu den recht-
eckigen Seitenflachen eines Dreikantprismas gehoren, den kleinsten Typ représentiert, fiir
den rg R(A) und somit auch by(Xa) keine kombinatorische Invariante ist. Ein Beispiel
liefern v; = (1,1,1), vo = (=1,1,1), v3 = (0,—1,1) und v; = v;_3 — 2e3 fir i = 4,5,6
sowie v] = 2v; —wy = (3,1,1) und v = v; fiir i = 2,...,6: es gilt rg R(A) = 2 und
rg R(A’) = 3 und damit b3(Xa) = 1 und b3(Xa+) = 0. Diese Ficher lassen sich durch
die beiden simplizialen Kegel 1 := poslin {v, v2,v3} bzw. §] := poslin {v], ve, v3} sowie
do = 6% := poslin {vg,v5,v6} vervollstindigen; fiir die zugehérigen kompakten dreidimen-
sionalen torischen Varietdten gilt ebenfalls b = 1 bzw. b, = 0. — Dieses Beispiel geht auf
M. Eikelberg zuriick, der solche Fragen in [Ei; o] systematisch untersucht hat.

In Dimension n 2 4 kann man entsprechend zeigen, dafl auch die Schnitthomologie-
Bettizahlen Ipba,—o = ba(V,) mit 2 < i(p) < n keine kombinatorischen Invarianten sind.
Vierdimensionale affine Beispiele ergeben sich dhnlich wie oben, indem man von dreidi-
mensionalen projektiven Varietdten ausgeht, fiir die by keine kombinatorische Invariante
ist. Solche dreidimensionale Fécher wurden zuerst von M. McConnell angegeben; wir fol-

gen einem , kleineren* Beispiel von M. Eikelberg: Fiir die Kegel ¢ = poslin (vy,...,vs)
bzw. ¢’ = poslin (v1,...,v3), die von den Spalten der Matrizen

0o 0 0 0 2 2-2 -1 -20 20 O 0 40 40 —45 —-36

03 0-3 01 0 1 0 40 0 —-60 0 20 O 12

3 0-3 0 1 0 1 O ’ 80 0 —-60 0 20 0 30 0

11 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

erzeugt werden, gilt rg R(c(5¥) = 3 und rg R(a’(§3)) = 4 (vgl. [Eig: 4.4]). Damit er-
geben sich die Bettizahlen bg = 4, by = 0 und by(V3) = 1 fiir X, bzw. bao(V3) = 0
fiir X,/. Wie oben kénnen auch diese Beispiele zu projektiven Varietéiten abgeschlossen
werden, indem man die von einem geeigneten primitiven Gittervektor vg = vy, z.B.
vg = vy = (0,0,0,—1), und den Seiten von o bzw. ¢’ aufgespannten Kegel hinzunimmt.
Dabei ergeben sich keine zusétzlichen Relationen; wir erhalten die Bettizahlen bg = 5,
bQ =1 und bg(‘/g) = 2 bzw. bg(Vg) =1.

Neben dem kombinatorischen Typ von Féachern betrachten wir deren linearen Typ,
der wie folgt definiert ist: Zwei Fécher A in Ng und A’ in Ny sind vom gleichen linea-
ren Typ, wenn es einen Vektorraum-Isomorphismus ¢ : Ng — Ng mit ¢(o’) € A’ fiir
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jeden Kegel o € A gibt. Trivialerweise sind dann auch die Teilficher A(S) und A/(S9)
fiir 1 <4 < n jeweils vom gleichen linearen Typ. Bei der Definition wird nicht vorausge-
setzt, daf} die Gitter ¢(IN) und N’ kommensurabel (bis auf einen eventuellen irrationalen
Proportionalitétsfaktor) sind.

Wie wir in [BBFK: §3.C] gezeigt haben, kann ein solcher Automorphismus ¢ aber
stets durch einen modifizierten Automorphismus v’ ersetzt werden, fiir den diese Kom-
mensurabilitéit gilt. Daraus folgt leicht fiir die zugehorigen torischen Varietdten X := Xa
und X’ := X/, dafl es einen Morphismus X — X' gibt, der eine mit den jeweiligen
Torusoperationen vertriigliche verzweigte Uberlagerung ist. Damit kann X’ als Quotient
X /T nach einer endlichen Untergruppe I' des Torus T dargestellt werden. In dieser Situa-
tion gibt es einen Isomorphismus H®(X/T, Q) = H® (X, Q)" in der rationalen Homologie
mit Tragern in der Familie & = cld der abgeschlossenen sowie in der Familie & = ¢ der
kompakten Mengen (vgl. [Bd: II, Thm. 19.1]); da aber die Torusoperation auf der ratio-
nalen Homologie trivial ist, folgt insbesondere die Gleichheit entsprechender Bettizahlen
b‘f von X bzw. von X'.

bcld

Als Anwendung erhalten wir, daf die Schnitthomologie-Bettizahl 1,05 , fiir jedes p
eine Invariante des linearen Typs ist.

Zum Abschluf dieses Abschnittes diskutieren wir noch kurz fiir dreidimensionale kom-
pakte torische Varietédten die Schnitthomologie-Bettizahlen Ib;(X) = Ibs—;(X) zur mitt-
leren Toleranz m. Fiir j = 0, 1, 2 erhalten wir die Werte 1, 0, bs(X). Nach [Fi: Thm.
1.1, 1.2] gilt Ib3(X) = 0 im projektiven Fall. Wir zeigen, dafi diese Aussage auch im
nicht-projektiven kompakten Fall richtig ist:

Bemerkung: Fiir eine dreidimensionale kompakte komplexe torische Varietdt X
gilt Ib3(X) = 0.

Beweis: Es gibt eine simpliziale Unterteilung A des Fichers A ohne zusétzliche
Strahlen (vgl. [Ew: V, 4.3]). Die zugehorige eigentliche dquivariante Modifikation 7 :
X — X ist dann eine ,kleine“ Abbildung, d.h. fiir die exzeptionelle Menge E gilt
dmFE £ 1 < (dim X)/2. Nach [Go, MPh: 6.2] induziert eine solche kleine Modifika~
tion einen Isomorphismus TH,(X,Q) = H, (X,Q), insbesondere folgt Ib,(X) = b,(X).
Weil die torische Varietéit X durch einen vollstandigen simplizialen Ficher gegeben ist,
gilt b3(X) =0. m

5. Homologie-Chernklasse c¢,,_; und Schnitthomologie. Die Homologie-Chern-
klasse ¢,—1(X) € HSY ,(X) (im Sinne von M.-H. Schwartz [Sc] und R. MacPherson
[MPh]) einer torischen Varietit X = Xa wird nach einem unverdffentlichten Ergebnis
von F. Ehlers (vgl. [Fu: pp. 113, 145], siche [BBF] fiir einen Beweis) durch den invarianten
Weil-Divisor Y B, repriisentiert, der somit im glatten Fall ein ,,antikanonischer® Divisor
—Kx ist. In [BBFK: §3.E] haben wir die Frage diskutiert, wann diese Klasse ¢,,_1(X)
im Bild des Poincaré-Homomorphismus P, o liegt. Mit Satz 2 konnen wir die Antwort
auch auf die analoge Fragestellung fiir den natiirlichen Vergleichshomomorphismus wy :
I, HSY o (X) — HS ,(X) iibertragen. Wir erinnern daran, daf wy, injektiv ist und wir
damit I, HS!Y ,(X) als Untergruppe von HSI ,(X) interpretieren kénnen.

Sarz 3: Fir eine komplexe torische Varietdt X mit dim X = n und fir eine feste
Toleranzfunktion p sind folgende Bedingungen dquivalent:
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(1) Die Homologie-Chernklasse c,—1(X) liegt im Bild des Vergleichshomomorphismus
wp, d.h. in der Untergruppe imw, = [, HS 5(X) von HSY 5(X) ;

(2) die Finschrinkung des invarianten Weildivisors Zfi?) B, aufV, ist ein Cartierdi-
VISOT;

(3) fiir jeden mazimalen Kegel o € AP gilt:

(35) es gibt einen Charakter xo € M, so daf8 (X, v;) =1 fir alle v; € P(o) gilt (d.h.
P(c) liegt in der affinen Hyperebene {v € Ng; (Xo,v) =1} ) ;

(4) das antikanonische Bindel A"T (Vy)reg des requldren Ortes von Vi, ldfst sich zu einem
Geradenbiindel auf ganz V, fortsetzen;

(5) Alle Singularititen von V, sind Gorenstein-Singularititen.

Insbesondere sind (1) — (5) erfillt, wenn gilt:
(6) Alle Singularititen von V, sind vollstindige Durchschnitte.

Fiir eine Toleranz p mit i(p) = 2, also insbesondere fiir die mittlere Toleranz m, sind alle
diese Bedingungen dquivalent.

Im Spezialfall p = o, in dem V, = X, [,LH§ ,(X) = H?*(X) und ClDivL(X) =
Cl Divg (X) gilt, erhalten wir damit Bedingungen, wann eine Kohomologieklasse c!(X) €

H?(X) mit Py, _o(c') = ¢,_ existiert. Eine solche ,, Chern“klasse in der Kohomologie ist
dann eindeutig bestimmt.

Zum Beweis des Satzes bemerken wir, dafl es aufgrund der natiirlichen Identifika-
tion I, HSI ,(X) = H%(V,) geniigt, den Fall p = o, also V, = X, zu betrachten. Die
Aquivalenz der Bedingungen (1) — (3) und die Implikation (2) = (4) sind unmittelbar
zu sehen. Zum Nachweis der Implikation (4) = (1), die tibrigens fiir jede normale al-
gebraische Varietit gilt, sei L eine Fortsetzung des antikanonischen Biindels A" T'( X eg)
zu einem Geradenbiindel auf V,, geméfl (4). Fiir eine Auflosung 7 : X — X der Singula-
ritdten gilt dann ¢, 1 (X) = 7. (cn_l(f()), weiter stimmen 7*(L) und A" T(X) auBerhalb
der exzeptionellen Menge von 7 iiberein, und daraus folgt Ps,—2(c'(L)) = cp—1(X).
Die Aquivalenz mit der Gorenstein-Bedingungung (5) (d.h. die Koordinatenringe sind
Gorenstein-Ringe) gilt im wesentlichen nach Definition; in dieser Formulierung findet
sich der Satz bei M.-N. Ishida (vgl. [Is]; fiir Gorenstein-Ringe verweisen wir auf [Br, He]).

Fiir die Implikation (6) = (4) benutzen wir die Adjunktionsformel K7 = (Ky ®
[Z1] ® ... ® [Zk])|z fur das kanonische Geradenbiindel Kz eines glatten analytischen
vollstdndigen Durchschnittes Z = Z1N...NZg in einer glatten komplexen Mannigfaltigkeit
Y (vgl. [Di: Ch. 5, (3.8)] sowie [Gr, Ha: 1.1, p. 147]). Somit ist Kz die Einschrinkung ei-
nes Geradenbiindels auf der umgebenden Mannigfaltigkeit Y. Dieses existiert auch dann,
wenn der vollstdndige Durchschnitt Z nicht glatt ist. Durch Dualisieren folgt, daf} eine
Varietét, die nur Singularitéiten vollsténdiger Durchschnitte hat, der Fortsetzungsbedin-
gung (4) geniigt. m

Fiir einen simplizialen Kegel o koénnen wir (3,) durch eine dquivalente Bedingung
ersetzen. Dazu benutzen wir, dafl es eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte endliche
kleine Untergruppe I'; C GL4(C) (fiir d := dimo) von Diagonalmatrizen mit X, =2
C/T, x (C*)"~? existiert (vgl. §0).

ZUSATZ zU SATZ 3: Fir einen simplizialen Kegel o ist die Bedingung (3,) dquivalent
2u
(6,) Die Gruppe T, ist eine Untergruppe von SL4(C).
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Der Beweis findet sich in der Arbeit [Wa] von K. Watanabe.

Falls der Fiicher A®) simplizial ist — was insbesondere fiir die mittlere Toleranz zu-
trifft —, sind also (1) — (5) dazu dquivalent, daf fiir jeden maximalen Kegel die Bedingung
I'; € SLg des obigen Zusatzes erfiillt ist, und dazu ist fiir zweidimensionale Kegel &qui-
valent, da3 X, eine Hyperflichen-Singularitéit ist. m

Zum Abschluf} sei noch angemerkt, daf3 die Untergruppe I, H. §ld (X)) genau dann end-

lichen Index in H$! ,(X) hat, wenn der Fiicher A®) simplizial ist. In diesem Fall liegt ein
ganzzahliges Vielfaches mc,_1(X) mit geeignetem m = 1 in I, HS'Y ,(X); mit rationalen
Koeffizienten gilt also ¢,,—1(X) € I, H$! ,(X, Q). Insbesondere trifft das wegen i(m) = 2
auf die mittlere Toleranz p = m zu, da der Ficher A(S2) immer simplizial ist. Dies ist
ein Spezialfall eines allgemeinen Resultates: Fiir eine beliebige algebraische Varietdt X
gilt, daf jede durch algebraische Zykel reprisentierte rationale Homologieklasse mit ab-
geschlossenem Tréger, also insbesondere jede Homologie-Chernklasse ¢, (X), im Bild des
Vergleichshomomorphismus TH (X, Q) % HYY(X, Q) liegt. Fiir einen Beweis sei auf
[BBFGK] verwiesen.
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