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1. Dans Panneau gradué¢ A = k[zo, ..., z,], A= @, Aa, soit
I:@Ia (la =1NAq)
a=0

un idéal homogene; posons vy(l) = dimy(I;/I;_1 AN A,). Indiquons avec Z(l4,...,l4;n),

(o ly =...=lpm <lmys1=-..=lmy <... <lm,41 =... = lg est une suite donnée de
nombres entiers positifs) la famille des idéaux homogenes I de A pour lesquels

0 sio<li<l,

mq Sil:llz...:lml,

0 Si by, <1 <lmi+1,

mo — My Silzlml_H:...:lm27

vr(l) = 0 si Iy, <1 <lpmyt1,

ms—ma Sil=ln,41=...=ln,,

0 Silm, <1 <lm,+1,

qg—myp sil=lm,+1=...=lg,

0 sil>lg.

Certains polynomes homogenes,

1
(+) (A7)
forment une base de longueur minima pour un idéal I de Z(l1,...,l4;;n) si et seule-
l’l?L .
ment si, Voo = 0,1,2,..., ,(,i:i{l),..., r(naffl) sont telles que les images correspon-
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Al i ( me, ) .
dantes f° j_{l), ooy fmasy forment une base dans I'espace vectoriel Iy, ., /11, ,,—1AN

Ma

A, .,; donc si et seulement si, Voo = 0, 1,2,. .., les propriétés suivantes sont vérifiées
o

. ( ). . © g
(Io) ni ffnl:;‘_‘ﬂl), ooy Jmes ™ ni aucune leur combinaison linéaire Afy,, 1 + ... +
Wfmars (A..., € k) ne peuvent s’exprimer comme des combinaisons linéaires, a coeffi-

cients formes homogenes de degré convenable, des

(lm5+1) (lm5+1)
fmﬁJrl s fmgys, avec > a.
L (Ungyq) o . . .
(I1,) fT(na _ﬁl), ooy fmuiT! sont linéairement indépendantes parmi les formes de degré
lma+1 == lma+1'

Si les polynomes (*) vérifient en outre la propriété

(III) pour tout degré l,, +1 (o =10,1,2,...), Pensemble des polynomes de degré plus
petit engendre, dans le P(n+z,za+1)_1 des polynomes de degré [,,_41, un sousespace de
dimension maximale,

alors ils forment une base de longueur minimale d’un idéal appartenant & une sous-
famille de Z(l3,...,l4; n), que nous indiquerons par H(l1,...,l;n); dans H(l1,...,l;n)
se retrouvent tous les idéaux de classe principale.

2. Soit N, = (”J;l“) et indiquons avec A le produit d’espaces affines
A= ANmima () x ANmz-(ma=ma) () 5 ANa-(a=me) (),

f(ll)
1
PROPOSITION 1. L’ensemble des (f) = : de A tels que, Yo, les propriétés (1)
i
et (I1,,) soient vérifiées, est un ouvert de Zariski 2 C A. L’ensemble des (f) tels que, en
outre, soit vérifiée la propriété (I111), est un ouvert de Zariski Q' C Q C A.

(1) (1)
1 91
Deux systémes de polynémes (f) = : et (g) = : , (f) et (9) € Q,
(lg) (Lg)
q Yaq
individuent le méme élément de Z(ly,...,l3;n) si et seulement si (g) = @ - (f), ou
P = ||Ci(]h)|\1<i,j<q est une matrice de type ¢ X ¢, dont les éléments Ci(;»l) sont (i) formes
homogenes en (xq,...,x,), de degré h (éventuellement h = 0) donné par le tableau
ci-dessous, pour les valeurs i et j
0, sil<i,5 <my,
B . mg_1+1 <0 <mg,
lmB lm17 (2§/8§p)7 Sl{lSjSWM,
. mg_1 +1 <0 <mg,
— <a<pg<
lm,B lm(x7 (2—a—/67p)7 Sl{ma—1+1gj§ma,
h: l_l mp+1<7’<Q7
¢y 1<7<my,
ly—lm,, siqMTlsisa
¢ my+1 <7 <mg,
0, simp,+1<14,j<gq,
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indiquées dans le tableau, et vérifiant en outre les conditions
0 0
det (165 h<igm # 0, det 65 lmy+1<ig<ma # 0, .
0
det ¢S lm, 412152 # 0;

(i) Ci@ = 0, pour toutes les 7, j différentes de celles du tableau.

Les matrices de ce type forment un groupe Gj; l'application (@, (f)) — (g) = ® - (f)
définit une opération de G dans le produit

A= ANmim () x ANma-(ma=ma)(B) 55 ANa-(@=mo) ()

I’ensemble quotient /G est en correspondance biunivoque avec Z(l4,...,1l;n).

De méme: deux systémes de polynomes (f) et (g) € ' individuent le méme élément
de H(l1,...,lq;n) siet seulement si (g) = D-(f), etc.; donc: le quotient €' /G est en corre-

spondance biunivoque avec H(l1,...,l4;n). Sinous savions structurer Z(lq,...,l4;n), la
Proposition 1 et les remarques que nous venons de faire, nous diraient que H(ly,...,l4;n)
est partout dense en Z(ly,...,l4;n).

Effectivement:

PROPOSITION 2. Z(ly,...,lg;n) a une structure de variété algébrique.

PROPOSITION 3. La projection canonique p: Q& — Z(l1,...,lg;n) est une application
ouverte.

PROPOSITION 4. H(l1,...,ls;n) a une structure de variété algébrique, en correspon-
dance biunivoque avec un ouvert de Zariski de Z(lq,...,lg;n).

Les Propositions 1, 2, 3, 4 se trouvent, avec les démonstrations détaillées, dans
les articles [1], [2], [3]; dans [3] on étudie, de fagons différentes, la structure fibrée de
H(l1, ..., lgn).

L’idée de la construction est la suivante: si nous avons affaire, pour fixer les idées, a
un idéal

I=(¢0,..., 00, 0%,....0)
individué par une base de u formes (indépendantes) de degré X et de m formes (indépen-
dantes) de degré I, avec A < [; envisageons le sousespace, disons E, engendré dans le PN
des formes de degré A, (N’ = ("Z’\) —1) par les ¢); puis, dans le PN (N” = (”:Lrl) —1)
des formes de degré [, envisageons le sousespace constitué des ¥ qui s’annullent sur toutes
les ¢ de E; disons F' ce sousespace; envisageons de suite les sousespaces de PN”7 disons-les
F’, qui passent pour cet F' 1a et qui ont une dimension en plus que F’; les F’ forment, &
leur tour, une variété linéaire, disons-la H(E); de H(F) prenons la Grassmannienne des
sousespaces de dimension m—1, G(H (E), m—1); alors I est en correspondance biunivoque

I+—— (E,L)
on L est Délément de G(H(E),m — 1) individué par les 192. Alors
Z(A, ..., X\ 0,...,1;n) est en correspondance biunivoque avec
—_—— ——

1% m

([{E} xG(H(E),m —1): E€G(N',u—1)
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3. Dans larticle [4], Perelli Cippo et Vassallo donnent une construction différente des
variétés I et H: ils identifient, grosso modo, tout idéal

(+%) I=(f", o S

avec le sousespace, disons Fj, engendré par les polynomes de degré plus petit ou égal
au maximum, dans le PY (N :(":lq)—l) des polynémes de degré maximum (= [,)
(parmi ceux qui se présentent dans une base (quelconque) de I'). Siles f de (xx) vérifient
la Propriété III, on obtient une correspondance biunivoque entre H(ly,...,l;;n) et un
sousensemble de la Grassmannienne G(N, d), constitué des sousespaces de PV qui ont une
dimension d maxima (parmi les dimensions des sousespaces engendrés, dans les polynémes
de degré l,, par m; polynémes de degré l,,,, par ma — m; polynémes de degré l,,, etc.)
qui vérifient une convenable condition de fermeture exprimant que E dérive effectivement
d’un idéal, c’est & dire que E = Ej, et qui vérifient certaines (trés naturelles) conditions
de Schubert.

Mais si les f de (xx) vérifient une Propriété (I11;).

Propriété (IIls) Pour chaque degré I, +1(a =0,1,2,...), 'ensemble des polynoémes
de plus petit degré engendre, dans le P(7L+172a+1)_1 des polynomes de degré [, +1, un
sousespace de dimension d,, alors la biunivocité s’établit entre les éléments de G(N,d)
(pour 4= le plus grand des d,) qui vérifient les mémes conditions de fermeture et de
Schubert et les idéaux d’une famille, qu’il sera naturel d’indiquer par H?, individués par
des bases constituées de polyndmes f qui vérifient, précisément, la Propriété (I115).

Evidemment 7 = UsH? et H = H% en est la partie dense.

4. Revenons aux variétés Z(l1,...,lg;n) et H(l1,...,lqg;n): les deux sont rationnelles;
le group projectif PG Ly (n) agit sur I et sur H; le corps des invariants projectifs, qui est le
méme aussi bien pour les idéaux que pour les intersections completes, est donc un sous-
corps d’un corps de fonctions rationnelles; pour le Lemme fondamental de [1], il est uni-
rationnel. Le Lemme de [1] dit que: tout souscorps E d’un corps de fonctions rationnelles
k(z1,...,2zy) en les indéterminées x1,...,x,, est unirationnel (c’est a dire: isomorphe
a un souscorps de k(x1,...,24), OU 1,...,xq sont indéterminées et d = trasyF). Le
probleme se pose de caractériser ceux qui sont rationnels.
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