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∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�ÔB��Õuä á;ä�â�ÝCÚ ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^ÚmÜ®Ô�Ö=Ú;Ü�Ô?Õ^Ô_ÝCÕ^Ü�åíÚ;ß�Ø�Õ^Ü�áM×�Ð�ÚmÑxá=ÐQ×�ÝCÚ�ÐCÔ ×mÖpÝCÕ^Ü�åíÚ;Üè×��Û®á=Ü�Ô?á-��Ô?Ï�à®Ô_Ñe×mÖ=á�Ú;ßY×Iñ7Õ^Øwà�ápÐ?Ý�Ô_Ñe×mÖ=á-�Qän�YáMÖM×mÏ�Ô?áæÚ;ß�ÝCÒ�á�á�,$Õ^Ô_ÝCá=Ü®Ö=áæÚ;ß�Ô_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØo��Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Ûi�

C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞæÔ=â?! äp>SÜ�Ú;Ï�á�×mÜ�Û%Ò�Õ^Ô�Ö=Ú;Ø�Øb×�àxÚmÐQ×�ÝCÚ�ÐCÔ¾êeä?��ä?�YÒe×WÝ?ÝMâ/ñ ä�Îiå;Õ�×mÜ�ÛMN�ä ìTS�äpNqP)ÐCÔ_ÝCá=Ü

ÙYá=ÐCáIØ�áMÛ%Ü®×�ÝCÏ)ÐQ×mØ^ØwÓ�ÝCÚ�ÝCÒ�á�Õ�Ü5�+áMÔ_ÝCÕ�å+×�ÝCÕ�Ú;ÜíÚmßiÔ_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØ ∗ ìuÐCápÑ®ÐCá=Ô?á=Ü-ÝQ×WÝCÕ^Ú;Ü�Ô�×mÜ�ÛíÔ_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØ1ÙYá=Ø^Øwìà�á=Ò®×g�+á=Û ∗ ìuÐCápÑ®ÐCá=Ô?á=Ü-ÝQ×WÝCÕ^Ú;Ü�Ô�Õ^Ür�s
g� ×mÜ�Ûr� ����ÐCáMÔ_Ñxá=Ö=ÝCÕb�+á=Ø�Ó;ät>SÜ�ÝCÒ�Õ^Ô�Ü�ÚmÝCá�ÙYá Ô?Ò®×mØ�Ø�×mÜ�Ü�Ú;Ï�Ü®Ö=á
Ô?Ú;Þæá�ÐCá=Ô?Ï�Ø�ÝCÔ�ÐCá=Øb×�ÝCÕ�Ü®åíÝCÒ�á�á�,$Õ^Ô_ÝCá=Ü®Ö=á�Ú;ß�Ô_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØLÙYá=Ø^Øwìuà�á=Ò®×g�+á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^ÚmÜ®Ô ÚmÜ���Ø�Úmì
Ök×mØ�Ø�ÓçÖ=Ú;Ü5�+á2,j� ∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ×mÔ�ÝCÚ%ÝCÒ�áu:4Ýwv�ãðßAÏ�Ü�Ö=ÝCÕ�Ú;Üx��Ô�.+Ïe×WÐCá"ÐCÚ$ÚmÝ�Ú;ß�ÝCÒ®á"Ô_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØ�ÐQ×mÛ�Õ�Ï®Ô�Ú;Ü
áMØ�áMÞæá=Ü+ÝCÔ�Ú;ßYÝCÒ�á�ßAÚmÐCÞ

x∗x
�Qâ3Ù�Ò�Ú;Ô?á

C∗
ìuÑ�ÐCÚmÑxápÐ?ÝSÓ�Ú;Üò×Z��×mÜ®×mÖgÒ�Õ�Ü5�+Ú;Ø^Ï)ÝCÕb�+áõ×mØ�å;ápà®ÐQ×�Õ�Ô ÖQÒe×WÐ?ì

×mÖ=ÝCápÐCÕ;�=á=Ûðà-ÓçÒ�ápÐCÞæÕ�ÝCÕ�ÖMÕwÝSÓ+â�×mÖ=Ö=ÚmÐCÛ�Õ^Ü�å%ÝCÚK:4Ýwv�ãy* Ô�Ö=áMØ�á=à�ÐQ×�ÝCá=ÛðÝCÒ®á=ÚmÐ?ÓðßKÚmÐ�Ò�á=ÐCÞ�Õ�ÝCÕb×�Üz��×mÜ®×mÖQÒ
×mØ^å;ápà�ÐQ×mÔ[�	��e��uä



SPECTRAL WELL-BEHAVED ∗-REPRESENTATIONS
ü ó��

�xÄ���È����uÍ�� ÍuÆ
	eÈmÍ���mÄV��Ò�á�×mØ^å;ápà�ÐQ×mÔ�ÙYá�Û�áM×mØ�Ù�ÕwÝCÒ�×�ÐCá�Ö=Ú;Þ�Ñ®Ø�á�,�×mÜ�Û�×mÔ?Ô?Ú$Ö=Õb×�ÝCÕb�+á;ä
3¸á=Ý A à�áL× ∗ ìG×mØ�å;á=à�ÐQ×)â H × ñ7Õ^Øwà�ápÐ?Ý�Ô_Ñe×mÖMáL×mÜ�Û D

× Û�áMÜ�Ô?áLÔ?Ï)à®Ô_Ñe×mÖMá�Ú;ß H ä L(D)
Û�á=Ü�ÚmÝCáMÔ

×mØ^ØEØ^Õ^Ü�áM×�Ð Ú�Ñ�ápÐQ×�ÝCÚmÐCÔ�ßbÐCÚ;Þ
D
Õ^Ü+ÝCÚ

D
äR>Sß

X ∈ L(D)
â
D(X∗)

Ô_ÝQ×�Ü®Û�Ô�ßAÚmÐ�ÝCÒ�áæÛ®ÚmÞ�×mÕ^Ü Ú;ß�ÝCÒ®á
Ø^Õ^Ü�áM×�Ð�ÚmÑxápÐQ×�ÝCÚmÐ

X∗
âe×mÛ-lrÚ;Õ^Ü+ÝiÚmß

X
ä���Ò�á�Ô?ápÝ

L+(D) := {X ∈ L(D) : D(X∗) ⊇ D
×mÜ�Û

X∗D ⊆ D},
Õ^Ôæ× ∗ ìG×mØ�å;á=à�ÐQ×�Ï®Ü�Û�ápÐæÝCÒ�áIÏ�Ô?Ï®×mØ�×mØ^å;ápà�ÐQ×mÕ^ÖIÚmÑxá=ÐQ×WÝCÕ^Ú;Ü�Ôæ×mÜ�Û%ÝCÒ�áIÕ^Ü5�+Ú;Ø�Ï�ÝCÕ�Ú;Ü X 7→ X∗|D

ä?!

∗ ì9Ò�Ú;ÞæÚ;ÞæÚ�Ð?ÑeÒ�Õ�Ô?Þ

π : A → L+(D),

Õ^Ô�ÖM×mØ^Ø�áMÛ ��Ï�Ü+à�ÚmÏ®Ü�Û�á=Ûy� ∗ �������������������������! "� Ú;ß A Ú;Ü�ÝCÒ�á�ñ7Õ�Ø�àxá=Ð?Ý4Ô_Ñe×mÖMá H â;Ù�ÕwÝCÒ�Û�Ú;Þ�×�Õ^Ü D
ä5>Sß AÕ^ÔiÏ�Ü�Õ�ÝQ×mØ3Ù�Õ�ÝCÒ�Ï�Ü�Õ�Ý

1
â®ÙYá�Ô?Ï�Ñ�ÑxÚ;Ô?á�ÝCÒ®×�Ý

π(1) = I
â®Ù�Õ�ÝCÒ

I
ÝCÒ�á�Õ^Û�áMÜ+ÝCÕwÝSÓ�ÚmÑxápÐQ×�ÝCÚmÐiÕ^Ü L+(D)

ä
>SÜ�ÝCÒ�á Ô?ág.-Ï�á=Øuâ

D(π)
Ô_ÝQ×mÜ�Û�Ô�ßAÚ�Ð7ÝCÒ®á�Û®ÚmÞ�×mÕ^Ü�Ú;ßEÝCÒ�á ÚmÑxá=ÐQ×�ÝCÚ�ÐCÔ

π(a)
â
a ∈ A ×mÜ�Û Hπ

ßAÚ�Ð7ÝCÒ®á
ÖMÚmÐ?ÐCá=Ô_ÑxÚ;Ü�Û�Õ^Ü�åæñ7Õ^Øwàxá=Ð?Ý�Ô_Ñe×mÖ=ámä�( áLÔC×MÓõÝCÒ®×�Ý

π
Õ^Ô$#�%  "����& Õ�ß D(π)[tπ]

Õ^Ô�Ö=Ú;Þ�Ñ®Ø^ápÝCámâ)Ù�Ò®ápÐCá
tπ
Õ�Ô

ÝCÒ®á�åmÐQ×�Ñ®Ò�ÝCÚmÑxÚ;Ø�Ú;åmÓIÚ;Ü
D(π)

��ÖMßGäR�;�g�$âR������Qä
3¸á=Ý A àxá × ∗ ìG×mØ^å;ápà�ÐQ×)äi!7Ü(' �*)� ' �*&+��& C∗ �!����,-�.�� "��, Úmß A Õ�Ô�× C∗ ì9Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞ p

Û�ápïeÜ�á=Û
Ú;Ü × ∗ ì9Ô?Ï)àe×mØ^åmá=à�ÐQ× D(p)

Úmß A äy<7Õ	�+á=Ü�×�Ü Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û C∗ ì9Ô?áMÞ�Õ^Ü�ÚmÐCÞ p
â®ÝCÒ�á�Ô?ápÝ

ker p ≡ {x ∈
D(p) : p(x) = 0} Õ�ÔL× ∗ ì9Õ^Û�áM×mØ�Ú;ß D(p)

×mÜ�Û Ip ≡ {x ∈ D(p) : ax ∈ D(p), ∀ a ∈ A} Õ^ÔiÝCÒ�áØb×�ÐCå;á=Ô_Ý�Ø^á=ßKÝ�Õ^Û�ák×�Ø3Ú;ß A Ö=Ú;Ü+ÝQ×mÕ^Ü�á=Û�Õ^Ü D(p)
ä���Ò®á7Ñ�ÚmÔ?Õ�ÝCÕ^ÚmÜ�ÚmßUÝCÒ�Õ^Ô�Ø�áMßbÝ�Õ�Û�ák×mØ�Õ�ÜIÐCáMØ^×�ÝCÕ^Ú;ÜIÝCÚ�ÝCÒ�á

∗ ì9Õ^Û�áM×mØ ker p
Û�á=ÝCápÐCÞæÕ�Ü®á=ÔLÝCÒ�á�á�,)Õ�Ô_ÝCáMÜ�Ö=áæÚ;ß1×mÜ�Ï�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^ÚmÜ Û�ápÐCÕ	�+á=Û"à-Ó�ÝCÒ�áÏ®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ
C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞ

p
ä

��Ò�á�ñ�×mÏ�Ô?Û�ÚmÐ0/íÖMÚ;Þ�ÑeØ�á=ÝCÕ�Ú;Ü Ap Ú;ß (D(p), p)
Õ�Ô�ÖMØ�ák×�ÐCØwÓ ×

C∗
ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×)â�×�Ü®Û�Õ�Ü�ßA×mÖpÝMâUÕwÝ Õ�Ô

ÝCÒ®á�áMÜ5�+á=Ø^Ú�ÑeÕ�Ü�å
C∗
ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×LÚ;ß

(D(p), p)
î;Õ�ä ámä^â Ap

Õ�Ô�ÝCÒ�á�Ö=Ú;Þ�Ñ®Ø�á=ÝCÕ�Ú;Ü¾Ú;ßeÝCÒ®á�Ü�ÚmÐCÞæá=Û ∗ ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×

D(p)/ ker(p)
â�Ï�Ü�Û�á=ÐLÝCÒ�á

C∗
ì9Ü�ÚmÐCÞ ‖ · ‖p

Õ�Ü�Û®Ï�Ö=áMÛ�à-Ó
p
ä+H�ÚmÐCá�Ñ®ÐCá=Ö=Õ^Ô?á=Ø�Ó;â3Õ^ß

xp ≡ x + ker p
â

x ∈ A â¸ÝCÒ®á=Ü ‖xp‖p := p(x)
ä@>GÝ Õ�Ô�Ö=Ø^áM×�Ð Ü�ÚkÙ ÝCÒ®×�Ý�ÝCÒ�á

C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞæáMÛ%×mØ�å;ápà®ÐQ×

D(p)
Ök×mÜ

à�á�áMÜ�Û�ÚkÙYá=ÛçÙ�ÕwÝCÒ�×�àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�â�ÔC×MÓ πp
ä >SÜèê-á=Ö=ÝCÕ�Ú;ÜaD ÙYá�Ô?Ò®×mØ^Ø�Ô?á=á�ÝCÒ®×�Ý

Ù�Ò®á=Ü�á��;á=Ð Ip 6⊆ ker p
â\ÝCÒ�á Ñ�ÐCá=ÖMá=Û�Õ^Ü�åõàxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�á2,$ÝCá=Ü®Û�ÔiÝCÚI×mÜ�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û

∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;ÜæÚ;ß A ä5��Ò�Õ^Ô4Õ^ÔEÝCÒ�á�Ù�×MÓ�ÝCÒ®×�Ý1×�Ü�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û C∗ ì9Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞ Ú;ß A Õ^ÔEÐCá=Øb×�ÝCá=Û�ÝCÚ×mÜ¾Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü¾Ú;ß A ä ` ÐCÚmÞ ÝCÒ�á=Ô?áiÏ�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ô=â$Ú;Ü�á�Ñ®Õ^ÖCã)ÔÏ�Ñ�ÙYá=Ø^Øwìuà�á=Ò®×g�+á=Û ÚmÜ®á=Ô�à-Ó�Ï�Ô?Õ�Ü®åæÔ?Ï�Õ�ÝQ×�à®Ø�á�Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ
C∗
ì9Ô?áMÞæÕ�Ü�ÚmÐCÞæÔQ��ÖMßGäR� �$âi���L�Qä

1�Ä324�5�È������ÆeÇ�	�67����Ë�Æ*6EÉxË�Æ¸Ê8�$Ê
C∗ 9 ����� ÍuÆ3É\È��:�mÄV( áæï�ÐCÔ_Ý�å;Õb�+á�Ô?ÚmÞæá�Ô?Õ^Þ�Ñ®Ø�á�á�,�×�Þ�Ñ®Ø^á=Ô

Ú;ß�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û
C∗
ì9Ô?áMÞ�Õ^Ü�ÚmÐCÞæÔ

p
Ù�Õ�ÝCÒIÝCÒ�á�Ñ®ÐCÚ�Ñ�ápÐ?ÝSÓ Ip 6⊆ ker p

��Ô?á=á�×mØ�Ô?Ú � �$îxê-áMÖpÝCÕ^Ú;Ü D��L�Qä

1�Ä�ÃeÄY3UápÝ A[τ ] := C[0, 1]
àxáæÝCÒ®á ∗ ìG×mØ^å;ápà�ÐQ× Ú;ß�×mØ�Ø�Ö=Ú;Ü+ÝCÕ^Ü-Ï�Ú;Ï�Ô ßAÏ�Ü�Ö=ÝCÕ�Ú;Ü�Ô�Ú;Ü [0, 1]

â¸áMÜ�Û�ÚkÙYá=Û
Ù�Õ�ÝCÒIÝCÒ�áLÝCÚmÑxÚ;Ø�Ú;åmÓ

τ
Û�á=ÝCápÐCÞæÕ^Ü�á=ÛIà$ÓõÝCÒ�á ∗ ì9Ô?áMÞ�Õ^Ü�ÚmÐCÞæÔ

pn(f) :=

[ ∫ 1

0

| f(x) |n dx
]1/n

, f ∈ C[0, 1], n = 1, 2, . . .

3¸á=Ý
D(p∞) := {f ∈ A[τ ] : supn pn(f) < ∞} Ù�Õ�ÝCÒ p∞(f) := supn pn(f)

â
f ∈ D(p∞)

ä
��Ò®á=Ü

D(p∞)
Õ�ÔU× ∗ ì9Ô?Ï)àe×mØ^åmá=à�ÐQ×�Úmß A[τ ]

×mÜ�Û
p∞(f) = ‖f‖∞

âMßAÚ�ÐUáM×mÖQÒ
f ∈ A[τ ]

ä�>SÜLÑe×�Ð?ÝCÕ�ÖMÏ�Øb×WÐMâ

p∞
Õ^Ô�×�ÜõÏ�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ

C∗
ìw��Ô?áMÞ�ÕL�SÜ�ÚmÐCÞ Ú;ß A[τ ]

×mÜ�Û
D(p∞) = (C[0, 1], ‖ · ‖∞) = Ip∞

î)Ô?Ú�ÝCÒ®×�Ý

Ip∞ 6= {0} = ker p∞
ä
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1�Ä��xÄY3UápÝ A[τ ] := C(R)
àxá1ÝCÒ�á ∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ×7Ú;ße×�Ø^Ø$Ö=Ú;Ü+ÝCÕ^Ü-Ï�Ú;Ï�ÔEßKÏ�Ü®ÖpÝCÕ^ÚmÜ®Ô�Ú;Ü R Ù�Õ�ÝCÒ�ÝCÒ®á�ÝCÚmÑxÚ;Ø^ÚmåmÓÚ;ß�Ö=Ú;Þ�Ñe×mÖpÝ�ÖMÚmÜF�;á=ÐCå;á=Ü�ÖMámî®Õ�ä ámä^â

τ
Õ�Ô�Û�ápïeÜ�á=Û�à-ÓõÝCÒ�á

C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞ�Ô

pn
Ô?Ï�ÖQÒ�ÝCÒ®×�Ý

pn(f) := sup{| f(t) |: t ∈ [−n, n]}, n ∈ N, f ∈ C(R).
�U×�ã+á

D(p∞) := {f ∈ C(R) : supn pn(f) < ∞} Ù�ÕwÝCÒ p∞(f) := supn pn(f)
â
f ∈

D(p∞)
ä?��Ò�áMÜ

D(p∞) = Cb(R)
âUÝCÒ�á

C∗
ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×�Ú;ßi×mØ�ØYÖMÚ;Ü+ÝCÕ�Ü$Ï�Ú;Ï�Ô�àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û%ßAÏ�Ü�Ö=ÝCÕ�Ú;Ü�Ô�Ú;Ü

R â p∞(f) = ‖f‖∞
â
f ∈ Cb(R)

×�Ü®Û Ip∞ = Cc(R)
â\ÝCÒ�á�×mØ^åmá=à�ÐQ×¾Ú;ß�×mØ^Ø/Ö=Ú;Ü+ÝCÕ^Ü-Ï�Ú;Ï�Ô�ßAÏ�Ü�Ö=ÝCÕ�Ú;Ü�Ô

Ú;Ü R Ù�Õ�ÝCÒ�ÖMÚ;Þ�Ñ\×�Ö=Ý�Ô?Ï)Ñ�ÑxÚmÐ?ÝMäUê$Ú�×må+×mÕ�Ü p∞
Õ^Ô�×mÜ"Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û

C∗
ìw��Ô?á=ÞæÕL�SÜ�ÚmÐCÞ Ú;ß A[τ ]

×mÜ�Û

Ip∞ 6⊆ {0} = ker p∞
ä

` ÚmÐißKÏ)Ð?ÝCÒ®ápÐ�á�,�×�Þ�Ñ®Ø^á=Ô=âeÔ?á=á�ámä å�ä�âR�&e-ây�-âiD��uä
1�Ä 1�Änf1Ú;Ü�Ô_Ý?ÐCÏ�Ö=ÝCÕ�Ú;ÜIÚmßU×�ÜõÏ�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;ÜIßbÐCÚ;Þ ×mÜõÏ�Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û C∗ ì9Ô?áMÞ�Õ^Ü�ÚmÐCÞ pÙ�Õ�ÝCÒ Ip 6⊆ ker p

��Ô?á=áO� e����Qä
3¸á=Ý A àxá1× ∗ ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×i×mÜ�Û p ×mÜ�Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ C∗ ì9Ô?áMÞ�Õ^Ü�ÚmÐCÞ&Ú;ß A Ô?Ï�ÖgÒ�ÝCÒ®×�Ý Ip 6⊆ ker p

ä-��Ò�á
ñ�×mÏ�Ô?Û®Ú�Ð0/%Ö=Ú;Þ�Ñ®Ø^ápÝCÕ^Ú;Ü Ap Ú;ß (D(p), p)

â3×mÔ�×
C∗
ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×�×�Ý?ÝQ×mÕ�Ü®Ô�×Iß�×mÕwÝCÒ�ßAÏ�ØEÜ�Ú;Ü�Û®á=å;á=Ü�á=ÐQ×�ÝCá

∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü Πp
Ú;ÜI×�ñ7Õ^Øwàxá=Ð?ÝYÔ_Ñ\×�ÖMá HΠp

ä$>Sß B(HΠp)
Õ�ÔYÝCÒ�á

C∗
ìG×mØ�å;á=à�ÐQ× Ú;ßU×mØ�Ø\àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û

Ø^Õ^Ü�áM×�Ð�ÚmÑxápÐQ×�ÝCÚmÐCÔ�Ú;Ü HΠp
â�ÖMÚ;Ü�Ô?Õ�Û®ápÐ�ÝCÒ�áLßAÚ;Ø�Ø^ÚkÙ�Õ�Ü�å�Û�Õb×�åmÐQ×mÞ �

D(p) D(p)/ ker p Ap

A B(Hπp) B(HΠp)

τp jp

ip Πp

πp

π0
p

Ù�Ò®ápÐCá
τp
Õ^Ô�ÝCÒ�á�Ü®×�ÝCÏ)ÐQ×mØn.-Ï�ÚmÝCÕ�áMÜ+Ý�Þ�×�Ñ3â

jp
ÝCÒ�áLÖM×mÜ�Ú;Ü�Õ^ÖM×mØ�Õ�Ü lráMÖpÝCÕ^ÚmÜ3â

ip
ÝCÒ�á�ÐCá=Ô_Ý?ÐCÕ^ÖpÝCÕ^Ú;ÜIÚmß¸ÝCÒ®á

Õ^Û�áMÜ+ÝCÕwÝSÓ�Þæ×�Ñ�Ú;ß A Ú;Ü D(p)
×mÜ�Û

π0
p := Πp◦jp ◦τp

âmÕuä á;ä�â
π0
p(x) := Πp(xp)

âmßKÚmÐ4ák×�ÖgÒ
x ∈ D(p)

ä
��Ò$Ï�Ô

π0
p

Õ^Ô�×�àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^ÚmÜ�Úmß D(p)
Ú;ÜIÝCÒ�á�ñ7Õ�Ø�àxápÐ?Ý�Ô_Ñe×mÖ=á HΠp

ä
3¸á=Ý�Ü�ÚkÙ

D(πp) :=
Ø^Õ�Ü�ák×�Ð1Ô_Ñe×mÜ¾Ú;ß {Πp(x+ ker p)ξ : x ∈ Ip, ξ ∈ HΠp} ⊆ HΠp

äF3¸ápÝ
a ∈ A×mÜ�Û ∑

finiteΠp(xκ + ker p)ξκ ∈ D(πp)
ä���Ò�áMÜ�ÝCÒ�áLÞ�×�Ñ

πp(a)
(∑

κ

Πp(xκ + ker p)ξκ

)
:=
∑

κ

Πp(axκ + ker p)ξκ

Õ^Ô ×�ÙYá=Ø^Ø�Û�ápï®Ü®á=Û�Ø^Õ�Ü�ák×�Ð ÚmÑxá=ÐQ×�ÝCÚ�Ð Ú;Ü
D(πp)

äI��×Wã)Õ^Ü�å�ÝCÒ�á¾ñ7Õ�Ø�àxá=Ð?Ý�Ô_Ñe×mÖMá Hπp
åmÕ	�+á=Ü à-Ó"ÝCÒ®á

Ü®Ú�ÐCÞ�ì9ÖMØ�Ú;Ô?Ï)ÐCá�Úmß
D(πp)

Õ�Ü HΠp
â
πp
Õ^Ô ×IÜ�Ú;Ü)ìuÝ?ÐCÕ	�$Õb×mØEÏ®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ú;ß A Ú;Ü

Hπp
��Ö=Ø^áM×�ÐCØ�Ó Hπp 6= {0} ⇔ Ip 6⊆ ker p

�Qä
1�Ä��¸Ä/ê$á=Ø^á=ÖpÝCÕ^Ú;Ü Ú;ß�ÙYá=Ø^Ø�ìuàxá=Ò®×g�+á=Û ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ô�×mÞ�Ú;Ü�åI×�Ø^ØUÏ�Ü+à�ÚmÏ®Ü�Û�á=Û ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�ÔÛ®ápÐCÕ	�;áMÛIà-Ó�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û

C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞæÔ=ä

3¸á=Ý A àxá�× ∗ ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×L×mÜ�Û p ×mÜ�Ï�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ C∗ ì9Ô?áMÞæÕ�Ü�ÚmÐCÞ Ú;ß A ä�3¸á=Ý RepAp
àxá�ÝCÒ�á�Ô?á=Ý4Úmß

×mØ^Ø3ß�×�Õ�ÝCÒ�ßAÏ�Ø3Ü�Ú;Ü�Û®á=å;á=Ü�á=ÐQ×�ÝCá ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�ÔiÚ;ßUÝCÒ�á C∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ× Ap
×mÜ�Û

Rep(A, p) ≡ {πp :

Πp ∈ RepAp}
ä�!7ÜIÏ�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û

C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞ

p
Ú;ß A Õ^Ô�ÔC×mÕ�ÛIÝCÚ�àxá�� ���.��� ÐCá=Ô_Ñ¸ä ����,-� � ���.��� â®Õ�ß

Ip = D(p)
âeÐCá=Ô_Ñ3ä Ip

Õ^Ô�Û�á=Ü®Ô?á�Õ�Ü�ÝCÒ�á
C∗
ì9Ô?áMÞæÕ�Ü�ÚmÐCÞæá=Û�×mØ�å;ápà®ÐQ×

(D(p), p)
î
p
Õ^Ô7Ök×�Ø^Ø^á=Û�� ���	� %�


����, � � ���.��� �u×�à�à�ÐCá��)Õ^×�ÝCá=ÛòÝCÚ
w
ì9Ô?áMÞ�Õ�ï®Ü�Õ�ÝCá�� Õ�ß�ÝCÒ�ápÐCáIá�,)Õ�Ô_ÝCÔ

Πp ∈ RepAp
Ô?Ï�ÖgÒòÝCÒ®×�Ý HΠp =

D(πp)
‖·‖ ⇔ HΠp = Hπp

ä?_?�)Õ^Û�á=Ü-ÝCØwÓ+â/ák×mÖQÒòïeÜ�ÕwÝCáIÏ®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ
C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞ Õ^Ô�Ô?áMÞ�Õ�ï®Ü�Õ�ÝCá
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×mÜ�Û�ák×�ÖgÒ�Ô?á=ÞæÕwïeÜ�ÕwÝCá�Õ^Ô
w
ì9Ô?á=ÞæÕ�ï®Ü�Õ�ÝCá"��Ô?áMámâxßKÚmÐLÕ�Ü®Ô_ÝQ×�Ü®Ö=ámâ?� e$îy:4ÐCÚmÑxÚ;Ô?ÕwÝCÕ^Ú;Ü%�-äs�$â?�������L�Qäy�7ÚkÙ�âx×mÜ

Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü πp ∈ Rep(A, p)
Õ�ÔYÖk×mØ�Ø^á=Û � � %�% � )�� � ������& Ù�Ò®á=Ü�á��;á=Ð Hπp = HΠp

ä
>SÜ _0,�×�Þ�Ñ®Ø^á%D$ä;�mâYÝCÒ�á�Ï�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ

C∗
ìw��Ô?á=ÞæÕ �SÜ®Ú�ÐCÞ

p∞
Õ�Ô�Ö=Ø^áM×�ÐCØ�Ó�ï®Ü�Õ�ÝCámâ1ÝCÒ�á=ÐCá=ßAÚmÐCá ÝCÒ®á

ÖMÚmÐ?ÐCá=Ô_ÑxÚ;Ü�Û�Õ^Ü�å"Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü πp∞
Úmß A[τ ]

Õ�Ô�ÙYá=Ø^Øwìuà�á=Ò®×g�+á=Û�ä0��Ò�á ∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ×

A[τ ]
Õ^Ôi×æÞæá=Ý?ÐCÕ	�k×WàeØ�á�Ø�Ú$Ök×�Ø^Ø�Ó�Ö=Ú;Ü5�+á2, ∗ ìG×mØ�å;á=à�ÐQ×)â®ÝCÒ�á�Ö=Ú;Þ�Ñ®Ø^ápÝCÕ^ÚmÜ Ã[τ ]

Ú;ß�Ù�Ò�Õ^ÖQÒ Õ^Ô�ÝCÒ®áq!iÐCáMÜ�Ô
×mØ^å;ápà�ÐQ×

Lw[0, 1] :=
⋂

1≤p<∞ Lp[0, 1]
äF>SÜ�ÝCÒ�Õ^Ô�ÖM×mÔ?á�ÝCÒ�áiÖ=ÚmÐ?ÐCáMÔ_ÑxÚ;Ü�Û�Õ^Ü�å Ip̃∞

Õ^Ô�Ý?ÐCÕ	�$Õb×mØ�â-Ô?Ú�ÝCÒ®×�Ý
ÙYá�ÖM×mÜ�Ü�ÚmÝ�Ò®×g�+á�×mÜ�Ï�Ü+à�ÚmÏ®Ü�Û�á=Û�ÙYá=Ø^Øwìuà�á=Ò®×g�+á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü�Ú;ß Ã[τ ]

ä
3¸Ú$Úmã)Õ�Ü�å�×�ÝEÝCÒ�á�Û�Õ^×måmÐQ×mÞ Ú;ß+D$äsD7×mÜ�ÛæÝQ×�ã$Õ^Ü�å

p = p∞
â;Ù�ÕwÝCÒ

p∞
×mÔ4Õ�Ü _0,�×mÞ�ÑeØ�áED$äs�-â;ÙYá�Ö=Ú;Ü)ì

ÖMØ�Ï®Û�á ÝCÒ®×�Ý7ÝCÒ�á ÖMÚmÐ?ÐCá=Ô_ÑxÚ;Ü�Û�Õ^Ü�åõàxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü π0
p∞

Ú;ß
D(p∞)

Õ^Ô7Ü�Ú;Ü�Û®á=å;á=Ü�á=ÐQ×�ÝCá
Ù�Õ�ÝCÒ�ÝCÒ®áLÑ�ÐCÚmÑxá=Ð?ÝSÓ Ip∞ 6⊆ kerπ0

p∞

äi��Ò�Õ^ÔiÕ�Þ�Ñ®Ø^Õ^á=ÔV��Ô?áMá�Ñ�ÐCÚ$Ú;ß/ÚmßA�&�$îi��Ò�áMÚ�ÐCáMÞ D$äs�Z��Õ^ÕL� ⇒ ��Õ^Õ�ÕL�����
ÝCÒe×WÝ1×

w
ì9Ô?á=ÞæÕ�ï®Ü�Õ�ÝCá�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü®Û�á=Û

C∗
ì9Ô?áMÞæÕ�Ü�ÚmÐCÞ

r
Ú;ß A[τ ]

Õ^Ô�Û�ápï®Ü®á=Û�Ù�Õ�ÝCÒ
D(r) = D(p∞)

×mÜ�Û

r ≤ p∞
î�ÝCÒ®ápÐCá=ßAÚmÐCá�ÝCÒ�áLÐCáMÔ_Ñxá=Ö=ÝCÕb�+á�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü πr

Ú;ß A[τ ] = C[0, 1]
Ù�Õ^Ø^Ø�àxá

×�ÙYáMØ�Ø�ìuàxá=Òe×��+áMÛ�Ú;Ü�á;ä

�¸Ä�� 57�$ÌmÇWÈ�	�� ∗ 9 È��5�È������)ÆeÇ�	�ÇWÍKÉxÆ8�mÄY>SÜ%�����-â���ä�( ä�:/×mØ^ÞæápÐ[�;�2� �¸Õ�Ü-Ý?ÐCÚ-Û®Ï�Ö=áMÛIÝCÒ�áLÖ=Ú;Ü�ÖMápÑ�Ý�Úmß
× � � � # ����� % � % � ��)���� âeÝCÒe×WÝ7Õ^Ô=â\Ú;ß4×mÜ�×�Ø^å;ápà�ÐQ× A Ù�Ò�Õ�ÖgÒ�ÖM×mÜ àxá ág.-Ï�Õ�Ñ�ÑxáMÛ�Ù�ÕwÝCÒ�×mÜ m ������,-���* "��,� ⇔ Ô?Ï)à®Þ Ï�Ø�ÝCÕ�Ñ®Ø�Õ^ÖM×�ÝCÕ	�+á�Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞ��

p
Ô?Ï�ÖgÒ�ÝCÒ®×�Ý

rA(x) ≤ p(x), ∀ x ∈ A,
Ù�Ò®ápÐCá

rA
Õ^Ô�ÝCÒ�á Ô_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØ�ÐQ×mÛ�Õ^Ï�Ô¾Ú;ß A ä9��Ò�Õ^Ô¾á�.+Ï®Õb�;×�Ø^á=Ü-ÝCØwÓíÞæáM×mÜ�Ô�ÝCÒe×WÝ�ÝCÒ®á å�ÐCÚ;Ï)Ñ GqA

Úmß
.-Ï®×mÔ?Õ�ì9Õ�ÜF�;á=Ð?ÝCÕwàeØ�á á=Ø^á=ÞæáMÜ+ÝCÔiÚmß A Õ^ÔiÚmÑxáMÜ�â®Ù�Ò�Õ^ÖQÒ�Õ^Ô�ßAÏ)Ð?ÝCÒ�á=Ð7ÖQÒ®×�ÐQ×mÖpÝCá=ÐCÕ	�Má=Û�à-Ó ×�ÐCák×mØ�Õ;�M×�ÝCÕ^ÚmÜ Ú;ßÝCÒ®á�Ô_Ñ�á=ÖpÝ?ÐQ×mØ�ÐQ×mÛ�Õ�Ï®Ô�Õ�Ü�ÝCápÐCÞæÔ�Ú;ß/×�Ø�Õ^ÞæÕwÝMâe×mÔ�Õ�Ü�ÝCÒ�á���×mÜ®×mÖQÒ ×mØ�å;á=à�ÐQ×�ÖM×mÔ?ámî®Õuä ámä^â

����ä ���
rA(x) = lim

n
p(xn)1/n, ∀ x ∈ A.

>GÝ4Õ^Ô�Ö=Ø^áM×�Ð4ÝCÒ®×�Ý4Ô_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØe×mØ�å;ápà®ÐQ×�Ô�Ü�á=áMÛæÜ�ÚmÝ4àxá�Ü�ÚmÐCÞæá=Û¾×�Ø^å;ápà�ÐQ×mÔ=â-Ü�á2�+ápÐ?ÝCÒ®á=Ø^á=Ô?ÔEÝCÒ�á=Ó�áMÜ-lrÚkÓ
×æØ^ÚmÝ�Ú;ß�ÝCÒ�á�Õ^Þ�ÑxÚmÐ?ÝQ×�Ü-Ý�Ñ�ÐCÚmÑxápÐ?ÝCÕ^á=ÔiÚmßp��×mÜ®×mÖQÒ�×�Ø^å;ápà�ÐQ×mÔV��Ô?á=á;â®ámä å�ä�âp����ä;����×�Ü®Û�ßAÚ�Ð7Þæ×mÜ+Ó�ÞæÚmÐCá
�;����ân�����L�Qä

! ∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ× A ÝCÒ®×�Ý�Ök×�Ü�àxá�áMÜ�Û�ÚkÙYá=Û�Ù�ÕwÝCÒ�× C∗ ì9Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞ p
Ô?Ï�ÖgÒ�ÝCÒ®×�Ý

rA(x) ≤ p(x)
â

ßAÚmÐEák×�ÖgÒ
x ∈ A âmÕ^ÔEÖM×mØ^Ø�áMÛ�à-ÓV��Ò®×�Ý?Ý?ìT>SÜ�Ú;Ï�ápìrÎ7å;Õ)Õ�Ü"�s
��®×

C∗ �!�!��� # ����� % � % � ��)���� ä5>SßeÔ?Ï�ÖQÒ�× p á2,)Õ�Ô_ÝCÔ=âÕ�Ý�Õ^Ô�Ï�Ü®Õ;.-Ï�á�×�Ü®Û�ÖMÚ;Õ�Ü�ÖMÕ�Û®á=Ô�Ù�ÕwÝCÒIÝCÒ®á�� �
		��� ' � # ���! "� pA â®Û�á=ï®Ü�á=Û�à-Ó

pA(x) := rA(x∗x)1/2, ∀ x ∈ A.
!7Ø�Ø4Ò�á=ÐCÞ�Õ�ÝCÕb×�ÜG��×mÜ®×mÖgÒ ×mØ^å;ápà�ÐQ×mÔ��AÙ�ÕwÝCÒ�Ü�ÚmÝ�Ü�á=ÖMá=Ô?ÔC×�ÐCÕ^ØwÓ�Ö=Ú;Ü+ÝCÕ^Ü-Ï�Ú;Ï�Ô�Õ^Ü5�+Ú;Ø�Ï)ÝCÕ^Ú;Üi��×�ÐCá

C∗
ì

Ô_Ñ�á=ÖpÝ?ÐQ×mØ3×mØ^åmá=à�ÐQ×mÔ=ä���Ò®á�ÔC×mÞæáLÕ^Ô�Ý?ÐCÏ�áLßAÚ�Ð�Ô?á��+ápÐQ×mØ�Õ�Þ�ÑxÚmÐ?ÝQ×mÜ+Ýi×mØ^åmá=à�ÐQ×mÔ�ßbÐCÚ;Þ Û®Õ�Ô_Ý?ÐCÕ�à®Ï)ÝCÕ^Ú;ÜIÝCÒ®ápì
ÚmÐ?Ó+âkØ�Õ�ã+á4ßAÚmÐUÕ�Ü�Ô_ÝQ×mÜ�ÖMámâkÝCÒ�á�×mØ^åmá=à�ÐQ× C∞[0, 1]

Ú;ß)Ô?ÞæÚ$ÚmÝCÒ�ßAÏ�Ü�Ö=ÝCÕ�Ú;Ü�ÔUÚ;Ü
[0, 1]

âMÝCÒ�á1×�Ø^å;ápà�ÐQ× S(R)
Ú;ß

ß�×mÔ_Ý�Û�áMÖpÐCáM×mÔ?Õ^Ü�å�Ô?ÞæÚ$ÚmÝCÒ�ßKÏ�Ü®ÖpÝCÕ^ÚmÜ®Ô4Ú;Ü R â+ÝCÒ�á�×mØ^å;ápà�ÐQ× D(R)
Úmß�Ö=Ú;Þ�Ñe×mÖpÝCØ�Ó�Ô?Ï)Ñ�ÑxÚmÐ?ÝCáMÛ�Ô?Þ�Ú$ÚmÝCÒ

ßAÏ�Ü�Ö=ÝCÕ�Ú;Ü�Ô�Ú;Ü R â®ápÝCÖmä
3¸á=Ý�Ü�ÚkÙ A àxá�× C∗ ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×$än��Ò�áMÜ A Õ^ÔL× C∗ ì9Ô_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØE×mØ�å;ápà®ÐQ×¾ÝCÒ®×�ÝL×mÛ�ÞæÕ�ÝCÔL×õß�×mÕwÝCÒ®ßKÏ�Ø

∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü π ÚmÜ ×�ñ7Õ^Øwàxá=Ð?Ý�Ô_Ñe×mÖ=á Hπ
×mÜ�Û

spA(x) = spπ(A)(π(x)) ∪ {0} = spB(Hπ)(π(x)) ∪ {0}, ∀ x ∈ A.
(çÕ�ÝCÒçÝCÒ�Õ^Ô�×mÔ�×%ÞæÚmÝCÕb�+á;âA��Ò®×�Ý?Ý?ìT>SÜ�Ú;Ï�ápìrÎ7åmÕLÕ^ÜçÝCÒ�áMÕwÐ�ï�ÐCÔ_Ý�Õ^Ü5�+á=Ô_ÝCÕ^å+×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ú;ß

C∗
ì9Ô_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×�Ø

×mØ^å;ápà�ÐQ×mÔZ��ÖMßGäA�s
��L��Õ^Ü+Ý?ÐCÚ$Û�Ï�Ö=áMÛòÝCÒ�á�Ü�ÚmÝCÕ^ÚmÜ%Ú;ß7×�Ô_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØ ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^ÚmÜ3ä?��Òe×WÝ�Õ�Ô=âEÕ^ß A Õ�Ô
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× ∗ ìG×mØ^å;ápà�ÐQ× ×�Ü®Û π ×%�Aà�ÚmÏ®Ü�Û�á=Ûy� ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü�Ú;ß A Ú;Ü ×�ñ7Õ^Øwà�ápÐ?Ý�Ô_Ñ\×�ÖMá Hπ
â3ÝCÒ�áMÜ

π
Õ�Ô

Ök×mØ�Ø^á=Û�× �!��� # ����� % ∗ �������������������������! "� Õ^ß
����äs�5�

spA(x) = spC∗(π)(π(x)) ∪ {0}, ∀ x ∈ A,
Ù�Ò®ápÐCá C∗(π)

Õ^Ô ÝCÒ�á
C∗
ì9Ô?Ï)à\×�Ø^å;ápà�ÐQ×�Ú;ß B(Hπ)

å;Õ	�;áMÜ�à-Ó�ÝCÒ�áõÜ�ÚmÐCÞ�ì9Ö=Ø^Ú;Ô?Ï)ÐCá
π(A)

‖·‖ Ú;ß�ÝCÒ®á
Õ^Þ�×måmá�Ú;ß

π
Õ�Ü B(Hπ)

ä�>SÜ�ß�×�Ö=ÝMâmÙ�Ò®×�Ý�Ú;Ü�á�Û�á=Þ�×mÜ�Û�Ô�Õ^Ü ����äs���/Õ�ÔEÝCÒe×WÝ
spA(x) ⊆ spC∗(π)(π(x))∪

{0}, ∀ x ∈ A â�Ô?Õ^Ü�Ö=á�ÝCÒ�á�Õ�Ü5�+á=ÐCÔ?á�Õ^Ü�Ö=Ø^Ï�Ô?Õ^ÚmÜÕ^Ô¾×mØ�Ù�×MÓ$ÔæÝ?ÐCÏ®ámäh>SÜ%ÝCÒ�á ÔC×mÞ�á�Ñe×�ÑxápÐ ��Ô?áMámâ4ßAÚmÐ
á�,�×�Þ�Ñ®Ø^ámâ���Ò�á=ÚmÐCáMÞ �mäs��Õ^Üu�s
��L�Qâ���Ò®×�Ý?Ý?ìT>SÜ�Ú;Ï�ápìrÎ7åmÕxÑ�ÐCÚ��+á=ÛõÝCÒ®×�Ý � ∗ � � % � ��)���� A ��� C∗ �!�!��� # ����� %
� � A �+&", �����-� �!��� # ����� % ∗ ����� ����������� �������  "� ä+!7ßbÝCá=ÐiÝCÒ�á�Õ^Ü+Ý?ÐCÚ$Û�Ï�Ö=ÝCÕ�Ú;Ü"×mÜ�Û�Õ�ÜF�;áMÔ_ÝCÕ�å+×�ÝCÕ^ÚmÜ�Ú;ßEÝCÒ�áÏ®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ

C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ�Ü®Ú�ÐCÞæÔ=â�ÝCÒ®áõ×�àxÚ��;áI×�Ï�ÝCÒ�ÚmÐCÔ Ü®×�ÝCÏ)ÐQ×mØ^ØwÓ�ÙYápÐCáõØ^á=Û ÝCÚ ÝCÒ�á¾Ö=Ú;Ü�ÖMápÑ�ÝCÔ Ú;ß�×mÜ

Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ�Ô_Ñ�á=ÖpÝ?ÐQ×mØ
C∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞ ÐCáMÔ_Ñ3ä-Ï�Ü+à�ÚmÏ®Ü�Û�á=ÛõÔ_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×�Ø ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^ÚmÜ ��Ö=ßSäj�&e��L�E×mÜ�Û

ÝCÒ®á�ÖMÚ;Ü�Ô?ág.-Ï�áMÜ�Ö=áMÔ7Ú;ßEÝCÒ�á=Õ�Ð7ÐCá=Øb×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ô?Ò�Õ�Ñ3äy�7ÚmÝCá�ÝCÒ®×�Ý7àxÚmÝCÒ�Ú;ßEÝCÒ�á Ï�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ
C∗
ì9Ô?áMÞ�Õ^Ü�ÚmÐCÞæÔ

Ú;ß1ÝCÒ®áO_?,�×mÞ�Ñ®Ø^á=ÔVD$ä ��âpD$äs��×�ÐCá�Ô_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØ�ä@�7ÚkÙ Õ^ß A Õ^Ô × ∗ ìG×mØ�å;á=à�ÐQ× ×mÜ�Û π ×mÜ Ï�Ü+à�ÚmÏ®Ü�Û�á=Û ∗ ìÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü Úmß A âeØ�á=Ý Aπb := {x ∈ A : π(x) ∈ B(Hπ)} ×mÜ�Û Ø�á=Ý C∗(π)
à�áLÝCÒ�á

C∗
ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×

å;áMÜ�ápÐQ×�ÝCá=Û�à-ÓIÝCÒ�á�Ü�ÚmÐCÞ�ì9Ö=Ø^Ú;Ô?Ï)ÐCá�Ú;ßUÝCÒ�á ∗ ì9Ô?Ï)àe×mØ^å;ápà�ÐQ× {π(x) : x ∈ Aπb }
Ú;ß B(Hπ)

äj��Ò�áMÜ
π
Õ�Ô

Ök×mØ�Ø^á=Û �!��� # ����� %¸Õ^ß
spAπb (x) = spC∗(π)(π(x)) ∪ {0}, ∀ x ∈ Aπb .

3¸á=Ý
πb := π�Aπb

äy>SÜK� e$î+��Ò®á=ÚmÐCá=Þ �$ä&e��/ÕwÝ7Ù�×mÔ7Ñ�ÐCÚ��+á=Û�ÝCÒ®×�Ý � A �+&", �����-� ������ "� ��% 
 �� "�*&+���� ������������� ∗ �!��� ����������� �������! "� π � '�# � � � ��� πb ��� �!��� # ����� % � � � � ����� ��� � , ������,4� % w ������,-� � ���������
�!��� # ����� %' �*)� ' �*&+��& C∗ �!����,-�.�� "��,  � A ä-(�á1ÐCá=Þ�×�Ð?ã�ÝCÒ®×�Ý π Õ�ÔEÖM×mØ^Ø�áMÛ ������ "� � %�
 �* "��&+� � ���*���������Õ^ßeÝCÒ�á=ÐCá�Õ�Ô1×LØ�áMßbÝ�Õ�Û®áM×mØ I Ú;ß A Ö=Ú;Ü+ÝQ×mÕ^Ü�á=Û�Õ�Ü Aπb

Ô?Ï�ÖgÒæÝCÒ®×�ÝEÝCÒ®á�Ø�Õ^Ü�áM×�Ð�Ô_Ñ\×�Ü�Ú;ß
π(I)Hπ

Õ^Ô4Û�áMÜ�Ô?á
Õ^Ü Hπ

ä
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∗ ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×L×mÜ�Û A0 = {x ∈ A : x
Õ�ÔEàxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ } Õ�ÔEÝCÒ�áYàxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û�Ñe×�Ð?Ý4Ú;ß A Õ�Ü�ÝCÒ®á�Ô?á=Ü®Ô?á�Ú;ß+< ä�7�ä!7Ø^Øb×�Ü �	�2�9â;ÝCÒ�á=Ü�Ô?Õ�Ü�ÖMá A0

Õ^Ô�Ü�ÚmÝ�á2�+áMÜ�×LÔ?Ï)à®Ô_Ñ\×�ÖMámâ-Õ�Ü�å;á=Ü®ápÐQ×mØ�â+Ú;Ü�á�Ö=Ú;Ü�Ô?Õ^Û�ápÐCÔ4ÝCÒ�á ∗ ì9Ô?Ï)àe×mØ^åmá=à�ÐQ×

Ab
Ú;ß A å;á=Ü�á=ÐQ×WÝCáMÛ¾à-Ó�ÝCÒ®á7á=Ø^á=Þæá=Ü+ÝCÔ h ∈ A0

Ù�ÕwÝCÒ
h∗ = h

ä$>SÜ¾ÝCÒ�Õ^Ô�ÖM×mÔ?ámâ Ab ⊆ Aπb
Ù�Õ�ÝCÒ

π
×mÜ

Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü Ú;ß A ��ÖMßGä0�&�$îR3¸áMÞæÞæ× D$ä �'���Qä@��Ò-Ï�Ô�Õ�ß C∗u(π)
Õ^ÔLÝCÒ®á

C∗
ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×

å;áMÜ�ápÐQ×�ÝCá=ÛIà-ÓIÝCÒ�áLÜ�ÚmÐCÞ�ì9Ö=Ø^Ú;Ô?Ï)ÐCá�Ú;ß {π(x) : x ∈ Ab}
Õ�Ü B(Hπ)

â
π
Õ�Ô�ÖM×mØ^Ø�áMÛ�Ô_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØ�â®Õ�ß

spAb(x) = spC∗u(π)(π(x)), ∀ x ∈ Ab.
>SÜçÝCÒ�Õ^Ô�ÐCá=Ô_ÑxáMÖpÝMâ � � A �.�:� ����� ' &+ �� #  ", � % ����� ' ������� % %  # � %�%�
 #  "� �"��� ∗ � � % � ��)������4� �!��� # �

����� % � � %�% � )�� � ���"��& ∗ �������������������������! "�  � A �	��������� � � � �!��� # ����� % tw �!����, � � � ����� ' ��)� ' ��&+��& C∗ �
����, �.�* "��,  � A �	����������� � �  "��� &+ ",4�"��� #  "� ���"�.��� Ab ��Ö=ßSäR� �$îj��Ò�á=ÚmÐCá=Þ ��ä&e����Qä

!7Ü Ï�Ü-àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ
C∗
ì9Ô?áMÞæÕ�Ü�ÚmÐCÞ

p
Úmß�× Ø�Ú$Ök×�Ø^Ø�Ó�Ö=Ú;Ü5�+á2, ∗ ìG×mØ^å;ápà�ÐQ× A Ù�Õ�ÝCÒ D(p) := Ab

Õ�Ô
Ök×mØ�Ø^á=Û

tw ������,-� � ������� �AÝCÚ�Ñ�ÚmØ^Ú;å;Õ�Ök×�Ø^Ø�Ó
w
ì9Ô?á=ÞæÕwïeÜ�ÕwÝCá-�7Õ�ß1ÝCÒ�á=ÐCá�á�,)Õ�Ô_ÝCÔ�×�ß�×�Õ�ÝCÒ�ßAÏ�ØEÜ�Ú;Ü�Û�áMå;á=Ü�á=ÐQ×WÝCá

∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü Πp
Ú;ß Ap

Ô?Ï�ÖQÒ�ÝCÒ®×�Ý
Πp(Ib + ker p)HΠp

Õ^Ô�Û�áMÜ�Ô?áLÕ^Ü HΠp
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SPECTRAL WELL-BEHAVED ∗-REPRESENTATIONS
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Õ^Ü5�+Ú;Ø�Ï�ÝCÕ�Ú;Üi�1Ô?Ï�ÖgÒ�ÝCÒ®×�Ý
D(p) ⊆ Aπb

äj��Ò�á=Ü
π
Õ^Ô�ÔC×mÕ^Û�ÝCÚ�à�á

p ��� � � # ����� %UÕ�ß

spD(p)(x) = spC∗p(π)(π(x)) ∪ {0}, ∀ x ∈ D(p),

Ù�Ò®ápÐCá C∗p(π)
Õ^Ô1ÝCÒ�á

C∗
ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ× ÖMÚmÐ?ÐCá=Ô_ÑxÚ;Ü�Û�Õ^Ü�å ÝCÚ ÝCÒ�á7Ü�ÚmÐCÞ�ì9Ö=Ø^ÚmÔ?Ï�ÐCá7Ú;ß {π(x) : x ∈ D(p)} Õ^Ü

B(Hπ)
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		��� ' � # ���  "� pD(p∞) �.� � w ������,-� � ���.��� � �!��� # ����� % � C∗ �!����,-�.�� "��,  "� D(p∞) �� ���.���# � �>= �"�*� # � � % � � )���� D(p∞) ��� � ����,-�.���!�"�(�"�*& pD(p∞) ��� w �!����, � � � �������

��� ����� ��� �-äs�$ä?
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� ��� � pAb(Ib) 6= {0} �
�����'����& � �-äs�$äp3¸á=Ý

(Aα)
àxá�×�Û�Õ�ÐCá=Ö=ÝCá=Ûòß�×mÞ�Õ^Ø�Ó Ú;ß�Ï®Ü�ÕwÝQ×mØ ��×mÜ®×mÖQÒ ∗ ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×mÔ�Ù�Õ�ÝCÒòÜ®Ú�ÐCÞæÔ

‖ · ‖α
äj3¸ápÝ A :=

∏
αAα

àxá�ÝCÒ�áLÑ�ÐCÚ$Û�Ï�Ö=Ý�Úmß Aα
* Ô�Ù�Õ�ÝCÒ�×mØ�å;ápà®ÐQ×�Õ^ÖLÚmÑxá=ÐQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ôi×mÜ�Û�Õ�Ü5�+Ú;Ø^Ï)ÝCÕ�Ú;Ü

Û®ápï®Ü�áMÛ�Ö=Ú$ÚmÐCÛ�Õ^Ü®×�ÝCápÙ�Õ^Ô?ámäj��Ò�á=Ü A á=Ü�Û®ÚMÙYáMÛ�Ù�ÕwÝCÒIÝCÒ®á m∗ ì9Ô?áMÞæÕ�Ü�ÚmÐCÞæÔ

pα(x) := ‖xα‖α, ∀ x = (xα) ∈ A,
Õ^Ô1×LÖMÚ;Þ�ÑeØ�á=ÝCá�Ø^Ú$ÖM×mØ�Ø�Ó

m
ì9Ö=Ú;Ü5�+á2, ∗ ìG×mØ^å;ápà�ÐQ×)ä5>SÜæÑ\×WÐ?ÝCÕ^Ö=Ï®Ø^×�ÐMâ+ák×mÖQÒ Aα

Õ^Ô4à®Õ�ÖMÚ;Ü+ÝCÕ�Ü$Ï�Ú;Ï�Ô?ØwÓ�Õ^Þ�àxá=Û)ì
Û®á=Û�Õ^Ü+ÝCÚ A ×mÜ�Û I‖·‖α = Aα = D(‖·‖α)

âmÔ?ÚLÝCÒ®×�ÝEák×�ÖgÒ ‖·‖α
àxáMÖ=Ú;Þæá=Ô4×�Ô_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØ�âj��Ô?á=ÞæÕL�Gï®Ü�Õ�ÝCá

Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ
m∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞ Úmß A ä4ñ7áMÜ�Ö=áuf1Ú�ÐCÚ;Ø^Ø^×�Ð?Ó1�$ä&D"Õ^Þ�Ñ®Ø�Õ^á=Ô¾ÝCÒ�á�á2,)Õ�Ô_ÝCáMÜ�Ö=á Ú;ß�× ‖ · ‖α

ì
Ô_Ñ�á=ÖpÝ?ÐQ×mØ®ÙYáMØ�Ø�ìuàxá=Òe×��+áMÛ ∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;ÜõÚ;ß A Ù�Ò�áMÜ�á2�+á=Ð1ÝCÒ�áE��×mÜ®×mÖgÒ ∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ× Aα

Õ^Ô1Ò®ápÐCÞæÕwì
ÝCÕb×mÜ�ä

` Ï)Ð?ÝCÒ®ápÐCÞæÚmÐCámâ�Ø^ápÝ
D(p∞) = {x ∈ A : supα pα(x) < ∞} âUÙ�Õ�ÝCÒ p∞(x) := supα pα(x)

â

x ∈ D(p∞)
ä$f1Ú;Ü�Ô?Õ^Û�ápÐ1ÝCÒ�áo��×mÜ®×mÖgÒ ∗ ì9Ô?Ï)à\×�Ø^å;ápà�ÐQ× A0 =

⊕
αAα

�u×mØ^å;ápà�ÐQ×mÕ^Ö�Û�Õ�ÐCá=Ö=Ý1Ô?Ï�Þ���Ú;ß A âÏ®Ü�Û�ápÐ�ÝCÒ�á�Ü�ÚmÐCÞ ‖ ·‖0 = p∞�A0

äF��Ò�áMÜ�â I‖·‖0 = A0
â;ÝCÒ�ápÐCáMßKÚmÐCá ‖ ·‖0

Õ^Ô�×LÔ_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØR��Ô?á=ÞæÕL�Gï®Ü�Õ�ÝCá
Ï®Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û�áMÛ

m∗
ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞ Ú;ß A ä+H�ÚmÐCá=Ú��+ápÐMâ A Õ^Ô�Ò�á=ÐCÞæÕwÝCÕb×mÜ�Õ /�áM×mÖgÒ Aα Õ^Ô�Ò®ápÐCÞæÕwÝCÕb×mÜ8�AÝCÒ�Õ^Ô

Õ^Ô�Ü�ÚmÝ�Ý?ÐCÏ�ámâ®Õ^Ü�å;á=Ü�á=ÐQ×�Øuâ®ßAÚmÐi×�Ö=Ú;Þ�Ñ®Ø^ápÝCá�Ø�Ú$ÖM×mØ^ØwÓIÞ�ì9Ö=Ú;Ü5�+á�, ∗ ìG×mØ^å;ápà�ÐQ×)â�à®Ï�Ý�Ò�á=ÐCá�ÙYá�Ò®×g�+áLÝCÒ®×�Ý

A/ ker pα = Aα
â)Ï)ÑõÝCÚ�×mÜõÕ^Ô?Ú;ÞæápÝ?ÐCÕ^Ö ∗ ì9Õ^Ô?ÚmÞæÚmÐ?Ñ®Ò�Õ^Ô?Þ�î�Õuä ámä^â$ák×mÖQÒõÜ®Ú�ÐCÞæáMÛ ∗ ìG×�Ø^å;ápà�ÐQ× A/ ker pαÕ^Ô)�u×mÏ)ÝCÚ;Þæ×�ÝCÕ^ÖM×mØ^ØwÓj��ÖMÚmÞ�Ñ®Ø^ápÝCá-�QäF��Ò-Ï®Ô1×mÔ?Ô?Ï�ÞæÕ�Ü®å Ò�á=ÐCÞ�Õ�ÝCÕ^Ö=Õ�ÝSÓ�ßAÚmÐ A â+ák×mÖQÒ Aα

Õ�Ô1Ò�ápÐCÞæÕ�ÝCÕ^×mÜ¾×mÜ�Û
ÝCÒ®Õ�Ô�Õ�Þ�Ñ®Ø^Õ^á=Ô�Ò�ápÐCÞæÕ�ÝCÕ�ÖMÕwÝSÓ�ßKÚmÐ A0

ÝCÚ$Ú)âxÔ?Õ^Ü�Ö=á
spA0

((xα)) =
⋃
α spAα(xα)

âxßAÚmÐL×�Ø^Ø
(xα) ∈ A0

ä
ê$Úæ×må+×mÕ�Ü�ßKÐCÚ;Þ f1ÚmÐCÚ;Ø^Ø^×�Ð?ÓZ�$ä&D$â A ×mÛ�ÞæÕwÝCÔi× ‖ · ‖0

ì9Ô_Ñ�á=ÖpÝ?ÐQ×mØ�ÙYá=Ø^Øwìuà�á=Ò®×g�+á=Û ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü�äê-Ï�ÞæÞæÕ�Ü®å¾Ï�Ñ3âeÙ�Ò�á=Ü�×¾Û�ÕwÐCáMÖpÝCáMÛ ßA×mÞæÕ�Ø�Ó
(Aα)

ÚmßEÏ®Ü�ÕwÝQ×mØ
C∗
ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×�Ô7Õ^Ôiå;Õ	�+á=Ü�âeÝCÒ�áMÜ Ô?Õ�Ü®Ö=á

á��+ápÐ?Ó
C∗
ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×�Õ^Ô�Ò�ápÐCÞæÕ�ÝCÕ^×mÜ�â�Ú;Ü�á�ÖMÚmÜ®Ö=Ø^Ï�Û�á=Ô�ßKÐCÚ;Þ ÝCÒ�á ×�àxÚ��+á�ÝCÒ®×�ÝæÝCÒ�á�Ñ�ÐCÚmì

C∗
ìG×mØ�å;ápà®ÐQ×

� ⇔ Ø^Ú-Ök×mØ�Ø�Ó C∗ ìG×mØ^åmá=à�ÐQ×F� A :=
∏
αAα = lim←−αAα

Òe×�Ôi×�Ñ®Ø^ápÝCÒ�ÚmÐQ×�Ú;ß
q
ì9Ô_Ñxá=Ö=Ý?ÐQ×mØ�ÙYá=Ø^Øwìuà�á=Ò®×g�+á=Û

∗ ìuÐCá=Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝQ×�ÝCÕ�Ú;Ü�Ô=â3Ù�ÕwÝCÒ�ÐCá=Ô_ÑxáMÖpÝLÝCÚ�Ï�Ü+àxÚ;Ï�Ü�Û®á=Û Ô?á=ÞæÕ�ï®Ü�Õ�ÝCáæÔ_ÑxáMÖpÝ?ÐQ×mØ C∗ ì9Ô?á=ÞæÕ^Ü�ÚmÐCÞæÔ q Ú;ß A âÙ�Ò®ápÐCá
q
�;×�ÐCÕ�áMÔ�Õ�Ü�ÝCÒ�á�Ô?ápÝ�Ö=Ú;Ü�Ô?Õ^Ô_ÝCÕ^Ü�åæÚ;ß ‖ · ‖0

×mÜ�Û ×mØ�Ø ‖ · ‖α
* Ô�ÐCÕ�Ô?Õ^Ü�å¾×�Ô�àxáMßKÚmÐCámä

` Ï�Ø^ØEÑ�ÐCÚ$ÚmßAÔ�Ú;ß�ÝCÒ�á�Ñ®ÐCá=Ö=áMÛ�Õ^Ü�åIÐCá=Ô?Ï®ØwÝCÔ=âU×mÔLÙYáMØ�Ø�×mÔ�ßKÏ)Ð?ÝCÒ®ápÐ�Ü®ápÙ ÐCá=Ô?Ï®ØwÝCÔ�×mÜ�Û�á�,�×�Þ�Ñ®Ø^á=Ô�Ú;Ü
Ô_Ñ�á=ÖpÝ?ÐQ×mØxÙYáMØ�Ø�ìuàxá=Òe×��+áMÛ ∗ ìuÐCápÑ�ÐCáMÔ?á=Ü+ÝQ×�ÝCÕ^Ú;Ü�Ô�Ù�Õ^Ø^Ø�àxá�Ñ�ÐCá=Ô?áMÜ+ÝCá=Û�áMØ�Ô?á=Ù�Ò�ápÐCá;ä
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SPECTRAL WELL-BEHAVED ∗-REPRESENTATIONS
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