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ã?Ö
ÕYÏiÖ!Ø Û ÓeÖsãÔÐ�ØRÑeçfØ ÛhÛyÛ^Ú ÞÔÖ5ØwÐÈØ%Þ Ü ã?ÑeÒÔÞ Ü Ö Ü Ñ%×?ÖsÐ�ØwÕYÑwÐYâVØ%ßkÕ Ú ÞÔÓRÑeÞ H å?èNÞ�Ñ%×?ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð T ∈ B(H) Ú âß~Ø ÛhÛ Ö Üêéoë �w���H¦?�w�oì �%£ Ú ç T ß5Ñ%à-à�Ò�ÕYÖ5â Ù�Ú ÕYÏ T ∗T åDíiÑ%Ð�Ø%Þ	î-Ñ%×?ÖsÐ�ØwÕYÑwÐ T Ù Ö Ü Ö5ÞÔÑ%ÕYÖ)ãuî W(T )

ÕYÏÔÖ
ï�ð Î�ß Û ÑeâUÖ Ü Ø Û ÓeÖsãÔÐ�ØÈÓeÖsÞÔÖsÐ�ØwÕYÖ Ü ãDî T Ø%Þ Ü ÕYÏÔÖ Ú^Ü ÖsÞDÕ Ú Õ|î	ñ	ãDî LatT

ÕYÏÔÖ Û ØÅÕUÕ Ú ßsÖ�Ñeç�Ø Û^ÛÝÚ Þ	òeØwÐ Ú Ø%Þ	ÕâUÒÔãiâF×ÝØ%ßsÖ5â�çWÑwÐ
T
ñóØ%Þ Ü ãDî AlgLatT

ÕYÏÔÖRØ Û Ó%ÖsãÔÐ�Ø�Ñ%ç�Ø ÛhÛ Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%ÐYâ Ù Ï Ú ßoÏ Û Ö5Ø5ò	Ö Ö Û Ösà-Ö5Þ	ÕYâ�Ñeç
LatT Ú Þ	ò%ØwÐ Ú Ø%Þ	Õ5å9ôqÖsÞÔÑ%ÕYÖ«ãDî d(A,W)

ÕYÏÔÖ�âFÕ�Ø%Þ Ü ØwÐ Ü�ÜiÚ âFÕ�Ø%ÞÔß5Ö�çHÐYÑeàõØwÞ�Ñ%×?ÖsÐ�ØÅÕYÑ%Ð
A
ÕYÑ�Ø%Þ

Ø Û ÓeÖkãÔÐ�Ø W ⊂ B(H)
Ó Ú ò	ÖsÞ#ãuî0ö d(A,W) = inf{‖A− T‖ : T ∈ W}.èNÞ«Ø Û ÓeÖsãÔÐ�Ø W ⊂ B(H) Ú â)ß~Ø ÛhÛ Ö Ü §	¬o÷i�k�o�Y�/ø���ùw�Wúw� Ú ç�ÕYÏÔÖsÐYÖ Ú â�Ø�ß5Ñ%ÞiâFÕ�ØwÞDÕ a âUÒÔßoÏ#ÕYÏÝØÅÕ

d(A,W) ≤ a sup{‖P⊥AP‖ : P ∈ LatW} çHÑ%Ð�Ø%Þ	î A ∈ B(H). ûFüÅýÎ�ÏiÖ7âUÒ�×ÔÐYÖsà�ÒÔàþÑeÞÿÕYÏÔÖ-Ð Ú ÓeÏ	Õ!ÏiØ%Þ Ü â ÚhÜ Ö Ñeç ûFüÅý�Ù Ö Ù�Ú^Û^Û;Ü ÖsÞiÑwÕYÖ-ãuî α(A,W)
å<Î�ÏÔÖ7âUà7Ø ÛhÛ ÖsâFÕß5ÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ-çWÑwÐ Ù Ï Ú ß�Ï
ÕYÏÔÖ Ú ÞÔÖ��	ÒÝØ Û^Ú Õ|î ûFü~ý ÏiÑ Û^Ü â Ú â Ü ÖsÞÔÑ%ÕYÖ Ü ãDî κ(W)

Ø%Þ Ü ß5Ø ÛhÛ Ö Ü ÕYÏÔÖ §	¬o÷i�o�������ø)��ùw�Hú~����¬ ���w¦Ô�o�2�w¦Ý� å���Ösß5Ø Û^Û ÕYÏiØwÕÈØ%ÞÿØ Û Ó%ÖsãÔÐ�Ø W Ú â �Y��ø)��ùw�Wúw� Ú ç W = AlgLatW ñ Ù Ï Ú ßoÏ Ú â`Ø
Ù Ö~Ø��eÖsÐ�×ÔÐYÑ%×?ÖkÐUÕ|î7ÕYÏiØ%Þ#Ï	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò Ú Õ|îeå�èNÞ#Ñ%×?ÖsÐ�ØwÕYÑwÐ T Ú â�ß~Ø ÛhÛ Ö Ü §	¬o÷i�k�o�Y��ø)��ùw�Wúw� ÑwÐ �Y�/ø)�Yù%�Hú%�
Ú ç<ÕYÏÔÖÈØ Û Ó%ÖsãÔÐ�Ø W(T ) Ú â�âUÑÔåÎ�ÏÔÖkÐYÖ�ØwÐYÖ#ÑeÞ Û î�Ø�çHÖ Ù ÐYÖ5âUÒ Û ÕYâ-ßsÑeÞÔßsÖsÐYÞ Ú ÞÔÓêÏ	îu×?ÖkÐUÐYÖ	�iÖká Ú ò Ú Õ|î	åyôVØ5ò Ú^Ü âUÑeÞ�

���)âUÏÔÑ Ù Ö Ü ÕYÏiØwÕÕYÏiÖêÒÔÞ Ú^Û ØwÕYÖkÐ�Ø Û âUÏ Ú çIÕ Ú â�ÏDîD×�ÖkÐUÐYÖ��ÝÖká Ú ò	Ö Ù�Ú ÕYÏ�ß5Ñ%ÞiâFÕ�ØwÞDÕ�ØwÕ«à-Ñ%âFÕ 19

å���ÑeâUÖsÞÔÑuÖsÐ�
 ü�� �V×ÔÐYÑ~ò	Ö ÜÏDîD×�ÖkÐUÐYÖ��ÝÖká Ú Õ|î�ÑeçóßsÑeà-à�Ò�Õ�ØwÕ Ú ò	ÖÈò	ÑeÞ��NÖsÒià-Ø%ÞÔÞ Ø Û ÓeÖkãÔÐ�Ø%â Ù�Ú ÕYÏ�ßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	ÕNÞÔÑ%ÕNÓ%ÐYÖ5ØwÕYÖkÐ�ÕYÏiØ%Þ 2
å

Î�Ï Ú â�Ó Ú ò	Ösâ#ÕYÏÔÖÿÏ	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò Ú Õ|î�Ñeç�ÞÔÑ%ÐYà7Ø Û Ñ%×?ÖsÐ�ØÅÕYÑ%ÐYâ Ù�Ú ÕYÏ ßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ�ØwÕ«à-Ñ%âFÕ 3
å��|Þ�
 ü�� �ï Ñ%ÓeÖ5Þ�×iÐYÑ5ò	Ö Ü ÕYÏiØwÕqÖsòeÖsÐUî��DÒiØ%â Ú ÞÔÑ%ÐYà-Ø Û Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð Ú âqÐYÖ��iÖsá Ú ò	Ö%å��|Þ�ÕYÏ Ú âN×0ØÅ×�ÖkÐ Ù Ö!âUÏÔÑ Ù ÕYÏiØwÕ
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K. KLIŚ AND M. PTAK

�DÒiØ%â Ú ÞÔÑ%ÐYà7Ø Û Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%ÐYâ<ØwÐYÖfÏ	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò	Ö Ù�Ú ÕYÏ�ßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	ÕyâUà7Ø ÛhÛ ÖkÐyÕYÏiØ%Þ ����� å ï Ö9Ø Û âUÑ Ú à�×ÔÐYÑ~ò	ÖÕYÏiÖqÖ5âFÕ Ú à7ØwÕ Ú Ñ%Þ«Ñeç<ÕYÏÔÖVÏ	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò Ú Õ|îRßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ�çWÑ%Ð)ÕYÏÔÖVÒÔÞ ÚhÛ ØwÕYÖkÐ�Ø Û âUÏ Ú çIÕ5åæ�ÖsÕ
T
ã�Ö�ÕYÏÔÖ!ÒiÞ Ú ÕÈß Ú ÐYß Û Ö!ÑeÞ ÕYÏiÖ!ßsÑeà�× Û Ösá�× Û ØwÞiÖ C å�ôqÖsÞiÑwÕYÖ L2 = L2(T,m)

Ø%Þ Ü L∞ =

L∞(T,m)
ñ Ù ÏÔÖkÐYÖ m Ú â�ÕYÏÔÖ)ÞÔÑ%ÐYà7Ø ÛhÚ�� Ö Ü æ�Ökã�ÖsâUÓeÒÔÖ�à-Ö~ØwâUÒÔÐYÖ)Ñ%Þ T åeæ�ÖsÕ H2 ñ H∞ ã?Ö�ÕYÏÔÖ�äqØwÐ Ü îâF×0Øwß5Ösâ`ß5Ñ%ÐUÐYÖsâF×?ÑeÞ ÜÔÚ ÞÔÓ�ÕYÑ L2 ñ L∞ ñ�ÐYÖsâF×�ÖsßkÕ Ú ò	Ö Û îeñ<Ø%Þ Ü PH2

Ø�×ÔÐYÑ��FÖsßsÕ Ú ÑeÞ çHÐYÑeà L2 ÑeÞ	ÕYÑ H2 åíÝÑ%Ð�Ö~ØwßoÏ
ϕ ∈ L∞ Ù Ö Ü Ö��ÝÞÔÖ Tϕ : H2 → H2 ãDî Tϕf = PH2(ϕf)

çHÑ%Ð
f ∈ H2 åÝÎ�ÏiÖVÑ%×?ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð

Tϕ Ú â-ß5Ø ÛhÛ Ö Ü Ø
	 �~�|÷?£d�W�H¤ ��÷i�o���%�2�w� åyæ<ÖkÕ T Ü Ö5ÞÔÑ%ÕYÖRÕYÏÔÖ#âF×ÝØ%ßsÖ�Ñeç�Ø ÛhÛ Î<ÑuÖk× Û^Ú Õ � Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%ÐYâ�Ø%Þ Ü
A = {Tϕ : ϕ ∈ H∞} ÕYÏÔÖ�Ø Û ÓeÖkãÔÐ�ØRÑeç9Ø ÛhÛ Ø%ÞiØ Û îuÕ Ú ß�Î<ÑuÖk× Û^Ú Õ � Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%ÐYâså�Î�ÏiÖ!ÒÔÞ Ú^Û ØwÕYÖkÐ�Ø Û âUÏ Ú çHÕ
S
ß5Ø%Þ#ã?ÖqÐYÖ~Ø ÛhÚ�� Ö Ü Ø%â�ÕYÏÔÖÈà`Ò Û Õ Ú × Û^Ú ß~ØÅÕ Ú ÑeÞ�Ñ%×?ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð�ãuî Ú Þ Ü Ös×?ÖsÞ Ü ÖsÞ	Õ)òeØwÐ Ú Øwã Û Ö Tz å ��Ösß~Ø Û^Û ÕYÏiØwÕ

A =W(S)
å

æ�ÖsÕ
π : B(H2) → T ã?Ö�ÕYÏÔÖ!×ÔÐYÑ��FÖsßsÕ Ú ÑeÞ Ü Ö��iÞÔÖ Ü ãDî è�ÐUò	ÖsâUÑeÞ Ú Þ 
 ü �Lå���Ösß~Ø Û^Û ÕYÏiØwÕqçWÑ%ÐVØ%Þ	î

A ∈ T ÕYÏiÖVÑ%×?ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð π(A)
ã?Ö Û ÑeÞÔÓeâ)ÕYÑ�ÕYÏÔÖ Ù Ö~Ø��
��ß Û ÑeâUÖ Ü ßsÑeÞ	ò	Öká#ÏDÒ ÛhÛ Ñeç {S∗nASn : n > N}çWÑ%Ð�Ø%Þ	î

N
å

Î�Ñ�ÓeÖkÕ!Ø�ã?ÖkÕUÕYÖsÐ`ÖsâFÕ Ú à-ØwÕYÖ Ñeç9ÕYÏÔÖ7Ï	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò Ú Õ|îêß5Ñ%ÞiâFÕ�ØwÞDÕ�çHÑ%Ð`ÕYÏiÖ7ÒÔÞ Ú^Û ØwÕYÖkÐ�Ø Û âUÏ Ú çIÕ Ù ÖÞiÖsÖ Ü ÕYÏÔÖVçWÑ ÛhÛ Ñ Ù�Ú ÞÔÓÔå
��������� � å�� �k� A ∈ B(H2) ��� � π(A) = 0 � ��§��o¦ d(A,A) ≤ 5.2α(A,A) �
�+�Y�Å�F� � �|Þ 

� ��ôVØ5ò Ú^Ü âUÑeÞ�âUÏÔÑ Ù Ö Ü ÕYÏÔÖ«Øwã?Ñ~ò	Ö Ú ÞiÖ��DÒiØ ÛhÚ Õ|î Ù�Ú ÕYÏ ß5Ñ%ÞiâFÕ�ØwÞDÕ 9

å ï Ö�ÓeÖkÕ Ø�ã?ÖkÕUÕYÖsÐ
Ö5âFÕ Ú à7ØwÕYÖqãuî�ß5Ø Û ß5Ò Û ØÅÕ Ú ÞÔÓ7à�Ñ%ÐYÖV×ÔÐYÖ5ß Ú âUÖ Û îRÕYÏÔÖVÐ Ú ÓeÏ	Õ�ÏiØ%Þ Ü â Ú^Ü ÖÈÑeç ûFüÅý åièNâUâUÒÔà-ÖÈÕYÏiØwÕ ‖A‖ = 1

å
ÎyØ��	Ö#Ø%Þ Ú Þ	ÕYÖ5ÓeÖkÐ N Ø%Þ Ü
Ü ÖsÞiÑwÕYÖ PN = SNS∗N

åóíiÑ%Ð7Ø%Þ	î
ε > 0

ÕYÏÔÖkÐYÖ Ú â-Ø ÒÔÞ Ú Õ!ò	Ö5ßkÕYÑ%Ð xâUÒiß�ÏêÕYÏiØwÕ ‖Ax‖ > 1 − ε Ø%Þ Ü x = P⊥N x
å ��Ös× Û Ø%ß Ú ÞÔÓ N ãDîÿØ Û ØwÐYÓ%ÖsÐ Ú Þ	ÕYÖsÓeÖsÐ Ù Ö-ß5Ø%ÞÿÑ%ãÔÕ�Ø Ú Þ

‖P⊥NAx‖ ≥ 1 − ε ñ ‖PNAx‖ < ε
ñ ‖PNA∗Ax‖ ≤ ε

å<ôqÖsÞÔÑ%ÕYÖ
y = ‖P⊥NAx‖−1P⊥NAx

å�� Ú ÞÔß5Ö
π(A) = 0

ã�Ö Û Ñ%ÞiÓ%â�ÕYÑ�ÕYÏÔÖ Ù Ö5Ø����+ß Û Ñ%âUÖ Ü ßsÑeÞ	ò	ÖkáÈÏDÒ Û^Û Ñeç S∗nASn ñ~ÕYÏDÒÔâ 0
ã?Ö Û ÑeÞÔÓeâ�ÕYÑ�ÕYÏÔÖ9ßsÑeÞ	ò	ÖkáÏuÒ ÛhÛ Ñeç {〈S∗nASnx, y〉 : n > N} åuäNÖ5ÞÔßsÖ Ù ÖNß5Ø%Þ Õ�Ø �	Ö n > N

âUÒÔß�ÏRÕYÏiØwÕ
Re〈Aznx, zny〉 < ε

å
íiÑ%Ð7Ø%Þ	î

a ∈ (0, 1) Ü Ö��iÞÔÖ ω = a − zn
Ø%Þ Ü h = b

1−azn = b
∑∞
k=0 a

nznk
ñ Ù ÏÔÖsÐYÖ b =√

1− a2
å<Î�ÏÔÖ�ò	ÖsßsÕYÑ%Ð

hy
ã?Ö Û ÑeÞÔÓeâVÕYÑ�âF×0ØwÞ Ñeç {hzl : 0 ≤ l ≤ N} å�äNÖsÞÔß5Ö hy Ú âÈÑ%ÐUÕYÏÔÑeÓeÑeÞiØ ÛÕYÑ

ωH2 åyÎ�ÏDÒÔâ�çWÑ%Ð�Ø%Þ	î T ∈ W(S) Ù Ö ÏiØ5ò	Ö 〈Tωx, hy〉 = 0
å �NÑ%ÕYÖ�ÕYÏÝØÅÕ ‖ωx‖ =

√
1 + a2

ñ
‖hy‖ = 1

å�� Ú ÞÔßsÖ h = b+ aznh
ñÔÕYÏDÒÔâ

|〈Aωx, hy〉| = |ab〈Ax, y〉+ a2〈Ax, znhy〉 − b〈Aznx, y〉 − a〈Aznx, znhy〉|
≥ |ab〈Ax, y〉 − ab〈Aznx, zny〉| − a2|〈Ax, znhy〉|

− b|〈Aznx, y〉| − a2|〈Aznx, z2nhy〉|.ï ÖqÏÝØsò	ÖVÕYÏÔÖÈçHÑ Û^Û Ñ Ù�Ú ÞÔÓ-Ö5âFÕ Ú à7ØwÕYÖsâsö
|〈Ax, y〉 − 〈Aznx, zny〉| ≥ Re(〈Ax, y〉 − 〈Aznx, zny〉)

≥ 〈Ax, ‖P⊥NAx‖−1P⊥NAx〉 − ε = 1− 2ε,

|〈Ax, znhy〉| ≤ |〈PNAx, znhy〉| ≤ ‖PNAx‖ ≤ ε,
|〈Aznx, y〉| ≤ |〈znx, PNA∗y〉|

≤ ‖P⊥NAx‖−1(‖PNA∗Ax‖+ ‖PNA∗PNAx‖)
≤ 2ε(1− ε)−1 = O(ε).

Î�ÏuÒÔâ
|〈Aωx, hy〉| ≥ ab(1− 2ε)− a2ε− bO(ε)− a2.



QUASINORMAL OPERATORS ARE HYPERREFLEXIVE
� & 3

äNÖ5ÞÔßsÖ
|〈A‖ωx‖−1ωx, hy〉| ≥ a(

√
1− a2 − a)(1 + a2)−

1
2 ‖A‖.ÎyØ�� Ú ÞÔÓ a = 0.39 Ù ÖVÓeÖkÕ

d(A,A) ≤ ‖A‖ ≤ 5.2 |〈A‖ωx‖−1ωx, hy〉| ≤ 5.2α(A,A).Î�ÏiÖ Û ØwâFÕ Ú ÞÔÖ��	ÒÝØ Û^Ú Õ|îVÏiÑ Û^Ü âyâ Ú ÞißsÖ α(A,A) = sup{|〈Ax, y〉| : 〈Sx, y〉 = 0
çHÑ%Ð�Ø ÛhÛ S ∈ W , ‖x‖ =

‖y‖ = 1} ñiâUÖsÖ 
 � �Lå
� ÑeÞÔâ ÚhÜ ÖkÐ Ú ÞÔÓ!Ø%Þ#ØwÐUã Ú ÕUÐ�ØwÐUî7Ñ%×?ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð A ∈ B(H2)

ñ�Ø%â Ú Þ 
 � � Ù ÖNÓeÖkÕ9ÕYÏiÖ�âYØ%à-Ö Ú ÞÔÖ��DÒiØ ÛhÚ Õ|î Øwâ
Ú Þ�æ<Ösà-à7Ø � ãiÒ�Õ Ù ÖÈÏiØ5ò	ÖVÕYÑ Ü ÑeÒ�ã Û ÖVÕYÏÔÖÈßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	ÕNØ%Þ Ü Ø ÜiÜ 1

åiäNÖsÞÔß5Ö
d(A,A) < 12α(A,A).Î�ÏuÒÔâ

���������
	���
�������� å 	 §��V�%£ �	�~ªo���-�F�N�%£H£��w¦?�%£d¬e���/� 	 �~�|÷?£d�W�H¤È��÷i�k�Y�%�2�w�o���W��§	¬�÷i�k�o�Y�/ø)�Yùw�Wú%��¡�����§ ���w¦ �
�o�2�w¦Ý�;��ì �%£H£h�k�`��§��w¦

12 �
����� ��������� �|Þ 
 üeü � ��ÑeâUÖ5ÞÔÑuÖkÐ ×ÔÐYÑ~òeÖ Ü ÕYÏiØwÕ7ÕYÏÔÖ«ÕYÖsÞÔâUÑ%Ð ×ÔÐYÑ Ü ÒÔßsÕ Ñ%çÈØêÏDîD×�ÖkÐUÐYÖ��ÝÖká Ú ò	Ö«òeÑeÞ�NÖ5ÒÔà7Ø%ÞÔÞ�Ø Û ÓeÖsãÔÐ�Ø M Ø%Þ Ü ÕYÏÔÖ!Ø Û ÓeÖkãiÐ�Ø7ÑeçfØ%ÞiØ Û îuÕ Ú ß�Î<ÑuÖk× Û^Ú Õ � Ñ%×?ÖkÐ�ØwÕYÑ%ÐYâ A Ú âNÏ	îu×?ÖkÐUÐYÖ	�iÖká Ú òeÖ
Ù�Ú ÕYÏ�ßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ�ØwÕ�à�ÑeâFÕ 40c+ 19

ñ Ù ÏiÖkÐYÖ c Ú â�ÕYÏÔÖVÏ	îu×?ÖkÐUÐYÖ	�iÖká Ú ò Ú Õ|îRßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ)çWÑ%Ð M åÔäNÖVÒÔâUÖ Ü
19
Ø%â�Ø%Þ�Ö5âFÕ Ú à7ØwÕYÖVçWÑ%Ð A åiè)ßsß5Ñ%Ð ÜÔÚ ÞiÓ�ÕYÑ��;ÐYÑw×�Ñ%â Ú Õ Ú Ñ%Þ � Ù ÖVß~Ø%Þ�ÓeÖkÕ)ÕYÏÔÖÈßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ 26c+ 12

å
��Ösß~Ø ÛhÛ Ø%çHÕYÖkÐ 
 � ñ����0ÕYÏiØwÕ+Ø%ÞRØ Û Ó%ÖsãÔÐ�Ø W ⊂ B(H)

ÏiØ%â ÷0�Y��÷i�k�k��¬
A1(1) Ú ç W Ú â Ù Ö5Ø����Nß Û ÑeâUÖ ÜØ%Þ Ü çHÑ%Ð9Ø%Þ	î Ù Ö5Ø�����ßsÑeÞ	Õ Ú ÞDÒÔÑeÒÔâfçWÒÔÞÔßkÕ Ú ÑeÞiØ Û ϕ ÑeÞ W ØwÞ Ü çWÑwÐ+ØVÓ Ú ò	ÖsÞ ε > 0

ÕYÏÔÖsÐYÖ�ØwÐYÖ
g
ñ
h ∈ HâUÒiß�Ï�ÕYÏiØwÕ

ϕ(T ) = 〈Tg, h〉 çWÑ%Ð�Ökò	ÖkÐUî T ∈ W Ø%Þ Ü ÕYÏÔÖsîRâYØwÕ Ú âUçHî ‖g‖ · ‖h‖ ≤ (1 + ε)‖ϕ‖ å�|Þ 
 � �! qÐ�Ø%ÒÔâVØ%Þ Ü æ<ØwÐYâUÑeÞ ×ÔÐYÑ~ò	Ö Ü ÕYÏiØwÕ Ú ç W Ú âqÏDîD×�ÖkÐUÐYÖ��ÝÖká Ú ò	Ö�ØwÞ Ü ÏiØ%âN×ÔÐYÑ%×?ÖsÐUÕ|î A1(1)
ñ

ÕYÏiÖsÞ«Ø%Þ	î Ù Ö5Ø����`ß Û ÑeâUÖ Ü Ø Û ÓeÖkãiÐ�Ø L ⊂ W Ú â�Ï	îu×?ÖkÐUÐYÖ	�iÖká Ú ò	ÖÈØ%Þ Ü κ(L) ≤ 1 + 2κ(W)
å

"$# ���
����� � å&% ë �w�Y�W¦?�w�oì7�%£���÷i�k�Y�%�2�w�o���w�Y��§	¬o÷i�o�o����ø)��ùw�Hú%��¡�����§ ���w¦i�o�2�w¦Ý�È¦?�%�'�w���Y�%�2�k�«��§��w¦
259 ��+�Y�Å�F� �)( î ( ÐYÑ Ù Þ+* â�ÐYÖ5âUÒ Û Õ/
 ,��yÖkò	ÖkÐUî��DÒiØ%â Ú ÞiÑwÐYà7Ø Û Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð Ú âNÒÔÞ Ú Õ�ØwÐ ÚhÛ î«Ö��DÒ Ú ò%Ø Û ÖsÞ	Õ�ÕYÑ (A ⊗
S)⊕N ñ Ù ÏÔÖkÐYÖ A Ú â�×?Ñeâ Ú Õ Ú ò	Ö Ù�Ú ÕYÏ ker A = {0} ñ N Ú â)ÞÔÑ%ÐYà-Ø Û Ø%Þ Ü S Ú â�ÕYÏÔÖVÒÔÞ Ú^Û ØwÕYÖkÐ�Ø Û âUÏ Ú çHÕ5å� Ú ÞÔß5ÖNÏ	îu×?ÖkÐUÐYÖ	�iÖká Ú ò Ú Õ|î Ú â#�	Ök×ÔÕ Ù�Ú ÕYÏ ÕYÏÔÖNâYØ%à-ÖqßsÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ+ãDî ÒiÞ Ú Õ�ØwÐUî Ö��DÒ Ú ò%Ø Û Ö5ÞÔßsÖ Ú Õ Ú â+ÖsÞÔÑeÒÔÓeÏÕYÑ-ßsÑeÞÔâ Ú^Ü ÖkÐ�ÕYÏÔÖÈØwã?Ñ~ò	ÖÈà-Ñ Ü Ö Û å� Ú ÞÔßsÖ W(A) Ú â�Ø�ßsÑeà-à�Ò�Õ Ú ÞÔÓ�òeÑeÞ �NÖsÒià-Ø%ÞÔÞ�Ø Û ÓeÖkãÔÐ�Ø�ñ Ú Õ Ú â)Ï	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò	ÖÈØwÞ Ü κ(A) ≤ 2

û âUÖ5Ö 
 ü�� ñ�Î�ÏÔÖ5Ñ%ÐYÖsà � å � � ý å.-�ÑwÐYÖ5Ñ~òeÖsÐ5ñ W(A)
ÏiØ%â#×ÔÐYÑ%×?ÖkÐUÕ|î

A1(1) û 
 � ñ/��ÐYÑ%×?Ñeâ Ú Õ Ú ÑeÞ � � å ü � ý å�NÑ Ù ãDî ��Ösà7ØwÐ �0, ÕYÏiÖ�ÕYÖsÞÔâUÑ%Ð#×ÔÐYÑ Ü ÒÔßkÕ W(A) ⊗ W(S) Ú â#Ï	îu×?ÖkÐUÐYÖ	�iÖká Ú ò	Ö Ù�Ú ÕYÏ�ß5ÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ
κ(W(A)⊗W(S)) ≤ 64

å�� Ú ÞißsÖVÖsò	ÖkÐUî#ÞÔÑ%ÐYà7Ø Û Ñw×�ÖkÐ�ØwÕYÑ%Ð Ú â)Ï	îu×?ÖsÐUÐYÖ��iÖsá Ú ò	Ö Ù�Ú ÕYÏ�ß5ÑeÞÔâFÕ�Ø%Þ	Õ Û ÖsâUâÕYÏÝØwÞ«ÑwÐ�Ö��DÒiØ Û ÕYÑ 3 û âUÖ5Ö 
 ü�� ñÝÎ�ÏÔÖ5ÑwÐYÖ5à � å � � ý ñiÕYÏÔÖsÞ 
21uñ � Ñ%ÐYÑ Û^Û ØwÐUî �uå ,,� Ú à�× ÛhÚ Ösâ�ÕYÏiØwÕ
κ((W(A)⊗W(S))⊕W(N)) ≤ 129.

�NÑ%ÕYÖqÕYÏiØwÕ
W((A⊗ S)⊕N) ⊂ (W(A)⊗W(S))⊕W(N).

� Ú ÞÔß5Ö (W(A) ⊗ W(S)) ⊕ W(N)
ÏiØ%â�×ÔÐYÑ%×?ÖsÐUÕ|î

A1(1)
ñ�Øw×Ô× Û î Ú ÞÔÓ 
 � ñ�Î�ÏÔÖsÑ%ÐYÖsà � å � � Ù Ö#Ó%ÖsÕÏDîD×�ÖkÐUÐYÖ��ÝÖká Ú ò Ú Õ|îRÑeç (A⊗ S)⊕N Ø%Þ Ü

κ((A⊗ S)⊕N) ≤ 259.
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