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Ó>ÜÝè
Ñ�Ð9ÕYÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�ÜÝÒ�ÜÝÛqø Ñ�Ü·ÖWÙ>ÚPå�ÓiÐPÑ�ÙGÜ°Ó4Ô�Ù>êÝÐ¿ÐP×·Û«ÕIæcÙGÒKÛIè
Ñ�èÝÛjÓ>æ�Ò�ÑcÜ
B(E)

ÖMÙ>Ú�Ù>Ü·ÛCá:Ó4ÚKÐPÑcÕIê·æcÓiÚ�ÕYæcÓ>ÒKÒ
ÙGÖNà�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá:ÓiÕYÛIÒ

E
Ø¿Ü·Ó>åöÛIæ�ó��zÑc÷GÑ�ÛYæ�� ÒUÚPÛ��·Û���Ñ�ô
Û#à9Ó>Ü·Ó>Õh×�Òdá�Ó>ÕIÛYÒUÜÝÙ>Ð
Ñ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕ#ÐPÙ�ÐP×ÝÛIÑ�Ú

� ÓiÚKÐPÛYÒKÑcÓ>Ü
Ò �aê·ÓiÚPÛIÒ é
ò Ù>ÚPÛ'áÝÚPÛIÕYÑ�ÒKÛYæ}ó
Ø:ÐP×ÝÛ'á�Óiá0ÛqÚXÑ�Ò«Ù>ÚP÷
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	aÛYÕqÐPÑcÙGÜ��>Ø�ø¿Û'èÝÛIÒKÕIÚPÑ}Ô�Û�ÑcÜ
	aÛYÕqÐPÑcÙGÜ��ëÐP×·ÛpùmÒKê�ÚKáÝÚPÑcÒdÞ
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E
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ÖMÙ>Ú
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ô
ÛIÒdÐPÑc÷
Ó4ÐPÛäÐP×ÝÛäælÓ4ÐKÐPÑcÕIÛpÙ>Ö

ÕYæ�ÙGÒKÛYè
ÑcèÝÛjÓiæcÒ7Ñ�Ü
B(F )

Ø�ø7×ÝÛqÚPÛ
F
ÑcÒ�ÙGÜÝÛNÙGÖ���Ñ�÷GÑcÛIæ�� Ò�ÚPÛ��·Û ��Ñ�ô
ÛXà�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕIÛYÒ�ÜÝÙ>Ð7ÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�Õ

ÐPÙçÐP×ÝÛYÑ}Ú � ÓiÚKÐPÛYÒKÑcÓ>Ü!Ò �aê·ÓiÚPÛIÒ é�� ê�Úëå�Ó>ÑcÜ%ÚPÛIÒKê·æ}ÐëÑcÒ2ÐP×·ÓiÐ2ÐP×ÝÑcÒ2ælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛpÑ�ÒëêÝÜÝÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ�ÛGØ�Óiè·èÝÑ�Ü·÷ó
ÛIÐ9Ó>ÜÝÙ>ÐP×ÝÛIÚ9ÒKê�ÚKáÝÚPÑcÒKÑ�Ü·÷2áÝÚPÙ>á0ÛqÚKÐ_ó�ÐPÙ'ÐP×ÝÛ«Ó>æ}ÚPÛjÓ>è�óäæ�ÙGÜÝ÷2æcÑcÒdÐ9ÙGÖ�á:Ó4ÐP×·Ù>æcÙG÷GÑ�ÛYÒ*á�Ù>ÒKÒKÛYÒKÒKÛIèUÔaó�ÐP×ÝÛYÒKÛ
ÓiáÝá:Ó4ÚPÛYÜ
ÐPæ�ó���ÜÝÑcÕIÛ��·à�ÓiÜ�ÓiÕh×
Òdá�Ó>ÕIÛYÒ é
� Î��
É·Ç��ÝÇ4ÍWÉ0Æ�ÎëÏ_ÜUÐP×ÝÑcÒ�ÒKÛIÕIÐPÑ�ÙGÜUø¿ÛXèÝÛYÒKÕqÚPÑ�Ô0Û«ÐP×·Û«Ü·ÙiÐ]ÓiÐPÑcÙGÜ�ØÝÕYÙGÜ
ô
ÛIÜ
ÐPÑcÙGÜÝÒIØ�Ó>ÜÝè
ÒKÙGåöÛXÒdÐ]Ó>ÜÝè·ÓiÚPè
è·Ûqâ·ÜÝÑ�ÐPÑcÙ>Ü·Ò9ÐP×·ÓiÐ�ø¿ÛXÚPÛIæ�ópÙGÜUÐP×ÝÚPÙ>ê·÷>×·Ù>êÝÐ�ÐP×ÝÛXá�Óiá0ÛqÚ é�·Ù>Ú2Ó°ÒKÛIÐ

X
Ø?ø¿Û�ø�ÚPÑ�ÐPÛ

P(X)
ÖWÙ>Ú�ÐP×ÝÛ�á0Ùjø¿ÛqÚ2ÒKÛqÐ'ÙGÖ

X
ØzÓ>ÜÝè�ø¿ÛäèÝÛIÜ·ÙiÐPÛ�Ôaó

P �! (X)
ÐP×ÝÛ

ÒKêÝÔ·ÒKÛqÐ�ÙGÖ
P(X)

ÕIÙGÜÝÒKÑcÒdÐPÑ�ÜÝ÷�ÙGÖ.ÐP×ÝÛ«â�ÜÝÑ}ÐPÛNÒKê�Ô·ÒKÛIÐPÒ�ÙGÖ
X é

� æ�æ9à9Ó>Ü·Ó>Õh×!Òdá�Ó>ÕIÛYÒöÓiÚPÛUÒKê�áÝá0ÙGÒKÛYè!ÐPÙçÔ0ÛUÙjô
ÛqÚëÐP×·ÛUÒPÓiåöÛ
ÒKÕYÓ>ælÓ4Úöâ·ÛIæcè K Øzø7×·ÛqÚPÛ K = RÙ>Ú
K = C é�" ÛIÐ E Ô0ÛçÓ�à�ÓiÜ�ÓiÕh×�Òdá�Ó>ÕIÛ é�# Û°ø�ÚPÑ�ÐPÛ E′ ÖMÙiÚäÐP×ÝÛ$èÝê�Óiæ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕIÛçÙ>Ö E é��Ù>Ú
m ∈ N ØÝø¿ÛXè·ÛIÜÝÙ>ÐPÛ«Ô�ó E⊕m ÐP×·ÛXèÝÑ�ÚPÛIÕIÐ7ÒKêÝå ÙGÖ

m
ÕYÙiá�Ñ�ÛYÒ�ÙGÖ

E é�·Ù>Ú�ÛYÓ>Õ]×2ÚPÛjÓ>æ�Üaê·åNÔ�ÛqÚ
p > 1

ØiÐP×·Û
`p $ ñ&%('Pð]ì�)?ï+*-, ÙGÖ:ÓXÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛ

(Ek)∞k=1

ÙGÖ:à�ÓiÜ�ÓiÕh×öÒdá�Ó>ÕIÛIÒ
ÑcÒ7èÝÛqâ·Ü·ÛIèUÔaó

( ∞⊕

k=1

Ek

)
`p

:=
{

(xk)
∣∣∣ xk ∈ Ek (k ∈ N)

Ó>ÜÝè ∞∑

k=1

‖xk‖p <∞
}
.

� ×·Ñ�Ò�ÑcÒ7Óëà9Ó>Ü·Ó>Õh×UÒdá�Ó>ÕYÛXÖMÙiÚ7ÕYÙ�ÙiÚPè·Ñ�Ü·ÓiÐPÛIø7Ñ�ÒKÛXèÝÛIâ·ÜÝÛIè
ôGÛYÕqÐPÙ>Ú�Òdá�Ó>ÕIÛNÙiá�ÛqÚ]ÓiÐPÑ�ÙGÜÝÒ7Ó>ÜÝè
ÐP×ÝÛXÜÝÙ>ÚPå

‖(xk)‖ =
( ∞∑

k=1

‖xk‖p
)1/p (

(xk) ∈
( ∞⊕

k=1

Ek

)
`p

)
.

	�Ñ�åöÑcæcÓiÚPæ�óGØÝÐP×ÝÛ
c0 $ ñ&%.']ðPì�)�ï+*/, ÙGÖzÓöÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛ

(Ek)∞k=1

ÙGÖzà�ÓiÜ�ÓiÕh×°Òdá�Ó>ÕIÛIÒ7ÑcÒ�÷GÑ�ôGÛYÜUÔaó
( ∞⊕

k=1

Ek

)
c0

:= {(xk) | xk ∈ Ek (k ∈ N)
ÓiÜ·è ‖xk‖ → 0

ÓiÒ
k →∞} ;

Ñ�Ð7ÑcÒ7Óëà�Ó>Ü·Ó>Õ]×
Òdá�Ó>ÕYÛNÖWÙ>Ú7ÕIÙ�Ù>ÚPèÝÑcÜ·ÓiÐPÛqø7ÑcÒKÛXèÝÛIâ·ÜÝÛYèUô
ÛYÕqÐPÙ>Ú�Òdá�Ó>ÕYÛNÙiá�ÛqÚ]ÓiÐPÑ�ÙGÜÝÒ7Ó>ÜÝè
ÐP×ÝÛNÜÝÙ>ÚPå

‖(xk)‖ = sup{‖xk‖ | k ∈ N}
(

(xk) ∈
( ∞⊕

k=1

Ek

)
c0

)
.

# Ûpê·ÒKÛpÐP×ÝÛpÐPÛqÚPå�î+0·ð1'+23)Sî&'°ÖWÙ>Ú�Ó$Ô0ÙGêÝÜ·èÝÛIè�Ø<æcÑ�Ü·ÛYÓiÚëå�Óiá!Ô0ÛqÐ_ø¿ÛYÛIÜ!à�Ó>Ü·Ó>Õ]×!Òdá�Ó>ÕIÛYÒ é � ×·ÛÕYÙGæ�æcÛIÕIÐPÑ�ÙGÜ�ÙGÖ7Ó>æ�æ*Ù>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>ÚPÒ'ÖWÚPÙ>å Ó$à�ÓiÜ�ÓiÕh×�Òdá:ÓiÕYÛ
E
ÐPÙçÓçà9Ó>Ü·Ó>Õh×�Òdá�Ó>ÕYÛ

F
Ñ�Ò2èÝÛYÜÝÙ>ÐPÛIè�Ôaó

B(E,F )
Ø·Ù>Ú �dêÝÒdÐ

B(E)
Ñ�Ü°ÐP×ÝÛ'ÕYÓ>ÒKÛNø7×ÝÛIÚPÛ

E = F é4# ÛNø�ÚPÑ�ÐPÛ IE ÖMÙ>Ú�ÐP×ÝÛNÑcèÝÛYÜ
ÐPÑ}Ð_ó°Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú
ÙGÜ

E é
57698/:.;<:.=>:(?@;BA-C�A ù�D�ÑcÛqÐPÒKÕ]×�ü�ýGþjÿ � éE� Ü�î+0·ð�'F23)Sî&'G%Eñ
ð+2>í�ÑcÒ�ÓiÜ�Ó>ÒKÒKÑc÷>Ü·åëÛYÜ
Ð I

ø7×ÝÑcÕ]×�ÓiÒKÒKÙ�ÕYÑcÓiÐPÛIÒ
ÐPÙ«ÛYÓ>Õh×'á�Ó>Ñ�Ú<ÙGÖ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×ëÒdá�Ó>ÕIÛIÒ

E
Ó>ÜÝè

F
ÓCæcÑcÜÝÛYÓiÚ<ÒKêÝÔ·Òdá�Ó>ÕIÛ

I (E,F )
ÙGÖ

B(E,F )
ÒPÓ4ÐPÑcÒKÖWó�ÑcÜÝ÷9H

ùmÑ��
I (E,F )

ÑcÒ�ÜÝÙGÜ�ÞEßYÛqÚPÙ�ÖWÙ>Ú7ÒKÙGåöÛNà9Ó>Ü·Ó>Õh×
Òdá:ÓiÕYÛIÒ
E
Ó>ÜÝè

F I



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 ���

ùmÑcÑ��pÖWÙ>ÚöÓ>Ü
ó�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×!Òdá�Ó>ÕYÛIÒ
D
Ø
E
Ø
F
Ø<Ó>ÜÝè

G
ØzÐP×ÝÛpÕYÙGå2á�Ù>ÒKÑ�ÐPÛUÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú

TSR
Ô0ÛYæ�ÙGÜÝ÷GÒ2ÐPÙ

I (D,G)
ø7×ÝÛIÜÝÛIô
ÛqÚ

R
Ô0ÛIæcÙGÜÝ÷GÒ9ÐPÙ

B(D,E)
Ø
S
ÐPÙ

I (E,F )
Ø·Ó>ÜÝè

T
ÐPÙ

B(F,G) é
# Û«ê·ÒKê·Ó>æ�æ�óUø�ÚPÑ}ÐPÛ I (E)

Ñ�Ü·ÒdÐPÛYÓ>è°Ù>Ö
I (E,E) é�·Ù>ÚUÓ>Ü�Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚUÑ�èÝÛjÓ>æ

I
Ó>ÜÝè�à9Ó>Ü·Ó>Õh×�Òdá�Ó>ÕIÛIÒ

E
Ó>ÜÝè

F
Ø�ø¿Û°ø�ÚPÑ�ÐPÛ

I (E,F )
ÖMÙ>ÚäÐP×ÝÛ

ÕYæ�ÙGÒKê�ÚPÛUùmÑ�Ü°ÐP×ÝÛ'Ùiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú�ÜÝÙ>ÚPå �9ÙGÖ
I (E,F )

ÑcÜ
B(E,F ) é � ×ÝÛ'Ó>ÒKÒKÑc÷GÜÝåöÛIÜ
Ð I

ÐP×aêÝÒ�è·Ûqâ·ÜÝÛYè
ÑcÒ�ÓiÜ°Ù>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>Ú7ÑcèÝÛYÓ>æ,Ø�ÕYÓ>æ�æcÛIè
ÐP×ÝÛpìqícîiïF*-'Pð�ÙGÖ

I é9# ÛXÒPÓYóUÐP×·ÓiÐ�ÐP×ÝÛNÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú7ÑcèÝÛjÓiæ I
Ñ�Ò2ìIí�îiïIðPñ

ÑcÖ
I = I é
# ÛXÒK×�ÓiæcærÕYÙ>Ü·ÒKÑ�èÝÛIÚ�ÐP×·ÛXÖMÙ>æcæcÙYø7ÑcÜÝ÷�Ùiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú�ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ù,Ó>ÜÝèUÐP×·ÛIÑ�Ú7ÕYæ�ÙGÒKê�ÚPÛYÒ��*Ñ�Ü
ÐP×ÝÑcÒ�Ü·ÙiÐPÛ�H
� F

ØÝÐP×ÝÛ«â·Ü·Ñ}ÐPÛIÞ,Ú]ÓiÜÝãpÙ>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒ I
� K

ØÝÐP×ÝÛXÕYÙGå2á:ÓiÕIÐ7Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ I
� W

Ø�ÐP×·Û«ø¿ÛYÓiã�æ�ópÕYÙGå2á:ÓiÕIÐ7Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ I
� X

ØÝÐP×ÝÛNÙiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ9ø7Ñ}ÐP×
ÒKÛIá�ÓiÚ]ÓiÔ·æ�ÛNÑcå�Ó>÷>ÛYÒ I
� S

Ø·ÐP×ÝÛXÒdÐKÚPÑcÕqÐPæ�ópÒKÑcÜÝ÷GêÝæcÓiÚ�Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒ I
� E

ØÝÐP×·ÛXÑcÜÝÛIÒKÒKÛYÜ
ÐPÑcÓ>ærÙ>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒ I
� GC

ùMø7×ÝÛIÚPÛ
C
ÑcÒ*ÓXÒKê�Ô·ÒKÛIÐ�ÙGÖ

B(E,F )
ÖMÙiÚ�ÒKÙGåöÛ7à�ÓiÜ�ÓiÕh×öÒdá�Ó>ÕYÛIÒ

E
Ó>ÜÝè

F
�]Ø>ÐP×·Û�Ùiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú

Ñ�èÝÛjÓ>ær÷GÛIÜÝÛIÚ]Ó4ÐPÛYèpÔ�ópÐP×ÝÛNÒKÛqÐ
C é

# ÛCÚPÛY÷
Ó4ÚPèUÐP×ÝÛ«âÝÚPÒdÐ7ÖMÙGê�Ú�ÙGÖ.ÐP×ÝÛIÒKÛXÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ò�Ó>Ò�ÒKÙëø¿ÛIæcæ}Þ,ã�ÜÝÙjø7ÜUÐP×·ÓiÐ7ÜÝÙëèÝÛIâ·ÜÝÑ�ÐPÑ�ÙGÜÝÒ�ÓiÚPÛÚPÛ��aêÝÑ}ÚPÛYè é9# Û«áÝÚPÙ�ÕYÛIÛIèUÐPÙöèÝÛqâ�ÜÝÛXÐP×ÝÛ«â�Ü·Ó>æ�ÐP×�ÚPÛIÛ é
57698/:.;<:.=>:(?@;BA-C�� ù���Ó4ÐPÙ°ü �Gþjÿ I D�ÑcÛqÐPÒKÕ]×�ü ýGþ4ÿ'� é " ÛIÐ E Ó>ÜÝè

F
Ô�ÛXà�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕIÛYÒ é

ùmÑ�� � Ü�Ù>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>Ú
T : E → F

ÑcÒ�ï+)�'1%Eì�),í���ïF%���û&*Ýí 2&'õÑ�Ö
T
Ñ�Ò$Ü·ÙiÐ$Ô0ÙGêÝÜÝèÝÛYè�Ô0ÛYæ�Ùjø ÙGÜ Ó>Ü
ó

Ñ�Ü�â�ÜÝÑ}ÐPÛIÞEèÝÑcåëÛYÜÝÒKÑcÙ>Ü�Óiæ�ÒKêÝÔ·Òdá�Ó>ÕIÛ«ÙGÖ
E é Ï_ÜpÙ>ÐP×ÝÛIÚ*ø¿Ù>ÚPèÝÒIØÝÖWÙ>Ú9ÛjÓ>Õ]× ε > 0

Ó>ÜÝèUÛYÓ>Õ]×UÑ�ÜÝâ·ÜÝÑ�ÐPÛqÞ
èÝÑ�åöÛYÜÝÒKÑ�ÙGÜ·Ó>æ?ÒKê�Ô·Òdá:ÓiÕYÛ

D
Ù>Ö
E
Ø�ÐP×ÝÛqÚPÛNÑ�Ò�ÓëêÝÜÝÑ�Ð�ô
ÛYÕqÐPÙ>Ú

x ∈ D ÒKêÝÕ]×
ÐP×·ÓiÐ ‖Tx‖ < ε éùmÑcÑ�� � Ü!Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú T : E → F
ÑcÒ %��0ðhï]ïIð	�4)�% 2>í�Ñ�Ö_Ø<ÖWÙ>ÚöÛjÓiÕh×!Ù>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>Ú

S : F → E
Ø
IE − STÑ�Ò�Ó �·ÚPÛIèÝ×ÝÙGæcå Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚYØ0ÐP×�Ó4ÐNÑ�ÒIØ�ÐP×ÝÛöÒdá�Ó>ÕIÛIÒ

ker(IE − ST )
Ó>ÜÝè

E/ im(IE − ST )
Ó4ÚPÛ

â·ÜÝÑ�ÐPÛqÞEèÝÑcåöÛIÜÝÒKÑcÙGÜ·Ó>æ é
# Û�ø�ÚPÑ�ÐPÛ S (E,F )

ÓiÜ·è
E (E,F )

ÖMÙ>Ú¿ÐP×ÝÛ«ÒKÛIÐPÒ¿ÙGÖ.ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}óäÒKÑcÜÝ÷GêÝælÓ4Ú�Ó>ÜÝèUÑcÜÝÛYÒKÒKÛIÜ
ÐPÑlÓ>æ�Ùiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ
ÖWÚPÙGå

E
ÐPÙ
F
Ø�ÚPÛIÒdá0ÛYÕqÐPÑ�ô
ÛIæ�ó é � ×ÝÛäÓiÒKÒKÑc÷GÜÝåöÛIÜ
ÐPÒ S

ÓiÜ·è
E
ÐP×aê·ÒNèÝÛIâ·ÜÝÛYè�ÓiÚPÛëÕYæ�ÙGÒKÛYè�Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú

ÑcèÝÛjÓiæcÒ é
� ×ÝÛ«ÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�ÜÝ÷öåöÛqÐP×·ÙaèUÙGÖ?áÝÚPÙ�èÝê·ÕIÑcÜÝ÷ëÑcèÝÛYÓ>æcÒ�Ñ�Ü

B(E)
ÖMÙ>Ú7Ó2à�ÓiÜ�ÓiÕh×UÒdá:ÓiÕYÛ

E
á·ælÓIó�Ò7Ó'ã
Ûqó

Ú�
GæcÛ�ÑcÜäå�Ó>Ü
ó�ÙGÖ�ÐP×ÝÛ�ÕYÙ>Ü·ÒdÐKÚPêÝÕqÐPÑcÙGÜÝÒ�ÐP×·ÓiÐ*ø¿Û�ÒK×·Ó>æcæ�áÝÚPÛYÒKÛIÜ
Ð9Ñ�ÜäÐP×ÝÑcÒ�á�Óiá0ÛIÚ é ÏSÐPÒ�ÚPÙ�ÙiÐPÒ*÷GÙ�Ô�Ó>ÕPãöÐPÙD�Ù>ÚKÐ]Ó°ùmÒKÛIÛ�ü ý
�jÿ?Ó>ÜÝè�ü�ý4ÿ'� é
57698/:.;<:.=>:(?@;BA-C�� C " ÛqÐ D Ø E Ø F ØjÓ>ÜÝè G Ô0Û<à�Ó>Ü·Ó>Õ]×NÒdá�Ó>ÕIÛYÒ é �·Ù>Ú.ÛYÓ>Õh×XÒKê�Ô·ÒKÛIÐ C

ÙGÖ
B(E,F )

ØIÒKÛqÐ

GC (D,G) := span{STR | R ∈ B(D,E), T ∈ C, S ∈ B(F,G)} ⊆ B(D,G).
	�ê�áÝá0ÙGÒKÛ�ÐP×·ÓiÐ

C
ÕYÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�ÜÝÒ*ÓXÜÝÙGÜ�ÞEßIÛIÚPÙNÙ>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>Ú é � ×·ÛIÜëÐP×·Û7Ó>ÒKÒKÑc÷>Ü·åëÛYÜ
Ð GC

ÐP×aêÝÒ�èÝÛIâ·ÜÝÛYè�Ñ�Ò�Ó>Ü
Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚ*Ñ�èÝÛjÓ>æmØaÕjÓiæcæcÛIèöÐP×ÝÛ2î+0�ð1'F23)Sî&' %,ñ
ð+2>íaûað��:ð�'F23)Sð]ñ����

C é ÏSÐ*ÑcÒ�ÕYæ�ÛjÓ4ÚPæ�ó2ÐP×ÝÛ7ÒKå�Ó>æcæ�ÛYÒdÐ*Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚÑcèÝÛjÓiæ�ÒKêÝÕh×�ÐP×·ÓiÐ
C ⊆ GC (E,F ) é Ï_Ü�ÐP×ÝÛ�ÕYÓ>ÒKÛöø7×ÝÛIÚPÛ E = F

Ó>ÜÝè
C = {IE}

Ørø¿Ûöø�ÚPÑ}ÐPÛ
GEÑcÜÝÒdÐPÛjÓiè°Ù>Ö

GC é
� Î����.�����jÍ���Ì��ÝÇ4ÍMÉ0Æ��9É��?Ç ��!ëÌ"�WÉ��#!�Ê�ÍmÊ�! �����7ÍmÆ

BBB(E)
Î2Ï_Ü�ÐP×ÝÑcÒzÒKÛYÕqÐPÑcÙ>Ü�ø¿Û*ÒK×·Ó>æ�æ�÷GÑ}ô
Û¿Ó�ÒKê�ÚKô
Ûqó

ÙGÖ�ÐP×ÝÛ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×$Òdá�Ó>ÕIÛYÒ
E
ÖWÙ>Ú�ø7×ÝÑcÕ]×�2>íWí�ÕYæ�ÙGÒKÛIè$ÑcèÝÛjÓiæcÒCÑcÜ

B(E)
Ó4ÚPÛ�ã�ÜÝÙjø7Ü é>� Ò�Ñ�Ð7ÐPêÝÚPÜÝÒ�ÙGê�ÐYØ



	 ���
N. J. LAUSTSEN AND R. J. LOY

ÐP×·Û�æ�ÑcÒdÐCÙGÖ<ÒKêÝÕ]×çÒdá:ÓiÕYÛIÒCÑ�Ò«Ó>æcåëÙGÒdÐ«ÛIå�Ô�ÓiÚKÚ]Ó>ÒKÒKÑ�ÜÝ÷Gæ�ó$ÒK×ÝÙ>ÚKÐ é4# Û'ÒK×·Ó>æ�æzÓ>æcÒKÙä÷GÑ�ô
ÛNÚPÛIå�ÓiÚKã�ÒCÓiÔ0ÙGê�ÐÒKÙGåöÛNÕIæcÙGÒKÛIæ�ópÚPÛIælÓ4ÐPÛYè
Òdá�Ó>ÕIÛYÒ éÏSÐëÑ�Ò�ÓiÜ·ÕIÑcÛIÜ
ÐöÖWÙGæ�ã�æ�Ù>ÚPÛäÐP×�Ó4Ð2ÐP×·Ûpå�ÓiÐKÚPÑ �!Óiæc÷GÛqÔÝÚ]Ó>Ò
Mn(K), n ∈ N Ø<ÓiÚPÛUÒKÑcå2á�æ�Û é Ï_Ü!Ù>ÐP×ÝÛIÚø¿Ù>ÚPèÝÒIØ·ø¿ÛX×·ÓYô
ÛXÐP×ÝÛXÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�Ü·÷ëÚPÛIÒKê·æ}Ð é

��� 69?�� 6�� �>C�A-C�	 î&'$ðF2
ì�

� � %�)Sð $ ñ&%.,äð	�·ï+%Eî �>2>í�� 2 � 2
ì�
�ï�042
ìPð
E � )�
�ð )��*î
)�'1%���%�2>í %,ñ
ð+2>í�ï {0}2 �0ñ

B(E)
2&'Pð )�
�ðëî ��í�� %,ñ
ð+2>í�ï %��

B(E)
ú

� ×ÝÛ<âÝÚPÒdÐ?ÚPÛYÒKêÝæ}ÐzÓiÔ0ÙGê�Ð.ÕIæcÙGÒKÛIè�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ò.Ñ�Ü
B(E)

ÖMÙ>ÚzÓiÜNÑcÜ�â·Ü·Ñ}ÐPÛIÞEèÝÑ�åöÛYÜÝÒKÑ�ÙGÜ·Ó>æaà�Ó>Ü·Ó>Õ]×NÒdá:ÓiÕYÛ
EÑcÒ*èÝêÝÛ�ÐPÙ � Ó>æ}ã�ÑcÜöø7×·Ù�ÑcÜçü�þ4ÿ:ÕYæcÓ>ÒKÒKÑ�â·ÛIèpÓ>æcæ·ÐP×·Û7ÑcèÝÛjÓiæcÒ¿Ñ�Ü

B(`2) é Ï_Üäá�ÓiÚKÐPÑ�ÕYêÝæcÓiÚ¿×ÝÛ�Ù>ÔÝÐ]Ó>ÑcÜÝÛIè�ÐP×·ÛÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�Ü·÷ëÕYÙGÜÝÕIæcêÝÒKÑcÙ>Ü é
��� 69?�� 6�� �>C�� ù � Ó>æ�ã�ÑcÜ � é�� 
�ð %Eñ
ð+2>í K (`2)

î��°ì]î&, 042
ì�)2î+0·ð�'F23)Sî&'hï %Mï )�
�ð#î ��í�� �0î � $ )�'1%���% 2>íìIí�îiïIð]ñ7%Eñ
ð+2>í %��
B(`2)

ú
� Ó>æ}ã�ÑcÜ�� Ò�ÐP×ÝÛYÙiÚPÛYå ×·Ó>Ò�ÒKê�Ô�ÒKÛ��aêÝÛIÜaÐPæ}óUÔ0ÛIÛYÜ
÷GÛIÜÝÛIÚ]ÓiæcÑcßIÛIè°Ñ�ÜUÐ_ø¿Ù�èÝÑ��0ÛqÚPÛYÜ
Ð�ø9ÓYó�Ò é��Ñ}ÚPÒdÐYØ��CÙG×
Ô�ÛqÚP÷ÝØ ò ÓiÚKã�ê·ÒIØ�Ó>ÜÝè �·ÛIæcèÝå�Ó>Ü°ÒK×ÝÙjø¿ÛYè$Ñ�Ü�ü � �4ÿrÐP×�Ó4Ð�ÐP×·ÛXÒPÓ>åöÛNÕYÙ>Ü·ÕIæcêÝÒKÑ�ÙGÜ$×ÝÙGæ�èÝÒÐKÚPê·ÛëÖMÙ>ÚNÐP×ÝÛöÙ>ÐP×ÝÛqÚ�ÕYæcÓ>ÒKÒKÑcÕYÓ>æ�ÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛöÒdá�Ó>ÕYÛIÒ

`p
Ørø7×ÝÛqÚPÛ

1 6 p < ∞ Ø?Ó>ÜÝè c0 é<� ÒKÑcåëá·æ�Ñ�â·ÛYè
Ó>ÜÝè°êÝÜÝÑ�â·ÛIè
áÝÚPÙ�ÙGÖ.ÙGÖ.ÐP×ÝÑcÒ9ÚPÛYÒKêÝæ}Ð�ÑcÒ�÷GÑ�ôGÛYÜ
ÑcÜ�ü �Gý4ÿ é
��� 69?�� 6�� �>C�� ù!�CÙG×
Ô0ÛIÚP÷ÝØ ò ÓiÚKã�êÝÒIØ�Ó>ÜÝè �·ÛYæ�èÝå�Ó>Ü � é 	 î&'

E = `p �
�"
�ð�'Pð

1 6 p < ∞ � 2 �0ñ
E=c0 �

)�
�ð�%Eñ
ðF2>í
K (E)

î��*ì]î&, 0 2
ì�)rî+0·ð1'+23)Sî&'hï %Mï )�
�ð9î ��í�� �0î � $ )�'1%���%�2>í�ìIí�îiïIð]ñ %Eñ
ð+2>í3%�� B(E)
ú

	aÛIÕYÙGÜÝè�Ø���Ú]ÓiåöÒKÕh×�ü �3�4ÿ.Ó>ÜÝè " ê·ÖlÐ�ü�ý-�hÿ?×·ÓYô
ÛXÑcÜÝèÝÛIá0ÛIÜÝè·ÛIÜ
ÐPæ�óUÕIælÓiÒKÒKÑ�â·ÛYè
ÐP×ÝÛXÕIæcÙGÒKÛIè°ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�Ñ�Ü
B(H)

ÖWÙ>Ú¿ÛYÓ>Õh×pÑcÜ�â·ÜÝÑ�ÐPÛqÞEèÝÑcåöÛIÜÝÒKÑcÙGÜ·Ó>æ�#CÑcæ}Ô�ÛqÚKÐ¿Òdá�Ó>ÕIÛ
H
ùmÜÝÙ>Ð¿ÜÝÛYÕIÛYÒKÒPÓ4ÚPÑcæ�ó�ÒKÛqá:Ó4Ú]ÓiÔ·æcÛ�� é � Ù2ÒdÐ]Ó4ÐPÛÐP×·ÛIÑ�Ú�ÚPÛIÒKêÝæ�Ð7Û ��á·æcÑ�ÕYÑ}ÐPæ�óGØÝø¿Û«ÚPÛ��aêÝÑ}ÚPÛXÐP×ÝÛXÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�Ü·÷ëÐPÛqÚPåöÑcÜÝÙGæ�ÙG÷>ó é

57698/:.;<:.=>:(?@; �>C�$�C " ÛqÐ κ Ô0ÛNÓ>Ü
ÑcÜ�â·ÜÝÑ�ÐPÛNÕYÓiÚPèÝÑcÜ·Ó>æ é
ùmÑ�� # ÛXèÝÛYÜÝÙ>ÐPÛ«Ôaó κ+ ÐP×·Û«åöÑcÜÝÑcå�ê·å ÕjÓ4ÚPè·Ñ�Ü·Ó>ærÒdÐKÚPÑcÕqÐPæ�óp÷>ÚPÛYÓiÐPÛIÚ�ÐP×·Ó>Ü

κ éùmÑcÑ�� # Û2ÒPÓYó°ÐP×·ÓiÐXÓ%#CÑcæ}Ô0ÛIÚKÐCÒdá�Ó>ÕYÛ
H
×�ÓiÒäñ&%.,äð	�·ï+%Eî �

κ
Ø:ø�ÚPÑ�ÐKÐPÛIÜ

dimH = κ
Ø�Ñ�Ö�ÒKÙGåöÛ°ù,ÓiÜ·è

ÐP×aêÝÒ7ÛYÓ>Õ]× �*Ù>ÚKÐP×ÝÙGÜÝÙ>ÚPå�Ó>æ�Ô�Ó>ÒKÑcÒ7ÙGÖ
H
×�ÓiÒ7ÕYÓiÚPèÝÑcÜ·Ó>æcÑ}Ð_ó

κ éùmÑ�ÑcÑ�� � ÒKê�Ô·ÒKÛIÐ
Y
ÙGÖ.Ó2åöÛqÐKÚPÑcÕCÒdá�Ó>ÕYÛ

X
Ñ�Ò9ÕYÓ>æcæ�ÛYè

κ $ �]î&* �0ñ
ð]ñ�ÑcÖSØÝÖWÙ>Ú9ÛjÓiÕh× ε > 0
Ø�ÐP×ÝÛIÚPÛCÛ���ÑcÒdÐPÒ�Ó

ÒKê�Ô·ÒKÛqÐ
Z
Ù>Ö
Y
ÙGÖ.ÕjÓ4ÚPè·Ñ�Ü·Ó>æcÑ}Ð_ó
ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}óUæ�ÛYÒKÒ�ÐP×·Ó>Ü

κ
ÒKêÝÕ]×
ÐP×·ÓiÐ

Y ⊆
⋃

z∈Z
ball(z, ε),

ø7×ÝÛqÚPÛ
ball(z, ε)

èÝÛYÜÝÙ>ÐPÛIÒ9ÐP×ÝÛNÙiá�ÛIÜUÔ�Ó>æcærÑcÜ
X
ø7Ñ�ÐP×
ÕIÛYÜ
ÐKÚPÛ

z
ÓiÜ·èUÚ]Ó>èÝÑcêÝÒ

ε éùmÑ}ô � � ÜçÙ>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚ T : E → F
Ø:ø7×ÝÛIÚPÛ

E
Ó>ÜÝè

F
Ó4ÚPÛ2à�ÓiÜ�ÓiÕh×#Òdá�Ó>ÕYÛIÒIØ0ÑcÒ«ÕYÓ>æcæ�ÛYè

κ $ ìPî&, 0 2
ì�)�ÑcÖ
T (B)

ÑcÒ
κ
Þ,Ô0ÙGêÝÜ·èÝÛIè�ÖWÙ>ÚXÛYÓ>Õ]×#ÜÝÙ>ÚPåëÞ,Ô0ÙGêÝÜÝèÝÛYè�ÒKê�Ô·ÒKÛIÐ

B
ÙGÖ
E é # Û'ø�ÚPÑ}ÐPÛ Kκ(E,F )

ÖMÙ>Ú
ÐP×ÝÛXÒKÛIÐ7Ù>Ö

κ
ÞEÕIÙGåëá�Ó>ÕqÐ7Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ�ÖWÚPÙ>å

E
ÐPÙ
F é

� ×ÝÛCÓ>ÒKÒKÑ�÷GÜÝåöÛIÜaÐ
Kκ

ÐP×�êÝÒ*è·Ûqâ·ÜÝÛYèäÑcÒ¿ÓNÕIæcÙGÒKÛIèäÙ>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>Ú¿Ñ�èÝÛjÓ>æ é # Û�ÜÝÙ>ÐPÛ7ÐP×·ÓiÐ�ÐP×ÝÛ7âÝÚPÒdÐ*Ð_ø¿ÙÙGÖ�ÐP×ÝÛIÒKÛ�Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚ�ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ÓiÚPÛ7Ó>æ}ÚPÛjÓ>è�ó'ø¿ÛYæ�æ�Þ,ã�ÜÝÙjø7Ü�H
Kℵ0

= K
ùMÐP×ÝÛ�ê·ÒKê·Ó>æÝÕYÙGå2á:ÓiÕIÐ�Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ��

Ó>ÜÝè
Kℵ1

= X
ùMÐP×·Û�Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒ�ø7Ñ�ÐP×çÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛ2Ñ�å�Ó>÷GÛIÒ�� é0ò Ù>ÚPÛYÙYô
ÛIÚYØ�ÐP×ÝÛ2ÖMÓ>åöÑcæ}ó$ÙGÖ<Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚÑcèÝÛjÓiæcÒ

(Kκ)
ÖMÙ>ÚPåöÒXÓ>ÜçÑcÜÝÕIÚPÛYÓ>ÒKÑ�Ü·÷UÕ]×·Ó>ÑcÜ#ÑcÜçÐP×ÝÛ2ÒKÛIÜÝÒKÛ2ÐP×·ÓiÐ

Kκ(E,F ) ⊆ Kλ(E,F )
ÖMÙiÚ«ÛjÓ>Õ]×

á:ÓiÑ�ÚpÙGÖ«à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕIÛIÒ
E
ÓiÜ·è

F
Ó>ÜÝè�ÛjÓ>Õ]×�á:ÓiÑ�ÚpÙGÖXÕYÓiÚPèÝÑcÜ·Ó>æ�Ò

κ
Ó>ÜÝè

λ
ÒKêÝÕh×�ÐP×·ÓiÐ

κ 6 λùmÒKÛYÛöü ���aØ 	�ÓiÐPß � é � � � é �4ÿ?Ù>Ú�ü ý-�>Ø " ÛYåöåöÓG� é � � � é ýjÿ � é



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 ���

� ×ÝÛXÑcåëá0Ù>ÚKÐ]Ó>Ü
Ð�ÚPÛjÓ>æ�ÑcÒPÓiÐPÑ�ÙGÜ°ÙGÖ ��Ú]Ó>åëÒKÕh×�ü ���aØ � ×ÝÛIÙ>ÚPÛIå ý é ý4ÿ.Ó>ÜÝè " êÝÖWÐ�ü ý-�>Ø � Ù>ÚPÙGæ�ælÓiÚKó�� é �4ÿÑcÒ�ÐP×·ÓiÐYØ
ÖWÙ>Ú*ÛYÓ>Õ]× #CÑcæ�Ô0ÛqÚKÐ�Òdá:ÓiÕYÛ
H
Ø0ð��ið�'	�'áÝÚPÙ>á0ÛIÚ*ÕIæcÙ>ÒKÛYè�Ñ�è·ÛYÓ>æ·ÑcÜ

B(H)
×·Ó>Ò�ÐP×ÝÛ�ÖMÙ>ÚPå

Kκ(H)ÖMÙ>Ú�ÒKÙGåöÛXÕjÓ4ÚPè·Ñ�Ü·Ó>æ
κ 6 dimH

Ø·Ó>ÜÝè
ÐP×·ÓiÐ9ÐP×ÝÛYÒKÛ«ÑcèÝÛjÓiæcÒ7ÓiÚPÛ«á�Ó>Ñ}ÚKø7ÑcÒKÛXèÝÑcÒdÐPÑcÜÝÕqÐ é·ò Ù>ÚPÛ«áÝÚPÛIÕYÑ�ÒKÛYæ}ó
ØÐP×·ÛqópÒK×ÝÙjø¿ÛYè
ÐP×ÝÛNÖWÙGæcæ�Ùjø7ÑcÜÝ÷ëÐP×ÝÛYÙ>ÚPÛIå é
��� 69?�� 6�� �>C�� ù!��Ú]Ó>åöÒKÕ]×çÓiÜ·è " êÝÖWÐ � é�� ð�) H �]ð 2 � %�� � �9%�)Sð $ ñ&%(,�ð��·ïF%Eî � 2>í	� %Mí��Pð�'�)zï 0 2
ì]ðYú � 
�ð, 2+0 0>%��aû

κ 7→ Kκ(H)
%Wï
2!í 23)�)�%Eì]ð�%Mïqî&,äî&' 0 
 %MïF, �+'Pî&, )�
�ð#ïIð�)�î���ìF2&']ñ&%�� 2>í�ï

κ
ï+*·ì�
 )�
-23)

ℵ0 6 κ 6 dimH
î � )Sî )�
�ð�ïIð�)9î�� �0î � $ )�'1%���%�2>í.ìIí�îiïIð]ñ %,ñ
ð+2>í�ï %�� B(H)

ú

 ��î3)�
�ð�' �*î&'Pñiï � )�
�ð�í 23)�)�%Eì]ðëî���ìqícîiïqð]ñ %,ñ
ð+2>í�ï %�� B(H)

%Mï 2Uì�
-2&%���î�� )�
�ð��Iî&'1,

{0} ( F (H) = K (H) = S (H) = E (H) = Kℵ0
(H) ( Kℵ1

(H) = X (H) ( · · ·
· · · ( Kκ(H) ( Kκ+(H) ( · · · ( KdimH(H) ( K(dimH)+(H) = W (H) = B(H),

�"
�ð�'Pð
κ
%Mï 2pì+2&'Pñ&%��>2>í�ï�23)�%Wï�� �&%���û ℵ1 < κ

2 �0ñ
κ+ < dimH

ú
ÏSÐrÒKÛYÛIåöÒrÐPÙ¿Ô0Û�êÝÜ�ã�ÜÝÙjø7ÜXø7×ÝÛqÐP×ÝÛIÚ?Ù>Ú?ÜÝÙ>Ð ��Ú]ÓiåöÒKÕh×�Ó>ÜÝè " êÝÖWÐ!� ÒrÐP×ÝÛIÙ>ÚPÛIå�ÕYÓ>Ü«Ô�Û<÷GÛIÜ·ÛqÚ]Ó>æ�ÑcßIÛYè

ÐPÙöÜÝÙGÜ�ÞEÒKÛIá�ÓiÚ]ÓiÔ·æ�Û
`p
Þ�Ó>ÜÝè

c0
ÞEÒdá�Ó>ÕIÛIÒ�Ñ�Ü
ÐP×ÝÛNÒPÓiåöÛNø9ÓYó
Ó>Ò � Ó>æ�ã�Ñ�Ü�� Ò�ÐP×ÝÛIÙ>ÚPÛIå�ø9Ó>Ò7÷GÛIÜ·ÛqÚ]Ó>æ�ÑcßIÛYè

Ô�ó �CÙG×
Ô�ÛqÚP÷ÝØ ò ÓiÚKã�êÝÒIØ�Ó>ÜÝè �·ÛYæ�è·åöÓ>Ü é
�
� 6	�!= :(?<; �>C�� C " ÛqÐ I Ô0ÛëÓ>Ü#êÝÜÝÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ�ÛëÒKÛqÐXÙGÖ<ÕjÓiÚPèÝÑ�Ü�ÓiæcÑ�Ð_ó κ Ø0ÒPÓYóGØrÓ>ÜÝè#æ�ÛIÐ E èÝÛIÜ·ÙiÐPÛ2ÙGÜÝÛ
ÙGÖ.ÐP×ÝÛXÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�Ü·÷ëà�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕYÛIÒ

`p(I) :=
{
f : I→ K

∣∣∣
∑

i∈I
|f(i)|p <∞

}
(1 6 p <∞)

Ó>ÜÝè
c0(I) := {f : I→ K | ÐP×ÝÛXÒKÛIÐ {i ∈ I | |f(i)| > ε} Ñ�Ò�â·ÜÝÑ�ÐPÛXÖMÙ>Ú7ÛYÓ>Õ]× ε > 0}.

Ï_Ò�Ñ}Ð�ÐKÚPêÝÛCÐP×·ÓiÐ7ÛYÓ>Õ]×
ÜÝÙGÜ�Þ,ÐKÚPÑ�ô�ÑlÓ>æ�ÕIæcÙGÒKÛIè
ÑcèÝÛYÓ>æ�ÑcÜ
B(E)

×·Ó>Ò9ÐP×ÝÛXÖMÙiÚPå
Kλ(E)

ÖMÙiÚ7ÒKÙGåëÛXÕjÓ4ÚPè·Ñ}Þ
Ü�Óiæ

λ
ø7Ñ�ÐP× ℵ0 6 λ 6 κ ���

� Ü
ÐPÑcæ �����
ý�ØzÑ}ÐöÓiáÝá�ÛYÓiÚPÒ�ÐP×·ÓiÐ � ×ÝÛIÙ>ÚPÛIåöÒ7� é �iØ � é ý�Ø�Ó>ÜÝè�� é þ$÷GÓYô
ÛäÐP×ÝÛpÖWê·æ�æ¿æ�ÑcÒdÐ2ÙGÖ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×Òdá:ÓiÕYÛIÒ
E
ÖMÙiÚXø7×ÝÑcÕ]×�Ó>æcæzÐP×ÝÛëÕIæcÙGÒKÛIè�ÑcèÝÛYÓ>æcÒXÑcÜ

B(E)
ÓiÚPÛ'ã�ÜÝÙjø7Ü é #CÙYø¿ÛIô
ÛqÚYØ � ×�Ó4ÚPæcÛIÒ�� é�� ÛYÓ>èÓ>ÜÝè ÐP×ÝÛ#áÝÚPÛYÒKÛIÜ
Ð$Ó>ê�ÐP×·ÙiÚPÒ°×·ÓYôGÛ�ÚPÛIÕYÛIÜ
ÐPæ�ó�Ó>èÝè·ÛIè�Ó!Ü·Ûqø åëÛYå�Ô0ÛqÚ
ÐPÙ!ÐP×·Ñ�Ò
ÖmÓ>åöÑ�æ�ó ùmÒKÛYÛõü ����Ø

� Ù>ÚPÙGæcæcÓiÚKó°þ é �4ÿ � é
��� 69?�� 6�� �>C�� ù " Óiê·ÒdÐPÒKÛIÜ�Ø " ÙjóGØ�ÓiÜ·è � ÛYÓ>è � é 	 î&'

E := (
⊕∞

k=1 `
k
2)c0 �

)�
�ð1'Pð 2&'Pð�ð � 2
ì�),í�� )��*î
�0î � $ )�'1%���%�2>í:ìIí�îiïIðPñ�%Eñ
ð+2>í�ï %�� B(E)

ú	!�0·ð]ì1% �*ì+2>íWí�� � )�
�ð�í 23)�)�%Eì]ðCî���ìIí�îiïIðPñ�%Eñ
ð+2>í�ï %�� B(E)
%Mï�û3%��>ð��

���

{0} ( F (E) = K (E) = S (E) = E (E) = W (E) ( G c0(E) ( B(E).
" 6��$# ��% �>C�& C � ×ÝÛYÙ>ÚPÛIå � é �öø9ÓiÒ«ÑcÜÝÒdá·Ñ�ÚPÛIèçÔ�ó°ÐP×ÝÛ2ÕIælÓiÒKÒKÑ�â·ÕjÓ4ÐPÑcÙGÜ#Ù>Ö<ÐP×ÝÛ2ÕIÙGåëá·æ�ÛYåöÛIÜ
ÐPÛYèçÒKêÝÔÝÞÒdá:ÓiÕYÛIÒ$Ñ�Ü�ÐP×ÝÛ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]× Òdá�Ó>ÕIÛ

(
⊕∞

k=1 `
k
2)c0

÷GÑ}ô
ÛIÜ�Ôaó à9Ù>êÝÚP÷GÓ>ÑcÜ�Ø � Ó>ÒPÓ>ßIßYÓ�Ø " Ñ�ÜÝè·ÛIÜÝÒdÐKÚ]Ó>êÝÒKÒIØÓ>ÜÝè � ßjÓiÖWÚPÑ�ÚPÑ�ü �>ÿ é Ï_Ü ÖMÓ>ÕqÐYØ�ÐP×·Ûqó�áÝÚPÙjô
Û%Ó>Ü·Ó>æ�ÙG÷GÙGêÝÒ$ÚPÛIÒKêÝæ�ÐPÒ$ÖMÙ>ÚçÙ>ÐP×ÝÛqÚçà9Ó>Ü·Ó>Õh× Òdá:ÓiÕYÛIÒ$ÐP×·Ó>Ü
(
⊕∞

k=1 `
k
2)c0 é � Ù�ÒdÐ]ÓiÐPÛUÐP×·ÛIÑ�Ú�ÚPÛIÒKêÝæ�ÐPÒ�ÑcÜ�Ó�êÝÜÝÑ�â·ÛYèõø9ÓYó
Ø�ÒKÛIÐ E := (

⊕∞
k=1Ek)D

Ø�ø7×ÝÛqÚPÛ
DÓ>ÜÝè

Ek
Ó4ÚPÛN÷GÑ}ô
ÛIÜ°ÑcÜ
ÙGÜÝÛNÙGÖ?ÐP×·ÛXÖMÙ>æcæcÙYø7ÑcÜÝ÷öÖMÙ>êÝÚ�ø9ÓYó�Ò�H

1 3�¶
¶
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ùmÑ��
D = c0

ÓiÜ·è
Ek = `k2

ÖWÙ>Ú7ÛYÓ>Õh×
k ∈ N;ùmÑcÑ��

D = c0
ÓiÜ·è

Ek = `k1
ÖWÙ>Ú7ÛYÓ>Õh×

k ∈ N;ùmÑ�ÑcÑ��
D = `1

Ó>ÜÝè
Ek = `k2

ÖWÙ>Ú7ÛjÓiÕh×
k ∈ N;ùmÑ}ô �

D = `1
Ó>ÜÝè

Ek = `k∞
ÖMÙ>Ú7ÛYÓ>Õ]×

k ∈ N.
� ×·ÛIÜUÑ�Ð9ÑcÒ9ÒK×ÝÙjø7Ü
ÑcÜ�ü �ÝØ����4ÿ�ÐP×·ÓiÐYØ�ÖMÙ>Ú�ÛYÓ>Õ]×UÑcÜ�â·ÜÝÑ�ÐPÛqÞEè·Ñ�åöÛIÜ·ÒKÑ�ÙGÜ·Ó>æ,Ø·ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜ
ÐPÛYèUÒKê�Ô·Òdá�Ó>ÕYÛ

FÙGÖ
E
ØÝÛIÑ�ÐP×ÝÛqÚ

F
ÑcÒ�ÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�ÕNÐPÙ

D
Ù>Ú
F
ÑcÒ�ÑcÒKÙGåöÙiÚKá�×ÝÑ�ÕXÐPÙ

E éÏ_Ü%ÐP×ÝÛpæcÑ�÷G×
ÐöÙGÖ�ÐP×ÝÛYÒKÛäÚPÛIÒKê·æ}ÐPÒöÓ>ÜÝè � ×ÝÛYÙ>ÚPÛIå � é �aØ�Ñ}ÐëÑcÒëÜ·ÓiÐPê�Ú]Ó>æ*ÐPÙ�Ó>Òdã�ø7×�Ó4Ð2ÐP×·ÛpÕIæcÙGÒKÛIèÑcèÝÛjÓiæcÒ7Ñ�Ü
B(E)

Ó4ÚPÛNÑcÜUÐP×ÝÛNÕYÓ>ÒKÛIÒ'ùmÑcÑ�� � ùmÑ�ô"� é��
� ÜÝÙ>ÐP×ÝÛqÚ9à�Ó>Ü·Ó>Õ]×UÒdá�Ó>ÕIÛXÖWÙ>Ú¿ø7×ÝÑcÕ]×UÐP×ÝÑcÒ �aêÝÛIÒdÐPÑcÙGÜ
ÓiÐKÐKÚ]ÓiÕIÐPÒ¿ÓiÐKÐPÛYÜ
ÐPÑ�ÙGÜUÑ�Ò E := (

⊕∞
k=1 `

k
p)c0ÖMÙ>ÚXÓ�â ��ÛYè

p > 1 é ÏSÐ«ÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò«ÖWÚPÙGå ü�ý���Ø:á é �3�4ÖWÿzÐP×·ÓiÐ E ÕIÙGÜ
Ð]Ó>ÑcÜÝÒXÓäÕYÙGå2á�æ�ÛYåëÛYÜ
ÐPÛIè#ÒKê�Ô�Òdá�Ó>ÕIÛ
ÑcÒKÙGåöÙiÚKá�×ÝÑ�ÕäÐPÙ

(
⊕∞

k=1 `
k
2)c0

ØzÓ>Ò�ø¿ÛIæcæ*Ó>Ò�ÐP×ÝÛ � ÐKÚPÑ�ô�ÑlÓ>æ��zÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜ
ÐPÛYè�ÒKê�Ô·Òdá�Ó>ÕYÛIÒ'ÑcÒKÙGåöÙiÚKá�×ÝÑ�Õ
ÐPÙ

c0
Ó>ÜÝè�ÙGÖCâ·Ü·Ñ}ÐPÛ$èÝÑ�åöÛYÜÝÒKÑ�ÙGÜ é � ÙGÜÝÒKÛ��aêÝÛYÜ
ÐPæ}ó
Ø�ÖMÙiÚ p 6= 2

Ø
B(E)

ÕIÙGÜ
Ð]Ó>ÑcÜÝÒäÓiÐpæ�ÛjÓ>ÒdÐ�ÐP×�ÚPÛIÛ
è·Ñ�ÒdÐPÑcÜÝÕqÐ7Ü·Ù>ÜÝÞ,ÐKÚPÑ}ô�ÑlÓiæ?ÕIæcÙ>ÒKÛYè
ÑcèÝÛYÓ>æcÒIØÝÔ·ê�Ð7ø¿ÛXèÝÙ�ÜÝÙ>Ð�ã�ÜÝÙjø Ñ�Ö.ÐP×·ÛqÚPÛNÓiÚPÛNÓ>Ü
óUÙ>ÐP×ÝÛIÚPÒ é� ×ÝÛIÒKÛ �aêÝÛIÒdÐPÑcÙGÜÝÒ9ø¿ÛIÚPÛ«âÝÚPÒdÐ7Ú]Ó>Ñ�ÒKÛYè°Ñ�Ü�ü ���4ÿ é9# ÛXÑcÜ
ÐPÛIÜÝè
ÐPÙ�Ó>èÝè�ÚPÛYÒKÒ9ÐP×ÝÛYå Ñ�Ü°ÖMê�ÐPê�ÚPÛ«ø¿Ù>ÚKã é
� Î�� ��ÈYÇiÍ.����È ! �jË �lÇ �G�
	<É0ËrÇ�Ì"�WÉ��#!�Ê�ÍmÊ�!/�����ëÍ,Æ

BBB(E)
Î���ôGÛYÜUÐP×ÝÙGêÝ÷G×
à�Ó>Ü·Ó>Õ]×
Òdá:ÓiÕYÛIÒ

E
ÖMÙ>Ú

ø7×·Ñ�Õh×pÐP×ÝÛXælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛ«ÙGÖ.ÕIæcÙ>ÒKÛYèUÑcèÝÛjÓiæcÒ�ÑcÜ
B(E)

ÑcÒ9ÕYÙGå2á�æ�ÛIÐPÛIæ�ópêÝÜÝèÝÛIÚPÒdÐPÙ�Ùaè°ÓiÚPÛ«Ú]Ó4ÚPÛGØ"�aêÝÑ}ÐPÛNÓ2ÖWÛIø
ÑcÜ
ÐPÛIÚPÛIÒdÐPÑcÜÝ÷°á:Ó4ÚKÐPÑlÓ>æ�ÚPÛIÒKêÝæ�ÐPÒ2ÓiÚPÛ�ã�ÜÝÙjø7Ü é Ï_Ü�ÐP×ÝÑ�Ò'ÒKÛYÕqÐPÑcÙ>Ü�ø¿ÛpÒK×·Ó>æ�æ*ÒKê�ÚKô
Ûqó�Ó°Üaê·åNÔ�ÛqÚ2ÙGÖ�ÒKêÝÕ]×ÚPÛYÒKêÝæ�ÐPÒ é�
 Ù>ÐPÛöÐP×·ÓiÐNÐP×ÝÛ�ÒdÐ]ÓiÐPÛ�Ù>Ö¿ã�Ü·ÙYø7æcÛIè·÷>ÛäÓiÐ � � � �çÓiÜ·è � �
� �aØrÚPÛYÒdá0ÛIÕIÐPÑ}ô
ÛYæ}ó
ØrÕjÓiÜ�Ô0Û�ÖMÙGêÝÜÝè
ÑcÜ�ü ��Ø � ×·ÓiáÝÐPÛqÚCþ4ÿ.Ó>ÜÝè�ü ýGþ�Ø � ×·ÓiáÝÐPÛIÚCþjÿ éD�ÙiÚKÐ]Ó�ü ý �4ÿ«×·Ó>ÒUÒK×ÝÙjø7Ü�ÐP×·ÓiÐpÐP×ÝÛ#æcÓiÐKÐPÑcÕIÛ

ideal(B(E))
ÙGÖNÕIæcÙ>ÒKÛYè�ÑcèÝÛjÓiæcÒUÑcÜ

B(E)
ÖWÙ>Ú°Ó

à�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕYÛ
E
ÕjÓ>ÜUÔ�ÛXôGÛIÚKóUÕYÙ>åëá·æcÑcÕYÓiÐPÛIè
ÑcÜÝèÝÛYÛIè é D�ÚPÛIÕYÑ�ÒKÛYæ}ó
Ø D�Ù>ÚKÐ]Ó/� Ò�ÚPÛYÒKêÝæ}ÐCÓ>ÒKÒKÛqÚKÐPÒ�ÐP×�Ó4Ð7Ñ�ÐÑcÒNá0ÙGÒKÒKÑ�Ô·æcÛäÖWÙ>Ú'Ñ}Ð'ÐPÙ°×·ÓYô
ÛäÓ°ÒKêÝÔ·æcÓiÐKÐPÑcÕIÛäÑ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕ�ÐPÙ
ÐP×·Û�æcÓiÐKÐPÑcÕIÛ

P �! ù N �CÙGÖ¿â·ÜÝÑ�ÐPÛ�ÒKê�Ô·ÒKÛIÐPÒÙGÖ
N é � ×·Û�ÕIÙGÜÝÒdÐKÚPêÝÕIÐPÑ�ÙGÜ�ÑcÒ�Ó>Ò�ÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò é@" ÛIÐ p = {p1, p2, . . .}

Ô0ÛäÓ
ÕIÙGêÝÜ
Ð]ÓiÔ·æ�ó�ÑcÜ�â·ÜÝÑ�ÐPÛ�ÒKÛqÐ�ÙGÖ
ÚPÛjÓ>æ�Üaê·åNÔ�ÛqÚPÒ7÷>ÚPÛYÓiÐPÛIÚ9ÐP×·Ó>Ü

1
ØÝÒKÛIÐ

ùEý é ��� Ep :=
( ∞⊕

k=1

`pk

)
`2
,

Ó>ÜÝè$ÓiÒKÒKÙ�ÕYÑcÓiÐPÛXø7Ñ�ÐP×
ÛYÓ>Õ]×
s ∈ P �! (N)

ÐP×ÝÛNÕIæcÙ>ÒKÛYè°ÒKê�Ô·Òdá�Ó>ÕIÛ

Ep(s) := {(xk) ∈ Ep | xk = 0 (k /∈ s)}
ÙGÖ
Ep é � ×ÝÛIÜ
ÐP×ÝÛNå�Ó4á·á·Ñ�Ü·÷

s 7→ G Ep(s)(Ep), P �! (N)→ ideal(B(Ep)),
ÑcÒXÑcÜ��dÛIÕIÐPÑ}ô
ÛöÓ>ÜÝè�Ñ�Ü·ÕIæcêÝÒKÑ�ÙGÜ�Þ,á·ÚPÛIÒKÛqÚKô�ÑcÜÝ÷°Ñ�Ü�Ô0Ù>ÐP×�èÝÑ}ÚPÛYÕqÐPÑcÙGÜÝÒIØ?Ó>ÜÝè
D�Ù>ÚKÐ]Ó-� ÒNÕIælÓ>Ñ�å ÖMÙGæ�æcÙjø7Ò é�
 Ù>ÐPÛÐP×�Ó4Ð2ÐP×·ÛpÒdá�Ó>ÕIÛ

Ep
ÑcÒ2ÜÝÑcÕIÛUÑcÜ!å�ÓiÜaó�ø9ÓIó�Ò I ÖMÙ>ÚëÑcÜÝÒdÐ]Ó>ÜÝÕYÛ>Ø�Ñ�ÐëÑcÒ2ÚPÛ��·Û���Ñ�ô
Û>Ø<Ó>ÜÝè%ø¿ÛUÕjÓiÜ!ÛIôGÛYÜÓiÚKÚ]Ó>ÜÝ÷GÛ'ÐP×·ÓiÐXÑ}ÐXÑ�ÒXÑ�ÒKÙGåöÛqÐKÚPÑcÕYÓ>æcæ}óçÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�Õ2ÐPÙUÑ}ÐPÒXèÝê·Ó>æ�Òdá�Ó>ÕIÛ2Ôaó°ÚPÛ��
ê·Ñ}ÚPÑcÜÝ÷pÐP×·ÓiÐ«ÐP×ÝÛ2ÒKÛqÐ

pÑcÒNïIðIí � $ ì]î ���1*Gû 23)Sð2Ñ�Ü°ÐP×ÝÛ�ÒKÛIÜÝÒKÛNÐP×�Ó4ÐYØ�ÖWÙ>Ú�ÛjÓiÕh× p ∈ p
Ø·ÐP×ÝÛ�ÕIÙGÜ��dêÝ÷
ÓiÐPÛNÑcÜÝèÝÛ��

p′ := p/(p− 1)
ÑcÒ

Ó>æcÒKÙöÑcÜ
p é

2 3�¶
¶
¤]¶ç©}¢$¸
¥_®>®jµ �.��¦Y¬k¤pºW©}©�©c»7³a¦Y¬«±�¤]¤]¢#¥_¤]¬_®j§�¾4¤]¶ç±4½$-:¦Y²
¬_ªk¬k¤P¢·¨?/>´K³
§�²
¼N¸
¥_¤]´d³iªh¨r¦Y¢
¶���¬��Y­�ºq��VGB
{}FYJWJMZW[KB°QSR°[]{�QY\]B_��ZW�iBkFY{ \UZcO�JWVGB )*FYO�F4[PV!FY{ g>Bh�PH_F�QSR°QdD
BPH_FYJ,QIHK\°QYO�F�[KBPHKJmFYZcO��Y~
FY{ )*FYO�F4[PV�\mDGF4[KBK¨
¸
¥_¤]¸
¥_©}¢iªK»K�?=<³
¤P½#¬_³
®q¯ ªk³a¦Iª

F (E)
¦Y¢
¶

G `1(E)
¦j¥_¤2ªk³
¤ö®j¢
§�½ç¢
®j¢�&Mªk¥_©�¾>©�¦Y§�´]§}®j¬_¤]¶�©}¶
¤h¦Y§}¬N©}¢

B(E)µl®j¥
E = (

⊕∞
k=1 `

k
2)`1

�



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 � �

D�Ñ�ÛIÐPÒKÕ]×�ü ý��4ÿ�×�ÓiÒNÒK×ÝÙjø7Ü�ÐP×·ÓiÐXÑ�ÐNÑcÒXá0ÙGÒKÒKÑ�Ô·æ�ÛöÐPÙ
×·ÓYô
ÛöêÝÜ·ÕIÙGêÝÜ
Ð]ÓiÔ·æ�ó#å�Ó>Ü
ó�èÝÑ�ÒdÐPÑcÜÝÕIÐNÕIæcÙGÒKÛIè
ÑcèÝÛjÓiæcÒ7Ô0ÛqÐ_ø¿ÛYÛIÜ°ÐP×ÝÛ�ÑcèÝÛYÓ>æcÒ7ÙGÖ<ÕIÙGåëá�Ó>ÕqÐ«Ó>ÜÝè$ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}ó
ÒKÑcÜÝ÷GêÝælÓiÚCÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ é 	
á0ÛYÕIÑ�â·ÕYÓ>æcæ}ó
Ø�×ÝÛ�×�ÓiÒÖMÙGêÝÜÝè°ÓöÖMÓ>åöÑcæ}ó

(Xq)26q<∞
ÙGÖzÕIæcÙGÒKÛIè°Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú�ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ÒPÓiÐPÑcÒKÖló�ÑcÜÝ÷

K (E,F ) ⊆Xr(E,F ) ⊆Xq(E,F ) ⊆ S (E,F ) (2 6 q < r <∞)
ÖMÙ>Ú¿ÛYÓ>Õ]×äá�Ó>Ñ�Ú¿ÙGÖrà�Ó>Ü·Ó>Õ]×pÒdá�Ó>ÕYÛIÒ

E
Ó>ÜÝè

F
Ø�Ó>ÜÝèp×·Ó>Ò¿Ù>Ô·ÒKÛIÚKôGÛYèäÐP×·ÓiÐ¿Ñ�Ö

p
Ñ�Ò9Ó�ÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ�ÛGØ�èÝÛYÜÝÒKÛ

ÒKêÝÔ·ÒKÛqÐ�ÙGÖzÐP×ÝÛNÙ>á0ÛYÜ°ÑcÜ
ÐPÛqÚKôGÓiæ
]1,∞[

Ø·ÐP×ÝÛYÜ$Ó>æcæ�ÐP×·ÛNÑ�èÝÛjÓ>æ�Ò
Xq(Ep) (2 6 q <∞)

ÓiÚPÛ�å'ê�ÐPê·Ó>æ�æ�ó
è·Ñ�ÒdÐPÑcÜÝÕqÐYØÝø7×ÝÛIÚPÛ

Ep
ÑcÒ9ÐP×ÝÛNà�ÓiÜ�ÓiÕh×
Òdá�Ó>ÕIÛN÷GÑ�ô
ÛIÜUÔaó�ùEý é ��� éD�ÙiÚKÐ]Ó%ü�ý��jÿ�×·Ó>Ò2ÒdÐPêÝè·Ñ�ÛYè�ÐP×·ÛUæcÓiÐKÐPÑcÕIÛpÙGÖ�ÕYæ�ÙGÒKÛIè!ÑcèÝÛYÓ>æcÒëÑcÜ

B(E)
ÖWÙ>Ú

E = `p ⊕ `q
Øzø7×ÝÛIÚPÛ

1 < p < q <∞ é #CÑ�Ò�å�Ó>Ñ�Ü
ÚPÛYÒKêÝæ}ÐPÒ�ÓiÚPÛ«ÐP×·ÓiÐ
G `p(E)

(
(

{0} ( F (E) = K (E) ( S (E) = E (E) = G `p(E) ∩ G `q(E) B(E),(
(G `q(E)

Ó>ÜÝèëÐP×·ÓiÐYØ>ÑcÜ2ÐP×ÝÛ9ÕYÓ>ÒKÛYÒ�ø7×ÝÛIÚPÛ9ÛYÑ}ÐP×ÝÛIÚ
p = 2

Ù>Ú
q = 2

ØGÑ�Ö
J

Ñ�Ò�Ó>Ü
ó2ÙiÐP×·ÛqÚ�ÕIæcÙGÒKÛIèëÑcèÝÛjÓiæÝÑcÜ
B(E)

Ø
ÐP×·ÛIÜ°Ü·ÛIÕIÛYÒKÒPÓiÚPÑ�æ�ó

K (E) ( J ( S (E) é � ÙGæ�ã�åöÓ>ÜÝÜ�ü � �4ÿ?×�ÓiÒ�÷GÛIÜ·ÛqÚ]Ó>æ�ÑcßIÛYè�D�ÙiÚKÐ]Ó-� Ò7ÚPÛIÒKêÝæ�ÐPÒ7ÐPÙÓiÚKÔ·Ñ�ÐKÚ]ÓiÚKó�â·ÜÝÑ�ÐPÛäèÝÑ�ÚPÛIÕIÐ'ÒKê·åëÒ2ÙGÖ
`p
ÞEÒdá�Ó>ÕYÛIÒ é Ï_ÜÝèÝÛYÛIè�ØzÒKÛqÐ E := `p1

⊕ `p2
⊕ · · · ⊕ `pn

Ø?ø7×ÝÛIÚPÛ
n ∈ {2, 3, . . .} ÓiÜ·è 1 6 p1 < p2 < · · · < pn <∞ é � ×ÝÛYÜ
×ÝÛN×·Ó>Ò�áÝÚPÙjô
ÛIè
ÐP×·ÓiÐ9ÐP×ÝÛNå�Ó4á·á·Ñ�Ü·÷

s 7→ {T ∈ B(E)
∣∣ QkTJk ∈ K (`pk) (k /∈ s)}

ÑcÒ*Ó�æcÓiÐKÐPÑcÕIÛ7Ñ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÒKå ÖWÚPÙ>å
P({1, . . . , n}) Ù>ÜaÐPÙNÐP×ÝÛ7ÒKÛIÐ�ÙGÖ�ÕYæ�ÙGÒKÛIèäÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ÑcÜ B(E)

ÕIÙGÜ
Ð]Ó>ÑcÜ�Þ
ÑcÜÝ÷�ÐP×·Û�ÑcèÝÛjÓiæ

S (E)
ÙGÖ<ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}ó°ÒKÑcÜÝ÷GêÝæcÓiÚXÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒIØ�ø7×ÝÛqÚPÛ

Jk : `pk → E
Ó>ÜÝè

Qk : E → `pkè·ÛIÜÝÙ>ÐPÛCÐP×ÝÛ«ÕYÓ>ÜÝÙGÜÝÑcÕYÓ>æ�ÛIå�Ô0ÛIè·èÝÑ�Ü·÷öÓ>ÜÝèpáÝÚPÙ��dÛIÕIÐPÑ�ÙGÜ�Ø�ÚPÛIÒdá0ÛYÕqÐPÑ�ôGÛYæ}ó é Ï_Üpá�ÓiÚKÐPÑ�ÕYêÝæcÓiÚYØ�ÐP×ÝÛqÚPÛXÓiÚPÛ«Û ��ÞÓ>ÕIÐPæ}ó
n
å�Ó���Ñ�å�Ó>æ?ÑcèÝÛYÓ>æcÒ7ÑcÜ

B(E) é 	aÑ�åöÑcæcÓiÚ�ÚPÛIÒKê·æ}ÐPÒ7×·Ù>æcè$ÑcÖzÙGÜÝÛ�ÙGÖ.ÐP×ÝÛ�Òdá�Ó>ÕIÛYÒ `pk Ñ�Ò7ÚPÛqá�æcÓ>ÕIÛYèø7Ñ�ÐP×
c0 éà9êÝÑ�æcèÝÑcÜÝ÷°ÙGÜ#ø¿Ù>ÚKã#ÙGÖ � ÙGÒKÛIÜ
ÐP×·Ó>æ7ü � �iÿ*ÓiÜ·è�	aÕh×ÝÛIÕh×
ÐPå�Ó>Ü�ü � �qÿ,Ø<D�Ñ�ÛIÐPÒKÕ]×�×·Ó>ÒNèÝÛIåöÙGÜÝÒdÐKÚ]ÓiÐPÛIè

ÐP×�Ó4ÐUÐP×·ÛqÚPÛ�ÓiÚPÛ�Ñ�Ü�â�ÜÝÑ}ÐPÛYæ}ó�å�Ó>Ü
ó�ÕIæcÙGÒKÛIè ÑcèÝÛYÓ>æcÒUÑcÜ
B(Lp[0, 1])

ÖWÙ>Ú
ÛjÓiÕh×
p ∈ ]1,∞[ \ {2} é

ò ÙiÚPÛYÙjôGÛIÚYØ�×·Û$×·Ó>Ò�ÒK×ÝÙjø7Ü�ÐP×·ÓiÐöÐP×ÝÛIÚPÛ$ÓiÚPÛ$êÝÜÝÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ}ó�å�ÓiÜaóõÕIæcÙGÒKÛIè�ÑcèÝÛjÓiæcÒäÑcÜ B(C[0, 1])ùmÒKÛYÛ#ü ýGþ�Ø � ×ÝÛYÙiÚPÛYåöÒöþ é ý é �#Ó>ÜÝè�þ é ý é ���qÿ � é Ï_Ü�Ô�ÙiÐP×!ÕYÓ>ÒKÛIÒIØzÐP×·ÛäÑcèÝÛjÓiæcÒë×·ÓYôGÛpÐP×·ÛpÖMÙiÚPå G F (E)
Ø

ø7×·ÛqÚPÛ
F
Ú]Ó>ÜÝ÷GÛIÒ.ÙYô
ÛIÚ.Ó7ÕIÛqÚKÐ]Ó>ÑcÜXÖmÓ>åëÑcæ�óXÙGÖ�ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜaÐPÛIè�ÒKê�Ô·Òdá�Ó>ÕIÛYÒ.ÙGÖaÐP×ÝÛ�ê·ÜÝèÝÛqÚPæ�ó�Ñ�Ü·÷�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×

Òdá:ÓiÕYÛ
E é��èÝÛIæcÒdÐPÛIÑcÜpÓ>ÜÝè ò Ñ�Ð_ó
Ó>÷GÑcÜ#ü �Yþ�Øaá é ���Gþ4ÿ0Ù>Ô·ÒKÛqÚKô
ÛIèäÐP×·ÓiÐ*ÐP×ÝÛCÑ�è·ÛYÓ>æ W (Jp)

ÙGÖ0ø¿ÛjÓ4ã�æ�ó�ÕIÙGåëá�Ó>ÕqÐ
Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒ2Ñ�ÒöÓçå�Ó���Ñcå�Óiæ¿ÑcèÝÛYÓ>æ¿ÙGÖ�ÕIÙ�èÝÑcåöÛIÜÝÒKÑcÙGÜ!Ù>Ü·ÛpÑcÜ

B(Jp)
Ø.ø7×ÝÛIÚPÛ

1 < p < ∞ Ó>ÜÝè
JpÑcÒ7ÐP×·Û

p ���
�aê·Ó>ÒKÑ}Þ,ÚPÛ��·Û ��Ñ�ô
Û
�
Ó>åöÛIÒCÒdá:ÓiÕYÛUùPì��Iúzü �&�>ÿ � é � ×ÝÛ�âÝÚPÒdÐ«Ó>ê�ÐP×ÝÙ>Úëü � ��Ø � ×·ÛIÙ>ÚPÛIå � é � �jÿz×�ÓiÒá·ÚPÙYô
ÛYèUÐP×�Ó4Ð

W (Jp)
ÑcÒ�ÐP×ÝÛNÙGÜÝæ}ó
å�Ó���Ñ�å�Ó>ærÑcèÝÛYÓ>æ?ÑcÜ

B(Jp)
Ø�Ó>ÜÝè�Ø�êÝÒKÑcÜÝ÷öÐPÛYÕ]×ÝÜÝÑ �aêÝÛIÒ�ÒKÑ�åöÑcæcÓiÚ7ÐPÙ

� ÙGæ}ã�å�Ó>ÜÝÜ�� ÒIØ
×ÝÛ�×·Ó>Ò*ÓiáÝá·æcÑ�ÛYèöÐP×ÝÑcÒ<ÚPÛYÒKêÝæ�Ð�ÐPÙNÕYÙGÜÝÒdÐKÚPêÝÕqÐ*à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕYÛIÒ
E
ÒKêÝÕ]×�ÐP×·ÓiÐ

B(E)
×·Ó>Ò

Ó>Ü
óäÒdá0ÛIÕYÑ}â�ÛIèäâ·ÜÝÑ�ÐPÛ�Üaê·åNÔ�ÛqÚ9ÙGÖrå�Ó���Ñ�å�Ó>æ:ÑcèÝÛYÓ>æcÒ¿ÙGÖrÓ>Ü
óäÒdá0ÛIÕYÑ}â·ÛYèpÕIÙ�èÝÑcåëÛYÜÝÒKÑcÙ>Ü·Ò é �·êÝÚKÐP×ÝÛqÚYØaÐP×·ÛælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛXÙ>ÖzÕIæcÙGÒKÛIè°ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ÑcÜ
B(Jp)

×·Ó>Ò9ÐP×ÝÛNÖWÙ>ÚPå

{0} ( F (Jp) = K (Jp) = S (Jp) = E (Jp) ( G `p(Jp) ( W (Jp) ( B(Jp),Ó>ÜÝè°Ñ�Ö.ÐP×·ÛqÚPÛNÓiÚPÛNÓ>Ü
óUÙ>ÐP×ÝÛIÚ7ÕIæcÙGÒKÛIè°Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ò
J

Ñ�Ü
B(Jp)

Ø�ÐP×ÝÛYÜUÐP×ÝÛIóp×�ÓIô
ÛXÐPÙëÒPÓiÐPÑcÒKÖló
G `p(Jp) (J ( W (Jp)ùmÒKÛYÛpü � �aØ0á é þ�� �jÿ � é ��ÙiÚ p = 2

Ø:ÐP×ÝÛIÚPÛ'ÑcÒXÓiÐ«æ�ÛjÓ>ÒdÐ«ÙGÜÝÛ2ÒKêÝÕh×#ÕYæ�ÙGÒKÛIè#ÑcèÝÛYÓ>æ é Ï_ÜÝèÝÛYÛIè�Ø0Ô·êÝÑcæ�èÝÑcÜÝ÷UÙGÜø¿Ù>ÚKã�ÙGÖ �CÑ�ÛYÒdó�Ó>ÜÝè �
Ó>åöÛIÒpü � �YÿEØ � Ó>ÒPÓ>ßIßjÓ�Ø " ÑcÜ�ØzÓ>ÜÝè " ÙG×Ýå�Ó>Ü�ü �aØ � ×ÝÛIÙ>ÚPÛYå �YýÝùmÑ'�Sÿ*ÙiÔ�ÒKÛqÚKô
ÛIè
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ÐP×�Ó4Ð
J2

ÕYÙ>ÜaÐ]ÓiÑcÜÝÒöÓ#ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜ
ÐPÛYè!ÒKê�Ô�Òdá�Ó>ÕIÛ
Ñ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕpÐPÙ
E := (

⊕∞
k=1 `

k
∞)`2

Ø<Ó>ÜÝè%ÐP×·Û
â·ÚPÒdÐ�ÓiêÝÐP×ÝÙ>Ú7×·Ó>Ò7ÒK×ÝÙjø7Ü
ÐP×·ÓiÐ

GE(J2)
ÑcÒ7ÜÝÛIÑ�ÐP×ÝÛqÚ7Û��aê·Ó>æ0ÐPÙ

G `2(J2)
ÜÝÙ>Ú�ÐPÙ

W (J2) é
# ×·Ñ�æcÛ°ÒKÙGæ�ô�ÑcÜÝ÷�ÐP×ÝÛ$êÝÜÝÕYÙ>Ü·èÝÑ}ÐPÑcÙGÜ·Ó>æ7Ô�Ó>ÒKÑ�ÕçÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛ°áÝÚPÙ>Ô·æ�ÛYå
Ø �CÙjø¿ÛIÚPÒpÓ>ÜÝè ò Ó>ê�ÚPÛIó�ü ���iÿ

ÖMÙGêÝÜÝè2ÐP×·Û¿âÝÚPÒdÐ�Û���Ó>åëá·æcÛ9ÙGÖ0ÓC×·ÛqÚPÛIè·Ñ}Ð]ÓiÚPÑcæ}ó'ÑcÜÝèÝÛYÕIÙGåëá0ÙGÒPÓiÔ·æ�Û�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×öÒdá�Ó>ÕYÛ é � ×ÝÛqóëÓ>æ�ÒKÙXÒK×ÝÙjø¿ÛYèÐP×�Ó4ÐäÐP×ÝÛ$ÑcèÝÛYÓ>æ
S (E)

ÙGÖ«ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}ó�ÒKÑ�Ü·÷>ê·æcÓiÚUÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒäÑcÒpÓ�å�Ó���Ñ�å�Ó>æ�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ù>ÖXÕYÙaè·Ñ�åöÛIÜ·ÒKÑ�ÙGÜ
ÙGÜÝÛ�ÑcÜ

B(E)
ÖWÙ>Ú'ÛYÓ>Õ]×�ÒKêÝÕ]×�Òdá:ÓiÕYÛ

E I ÙGÜÝÕYÛäÓ>÷GÓ>ÑcÜ�Ø?ÐP×·Ñ�Ò�å�Ó���Ñ�å�Ó>æ�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ñ�Ò�ê·ÜÝÑ �aêÝÛ#ùmÒKÛIÛ$ü � ��ØD�ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ�ÐPÑ�ÙGÜ � é �jÿ � é
� ÕYÙ>åëá·æcÛqÐPÛYæ}óNèÝÑ��0ÛIÚPÛIÜ
ÐzÕYæcÓ>ÒKÒzÙ>ÖÝà�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕYÛIÒ E ø7Ñ}ÐP×�ÐP×ÝÛ�áÝÚPÙ>á0ÛIÚKÐ_óXÐP×·ÓiÐ?ÐP×ÝÛ*Ñ�èÝÛjÓ>æ

S (E)ÙGÖ�ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}ó�ÒKÑ�Ü·÷>ê·æcÓiÚëÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ'Ñ�Ò'ÐP×ÝÛäêÝÜ·Ñ �aêÝÛpå�Ó���Ñcå�Ó>æ*Ñ�èÝÛjÓ>æ*Ñ�Ü
B(E)

×�ÓiÒ'Ô0ÛIÛYÜ�èÝÛIÒKÕIÚPÑ}Ô�ÛIè
Ô�ó # ×ÝÑ}ÐPæcÛqó�ü � �aØ � ×ÝÛIÙ>ÚPÛIå � é �4ÿ é 
 Ó>åëÛYæ}ó
ØzÐP×ÝÑcÒ2ÑcÒ2ÐKÚPêÝÛUÖWÙ>ÚöÛYÓ>Õ]×!à�Ó>Ü·Ó>Õ]×!Òdá�Ó>ÕIÛ E ø7×ÝÑcÕ]×õÑ�Ò
ì]î&, 00í�ð�,�ð��4) 2
�qí���,G%��9%(, 2>íÝÑ�Ü2ÐP×ÝÛ¿ÒKÛIÜÝÒKÛ¿ÐP×·ÓiÐ<ÛYÓ>Õh×2ÕIæcÙ>ÒKÛYè�Ø>ÑcÜ�â·ÜÝÑ�ÐPÛqÞEèÝÑcåöÛIÜÝÒKÑcÙGÜ·Ó>æ�ÒKêÝÔ·Òdá�Ó>ÕIÛ�Ù>Ö

EÕYÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�ÜÝÒ�ÓUÒKê�Ô·Òdá:ÓiÕYÛëø7×ÝÑcÕ]×�Ñ�ÒNÑ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕöÐPÙ
E
Ó>ÜÝè�ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜaÐPÛIè�Ñ�Ü

E é 	aÕ]×·æ�êÝåëáÝÚPÛYÕ]×
Ð!� ÒÒdá:ÓiÕYÛ
S
ÑcÒ�Ó>ÜUÑ�ÜaÐPÛqÚPÛIÒdÐPÑcÜÝ÷ëÛ��ÝÓiåëá·æcÛ«ÙGÖ.Ó2ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜaÐ]Ó4Ô�æ}ópåöÑcÜÝÑcåöÓ>ærà�ÓiÜ�ÓiÕh×UÒdá�Ó>ÕIÛ�ùmÒKÛIÛöü � �4ÿ'� é

� ÜÝè�ÚPÙGêÝælÓiã�ÑcÒ�Ó>ÜÝè 	aÕh×Ýæ�ê·å2á·ÚPÛIÕ]×aÐçü �qÿ7×·ÓYôGÛ
áÝÚPÙjô
ÛIèõÐP×·ÓiÐ�ÜÝÙGÜ�ÞEÕIÙGåëá�Ó>ÕqÐYØ�ÒdÐKÚPÑcÕqÐPæ�ó!ÒKÑ�ÜÝ÷GêÝælÓiÚ
Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒëÛ ��ÑcÒdÐ2Ô�ÙiÐP×!ÙGÜ 	�Õ]×ÝæcêÝåëáÝÚPÛIÕh×
Ð!� ÒöÒdá�Ó>ÕIÛ

S
Ó>ÜÝè!ÙGÜ%ÐP×·Ûpá�ÓiÚKÐPÑ�ÕYêÝæcÓiÚö×·ÛqÚPÛIè·Ñ}Ð]ÓiÚPÑcæ}ó%Ñ�Ü�Þ

è·ÛIÕIÙGåëá0ÙGÒPÓiÔ·æcÛ2à9Ó>Ü·Ó>Õh×çÒdá�Ó>ÕIÛ
E
ÐP×�Ó4Ð �CÙjø¿ÛIÚPÒXÓ>ÜÝè ò Ó>ê�ÚPÛqó$ÕIÙGÜÝÒdÐKÚPê·ÕqÐPÛIè#Ñ�Ü%ü ���iÿEØ0Ó>ÜÝè#ÒKÙUÖWÙ>Ú

F = S
Ó>ÜÝè

F = E
Ø
S (F )

Ñ�Ò�Ü·ÙiÐ9ÐP×ÝÛXÙGÜÝæ�ópÜÝÙGÜ�Þ,ÐKÚPÑ�ô�ÑcÓ>æ�ÕIæcÙGÒKÛIè
Ñ�è·ÛYÓ>æ�ÑcÜ
B(F ) é Ï_ÜUÐP×ÝÛXÒKÛIÕIÙGÜÝèÕjÓ>ÒKÛ � ÜÝè�ÚPÙGêÝælÓiã�ÑcÒCÓ>ÜÝè
	aÕh×Ýæ�ê·å2á·ÚPÛIÕ]×aÐ«×·ÓYôGÛ'ÛIôGÛYÜ$ÒK×ÝÙjø7Ü$ÐP×·ÓiÐ�ÐP×ÝÛ��aêÝÙ>ÐPÑcÛIÜ
Ð

S (E)/K (E)
ÑcÒ

Ü·Ù>ÜÝÞEÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛNÔ�ó
ÛYåNÔ�ÛIèÝèÝÑcÜÝ÷�ÐP×ÝÛ�à9Ó>Ü·Ó>Õh×$Òdá�Ó>ÕIÛ
`∞/c0

ÑcÜ
ÐPÙäÑ}ÐëùmÒKÛIÛäü �GØÝá é �
���4ÿ � é 
 ÛIô
ÛqÚKÐP×ÝÛIÞæcÛIÒKÒIØzÑ}Ð2ÑcÒ'êÝÜ�ã�ÜÝÙjø7Ü�ÖWÙ>Ú'Ô0Ù>ÐP×�Òdá:ÓiÕYÛIÒ2×ÝÙjø å�Ó>Ü
ó�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ò
ùmÑ�Ö�Ó>Ü
ó �CÐP×ÝÛIÚPÛäÓiÚPÛ�Ô�ÛqÐ_ø¿ÛIÛYÜ
K (F )Ó>ÜÝè

S (F ) éÏSÐ�ÑcÒ�ÓCå�Ó��dÙiÚ<Ù>á0ÛYÜ�áÝÚPÙ>Ô·æcÛIå ø7×·ÛqÐP×ÝÛIÚ�Ù>Ú�Ü·ÙiÐ�ÐP×ÝÛqÚPÛ¿Û ��ÑcÒdÐPÒ�ÓCà�Ó>Ü·Ó>Õ]×'Òdá:ÓiÕYÛ
E
ÒKêÝÕh×'ÐP×·ÓiÐzÐP×·Û

ÑcèÝÛjÓiæ�Ù>Ö�ÕIÙGåëá�Ó>ÕqÐXÙiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒCÑcÒXÓpå�Ó���Ñcå�Ó>æzÑ�è·ÛYÓ>æ�Ù>Ö�ÕIÙ�èÝÑcåëÛYÜÝÒKÑcÙ>Ü�ÙGÜÝÛ2ÑcÜ
B(E) é � ×ÝÛ'ÚPÛYÓ>èÝÛIÚÑcÒëÚPÛYÖWÛIÚKÚPÛIèõÐPÙ 	aÕh×Ýæ�ê·å2á·ÚPÛIÕ]×aÐ!� Ò�á�Óiá0ÛqÚçü �aýiÿ7ÖWÙ>ÚöÐP×·Û
ÕYê�ÚKÚPÛIÜaÐ�ÒdÐ]ÓiÐPÛ°Ù>Ö�ÐP×·Ñ�Ò�èÝÑ���ÕYêÝæ}Ð�á·ÚPÙiÔ�æ�ÛYå

ÐPÙG÷GÛqÐP×·ÛqÚ9ø7Ñ�ÐP×°Ó>Ü°Ñ�åëáÝÚPÛYÒKÒKÑ}ô
ÛNÜÝÛIø åöÛqÐP×ÝÙ�è
ÙGÖ�ÓiÐKÐ]Ó>ÕPã é	a×ÝÛYæcÓ>×!ü ���Gÿ�÷
ÓIô
Û'ÐP×ÝÛ'â·ÚPÒdÐXÛ �ÝÓ>åëá·æ�Û2ÙGÖ�ÓpÜÝÙGÜ�ÞEÒKÛqá:Ó4Ú]ÓiÔ·æcÛëà�Ó>Ü·Ó>Õ]×#Òdá�Ó>ÕIÛ
E
ÖWÙ>Ú«ø7×ÝÑcÕ]×çÐP×·Û

ÑcèÝÛjÓiæ
X (E)

ÙGÖ.Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ¿ø7Ñ�ÐP×
ÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛXÑcåöÓ>÷GÛIÒ�×·Ó>Ò�ÕIÙ�èÝÑcåöÛIÜÝÒKÑcÙGÜ
ÙGÜÝÛXÑ�Ü
B(E) é #CÙYø¿ÛIô
ÛqÚYØ	�×ÝÛIælÓ>×�� Ò�ÕIÙGÜÝÒdÐKÚPê·ÕqÐPÑcÙ>ÜëÚPÛIæcÑ�ÛYÒ<Ù>ÜëÐP×ÝÛ�Ó>ÒKÒKêÝåëáÝÐPÑcÙGÜöÙGÖ:Ó>ÜöÓ���ÑcÙ>å ÙGê�ÐPÒKÑ�è·Û��>� � ØGÐP×ÝÛ9ÒKÙ>ÞEÕYÓ>æcæ�ÛYè �ℵ1ùMø7×·Ñ�Õh×UÑcÜUÐPê�ÚPÜ
Ñ�Ò�Ó2ÕYÙ>Ü·ÒKÛ��aêÝÛIÜ·ÕIÛXÙGÖzÓ2ÒKÛIÐKÞ,ÐP×ÝÛIÙ>ÚPÛIÐPÑ�ÕXÓ���ÑcÙ>å�ã�ÜÝÙjø7Ü°Ó>Ò

V = L
� é #«Ó4á·á·Ñ�æ�óGØ�ÐP×·Ñ�ÒÛ���ÐKÚ]Ó2Ó���ÑcÙGå�Ñ�Ò�ÑcÜ
ÖMÓ>ÕqÐ�ÜÝÙ>Ð�ÜÝÛYÕIÛIÒKÒPÓiÚKó H>	a×ÝÛYæcÓ>×°Ó>ÜÝè 	
ÐPÛIáÝÚ]Ó>ÜÝÒXü �aþjÿr×�ÓIô
ÛNÒK×ÝÙjø7ÜUÐP×·ÓiÐ�ÒKêÝÕ]×
à�ÓiÞ

Ü�ÓiÕh×'Òdá�Ó>ÕYÛIÒ�Û ��ÑcÒdÐzø7Ñ}ÐP×·Ñ�Ü��4� � é&# ÓiÚKã�ü � �4ÿ�×·Ó>Ò�ÒKê�Ô·ÒKÛ��
ê·ÛIÜ
ÐPæ�ó�åöÙaè·Ñ}â·ÛYè 	a×ÝÛYæcÓ>×ëÓ>ÜÝè 	
ÐPÛIáÝÚ]Ó>ÜÝÒ�� ÒÕYÙGÜÝÒdÐKÚPêÝÕqÐPÑcÙGÜXÐPÙ7Ù>ÔÝÐ]Ó>Ñ�Ü'Ó9ÚPÛ��·Û ��Ñ�ôGÛ�Û �ÝÓ>å2á�æ�Û é �·ê�ÚKÐP×ÝÛIÚYØ4Ó>ÒKÒKêÝåöÑ�ÜÝ÷CÛIÑ�ÐP×ÝÛqÚ ò ÓiÚKÐPÑcÜ�� Ò.Ó���Ñ�ÙGå Ù>Ú?ÐP×·Û
ÕYÙGÜ
ÐPÑ�Ü�êÝêÝå ×
ó�á0Ù>ÐP×ÝÛYÒKÑ�ÒIØ �CÙGÒKßIåöÑ�è·ÛqÚ'ü ���jÿ.×·Ó>Ò9ÚPÛYÕIÛIÜaÐPæ}óUÖMÙ>ê·ÜÝè$Ó2ÕYÙGå2á:ÓiÕIÐ7ÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛNÒKÕYÓiÐKÐPÛqÚPÛYè
Ü·Ù>ÜÝÞEåëÛIÐKÚPÑ�ßjÓiÔ·æ�Û #«Ó>êÝÒKè·ÙiÚ ��Òdá�Ó>ÕYÛ

K
ÒKêÝÕ]×°ÐP×·ÓiÐ�ÐP×ÝÛNà�ÓiÜ�ÓiÕh×°Òdá�Ó>ÕIÛ

E = C(K)
ÙGÖzÕIÙGÜ
ÐPÑcÜaêÝÙGêÝÒ

ÖMêÝÜÝÕIÐPÑ�ÙGÜÝÒXÙ>Ü
K
×·Ó>Ò«ÐP×ÝÑcÒCáÝÚPÙ>á0ÛIÚKÐ_ó é ù 
 Ù>ÐPÛ�ÐP×�Ó4Ð E ÑcÒXÜÝÛIÕYÛIÒKÒPÓiÚPÑ�æ�óçÜÝÙGÜ�ÞEÒKÛIá�ÓiÚ]Ó4Ô�æ�Û2Ô�ÛIÕYÓ>êÝÒKÛ

KÑcÒ7ÜÝÙGÜ�ÞEåöÛqÐKÚPÑcßYÓiÔ·æcÛ é �
� ÚP÷>óaÚPÙGÒöÓ>ÜÝè � ÙGæ�ÑlÓ>Ò°ü �4ÿ�×�ÓIô
Û
ÕYÙGÜÝÒdÐKÚPêÝÕqÐPÛYèõÓ#ÜÝÙGÜ�ÞEÒKÛIá�ÓiÚ]ÓiÔ·æ�ÛGØ�ÜÝÙGÜ�Þ,ÚPÛ���Û ��Ñ}ô
Û
×·ÛqÚPÛIè·Ñ}Ð]ÓiÚPÑcæ}ó

ÑcÜÝèÝÛYÕIÙGåëá0ÙGÒPÓiÔ·æ�ÛNà�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕIÛ
E
ÖMÙ>Ú�ø7×ÝÑcÕ]×

S (E) = W (E) = X (E) é
ò Ó>Ü�ã�Ñ�ÛIø7Ñ�ÕYß�ü�ý��4ÿ.ÙGÜ°ÐP×ÝÛ�Ù>Ü·ÛN×·Ó>ÜÝèrØ0ÓiÜ·è��XÓ>æ�ÛYÒIØ " Ùjó
Ø:Ó>ÜÝè # Ñ�æcæ�ÑcÒ'ü ���qÿ.ÙGÜ°ÐP×ÝÛ�Ù>ÐP×ÝÛqÚYØ�×·ÓYô
Û

ÖMÙGêÝÜÝèçà�Ó>Ü·Ó>Õ]×#Òdá�Ó>ÕIÛIÒ
E
ÒKêÝÕh×çÐP×·ÓiÐ

`∞
Ñ�ÒXÓ �
ê·ÙiÐPÑcÛIÜaÐCÙGÖ

B(E) é ÏSÐ«ÖMÙGæ�æcÙjø7Ò�ÐP×·ÓiÐYØ:ÖMÙ>Ú«ÛYÓ>Õ]×çÙGÖÐP×·ÛIÒKÛ7Òdá�Ó>ÕIÛIÒ
E
Ø
B(E)

×�ÓiÒ*ÓiÐ�æcÛYÓ>ÒdÐ
22ℵ0 åöÓ���ÑcåöÓ>æ�ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�Ù>Ö�ÕIÙ�èÝÑcåöÛIÜÝÒKÑcÙGÜ�Ù>Ü·Û é�# ×ÝÛYÜ�ÒKÙ>æ�ô�Ñ�Ü·÷

à�Ó>Ü·Ó>Õ]× � Òz×aóaá�ÛqÚKá·ælÓ>ÜÝÛ*áÝÚPÙ>Ô·æcÛIå
Ø �CÙjø¿ÛIÚPÒzÕYÙGÜÝÒdÐKÚPêÝÕqÐPÛYè2Ó�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×2Òdá�Ó>ÕIÛ
G
ÒKêÝÕh×'ÐP×·ÓiÐ

`∞/c0
Ñ�Ò<Ó

�aêÝÙ>ÐPÑcÛIÜ
Ð¿ÙGÖ
B(G)

ùmÒKÛYÛ�ü � �4ÿ0Ó>ÜÝè#ü �/�qÿ � é � ×ÝÛ7â·ÚPÒdÐ9ÓiêÝÐP×ÝÙ>Ú«ü � ��Ø � ×·ÛIÙ>ÚPÛIå � é �>ÿ0×·Ó>Ò*ÕYæcÓ>ÒKÒKÑ�â·ÛIèäÐP×ÝÛ



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 ���

å�Ó���Ñ�å�Ó>ærÑ�èÝÛjÓ>æ�Ò7Ñ�Ü
B(G)

Ôaó
Ù>Ô·ÒKÛqÚKô�ÑcÜÝ÷ëÐP×·ÓiÐ7ÛYÓ>Õ]×
ÒKê·Õ]×°ÑcèÝÛjÓiærÑcÒ9ÐP×ÝÛXáÝÚPÛIÑcå�Ó>÷>ÛNÙGÖzÓëå�Ó���Ñcå�Ó>æ
ÑcèÝÛjÓiærÑcÜ

`∞/c0 é
# Û9ÕYÙGÜÝÕIæcêÝèÝÛ9ÐP×ÝÑcÒ�ÒKê�ÚKô
ÛIó'ø7Ñ�ÐP×ëÒKÙGåöÛ9ÚPÛIå�ÓiÚKã�Ò�ÓiÔ0ÙGê�Ð B(`∞) é ù 
 Ù>ÐPÛ¿ÐP×·ÓiÐ�ÐP×ÝÑ�Ò�ÑcÒ�ÐP×ÝÛ�ÒPÓ>åöÛÓ>Ò

B(L∞[0, 1])
Ô0ÛYÕYÓ>êÝÒKÛ�D�Û��MÕIßIó��·Òdã�Ñ:ü�ý �>ÿa×·Ó>ÒzÒK×ÝÙjø7Ü�ÐP×·ÓiÐ?ÐP×ÝÛ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕYÛIÒ

`∞
Ó>ÜÝè

L∞[0, 1]ÓiÚPÛ2Ñ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕ é � �CÙG×
Ô0ÛqÚP÷ÝØ ò Ó4ÚKã�êÝÒIØrÓ>ÜÝè��·ÛYæ�è·åöÓ>Üõü � ��Ø � ×ÝÛYÙiÚPÛYå þ é ýjÿ<ÙiÔ�ÒKÛqÚKô
ÛIèçÐP×·ÓiÐCÐP×ÝÛIÚPÛÓiÚPÛ�ÒdÐKÚPÑcÕqÐPæ�óöÒKÑ�Ü·÷>ê·æcÓiÚYØ�ÜÝÙGÜ�ÞEÕYÙGå2á:ÓiÕIÐ¿Ù>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ*ÙGÜ
`∞ é ÏSÐ*ÖMÙGæ�æcÙjø7Ò*ÖWÚPÙGå ü�ý���Ø D�ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ}ÐPÑcÙGÜ � é Ö é �iÿÐP×�Ó4Ð

W (`∞)
Ñ�Ò�ÐP×ÝÛ�êÝÜ·Ñ �aêÝÛ�å�Ó���Ñ�å�Ó>æ.ÑcèÝÛYÓ>æ?ÑcÜ

B(`∞) é Ï_ÜÝè·ÛIÛIèrØ�ÒKê�áÝá�Ù>ÒKÛ'ÐP×·ÓiÐ T ∈ B(`∞)
Ñ�Ò

Ü·ÙiÐXø¿ÛjÓ4ã�æ�óçÕIÙGåëá�Ó>ÕqÐ é � ×ÝÛIÜ�Ø�Ô�ó$ÐP×ÝÛ�Ó4Ô�ÙYô
ÛIÞEåëÛYÜ
ÐPÑcÙ>Ü·ÛIè�áÝÚPÙ>á0ÙGÒKÑ}ÐPÑcÙGÜ�Ø�ÐP×ÝÛqÚPÛëÑcÒNÓUÒKê�Ô·Òdá�Ó>ÕIÛ EÙGÖ
`∞

ÒKêÝÕ]×UÐP×�Ó4Ð
E ∼= `∞

Ó>ÜÝè
T
Ñ�Ò9Ô0ÙGêÝÜÝèÝÛYèUÔ0ÛIæcÙjø�ÙGÜ

E é-" ÛqÐ J : E → `∞
Ô0Û«ÐP×ÝÛ«ÑcÜÝÕIæcêÝÒKÑcÙGÜ

å�ÓiáÝá·ÑcÜÝ÷ÝØÝÓ>ÜÝèpæ�ÛIÐ
U : `∞ → E

Ô0Û«Ó>ÜpÑ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÒKå é-# ÛCÒKÛIÛ�ÐP×�Ó4Ð T (E)
ÑcÒ9Ó�ÕYæ�ÙGÒKÛIèpÒKê�Ô�Òdá�Ó>ÕIÛ

ÙGÖ
`∞

Ñ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕöÐPÙ
`∞ é 	aÑcÜÝÕIÛ `∞ ÑcÒNÑ�Ü��dÛIÕIÐPÑ}ô
ÛGØ�ÐP×ÝÑ�ÒNÑcåëá·æcÑ�ÛYÒXÐP×·ÓiÐ

T (E)
ÑcÒNÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜaÐPÛIè

ÑcÜ
`∞ é � Ó4ã
ÛëÓ>Ü#Ñ�è·ÛIåëá0Ù>ÐPÛIÜ
ÐXÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú Q ÙGÜ

`∞
ÒKêÝÕh×#ÐP×·ÓiÐ

imQ = T (E) é � ×ÝÛYÜ$ø¿Û2×�ÓIô
ÛöÓÕYÙGåëå'ê�Ð]ÓiÐPÑ�ô
ÛXèÝÑlÓ>÷iÚ]Ó>å

`∞
I`∞ //

U

��

`∞

E

U−1

OO

E
T |E

//

J

��

T (E)

(T |E)−1

OO

`∞
T // `∞.

Q

OO

# ÛCÕIÙGÜÝÕIæcêÝèÝÛ�ÐP×�Ó4Ð¿ÐP×ÝÛ«Ñ�è·ÛYÓ>æ:÷GÛIÜÝÛIÚ]ÓiÐPÛIèäÔaó T ÑcÒ
B(`∞)

Ø�Ó>ÜÝèUÒKÙ2ÛYÓ>Õ]×páÝÚPÙ>á0ÛqÚ9ÑcèÝÛYÓ>æ0Ñ�Ü
B(`∞)ÑcÒ7ÕIÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�Ü·ÛIè
ÑcÜ

W (`∞)
Ø�ÓiÒ�ÕYæcÓ>ÑcåöÛIè é� ×ÝÛCáÝÚPÙ�Ù>Ö?ÙGÖ�ü ý���Ø � ×ÝÛIÙ>ÚPÛYå � é Ö é ���4ÿ�ÒK×ÝÙjø7Ò¿ÐP×·ÓiÐ W (`∞) ⊆ S (`∞) é �·êÝÚKÐP×ÝÛqÚYØÝÛYÓ>Õ]×pø¿ÛYÓiã�æ}óÕYÙGå2á:ÓiÕIÐ7ÒKÛIÐ�ÑcÜ

`∞
Ñ�Ò�ÜÝÙ>ÚPå ÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛäùmÒKÛYÛ�ü�ýGý�Ø � ��ÛqÚPÕIÑcÒKÛ � é ���4ÿ �]Ø�Ó>ÜÝè$ÒKÙ W (`∞) ⊆X (`∞) é� ×·ÛëÑcèÝÛjÓiæcÒ

S (`∞)
ÓiÜ·è

X (`∞)
ÓiÚPÛëÔ�ÙiÐP×�áÝÚPÙ>á0ÛIÚNÔ0ÛIÕjÓiê·ÒKÛ

`∞
ÑcÒNÑ�Ü�â�ÜÝÑ}ÐPÛIÞEèÝÑcåëÛYÜÝÒKÑcÙ>Ü�Óiæ*Ó>ÜÝè

Ü·Ù>ÜÝÞEÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛ>Ø¿ÚPÛYÒdá0ÛIÕIÐPÑ}ô
ÛIæ�ó é #CÛYÜÝÕIÛçø¿Û#ÕIÙGÜÝÕYæ�ê·èÝÛçÐP×·ÓiÐ S (`∞) = W (`∞) = X (`∞)
Ô�ó

å�Ó���Ñ�å�Ó>æcÑ}Ð_óUÙGÖ
W (`∞) éÏSÐ°ÖMÙ>æcæcÙYø7Ò°ÖWÚPÙGå ü ���ÝØ9á é �&�
þ4ÿXÐP×·ÓiÐ `∞ ×�ÓiÒ°ÐP×ÝÛ�ùmåëÛIÐKÚPÑ�Õ��äÓiáÝá·ÚPÙ���Ñcå�Ó4ÐPÑcÙGÜ áÝÚPÙ>á0ÛqÚKÐ_ó
Ø�ÒKÙ

ÐP×�Ó4Ð
F (`∞) = K (`∞) é 	aÑcÜÝÕIÛëÜÝÙGÜ�ÞEÕYÙ>åëá�Ó>ÕIÐXÙ>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚPÒ«ÖWÚPÙ>å `∞

ÐPÙ
c0
Û���Ñ�ÒdÐ�ùPðjú�û
úcØ�ÒKÛIÛ
ü ����Ø

� ��ÛqÚPÕYÑ�ÒKÛ ��ùmÑ�ÑcÑ��]Ø0á é �����iÿ �]Ø K (`∞)
ÑcÒ«ÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}ó$ÕYÙ>ÜaÐ]ÓiÑcÜÝÛYèçÑcÜ

G c0(`∞) é � ×ÝÛ2ælÓiÐKÐPÛqÚ«ÑcÒXÓ�á·ÚPÙiá�ÛqÚÑcèÝÛjÓiærÓ>ÜÝèUÐP×aêÝÒ�ÕYÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�ÜÝÛYèUÑcÜ
W (`∞)

Ø�Ô�ê�Ð9ø¿ÛXèÝÙëÜ·ÙiÐ9ã�ÜÝÙjø ø7×·ÛqÐP×ÝÛIÚ9Ù>Ú7ÜÝÙ>Ð9ÐP×ÝÑcÒ9ÑcÜÝÕIæcêÝÒKÑcÙGÜ
Ñ�Ò
ÒdÐKÚPÑcÕqÐ é

# ÛXÒKê·åëå�ÓiÚPÑcßIÛXÐP×ÝÛ�Ó4Ô�ÙYô
ÛXÚPÛIÒKêÝæ�ÐPÒ7Ó>Ò7ÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò�H

{0} ( F (`∞) = K (`∞) ( G c0(`∞) ⊆ W (`∞) = X (`∞) = S (`∞) = E (`∞) ( B(`∞),
Ó>ÜÝè°ÜÝÙ>ÐPÛ«ÐP×·ÓiÐ7ÑcÖ?ÐP×ÝÛIÚPÛNÓiÚPÛNÓ>Ü
óUÙ>ÐP×ÝÛIÚ7ÕIæcÙ>ÒKÛYè°Ñ�èÝÛjÓ>æ�Ò

J
Ñ�Ü

B(`∞)
Ø�ÐP×ÝÛYÜUÐP×ÝÛIópå'êÝÒdÐ�ÒPÓiÐPÑ�ÒKÖWó

K (`∞) (J ( W (`∞).
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# Û�èÝÙ7ÜÝÙ>Ð.ã�Ü·ÙYø�ø7×ÝÛqÐP×·ÛqÚ.ÒKêÝÕ]×'Ñ�èÝÛjÓ>æ�Ò.Û ��Ñ�ÒdÐ é #CÙjø¿ÛIôGÛIÚYØYÒKÑcÜÝÕIÛ `∞ ÕIÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�Ü·Ò.ÒKê�Ô·Òdá�Ó>ÕIÛYÒ.Ñ�ÒKÙGåöÛqÐKÚPÑcÕ
ÐPÙ
E
Ó>ÜÝè

E′
ÖMÙ>Ú�Ûqô
ÛqÚKóëÒKÛqá�ÓiÚ]ÓiÔ·æcÛ�à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá:ÓiÕYÛ

E
ØGÑ�Ð�ÒKÛYÛIåöÒ�æcÑ}ã
ÛIæ�ó2ÐP×·ÓiÐ�ÖWê�ÚKÐP×·ÛqÚ�ÕYæ�ÙGÒKÛIè�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ò

ÕjÓ>ÜUÔ0ÛXÖMÙGêÝÜÝè$Ó>åöÙ>Ü·÷
GE(`∞)

ÓiÜ·è
G E′(`∞)

ØÝø7×ÝÛqÚPÛ
E
ÑcÒ7ÓëÒKÛIá�ÓiÚ]Ó4Ô�æ�ÛNà�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕIÛ é

� Î��7Í��0Í�! � ���@��Ì ! �>ÎëÏ_Ü%ÐP×ÝÑcÒëÒKÛIÕIÐPÑ�ÙGÜ%ø¿ÛUÒK×·Ó>æ�æ9ÒdÐPêÝèÝó�ÐP×ÝÛUælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛpÙGÖ�ÕYæ�ÙGÒKÛYè!ÑcèÝÛYÓ>æcÒëÑ�Ü
B(F )

Ø
ø7×·ÛqÚPÛ

F
Ñ�ÒUÙGÜÝÛ�ÙGÖ���Ñc÷>ÑcÛIæ�� ÒpÚPÛ��·Û ��Ñ�ôGÛ#à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá:ÓiÕYÛIÒ
ÜÝÙ>ÐUÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�Õ�ÐPÙ�ÐP×ÝÛYÑ}Ú � ÓiÚKÐPÛIÒKÑlÓ>Ü

Ò �aê·ÓiÚPÛYÒ é � ×·ÛIÒKÛ �zÑc÷GÑ�ÛYæ0Òdá�Ó>ÕIÛIÒ�ÓiÚPÛ `q ÞEèÝÑ�ÚPÛIÕqÐ9ÒKêÝåöÒ9ÙGÖ�â�ÜÝÑ}ÐPÛIÞEèÝÑcåëÛYÜÝÒKÑcÙ>Ü�Óiæ `p ÞEÒdá�Ó>ÕIÛYÒ9ÖWÙ>Ú9ÕIÛqÚKÐ]Ó>ÑcÜ
p
� ÒCÓ>ÜÝè

q
� ÒëùmÒKÛYÛ � ×ÝÛIÙ>ÚPÛYå � é �aØ·Ô�ÛIæcÙYøNØ:ÖMÙ>ÚCèÝÛqÐ]Ó>Ñcæ�Ò��]Ø0Ó>ÜÝèçÒKÙ�ÐP×ÝÛIó°ÓiÚPÛ�ÜÝÑcÕIÛ'ÑcÜ$å�Ó>Ü
ó
ø9ÓYó�Ò é Ï_Üá:Ó4ÚKÐPÑcÕIê·æcÓiÚYØ�ÑcÜUÐP×ÝÛ«æcÑ�÷G×
Ð7Ù>Ö � ×·ÛIÙ>ÚPÛIå � é �aØÝÙGÜÝÛXåöÑ�÷G×
Ð7Û ��á0ÛIÕIÐ¿ÐP×·ÓiÐ9ÐP×ÝÛ«ælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛ«ÙGÖ?ÕIæcÙGÒKÛIè
Ñ�è·ÛYÓ>æ�ÒÑcÜ

B(F )
ÖWÙ>Ú«Ó �zÑc÷GÑ�ÛYæ.Òdá�Ó>ÕIÛ

F
ø¿ÙGêÝæcè$Ô0Û7� ø¿ÛYæ�æ�Þ,Ô0ÛY×·ÓYôGÛYè�� é #CÙjø¿Ûqô
ÛIÚYØ·ÐP×ÝÑcÒ�ÑcÒ�ÜÝÙ>Ð7ÐP×·Û�ÕYÓ>ÒKÛ3H�ø¿ÛÒK×�ÓiæcærÒK×ÝÙjø�ÐP×·ÓiÐ¿ÐP×·Ñ�Ò�ælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛ«Ñ�Ò�êÝÜÝÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ�Û�Ó>ÜÝè
×·Ó>Ò�Óë×ÝÑ�÷G×Ýæ�óUÕIÙGåëá·æcÑ�ÕjÓ4ÐPÛYèUÙ>ÚPèÝÛIÚ�ÒdÐKÚPêÝÕIÐPê�ÚPÛ é�·Ù>Ú7Ó�ÚPÛjÓ>æ�ÜaêÝå�Ô0ÛqÚ

p > 1
Ó>ÜÝè°Ó'Ü�Ó4ÐPêÝÚ]Óiæ�ÜaêÝå�Ô0ÛIÚ

n
Ø�ø¿ÛXèÝÛYÜÝÙ>ÐPÛ�Ô�ó

`np
ÐP×ÝÛ

n
ÞEèÝÑ�åöÛYÜÝÒKÑ�ÙGÜ·Ó>æ

ô
ÛYÕqÐPÙ>Ú�Òdá�Ó>ÕYÛNÙYô
ÛIÚ�ÐP×ÝÛXÒKÕjÓiælÓiÚ�â�ÛIæcè
K
Û��aêÝÑ�áÝá0ÛYèUø7Ñ}ÐP×
ÐP×ÝÛXÜÝÙ>ÚPå

‖(α1, . . . , αn)‖ = (|α1|p + · · ·+ |αn|p)1/p (α1, . . . , αn ∈ K).

# ÛCø�ÚPÑ�ÐPÛ {e1, . . . , en}
ÖMÙiÚ7ÐP×ÝÛXÕYÓ>ÜÝÙGÜÝÑcÕYÓ>æ�Ô:ÓiÒKÑcÒ7ÙGÖ

`np é� ×�ÚPÙGêÝ÷G×ÝÙGê�ÐXÐP×·Ñ�ÒNÒKÛYÕqÐPÑcÙ>ÜrØ�ø¿Û2â"��ÓUÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛ
(pk)∞k=1

ÙGÖ�ÚPÛYÓ>æ<ÜaêÝå�Ô0ÛIÚPÒN÷>ÚPÛYÓiÐPÛqÚNÐP×·Ó>Ü�Ù>Ú
Û��aê·Ó>æ0ÐPÙ �>Ø�Ó2ÚPÛYÓ>æ�Ü�êÝå�Ô0ÛqÚ

q > 1
Ø·Ó>ÜÝè$ÓëÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛ

(nk)∞k=1

ÙGÖ.Ü·ÓiÐPê�Ú]Ó>ærÜaêÝå�Ô0ÛIÚPÒIØ�Ó>ÜÝè
ø¿ÛNÒKÛqÐ

ù�� é ��� F :=
( ∞⊕

k=1

`nkpk

)
`q
.

� ×·ÛXÖMÙ>æcæcÙYø7ÑcÜÝ÷öÚPÛIÒKêÝæ�Ð7Ñ�Ò�ÓëÕIÙGÜÝÒKÛ��
ê·ÛIÜÝÕYÛXÙGÖ¿ü ����Ø
� ��Ó>åëá·æcÛ�ý é �jÿ é
��� 69?�� 6�� $�C�A ù " Óiê·ÒdÐPÒKÛIÜ�Ø " ÙjóGØ�ÓiÜ·è � ÛYÓ>è � é � ð�) F �]ð )�
�ð � 2 �>2
ì�
#ï 0 2
ì]ðUñ
ð�� �0ð]ñ�%�� ù�� é ��� �2 �0ñäï+*�0 0·îiïIð )�
-23)

J
%Mï 2 �
%,ñ
ð+2>í %��

B(F )
�0î3)9ì]î �4) 2&%��:ð]ñ %��

F (F )
ú � 
�ð	� J

ì]î � ) 2&%��·ï�)�
�ð
%Eñ
ð+2>í

G`q(F )
ú


 ) �qî>íWí�î �<ï )�
-23)
F (F ) = K (F ) = S (F ) = E (F ) ( G `q(F ),

2 �0ñ )�
�ð1'PðG2&'Pð �0îpìIí�îiïIð]ñ %,ñ
ð+2>í�ï
J

%��
B(F )

ï+*�ì�
 )�
-23)
F (F ) (J ( G `q(F )

ú

57698/:.;<:.=>:(?@; $�C��>C # ÛäÓ>ÒKÒKÙaÕYÑcÓiÐPÛëø7Ñ�ÐP×�ÛYÓ>Õ]×�ÒKê�Ô·ÒKÛqÐ s
ÙGÖ
N
Ó
à�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕYÛ

F (s)
ÒKêÝÕh×�ÐP×·ÓiÐ

ÐP×·ÛqÚPÛëÑ�Ò�ÓUÕYÓ>ÜÝÙGÜÝÑcÕYÓ>æ<ÛIå�Ô0ÛYèÝèÝÑcÜÝ÷
Vs : F (s) → F

Ó>ÜÝè�ÓUÕYÓ>ÜÝÙGÜÝÑcÕYÓ>æ �aêÝÙ>ÐPÑ�ÛYÜ
ÐNåöÓiá
Ws : F →

F (s)
ÒPÓ4ÐPÑcÒKÖWó�ÑcÜÝ÷

ù�� é ��� WsVs = IF (s).

ò ÙiÚPÛXáÝÚPÛIÕYÑ�ÒKÛYæ}ó
Ø�ø¿ÛNÒdá�æ�Ñ�Ð7ÑcÜUÐP×�ÚPÛYÛXÕjÓiÒKÛYÒ�è·Ûqá0ÛYÜÝèÝÑcÜÝ÷öÙGÜUÐP×ÝÛNÒKÑ�ßYÛNÙGÖ s é��Ñ}ÚPÒdÐYØ·ÒKêÝáÝá0ÙGÒKÛXÐP×·ÓiÐ
s
Ñ�Ò7ÛIåëáÝÐ_ó é � ×ÝÛYÜUø¿ÛNÒKÛqÐ F (s) := {0} Ø Vs := 0

Ø�Ó>ÜÝè
Ws := 0 é	aÛIÕYÙGÜÝè�ØÝÒKê�áÝá�Ù>ÒKÛXÐP×·ÓiÐ

s
ÑcÒ�ÜÝÙGÜ�ÞEÛIåëáÝÐ_óUÓ>ÜÝè
â·ÜÝÑ�ÐPÛ>ØÝÒPÓYó

s = {s(1), s(2), . . . , s(m)} Ø�ø7×ÝÛqÚPÛ
m ∈ N ÓiÜ·è

1 6 s(1) < s(2) < · · · < s(m) é � ×ÝÛIÜ
ø¿ÛNÒKÛqÐ

F (s) := `
ns(1)
ps(1) ⊕ `

ns(2)
ps(2) ⊕ · · · ⊕ `

ns(m)
ps(m) ,Ó>ÜÝè
ø¿ÛNÛ��aêÝÑ�á

F (s)
ø7Ñ}ÐP×UÐP×·Û

`mq
ÞEÜÝÙ>ÚPå

‖(x1, . . . , xm)‖ := (‖x1‖q + · · ·+ ‖xm‖q)1/q (x1 ∈ `ns(1)
ps(1) , . . . , xm ∈ `

ns(m)
ps(m) ).



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 � �

� ×·ÛXÛIå�Ô0ÛYèÝèÝÑcÜÝ÷
Vs : F (s)→ F

Ó>ÜÝè
ÐP×ÝÛ �
ê·ÙiÐPÑcÛIÜaÐ7åöÓiá
Ws : F → F (s)

ÓiÚPÛXè·Ûqâ·ÜÝÛYè
Ôaó

Vs(xk)mk=1 := (yj)
∞
j=1

ÓiÜ·è
Ws(zk)∞k=1 := (zs(1), zs(2), . . . , zs(m)),ø7×·ÛqÚPÛ

(xk)mk=1 ∈ F (s)
Ó>ÜÝè

(zk)∞k=1 ∈ F
Ø�Ó>ÜÝèUø7×·ÛqÚPÛ

(yj)
∞
j=1 ∈ F

Ñ�Ò7÷GÑ}ô
ÛIÜ
Ôaó

yj :=

{
xk

ÑcÖ
j = s(k)

ÖWÙ>Ú7ÒKÙGåöÛ
k ∈ {1, . . . ,m}

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ (j ∈ N).

� ×ÝÑ�ÚPè�Ø:ÒKê�áÝá0ÙGÒKÛ'ÐP×·ÓiÐ
s
ÑcÒCÑcÜ�â·ÜÝÑ�ÐPÛ>Ø0ÒPÓYó

s = {s(k) | k ∈ N} ø7Ñ�ÐP× 1 6 s(1) < s(2) < · · · é� ×·ÛIÜUø¿ÛNÒKÛqÐ

F (s) :=
( ∞⊕

k=1

`
ns(k)
ps(k)

)
`q
,

Ó>ÜÝè
ø¿ÛNèÝÛqâ·Ü·Û
Vs : F (s)→ F

Ó>ÜÝè
Ws : F → F (s)

Ô�ó

Vs(xk)∞k=1 := (yj)
∞
j=1

Ó>ÜÝè
Ws(zk)∞k=1 := (zs(j))

∞
j=1,ø7×·ÛqÚPÛ

(xk)∞k=1 ∈ F (s)
Ó>ÜÝè

(zk)∞k=1 ∈ F
Ø�Ó>ÜÝèUø7×·ÛqÚPÛ

(yj)
∞
j=1 ∈ F

Ñ�Ò7÷GÑ}ô
ÛIÜ
Ôaó

yj :=

{
xk

ÑcÖ
j = s(k)

ÖWÙ>Ú7ÒKÙGåöÛ
k ∈ N

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ (j ∈ N).

ÏSÐzÖWÙGæcæ�Ùjø7ÒzÖWÚPÙGå ù�� é ����ÐP×·ÓiÐzÑcÜ�ÛjÓ>Õ]×'ÕjÓ>ÒKÛ Ps := VsWs
Ñ�Ò<ÓiÜ'ÑcèÝÛIåëá0Ù>ÐPÛYÜ
ÐzÙ>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚ�ÙGÜ

F
ø7Ñ�ÐP×

Ñcå�Ó>÷>ÛNÑ�ÒKÙGåöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕXÐPÙ
F (s) é-# ÛNÜÝÙjø ÷GÑ�ôGÛNÒKÙGåëÛXÔ:ÓiÒKÑcÕXÚPêÝæcÛIÒ7ÙGÖ.ÕjÓiæcÕIê·æ�êÝÒ7ÖMÙiÚ�ÐP×·ÛIÒKÛNÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ é

��6�� ��# $�C�� C � ð�) s
2 �0ñ

t
�Pð�ï+* �qïIð�)mï'î��

N
ú � 
�ð����

ùmÑ��
Ps∩t = PsPt;ùmÑcÑ��
Ps∪t = Ps + Pt − Ps∩t

ú
� 'Pî4î��qú ��ÙiÚ�ÛYÓ>Õh×

x = (xk)∞k=1 ∈ F
Ó>ÜÝè

j ∈ N ØÝÐP×ÝÛ j ��� ÕIÙ�Ù>ÚPèÝÑ�Ü�Ó4ÐPÛNÙGÖ PsPtx
ÑcÒ�÷GÑ�ôGÛYÜUÔaó

(PsPtx)j =

{
(Ptx)j

ÑcÖ
j ∈ s

0
Ù>ÐP×ÝÛqÚKø7ÑcÒKÛ

}

=





{
xj

ÑcÖ
j ∈ t

0
Ù>ÐP×ÝÛqÚKø7ÑcÒKÛ

} ÑcÖ
j ∈ s

0
Ù>ÐP×ÝÛqÚKø7ÑcÒKÛ





=

{
xj

ÑcÖ
j ∈ s ∩ t

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ

}
= (Ps∩tx)j .

	�Ñ�åöÑcæcÓiÚPæ�óGØÝÐP×ÝÛ
j ���

ÕYÙ�ÙiÚPè·Ñ�Ü·ÓiÐPÛNÙ>Ö
(Ps + Pt − Ps∩t)x

Ñ�Ò7÷GÑ}ô
ÛIÜ
Ôaó

((Ps + Pt − Ps∩t)x)j =

{
xj

ÑcÖ
j ∈ s

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ

}
+

{
xj

ÑcÖ
j ∈ t

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ

}
−
{
xj

ÑcÖ
j ∈ s ∩ t

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ

}

=

{
xj

ÑcÖ
j ∈ s ∪ t

0
Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ

}
= (Ps∪tx)j .

ÏSÐ7ÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò�ÐP×·ÓiÐ
PsPtx = Ps∩tx

Ó>ÜÝè
(Ps + Pt − Ps∩t)x = Ps∪tx

Ø·Ó>Ò�ÚPÛ��aêÝÑ�ÚPÛIè é
�·Ù>Ú$ÛYÓ>Õ]× ÒKê�Ô·ÒKÛIÐ

S
ÙGÖ
P(N)

Ø�æ�ÛIÐ
I (S)

Ô0Û�ÐP×ÝÛ�ÑcèÝÛYÓ>æXÑcÜ
B(F )

÷GÛIÜÝÛIÚ]ÓiÐPÛIè Ôaó�ÐP×ÝÛ�ÒKÛIÐ
{Ps | s ∈ S}

ØÝÐP×·ÓiÐ7ÑcÒIØ
I (S) := G{Ps | s∈S}(F ) ;

ø¿ÛXø�ÚPÑ}ÐPÛ
I (S)

ÖMÙ>Ú�ÐP×ÝÛXÕYæ�ÙGÒKê�ÚPÛNÙGÖ
I (S) é
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��6�� ��# $�C�$�C � ð�) S �]ð 2�ï+* �qïqð�)9î��
P(N)

ú
ùmÑ��

I (S) = {0} % � 2 �:ñUî ��í�� % � S = ∅ î&' S = {∅} úùmÑcÑ��
I (S) = F (F )

% � 2 �0ñpî ��í�� % �
S 6= ∅ � S 6= {∅} � 2 �0ñUð+2
ì�
 s ∈ S %Wï"� � %�)SðYú

ùmÑ�ÑcÑ�� � ð�) s ∈ S ú � 
�ð�� Pt ∈ I (S)
�qî&'2ð+2
ì�


t ⊆ s
ú

ùmÑ}ô ��! * 0 0·îiïIð )�
-23)
m ∈ N 2 �0ñ

s1, . . . , sm ∈ S
ú � 
�ð�� Ps1∪s2∪···∪sm ∈ I (S)

ú
� 'Pî4î��qú � ælÓ>êÝÒKÛIÒ!ùmÑ��
Ó>ÜÝè ùmÑcÑ��
ÓiÚPÛ�Ô0Ù>ÐP× ÕIæcÛYÓiÚYØCÓiÜ·è ÕYæcÓ>êÝÒKÛ�ùmÑcÑcÑ��UÖMÙGæ�æcÙjø7Ò$ÑcåöåëÛYèÝÑlÓ4ÐPÛYæ}ó ÖlÚPÙGå
" ÛIåöå�ÓG� é ýÝùmÑ�� é� æcÓ>êÝÒKÛ°ùmÑ�ô"�7ÑcÒ«Ù>Ôaô�Ñ�ÙGêÝÒXÖMÙiÚ

m = 1 é 
 Ùjø æ�ÛIÐ
m > 2

Ø�ÒKÛIÐ
t := s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm−1

ØrÓ>ÜÝè
Ó>ÒKÒKêÝåöÛNÑcÜÝèÝêÝÕIÐPÑ}ô
ÛYæ}ópÐP×·ÓiÐ

Pt ∈ I (S) é9" ÛIåöå�ÓG� é ýÝùmÑ�Ñ'�*Ñcå2á�æ�ÑcÛIÒ�ÐP×·ÓiÐ

Pt∪sm = Pt + Psm − Pt∩sm ,Ó>ÜÝè°ÒKÙ
Pt∪sm ∈ I (S)

ÔaóUÐP×ÝÛXÑ�Ü·èÝêÝÕqÐPÑcÙGÜ°×
ó�á0Ù>ÐP×ÝÛIÒKÑcÒ7Ó>ÜÝè°ÕYæcÓ>êÝÒKÛäùmÑcÑ�Ñ'� é
� ?��>?���� # ��� $�C��>C � ð�) S �]ð 2%ï+* �qïqð�)äî��

P(N)
ïF*�ì�
�)�
-23)

S 6= ∅ 2 �0ñ
S 6= {∅} � 2 �0ñ!í�ð�)

t ∈ P(N)
ú !4*�0 0·îiïIð )�
-23)<)�
�ð�'Pð 2&'Pð

m ∈ N 2 �0ñ
s1, . . . , sm ∈ S

ïF*�ì�
G)�
-23)
t\(s1∪s2∪· · ·∪sm)%Mï"� � %()Sðjú � 
�ð�� Pt ∈ I (S)

ú
� 'Pî4î��qú 	aÛIÐ

t1 := t ∩ (s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm)
ÓiÜ·è

t2 := t \ (s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm) é � ×·ÛIÜ t1
Ó>ÜÝè

t2
ÓiÚPÛCè·Ñ�Ò �dÙGÑ�Ü
Ð9ø7Ñ�ÐP×

t1 ∪ t2 = t
Ø�ÒKÙ2ÐP×·ÓiÐ

Pt = Pt1
+Pt2

Ôaó " ÛIåöå�Ó � é ýÝùmÑcÑ�� é-" ÛYåöåöÓ � é ��ùmÑcÑ�Ñ'�Ó>ÜÝè�ùmÑ�ô �<Ñcåëá·æ�ó�ÐP×·ÓiÐ
Pt1
∈ I (S) é à¿ópÓ>ÒKÒKêÝåëáÝÐPÑcÙGÜ�Ø t2

Ñ�Ò9â·ÜÝÑ�ÐPÛ>ØÝÓ>ÜÝèUÒKÙ
Pt2
∈ F (F ) ⊆ I (S)Ô�ÛIÕYÓ>êÝÒKÛ

I (S) 6= {0} é

 Ùjø�ÐP×ÝÛ«ÚPÛYÒKêÝæ}Ð�ÖMÙ>æcæcÙYø7Ò é
��6�� ��# $�C�� C � ð�) m ∈ N � 2 �0ñ�í�ð�) S1, . . . , Sm

�]ðNï+* �qïIð�)mï'î��
P(N)

ú � 
�ð��

I (S1 ∪ · · · ∪ Sm) = I (S1) + · · ·+ I (Sm).
� 'Pî4î��qú � æcÛYÓiÚPæ�óGØ

Ps ∈ I (S1) + · · ·+ I (Sm)
ÖMÙiÚCÛYÓ>Õ]×

s ∈ S1 ∪ · · · ∪ Sm é � ×ÝÑcÒ7Ñcåëá·æcÑ�ÛYÒ7ÐP×·ÓiÐ
I (S1 ∪ · · · ∪ Sm) ⊆ I (S1) + · · ·+ I (Sm)

Ô�ÛIÕYÓ>êÝÒKÛ
I (S1) + · · ·+ I (Sm)

ÑcÒ�ÓiÜ°Ñ�èÝÛjÓ>æ é�·Ù>Ú7ÐP×ÝÛXÚPÛqô
ÛqÚPÒKÛNÑcÜÝÕYæ�êÝÒKÑcÙGÜ�Ø�Ñ�Ð�ÒKê ��ÕIÛIÒ7ÐPÙöÒK×ÝÙjø ÐP×·ÓiÐ
I (Sj) ⊆ I (S1 ∪ · · · ∪ Sm)

ÖWÙ>Ú�ÛYÓ>Õ]×
j ∈ {1, . . . ,m} é #CÙYø¿ÛIô
ÛqÚYØ.ÐP×ÝÑcÒ'ÑcÒ2Ñ�åöåöÛIè·ÑcÓiÐPÛpÖlÚPÙGå ÐP×·ÛäÖmÓ>ÕqÐ'ÐP×·ÓiÐ

Ps ∈ I (S1 ∪ · · · ∪ Sm)ø7×·ÛIÜÝÛIôGÛIÚ
s ∈ Sj é

� ÙëáÝÚPÙG÷iÚPÛYÒKÒ�ÖWêÝÚKÐP×ÝÛqÚYØ�ø¿ÛNÒK×·Ó>æ�ærÒdá0ÛIÕYÑcÓ>æcÑ�ßYÛ«ÐPÙ2ÐP×ÝÛXÕYÓ>ÒKÛ«ø7×ÝÛqÚPÛ
F
ÑcÒ�ÙGÖ?ÐP×ÝÛXÖWÙ>ÚPå�ÕYÙ>Ü·ÒKÑ�èÝÛIÚPÛIè

Ô�ó
��Ñc÷>ÑcÛIæ*Ñ�Ü�ü � �4ÿ é #CÛäÒK×ÝÙjø¿ÛIè�ÐP×·ÓiÐYØ.ÖMÙ>Ú'ÛjÓ>Õ]×�ÒdÐKÚPÑcÕqÐPæ�ó�èÝÛIÕIÚPÛYÓ>ÒKÑ�Ü·÷$ÒKÛ��
ê·ÛIÜÝÕYÛ (pk)∞k=1

ÙGÖ¿ÚPÛjÓiæ
Ü�êÝå�Ô0ÛqÚPÒ?÷>ÚPÛYÓiÐPÛqÚrÐP×·Ó>Ü �9Ó>ÜÝèNÛjÓ>Õ]×«ÚPÛjÓ>æ>Ü�êÝå�Ô0ÛqÚ

q
ø7Ñ�ÐP×

1 < q 6 inf pk
ØIÐP×ÝÛqÚPÛ<Û���ÑcÒdÐPÒ?Ó9ÒKÛ��
ê·ÛIÜÝÕYÛ

(nk)∞k=1

Ñ�Ü
N
ÒKêÝÕ]×�ÐP×�Ó4ÐNÐP×ÝÛöà�ÓiÜ�ÓiÕh×�Òdá�Ó>ÕIÛ

F
èÝÛIâ·ÜÝÛIè�Ôaó�ù�� é ���7ÒPÓiÐPÑcÒdâ·ÛIÒ�H.ÖWÙ>ÚNÛjÓ>Õ]× m ∈ N Ø

F⊕(m+1) Ñ�Ò2ÜÝÙ>Ð'ÑcÒKÙ>åöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕäÐPÙçÓ>Ü
ó�ÒKê�Ô·Òdá:ÓiÕYÛpÙ>Ö F⊕m é � Ó>ÒPÓ>ßIßjÓ�Ø ��Ù>ÐKÐPå�Ó>Ü�ØzÓ>ÜÝè " Ñ�Ü�×·ÓYô
ÛÒKêÝÔ·ÒKÛ��aêÝÛYÜ
ÐPæ}ó�ÙiÔ�ÒKÛqÚKô
ÛIèöÐP×·ÓiÐ ��Ñ�÷GÑcÛIæ�� Ò�áÝÚPÙ�ÙGÖ0ÑcÜ�ÖmÓ>ÕqÐ�ó�ÑcÛIæcèÝÒ*ÓNÒdÐKÚPÙGÜÝ÷GÛqÚ�ÚPÛIÒKêÝæ�Ð«ùmÒKÛIÛ�ü �4ÿ'�+HaÙGÜÝÛ�ÕYÓ>Ü
ê·ÒKÛ�ÐP×ÝÛpÓ4ÚP÷GêÝåöÛYÜ
Ð2÷>Ñ�ô
ÛIÜ�Ôaó ��Ñ�÷GÑcÛIæ*Ñ�Ü�ü � �aØ.á é ���
�4Ölÿ*ø¿Ù>ÚPè�ÖWÙ>Ú�ø¿Ù>ÚPè�ÐPÙ$áÝÚPÙjôGÛäÐP×ÝÛ�ÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�Ü·÷ÐP×·ÛIÙ>ÚPÛIå é
��� 69?�� 6�� $�C��4C � ð�) (pk)∞k=1

�]ð 2�ï1)�'1%,ì�),í�� ñ
ð]ì1']ðF2iï+%���û�ïIð��1*�ð	�0ì]ð�î��
']ðF2>í � */, �]ð1'hï�û&']ðF23)Sð�'
)�
-2 �

2 � 2 �0ñ�í�ð�) q �]ð�2
'Pð+2>í � */, �]ð1'�� %�)�

1 < q 6 inf pk

ú � 
�ð���)�
�ð1'Pðçð �&%Wï1)mï 2�ïIð��1*�ð	�0ì]ð
(nk)∞k=1

%��
N
ï+*·ì�
�)�
-23) � �Iî&'öðF2
ì�
 %�� � �9%�)Sðëï+* �qïIð�) s

î��
N
2 �0ñ$ðF2
ì�


m ∈ N � F (s)⊕(m+1) %Wï
�0î3) %Mïqî&,äî&' 0 
 %EìE)Sî 2 � �Xï+* �qï 0 2
ì]ðCî��

F⊕m � �"
�ð�'Pð F 2 �0ñ
F (s)

2&'Pð )�
�ð � 2 � 2
ì�
'ï 0 2
ì]ðqï�ñ
ð � �:ð]ñ
����ù�� é ��� 2 �0ñ	�'ð�� � %�)�%,î � � é � � 'Pðhï 0·ð]ì�)�%��>ðIí��
ú



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 � �

Ï_ÜXÐP×·Û<ÚPÛYå�ÓiÑcÜÝèÝÛIÚzÙGÖ�ÐP×ÝÑcÒ.ÒKÛIÕIÐPÑ�ÙGÜpùmÛ ��ÕIÛIáÝÐ " ÛYåëå�Ó � é ���ÝØYø7×ÝÑcÕ]×2ÓiáÝá·æcÑ�ÛYÒ.êÝÜÝèÝÛIÚzåöÙiÚPÛ*÷GÛIÜÝÛIÚ]ÓiæÕYÙGÜÝèÝÑ�ÐPÑ�ÙGÜÝÒ��]Ø¿ø¿Û�ÒK×·Ó>æcæ«ÒKêÝáÝá0ÙGÒKÛ�ÐP×·ÓiÐ
(pk)∞k=1

Ø
q
Ø7Ó>ÜÝè

(nk)∞k=1

Ó4ÚPÛ�Õh×ÝÙGÒKÛIÜ�Ñ�Ü ÓiÕYÕIÙ>ÚPè·Ó>ÜÝÕYÛ
ø7Ñ�ÐP× � ×·ÛIÙ>ÚPÛIå � é ��Ó>ÜÝè�ÐP×·ÓiÐäÐP×ÝÛçà�ÓiÜ�ÓiÕh×�Òdá�Ó>ÕIÛYÒ F Ó>ÜÝè

F (s)
ÓiÚPÛçèÝÛIâ·ÜÝÛYè�Ôaó ù�� é ���öÓ>ÜÝè

�XÛqâ·ÜÝÑ�ÐPÑcÙ>Ü
� é ��Ø0ÚPÛIÒdá�ÛIÕqÐPÑ�ô
ÛIæ�ó é � ÜÝèÝÛqÚXÐP×ÝÛYÒKÛëÕIÑ�ÚPÕIê·åëÒdÐ]Ó>ÜÝÕYÛIÒIØ�ÐP×ÝÛëÕIÙGÜ
ô
ÛIÚPÒKÛëÙGÖ � ÙiÚPÙGæcæcÓiÚKó�� é þpÑ�ÒÐKÚPê·Û>Ø�ÓiÒ9ø¿ÛNÒK×�ÓiæcærÜÝÙjø ÒK×ÝÙjø é � êÝÚ�áÝÚPÙ�ÙGÖzÑ�Ò7Ñ�Ü·Òdá·Ñ}ÚPÛYè
ÔaópÐP×·ÓiÐ7ÙGÖ¿ü �
�aØ " ÛIåöå�Ó�ý é �jÿ é
� �>?�� ?*�!:.= :(?<; $�C�& C � ð�) S �]ð�2�ï+* �qïIð�)2î��

P(N)
ï+*·ì�
 )�
-23)

S 6= ∅ 2 �0ñ
S 6= {∅} � 2 �0ñ�í�ð�)

t ∈ P(N)
ú � 
�ð�� Pt ∈ I (S)

% �G2 �0ñ°î ��í�� % � )�
�ð�'Pð 2&'Pð
m ∈ N 2 �0ñ

s1, . . . , sm ∈ S
ï+*·ì�
�)�
-23)

t \ (s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm)
%Wï � � %()Sðjú

� 'Pî4î��qú � ×ÝÛNÑ�åëá·æcÑcÕYÓiÐPÑ�ÙGÜ
�⇐ �Ýø9Ó>Ò�áÝÚPÙjô
ÛIè°Ñ�Ü � Ù>ÚPÙGæ�ælÓiÚKó � é þ é� ÙGÜ
ô
ÛqÚPÒKÛIæ�óGØ�ÒKê�áÝá0ÙGÒKÛXÐP×·ÓiÐ
Pt ∈ I (S)

Ø·ÒPÓYó

Pt =

m∑

j=1

TjPsjRj ,

ø7×·ÛqÚPÛ
m ∈ N Ø R1, . . . , Rm, T1, . . . , Tm ∈ B(F )

Ø·Ó>ÜÝè
s1, . . . , sm ∈ S é �«Ûqâ�ÜÝÛXÙ>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>ÚPÒ

∆: x 7→ (x, . . . , x), F → F⊕m,
Ó>ÜÝè

Σ: (x1, . . . , xm) 7→ x1 + · · ·+ xm, F
⊕m → F.

� ×·ÛIÜUø¿ÛN×·ÓYôGÛ�ÓëÕYÙ>åöå'ê�Ð]ÓiÐPÑ�ôGÛNè·ÑcÓ>÷>Ú]Ó>å H

F
Pt //

∆

��

F

F⊕m

R1 ⊕ · · · ⊕Rm
��

F⊕m

Σ

OO

F⊕m
Ps1
⊕ · · · ⊕ Psm // F⊕m.

T1 ⊕ · · · ⊕ Tm

OO

	�ÛqÐ
R := (Ps1

⊕ · · · ⊕ Psm)(R1 ⊕ · · · ⊕Rm) ∆: F → F⊕m

Ó>ÜÝè
T := Σ (T1 ⊕ · · · ⊕ Tm)(Ps1

⊕ · · · ⊕ Psm) : F⊕m → F,
ÒKÙ$ÐP×·ÓiÐ

Pt = TR é ÏSÐ'ÖMÙ>æcæcÙYø7Ò'ÖWÚPÙGå ü � �aØ " ÛYåëå�Ó#ý é �ÝùmÑcÑ��Sÿ�ÐP×·ÓiÐ Q := RTRT ∈ B(F⊕m)
Ñ�Ò

ÑcèÝÛYå2á�ÙiÐPÛYÜ
Ð�ø7Ñ�ÐP×
imQ ∼= imPt é � æcÛYÓiÚPæ}ó
Ø imQ ⊆ im(Ps1

⊕ · · · ⊕ Psm) é�·Ù>Úzà�Ó>Ü·Ó>Õ]×�Òdá�Ó>ÕYÛIÒ
D
Ó>ÜÝè

E
ØjæcÛqÐzêÝÒ?ø�ÚPÑ�ÐPÛ

D % E ÐPÙ7ÑcÜÝèÝÑcÕYÓiÐPÛ�ÐP×·ÓiÐ
D
ÕIÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�Ü·ÒzÓ�ÒKêÝÔ·Òdá�Ó>ÕIÛ

ÑcÒKÙGåöÙiÚKá�×ÝÑ�ÕXÐPÙ
E é � ×ÝÛIÜUø¿ÛN×�ÓIô
Û

F⊕m ∼= im(Ps1
⊕ · · · ⊕ Psm)⊕ ker(Ps1

⊕ · · · ⊕ Psm)

% imQ⊕ kerPs1
⊕ · · · ⊕ kerPsm

∼= imPt ⊕ imPN\s1
⊕ · · · ⊕ imPN\sm

% (imPt\(s1∪s2∪···∪sm))
⊕(m+1) ∼= F (t \ (s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm))⊕(m+1).

à¿ó � ×·ÛIÙ>ÚPÛIå � é �aØÝÐP×·Ñ�Ò7Ñ�åëá·æcÑcÛIÒ�ÐP×·ÓiÐ�ÐP×ÝÛXÒKÛIÐ t \ (s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm)
ÑcÒ9â·Ü·Ñ}ÐPÛ é

� ×ÝÛ#ÖWÙGæcæ�Ùjø7ÑcÜÝ÷!æ�ÛYåöåöÓ%ÑcÒ
Ó�ô>ÓiÚPÑcÓiÐPÑcÙGÜ�Ù>ÖNÐP×ÝÛçø¿ÛIæcæ�Þ,ã�Ü·ÙYø7Ü � Ó4ÚPæ 
 ÛIê·åöÓ>ÜÝÜ�ÑcÜ
ô
ÛqÚKÐPÑ�Ô·Ñ�æcÑ�Ð_óÕIÚPÑ}ÐPÛIÚPÑ�ÙGÜ�ùPðjú�û
úcØÝÒKÛYÛöü � ��Ø � ×ÝÛIÙ>ÚPÛIå � é � é ���ÝùmÑ��Sÿ � é



	�� �
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��6�� ��# $�C�� C � ð�) J
�]ð 2 � %Eñ
ð+2>í %�� 2 � 2 � 2
ì�
�2>í ûað���'F2

A � 2 �0ñ$í�ð�) p ∈ A
�]ð %,ñ
ð�, 0�î3)Sð	�4)Sú

� 
�ð	� p ∈J
% � 2 �0ñpî ��í�� % �

p ∈J
ú

� 'Pî4î��qú � ÜÝæ}ó%ÐP×ÝÛ
Ñ�åëá·æcÑcÕYÓiÐPÑ�ÙGÜ �⇒ ��ÚPÛ��
ê·Ñ}ÚPÛYÒ2á·ÚPÙaÙGÖ é 	aê�áÝá0ÙGÒKÛUÐP×�Ó4Ð p ∈ J é Ï_Ö p = 0
Ø<ÐP×ÝÛIÜ

ÕYÛqÚKÐ]Ó>ÑcÜÝæ}ó
p ∈J é-� ÐP×·ÛqÚKø7ÑcÒKÛ9Ð]Óiã
Û a ∈J

ÒKêÝÕh×öÐP×·ÓiÐ ‖p−a‖ < 1/‖p‖2 é � ×ÝÛIÜ ‖p−pap‖ < 1
Ø

Ó>ÜÝè°ÒKÙëø¿ÛNå�ÓYópè·Ûqâ·ÜÝÛ
b := p+

∞∑

n=1

(p− pap)n ∈ A .

# Û«×�ÓIô
Û

J 3 bpap =
(
p+

∞∑

n=1

(p− pap)n
)

(p− (p− pap))

= p+

∞∑

n=1

(p− pap)n − (p− pap)−
∞∑

n=2

(p− pap)n = p,

Ó>Ò9ÚPÛ��
ê·Ñ}ÚPÛYè é
� �>?�� ?*�!:.= :(?<; $�C�A�� C � ð�) S 2 �0ñ

T
�PðöïF*��hïIð�)mï�î��

P(N) � 2 �:ñ
ï+*�0 0·îiïIð7)�
-23) S 6= ∅ 2 �0ñ S 6=
{∅} ú � 
�ð���)�
�ð��Iî>íWí�î � %���û )�
 ']ðPð 2iï]ïIð�'�)�%,î �·ï 2&'Pð2ð���*/%��&2>ícð	�4) �
ùmÑ��

I (T) ⊆ I (S);ùmÑcÑ��
I (T) ⊆ I (S);ùmÑ�ÑcÑ�� �qî&'�ð+2
ì�


t ∈ T � )�
�ð�'Pð 2&'Pð m ∈ N 2 �0ñ
s1, . . . , sm ∈ S

ï+*�ì�
 )�
-23)
t \ (s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sm)%Wï"� � %�)SðYú

� 'Pî4î��qú �MùmÑ�� ⇒ ùmÑcÑ��+�zÑ�Ò2ÕYæ�ÛjÓ4ÚYØ��MùmÑcÑ�� ⇒ ùmÑ��+�zÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò2ÖWÚPÙ>å " ÛIåöå�Ó�� é �aØ�Ó>ÜÝè��WùmÑ'� ⇔ ùmÑcÑcÑ��+�zÑ�ÒëÓ$ÕYÙGÜÝÒKÛqÞ�aêÝÛYÜÝÕIÛXÙGÖ�D<ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ�ÐPÑ�ÙGÜ � é � é
Ï_Ü$ü ��Ø � ÙiÚPÙGæcæcÓiÚKó�þ4ÿEØ � ÓiÒPÓ>ßYßYÓ�Ø
��Ù>ÐKÐPå�ÓiÜrØ�ÓiÜ·è " ÑcÜöáÝÚPÙjôGÛYèöÐP×·ÓiÐYØ
ÖMÙ>Ú�ÛYÓ>Õ]× s, t ∈ P(N)

Ø
F (s)ÑcÒ«ÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�Õ2ÐPÙ

F (t)
ÑcÖ�Ó>ÜÝè�ÙGÜÝæ�ó$ÑcÖ<ÐP×·Û2Òdó�åöåöÛqÐKÚPÑcÕ2èÝÑ ��ÛqÚPÛIÜ·ÕIÛ

s4 t := (s \ t) ∪ (t \ s)
Ñ�Ò

â�ÜÝÑ}ÐPÛ é � Óiã�Ñ�Ü·÷ S = {s} Ó>ÜÝè T = {t} Ñ�Ü D�ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ}ÐPÑcÙGÜ � é � �Xó�ÑcÛIæcèÝÒ�ÐP×ÝÛ7ÖWÙGæcæ�Ùjø7ÑcÜÝ÷�÷>ÛYÜÝÛqÚ]Ó>æcÑ�ßjÓiÐPÑ�ÙGÜÙGÖ.ÐP×ÝÑcÒ9ÚPÛIÒKêÝæ�Ð é
� ?��>?���� # ��� $�C�A9A9C � ð�) s

2 �:ñ
t

�]ð �0î � $ ð�, 0 )��çï+* �qïIð�)mïpî�� N ú � 
�ð	� I ({s}) = I ({t}) % �
2 �0ñUî �·í � % �

I ({s}) = I ({t}) % � 2 �0ñUî ��í�� % � s4 t
%Mï"� � %()Sðjú

� ×ÝÛNÒKÛqÐ
P �! (N)

Ù>Özâ·ÜÝÑ�ÐPÛNÒKê�Ô·ÒKÛqÐPÒ�ÙGÖ
N
Ñ�ÒCÓiÜ°ÑcèÝÛYÓ>ærÑcÜ
ÐP×·ÛNà¿Ù�ÙGæcÛYÓ>Ü°Ó>æ�÷GÛIÔÝÚ]Ó

P(N)
Ø�Ó>ÜÝè°ÒKÙ

ÐP×·Û��aêÝÙ>ÐPÑ�ÛYÜ
Ð
Q := P(N)/P �! (N)

Ñ�Ò¿Ó>÷GÓ>ÑcÜäÓ�à¿Ù�ÙGæcÛYÓ>Ü�Ó>æc÷>ÛIÔÝÚ]Ó é " ÛIÐ π : P(N)→ Q
èÝÛYÜÝÙ>ÐPÛ�ÐP×ÝÛ

�aêÝÙ>ÐPÑcÛIÜ
Ð7×ÝÙGåöÙ>åöÙ>ÚKá·×ÝÑcÒKå é # ÛNÜÝÙ>ÐPÛ«ÐP×·ÓiÐYØÝÔaóUèÝÛqâ�ÜÝÑ}ÐPÑcÙGÜ�Ø
ù�� é ý�� π(s) = π(t) ⇐⇒ s4 t ∈ P �! (N) (s, t ∈ P(N)).

" ÛqÐ ideal(Q)
èÝÛYÜÝÙ>ÐPÛëÐP×ÝÛ�æcÓiÐKÐPÑcÕIÛöÙGÖ*ÑcèÝÛjÓiæcÒ�ÑcÜ

Q
Ø.Ó>ÜÝè�æcÛqÐ

ideal0(B(F ))
Ó>ÜÝè

ideal0(B(F ))è·ÛIÜÝÙ>ÐPÛöÐP×ÝÛ�ælÓiÐKÐPÑ�ÕYÛIÒ�Ù>Ö9ÜÝÙGÜ�ÞEßIÛIÚPÙ$Ñ�èÝÛjÓ>æ�Ò2Ó>ÜÝè�ÕYæ�ÙGÒKÛYè�ÜÝÙGÜ�ÞEßYÛqÚPÙ$ÑcèÝÛYÓ>æcÒ�Ñ�Ü
B(F )

Ø?ÚPÛIÒdá0ÛYÕqÐPÑ�ôGÛYæ}ó é� ×·ÛIÜUø¿ÛNÕYÓ>Ü°èÝÛqâ·Ü·ÛXå�ÓiáÝá·ÑcÜÝ÷GÒ

Φ: Y 7→ I (π−1(Y )), ideal(Q)→ ideal0(B(F )),

Ó>ÜÝè

Ψ: Y 7→ I (π−1(Y )), ideal(Q)→ ideal0(B(F )).



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 � �

��� 69?�� 6�� $�C�A
�>C � 
�ð7, 2+0 0>%���ûiï Φ
2 �0ñ

Ψ
2&'Pð7%��0ìIí *�ï+%Eî � $ 0>'PðqïIð1'���%���û %�� �]î3)�
�ñ&%('Pð]ì�)�%,î �·ïIú 
 �

042&'�)�%,ì�*�í 2&' � Φ
2 �0ñ

Ψ
2&'Pð�%�� �Ið]ì�)�%��>ð'í 23)�)�%Eì]ð 
�î&,äî&,äî&' 0 
 %Wï+,ëïqú

� 'Pî4î��qú " ÛqÐ Y
ÓiÜ·è

Z
Ô0ÛXÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ÑcÜ

Q é9# ÛXå'êÝÒdÐ�ÒK×ÝÙjø ÐP×·ÓiÐ

Z ⊆ Y ⇐⇒ Φ(Z ) ⊆ Φ(Y ) ⇐⇒ Ψ(Z ) ⊆ Ψ(Y ).
à9Ù>ÐP×çÑcåëá·æ�ÑcÕYÓiÐPÑcÙGÜÝÒ �⇒ ��ÓiÚPÛ2ÛjÓiÒdó
Ø0ÒKÙpÑ�ÐXÙ>Ü·æ}ó$ÚPÛIå�Ó>Ñ�ÜÝÒCÐPÙpÒK×·ÙYø ÐP×·ÓiÐ

Ψ(Z ) ⊆ Ψ(Y )
Ñcå2á�æ�ÑcÛIÒ

ÐP×�Ó4Ð
Z ⊆ Y é� Ù°ÐP×ÝÑcÒ�ÛIÜÝèrØ?ÒKÛIÐ

S := π−1(Y )
Ó>ÜÝè

T := π−1(Z ) é � ×ÝÛIÜ S Ó>ÜÝè T Ó4ÚPÛ�ÑcèÝÛjÓiæcÒ�ÑcÜ
P(N)ÕYÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�ÜÝÑcÜÝ÷

P �! ù N �]Ø�ÓiÜ·è I (T) ⊆ I (S)
Ôaó%ÓiÒKÒKê·å2á·ÐPÑ�ÙGÜ é �CÑ�ô
ÛIÜ ξ ∈ Z

Ø.Ð]Óiã
Û
t ∈ T ÒKêÝÕh×

ÐP×�Ó4Ð
ξ = π(t) é D�ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ�ÐPÑ�ÙGÜ � é � �
Ñcå2á�æ�ÑcÛIÒNÐP×�Ó4Ð�ÐP×ÝÛIÚPÛ�ÓiÚPÛ m ∈ N Ó>ÜÝè

s1, . . . , sm ∈ S
ÒKêÝÕ]×

ÐP×�Ó4Ð
r := t \ (s1 ∪ · · · ∪ sm)

Ñ�Òpâ·Ü·Ñ}ÐPÛ é � ×ÝÛYÜ r ∈ S Ø�Ó>ÜÝè�ÒKÑcÜÝÕIÛ S Ñ�Ò
Ó>Ü�ÑcèÝÛjÓiæ,Ø¿ø¿Û�Ó>æ�ÒKÙ×�ÓIô
Û
s := (s1 ∪ · · · ∪ sm) ∩ t ∈ S é ÏSÐpÖMÙ>æcæcÙYø7ÒäÐP×·ÓiÐ t = r ∪ s ∈ S é�# ÛçÕIÙGÜÝÕYæ�ê·èÝÛ°ÐP×�Ó4Ð

ξ = π(t) ∈ π(S) = Y
Ø�Ó>Ò9ÚPÛ��aêÝÑ�ÚPÛIè é

Ï_Ü#á:Ó4ÚKÐPÑcÕIê·æcÓiÚYØ�ø¿ÛöÒKÛIÛëÐP×·ÓiÐXÐP×·ÛqÚPÛöÓiÚPÛöêÝÜÝÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ}ó�å�Ó>Ü
ó#ÕYæ�ÙGÒKÛIè�Ñ�èÝÛjÓ>æ�ÒNÑcÜ
B(F ) é�ò ÙiÚPÛá·ÚPÛIÕIÑcÒKÛIæ�óGØÝø¿ÛX×�ÓIô
ÛXÐP×ÝÛNÖWÙGæcæ�Ùjø7ÑcÜÝ÷ëÚPÛYÒKêÝæ�Ð é

� ?��>?���� # ��� $�C�A ��C � 
�ð�'Pð %Mï 2 � * �0ì]î&* �4) 2
�qícð¿ï+*��hïIð�) S î�� P(N)
ï+*·ì�
 )�
-23)

I ({s}) 6= I ({t})�"
�ð��0ð��>ð�'
s, t ∈ S 2&'Pð2ñ&%Mï+)�%��0ì�)Sú

� 'Pî4î��qú � ÓiãGÛUÓ$å�Ó���Ñ�å�Ó>æ*ÒKê�Ô·ÒKÛIÐ
S
ÙGÖ
P(N)

ÒKê·Õ]×�ÐP×·ÓiÐ
π(s) 6= π(t)

ø7×ÝÛIÜÝÛIô
ÛqÚ
s, t ∈ S ÓiÚPÛè·Ñ�ÒdÐPÑcÜÝÕqÐ é ÏSÐ'ÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò�ÖWÚPÙGå ù�� é ý��XÓiÜ·è � ÙiÚPÙGæcæcÓiÚKó
� é ���öÐP×·ÓiÐNÐP×·Û�ÕYæ�ÙGÒKÛIè�Ñ�è·ÛYÓ>æ�Ò I ({s}), s ∈ S ØÓiÚPÛXá�Ó>Ñ�ÚKø7Ñ�ÒKÛ'èÝÑ�ÒdÐPÑcÜÝÕIÐ é � ×·ÛNÒKÛIÐ S ÑcÒ�êÝÜÝÕIÙGêÝÜaÐ]Ó4Ô�æ�ÛNÔ0ÛIÕjÓ>êÝÒKÛ P(N)

ÑcÒ7êÝÜÝÕYÙ>ê·Ü
Ð]ÓiÔ·æ�Û2ÓiÜ·è
P �! (N)ÑcÒ7ÕIÙGêÝÜ
Ð]ÓiÔ·æcÛ é

# Û«ÒK×·Ó>æ�æ�ÜÝÛ���Ð9ÒK×ÝÙjø ÐP×·ÓiÐ9ÐP×ÝÛ«å�Ó4á·á·Ñ�Ü·÷>Ò
Φ
Ó>ÜÝè

Ψ
ÖmÓ>Ñ�æ0ÐPÙ'Ô0ÛXÒKê�Ú �kÛYÕqÐPÑ�ô
Û é Ï_ÜUÖMÓ>ÕIÐYØ�Ñ�Ð9Ñ�Ò�ÜÝÙ>Ð×�Ó4ÚPè'ÐPÙ«ÒKÛIÛ¿ÐP×·ÓiÐYØiÖMÙiÚ<ÛjÓiÕh×2ÜÝÙGÜ�ÞEßIÛIÚPÙCÑcèÝÛjÓiæ

Y
Ñ�Ü

Q
Ø4ø¿Û9×·ÓYôGÛ9ÒdÐKÚPÑcÕqÐ<ÑcÜÝÕIæcêÝÒKÑcÙ>Ü·Ò

G`q (F ) ( Φ(Y )Ó>ÜÝè
G `q(F ) ( Ψ(Y ) é #CÙjø¿ÛIôGÛIÚYØ�Ñ}Ð7ÐPêÝÚPÜÝÒ�Ù>êÝÐ7ÐP×·ÓiÐ7ø¿Û�ÕYÓ>Ü°èÝÙpÓöæcÑ}ÐKÐPæcÛXÔ�ÛqÐKÐPÛqÚ é � ×ÝÑ�Ò7ÚPÛ��
ê·Ñ}ÚPÛYÒÑcÜ
ÐKÚPÙ�èÝêÝÕIÐPÑ�ÙGÜ
ÙGÖ.ÐP×ÝÛXà�Ó>Ü·Ó>Õ]×°Òdá�Ó>ÕIÛIÒ

ù�� é �)� Er,s :=
( ∞⊕

k=1

`kr

)
`s
,

ø7×·ÛqÚPÛ
r
Ó>ÜÝè

s
ÓiÚPÛXÚPÛYÓ>ærÜaêÝå�Ô0ÛIÚPÒ7÷>ÚPÛYÓiÐPÛqÚ�ÐP×·Ó>Ü
Ù>Ú7Û��
ê�Óiæ�ÐPÙ

1 é
��6�� ��# $�C�A $ C � ð�) (pk)∞k=1

�]ð 2Uñ
ðPì�'Pð+2iï+%���û�ïIð��1*�ð	�0ì]ðëî�� 'Pð+2>í � */, �Pð�'hï�� %()�

p := inf pk > 1 �ícð�)

(nk)∞k=1

�]ð 2 � * � �]î&* �0ñ
ð]ñ'ïqð���*·ð��0ìPðNî�� � 23)�*/'F2>í � *-, �]ð�'hï � 2 �0ñ'í�ð�) q > 1
�]ð 2 'Pð+2>í � *-, �]ð�'Yú

� 
�ð	��)�
�ð � 2 �>2
ì�
�ï 0 2
ì]ð
F
ñ
ð � �0ðPñ ����ù�� é ���Xì]î � ) 2&%��·ï 2�ìPî&, 00í�ð�,�ð��4)Sð]ñ2ï+* �qï 0 2
ì]ð %WïIî&,äî&' 0 
 %,ì)Sî

Ep,q
ú

� 'Pî4î��qú«à¿óUÑ�Ü·èÝêÝÕqÐPÑcÙGÜ�ØÝø¿ÛNÕh×ÝÙ�Ù>ÒKÛ�ÓöÒdÐKÚPÑ�ÕIÐPæ}óUÑcÜÝÕqÚPÛjÓ>ÒKÑ�ÜÝ÷�ÒKÛ��aêÝÛYÜÝÕIÛ
(s(k))∞k=1

ÙGÖ.Ü�Ó4ÐPêÝÚ]Óiæ?ÜaêÝåëÞ
Ô�ÛqÚPÒ�ÒKêÝÕh×UÐP×�Ó4Ð

ns(k) > k
Ó>ÜÝè

k1/p−1/ps(k) < 2 (k ∈ N).
Ï_Ö
p < 2

ØrÐP×ÝÛIÜ�ø¿Ûöå�ÓYó�Ó>æcÒKÙ$ÓiÚKÚ]Ó>ÜÝ÷GÛöÐP×·ÓiÐ
ps(k) 6 2

ÖWÙ>Ú'ÛYÓ>Õ]×
k ∈ N é ÏSÐ�ÖMÙ>æcæcÙYø7Ò�ÖWÚPÙ>å ü � ��Ø

D�ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ�ÐPÑ�ÙGÜ
ý
� é ��ùmÑ'�Sÿ0ÐP×·ÓiÐ¿ÐP×ÝÛ«à�Ó>Ü·Ó>Õ]× � ò ÓißYê�Ú9èÝÑcÒdÐ]Ó>ÜÝÕIÛ«Ô0ÛqÐ_ø¿ÛYÛIÜ `kp Ó>ÜÝè `kps(k)

ÑcÒ¿æcÛIÒKÒ¿ÐP×·Ó>Ü �
ÖMÙ>Ú9ÛYÓ>Õh×

k ∈ N é 	aÑ�Ü·ÕIÛ `ns(k)
ps(k)

ÕYÙGÜ
Ð]Ó>Ñ�ÜÝÒ�Ó
1
ÞEÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜaÐPÛIèUÕIÙ>áaópÙGÖ

`kps(k)

Ø�ø¿Û«ÕYÓ>ÜpÐ]Ó4ã
Û«Ù>á0ÛqÚ]ÓiÞ
ÐPÙ>ÚPÒ

Rk : `kp → `
ns(k)
ps(k)

Ó>ÜÝè
Tk : `

ns(k)
ps(k) → `kp

ÒKêÝÕ]×UÐP×·ÓiÐ ‖Rk‖ = 1
Ø ‖Tk‖ 6 2

ØÝÓ>ÜÝè
TkRk = I`kp é
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	�ÛqÐ
s := {s(k) | k ∈ N} é � ×ÝÛIÜ
ø¿ÛNÕYÓ>Ü°èÝÛqâ·Ü·ÛXÙ>á0ÛqÚ]ÓiÐPÙ>ÚPÒ

R : (xk) 7→ (Rkxk), Ep,q → F (s),
Ó>ÜÝè

T : (xk) 7→ (Tkxk), F (s)→ Ep,q.� æcÛYÓiÚPæ�óGØ:ÐP×·Ûqó$ÒPÓiÐPÑcÒKÖló
TR = IEp,q

Ø�Ó>ÜÝè�ÒKÙUÑ}ÐNÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò«ÖWÚPÙGå ù�� é ����Ó>ÜÝè!ü � �aØ " ÛIåöå�Ó
ý é �4ÿzÐP×·ÓiÐ
VsRTWs

Ñ�Ò�Ó>Ü
Ñ�è·ÛIåëá0Ù>ÐPÛIÜ
Ð7Ù>á0ÛIÚ]ÓiÐPÙiÚ7ÙGÜ
F
ø7Ñ�ÐP×
Ñ�å�Ó>÷GÛXÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�ÕNÐPÙ

Ep,q é
� ×ÝÛXÖMÙGæ�æcÙjø7Ñ�Ü·÷öæcÛIåöå�ÓëÑcÒ7ÓëÒKÑcå2á�æ�ÛNåöÙ�èÝÑ�â·ÕYÓiÐPÑcÙ>Ü°ÙGÖ¿ü ����Ø " ÛIåöå�ÓG� é �Yÿ é

��6�� ��# $�C�A � C � ð�) D 2 �0ñ
E

�]ð � 2 � 2
ì�
2ï 0 2
ì]ðqï � 2 �0ñ�ícð�) P �]ð 2 � %,ñ
ð�, 0�î3)Sð	�4)<î+0·ð1'+23)Sî&'Cî �
E
ú

� 
�ð	� P ∈ GD(E)
% �G2 �0ñ°î ��í�� % �

P ∈ GD(E)
% �G2 �0ñ$î �·í � % � � �Iî&''ïIî&,äð n ∈ N � )�
�ð1'Pð %MïG2 �%Eñ
ð�, 0·î3)Sð��4)¿î+0·ð�'F23)Sî&'

Q
î �

D⊕n
� %�)�


imQ ∼= imP
ú

� �>?�� ?*�!:.= :(?<; $�C�A�� C � ð�) Y
�]ð 2 � %Eñ
ð+2>í�%��

Q
ú

ùmÑ�� 
 �
Y = {π(∅)} � )�
�ð�� Φ(Y ) = F (F )

2 �0ñ
Ψ(Y ) = F (F )

ú
ùmÑcÑ�� 
 �

Y 6= {π(∅)} � )�
�ð�� GEp,q (F ) ( Φ(Y )
2 �:ñ

G Ep,q (F ) ( Ψ(Y ) � �"
�ð1']ð
p := inf pk2 �:ñ )�
�ð � 2 �>2
ì�
Uï 0 2
ì]ð

Ep,q
%Mï�ñ
ð � �0ðPñ ����ù�� é �)�Iú


 � 0 2&'�)�%Eì1*Ýí 2&' � )�
�ð�, 2+0 0>%���ûiï Φ
2 �0ñ

Ψ
2&'Pð �0î3)�ï+*/' �YðPì�)�%��iðjú

� 'Pî4î��qú � ælÓ>êÝÒKÛ$ùmÑ'��ÖMÙGæ�æcÙjø7ÒNÖWÚPÙGå " ÛYåëå�Ó � é ��ùmÑcÑ��«Ó>ÜÝè�ÐP×ÝÛöÖMÓ>ÕqÐNÐP×·ÓiÐ π−1({π(∅)}) = P �! (N) é� ÙNáÝÚPÙjô
Û�ÕIælÓ>êÝÒKÛ2ùmÑcÑ��]ØaÜ·ÙiÐPÛ7ÐP×·ÓiÐ
Y 6= {π(∅)} åöÛYÓ>ÜÝÒ�ÐP×·ÓiÐ�ø¿Û�ÕYÓ>Ü�Ð]Óiã
Û s ∈ π−1(Y ) \P �! (N) é� ×·ÛIÜUø¿ÛN×·ÓYôGÛ

ù�� é þ�� Ps ∈ Φ(Y ) ⊆ Ψ(Y ).
à¿ó " ÛIåöå�Ó � é ���ÝØ0ÐP×ÝÛëà9Ó>Ü·Ó>Õh×#Òdá�Ó>ÕIÛ F (s)

ÕIÙGÜ
Ð]Ó>ÑcÜÝÒNÓpÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜ
ÐPÛYè#ÒKê�Ô�Òdá�Ó>ÕIÛëÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�Õ
ÐPÙ
Ep,q é 	aÑ�Ü·ÕIÛ imPs

∼= F (s)
Ø?ÐP×ÝÛqÚPÛäÓiÚPÛäÙ>á0ÛIÚ]Ó4ÐPÙ>ÚPÒ

R : Ep,q → F
Ó>ÜÝè

T : F → Ep,q
ÒKêÝÕ]×

ÐP×�Ó4Ð
IEr,s = TPsR é�
 Ùjø ÐP×ÝÛ2Ñ�Ü·ÕIæcêÝÒKÑ�ÙGÜÝÒ

GEp,q (F ) ⊆ Φ(Y )
ÓiÜ·è

G Ep,q (F ) ⊆ Ψ(Y )
ÖWÙGæcæ�Ùjø

ÖWÚPÙGå ù�� é þ��¿Ó>ÜÝèUÐP×ÝÛNÖMÓ>ÕqÐ�ÐP×�Ó4Ð Φ(Y )
Ó>ÜÝè

Ψ(Y )
ÓiÚPÛNÙiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú�ÑcèÝÛYÓ>æcÒ é

� ÒKÒKêÝåöÛ'ÐPÙjø9Ó4ÚPè·Ò«ÓpÕIÙGÜ
ÐKÚ]Ó>èÝÑcÕqÐPÑcÙ>ÜçÐP×·ÓiÐ Ps ∈ G Ep,q (F ) é � ×ÝÛYÜ�Ø�Ô�ó " ÛYåöåöÓ � é �jþ�Ø�ø¿Û2ÕjÓ>ÜÐ]Óiã
Û
n ∈ N Ó>ÜÝèëÓ>Ü2ÑcèÝÛIåëá0Ù>ÐPÛYÜ
Ð<Ùiá�ÛqÚ]ÓiÐPÙ>Ú Q ÙGÜ

E⊕np,q
ø7Ñ}ÐP×

imQ ∼= imPs é � Ó>ÒPÓ>ßIßjÓ�Ø ��Ù>ÐKÐPå�Ó>Ü�ØÓ>ÜÝè " ÑcÜ2×·ÓYô
Û¿ÒK×ÝÙjø7Ü'ÐP×·ÓiÐ Ep,q ∼= E⊕2
p,q

ùmÒKÛIÛ«ü��aØ � Ù>ÚPÙGæ�ælÓiÚKó ��ùmÑ'�Sÿ � é #CÛYÜÝÕIÛGØ4êÝÒKÑcÜÝ÷CÐP×ÝÛ*Ü·ÙiÐ]ÓiÐPÑcÙGÜ %ÑcÜ
ÐKÚPÙ�èÝêÝÕYÛIè
ÑcÜ
ÐP×ÝÛ«á·ÚPÙaÙGÖzÙGÖ@D�ÚPÙ>á0ÙGÒKÑ}ÐPÑcÙGÜ � é ��ØÝø¿ÛN×·ÓYô
Û
F % Ep,q ∼= E⊕(2n)

p,q % (imQ)⊕2 ∼= F (s)⊕2,
ÕYÙGÜ
ÐKÚ]Ó>èÝÑ�ÕIÐPÑ�Ü·÷ � ×ÝÛYÙiÚPÛYå � é � é # ×ÝÛYÜ!ÕYÙ>å�Ô·ÑcÜÝÛYè%ø7Ñ�ÐP× ù�� é þ��PØzÐP×ÝÑcÒëÒK×ÝÙjø7ÒëÐP×·ÓiÐ2ÐP×ÝÛUÑcÜÝÕIæcêÝÒKÑcÙGÜÝÒ
GEp,q (F ) ⊆ Φ(Y )

ÓiÜ·è
G Ep,q (F ) ⊆ Ψ(Y )

ÓiÚPÛ7ÒdÐKÚPÑcÕqÐ é � ×ÝÛ�â·Ü·Ó>æ�ÕIælÓ>êÝÒKÛ7ÜÝÙjø�ÖWÙGæcæ�Ùjø7Ò�ÖWÚPÙ>å ÐP×ÝÛ
ÖmÓ>ÕqÐPÒ¿ÐP×·ÓiÐ

F (F ) ( GEp,q (F )
Ó>ÜÝè

F (F ) ( G Ep,q (F )
Ô0ÛIÕjÓiê·ÒKÛ

F
ÕIÙGÜ
Ð]Ó>ÑcÜÝÒ7Ó2ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜaÐPÛIè

ÒKêÝÔ·Òdá�Ó>ÕIÛNÑcÒKÙGåëÙ>ÚKá·×·Ñ�ÕNÐPÙ
Ep,q

ùPì �qú " ÛYåëå�ÓG� é ���)� é
� æ�ÛjÓiÚPæ}ó
Ø

Ep,q
ÕYÙ>ÜaÐ]ÓiÑcÜÝÒäÓ�ÕIÙGåëá·æcÛIåöÛIÜ
ÐPÛYèõÒKêÝÔ·Òdá�Ó>ÕIÛ°ÑcÒKÙ>åöÙ>ÚKá·×ÝÑcÕ
ÐPÙ

`q
Ø�Ó>ÜÝè�ÒKÙ�ø¿Û
×·ÓYô
Û

G`q(F ) ⊆ GEp,q (F ) é<# ÛäÒK×·Ó>æcæ*ÜÝÛ ��Ð'èÝÛIÐPÛqÚPåöÑcÜÝÛ�ø7×ÝÛYÜ�ÐP×ÝÑ�Ò'ÑcÜÝÕIæcêÝÒKÑcÙGÜ%Ñ�Ò'ÒdÐKÚPÑcÕqÐ é � ÛqÚKÐ]Ó>Ñ�Ü·æ}ó
ØzÓÜ·ÛIÕIÛYÒKÒPÓiÚKó�ÕIÙGÜÝè·Ñ}ÐPÑcÙGÜ�ÑcÒNÐP×·ÓiÐ
Ep,q 6∼= `q é ÏSÐNÐPê�ÚPÜ·ÒNÙGê�Ð�ÐP×·ÓiÐNÐP×ÝÑcÒ�ÕIÙGÜÝèÝÑ�ÐPÑcÙ>Ü�ÑcÒ�Ó>æcÒKÙ$ÒKê ��ÕIÑcÛIÜ
ÐùmÒKÛYÛ � Ù>ÚPÙGæ�ælÓiÚKó � é � ��Ø�Ô0ÛYæ�Ùjø � é

# ÛUÜÝÙ>ÐPÛUÐP×·ÓiÐ Er,r ∼= `r
ÖMÙ>ÚöÛYÓ>Õ]×

r > 1
Ó>ÜÝè%ÐP×·ÓiÐ

E2,s
∼= `s

ø7×·ÛIÜÝÛIôGÛIÚ
s > 1

ùPðjú�ûaúcØ
ÒKÛYÛëü�ý���Ø�á é �>ýjÿ � é4� ê�Ú�ÜÝÛ ��Ð9ÚPÛIÒKê·æ}Ð�ÛIÒdÐ]ÓiÔ·æcÑcÒK×ÝÛIÒ9ÐP×·ÓiÐ Er,s 6∼= `s

ÑcÜ
Óiæcæ�Ù>ÐP×ÝÛqÚ�ÕYÓ>ÒKÛIÒ�Ù>Ö.Ñ�ÜaÐPÛqÚPÛIÒdÐ9ÐPÙ
ê·Ò'ùMÐP×�Ó4Ð�ÑcÒIØ·ø7×ÝÛYÜÝÛqô
ÛqÚ

r > max{2, s} � é � ×ÝÑcÒ�Ñ�Ò�ÒKê�ÚPÛYæ}ó
ø¿ÛIæcæ}Þ,ã�ÜÝÙjø7Ü°ÐPÙ�Òdá0ÛYÕIÑlÓiæcÑcÒdÐPÒ7ÑcÜ°à�Ó>Ü·Ó>Õ]×Òdá:ÓiÕYÛ7ÐP×ÝÛIÙ>ÚKóGØ
Ô�ê�Ð*ÖMÙ>Ú�ÐP×ÝÛ�ÕIÙGÜ
ô
ÛYÜÝÑ�ÛYÜÝÕIÛ�ÙGÖ�Ù>ÐP×ÝÛqÚ*ÚPÛYÓ>èÝÛIÚPÒIØ
ø¿Û�ÑcÜÝÕIæcêÝèÝÛCÓNáÝÚPÙ�ÙGÖ é ÏSÐ�ÚPÛIæcÑcÛIÒ*ÙGÜöÐP×·ÛÜ·ÙiÐPÑcÙGÜ
ÙGÖ9ì]î3)��10·ð é-# ÛXÚPÛIÖMÛqÚ�ÐPÙ
ü �jý�Ø � ×·ÓiáÝÐPÛqÚ ���qÿ?ÖWÙ>Ú�Ó>Ü°Ñ�Ü
ÐKÚPÙ�èÝê·ÕqÐPÑcÙ>Ü
ÐPÙ2ÐP×·Ñ�Ò7ÒKê�Ô �kÛYÕqÐ é



CLOSED IDEALS IN B(E)
	 ���

��6�� ��# $�C�A �>C � ð�) r 2 �0ñ
s
�]ð ']ðF2>í�� */, �Pð�'hï � %�)�


r > max{2, s} 2 �:ñ s > 1
ú � 
�ð	� )�
�ð � 2 $� 2
ì�
'ï�042
ìPð

Er,s
ñ
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� 'Pî4î��qú � ÒKÒKêÝåöÛöÐPÙjø9ÓiÚPèÝÒ�Ó
ÕIÙGÜ
ÐKÚ]Ó>èÝÑcÕqÐPÑcÙGÜ�ÐP×·ÓiÐ Er,s ×·Ó>Ò�ÕIÙ>Ð_ó�á0Û t Ø�ø7×ÝÛqÚPÛ 2 6 t < r é � ×ÝÛIÜÐP×·ÛqÚPÛXÑ�Ò�ÓëÕYÙGÜÝÒdÐ]Ó>Ü
Ð
c > 0

ÒKêÝÕ]×
ÐP×·ÓiÐYØ·ÖWÙ>Ú7ÛjÓiÕh×
k ∈ N Ó>ÜÝè

x1, . . . , xk ∈ Er,s
Ø

ù�� é ���
( k∑
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‖xj‖t
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∥∥∥
k∑
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rj(u)xj

∥∥∥
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du
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ø7×·ÛqÚPÛ
rj
èÝÛIÜÝÙ>ÐPÛYÒöÐP×ÝÛ

j ��� � Ó>èÝÛIå�Ó>Õ]×ÝÛIÚpÖMêÝÜÝÕqÐPÑcÙGÜ�ÖWÙ>ÚpÛYÓ>Õ]× j ∈ N é � Óiã
Û k ∈ N Ø¿Ó>ÜÝè�æ�ÛIÐ
Jk : `kr → Er,s

èÝÛIÜ·ÙiÐPÛXÐP×ÝÛXÕjÓ>ÜÝÙGÜÝÑ�ÕjÓ>æ
k ���

ÕIÙ�Ù>ÚPèÝÑcÜ·ÓiÐPÛ«ÛYå�Ô0ÛIèÝè·Ñ�ÜÝ÷ é � ×ÝÛYÜ
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∥∥∥
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∥∥∥
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du
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ÒKÙëÐP×·ÓiÐ'ù�� é ���*Ñcåëá·æcÑ�ÛYÒ9ÐP×·ÓiÐ
c > k1/t−1/r →∞ Ó>Ò

k →∞,
ÓëÕYÙ>ÜaÐKÚ]Óiè·Ñ�ÕIÐPÑ�ÙGÜ é� ×ÝÛ«â�Ü·Ó>ærÕIælÓ>êÝÒKÛXÑcÒ�Ü·ÙYø ÑcåëåöÛYèÝÑcÓiÐPÛNÖWÚPÙGå ÐP×·ÛXÖmÓiÕIÐ�ÐP×·ÓiÐ
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ÐKÚ]Óiá0ÙGÒKÑ�ÐPÑ�ÙGÜ�ØÝø¿ÛNå'êÝÒdÐ�á·ÚPÙYô
ÛXÐP×·ÓiÐ

G`q(F ) = GEp,q (F ) ⇐⇒ G `q(F ) = G Ep,q (F ) ⇐⇒ p = 2.
� ×ÝÛ«â·ÚPÒdÐ7Ñ�åëá·æcÑ�ÕjÓiÐPÑ�ÙGÜ
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G `q(F ) = G Ep,q (F ) é � Óiã
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ÐPÛIè!ÒKê�Ô�Òdá�Ó>ÕIÛ
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ÛNÒKÙ>åöÛNÕYÙ>åöåöÛIÜaÐPÒ7ÓiÔ0ÙGê�Ð7å�Ó���Ñ�å�Ó>ærÑcèÝÛYÓ>æcÒ�ÑcÜ

B(F ) é
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U = {u ∈ P(X) | x ∈ u} ÖWÙ>ÚÒKÙGåöÛ
x ∈ X

Ø7Ó>ÜÝè �F'Pð]ð�Ù>ÐP×ÝÛIÚKø7Ñ�ÒKÛ é ÏSÐ$Ñ�Ò°Ó!ÒdÐ]Ó>ÜÝè�Ó4ÚPè�ÖmÓ>ÕqÐ
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â ��ÛIè�Ñ�Ö
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ÓiÜ·è�ÐP×·Û#ÒKÛqÐ
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X
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ÐPÑcÛIÜaÐ
P(X)/P �! (X)
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