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�<���o�<�©�H� �J���x�F�<�o�<�e�Q�<�H�����<�7�B ��b� �G�}� ¬1� £ �e�B�� ��©�Q�3�}�7�e�e¦1�B�B�­�<�®�9�J�<¤  ��@�}�<�����¡�}�¨�J�x�H�e�*�<�7�B ��b� �G�}�
�¢�<�H�x�7�n�Q�3�}�7�e�e¯g°±���G�J�o�7¦\�x�=���J� £ �e�7��¤��¥�«²� ��b�<�� ��B�e�G ��³���o�!�H�e� �<�� ��B���U�<�x�H�e�¥�Q�¡�J�e�e�=�H�]�J�����x�
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�<�e�B ��x�<�§�9�<��¤_�<���(¬.� £ �7�B�J ��*�<�¢�<���M�¢�<�H�x�7�(�Q�¡�J�e�(�B�o�B�<�H�����x� £ �½����¤��O�J���.�B�<�x�d�@�J�F�J�g¾E�J !�<��¤©�}�<�x�o¿<¯
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• �x�F�<�e�J�¨�J�g�7²F ��}�<�H�J���`�¢�b�<��¼��e�<���e�H�M���§�����!¶S�¸���x�d���J¤¥�@�J�g�J�<�7�M�<�g¦
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• �x¤ £ �7�����H����� £ �e�±�,�e�e�­ÄF� £ ���x�e�µ�Q�3�}�7�e�M�¢�b�<���o�<�x�<�x�O�}�g�o´d�¸�����7���7¯
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�<���=�B��¤¥�o�¢�¡�&�U�o�B�d���<�H�Æ�<�b�<�H�=���1�<���=�¨�J�b¼�·S�J�@�<�e�����B�7�}�M�Ç�H�x���}¹¨¯
È �7�7�J�H�]�<���}�n�J��É(ÊoËzÌSÍ¨ÎÆÏ¨ÐdÑ¸ÍeÒ|ÌSÓ}Ñ�·|�}��Ô¡Ó}Ð!ÑFÕ¥Ï<Ð!Ñ¸ÍoÒ|ÌÖÓ}Ñ!¹=�H���«�¸���B�x�<�b����¦§�e�������o´¸¦.�e���e�\¦s�J���

�x���o�<�7�J�B�H���®·|���
R+
¹(�G ����e�<�x���

Φ : R→ R
�<�}�<�H�B�@�!�H���

lim
u→0

Φ(u)

u
= 0, lim

u→∞
Φ(u)

u
=∞.

× �b���7�Ç� £ �� ������7�Ø����¤©�}�H�
Ω ⊂ RN

¦(�<����É(ÊoËÙÌÖÍ<Î­ÚÖÛ�Ü�Í¨Ý
LΦ = LΦ(Ω)

�H�����eÞ����e� £ ���<���
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·|¬1 !´!�7¤ £  !�<�d¹(���J�<¤

||u||Φ = inf

{
k > 0 :

∫

Ω

Φ

( |u(x)|
k

)
dx ≤ 1

}
.

º �!�<�� ������� !�¢�<���=�G���x�H�O�¢�x����¦��,�=�¢�x�H�g�7�J���B�x���e�M�<�����<���<�e�=�e´��}¤����H�e�

(1) Φ(u) =
1

p
|u|p, Φ(u) = e|u| − |u| − 1, Φ(u) = e|u|

p − 1

�9�J�
1 < p < ∞ ¯ º ����Þ��<�Q���¢�<�H�x�7�µ�9 ����o�<�H�J�#�H�Ø·Q�&¹=�x�O�J�����<�®�<�����e�@�J�B�B�x�O�}�,¬1� £ �e�B�� ��µ�Q�¡�J�e�e�

Lp = Lp(Ω)
�¢�b�<�«���}�<¤

||u||p =

(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

,

�<���Æ�J�<���e�,�±�,�¥�9 ����o�<�H�J���,�<��¤��J�<�Æ�7��¤n�¡�x�H�7�}�<�e�®�U�<�x�H�e�=�Q�¡�J�7�e�e¯ º ���Æ¤©�J�H�«���xÂ¸�o�<�7���e� £ �o�±�,�e�7�
�<����Þ��<�Q� �J�����<���¥�J�<���e�=�±�,�­�¢�<�H�x�7�¥�9 ����o�<�H�J���½�x��·Q�&¹��x�=�<���}�

Φ(u) = |u|p �<�}�<�x�QÞ¡�e�½�<��� ∆2

¶
�e�������x�<�H�J�g¦ £  !�

Φ(u) = e|u| − |u| − 1
�J���

Φ(u) = e|u|
p − 1

�����\� �7¯
¬.�F���B�7�b���Q�\�7�}¼!�x����¦*�������e�� ��H���<�7���<���}�¥�<�����Q�¡�J�e�

LΦ
�H�©���J�n¾j�<�d�����bÂ¸�e�<�e���Q¿«�9�<��¤ �<���

¬1� £ �e�B�� ��¢�Q�¡�J�e�
Lp
�H�¸�x�<�`�¢�<�H�x�7�M�G ����e�<�x���

Φ
�<�}�<�x�QÞ��7�*�<���

∆2
¶Ö�e�������x�<�H�J�g¯3·jÄF��¤¥�¢�o´!�7�o���<�H�����*���

�<���H�M�< ��x��¦3���O�,�o���o�7¦3�F�7�e !���H�®�x�F�<�o�B�¸���@�&�<�H�����<���e�J�B�«�G�J�U�H�H���7�}���J�¸�o�¨�}�<�J�<�e¦¡�B�7���x�����Ö¯z¹ º � £ �7���x�
�¢�b�<�g¦��,� �x�H�x ��Q�B�¨�&�<�½�<���H� £ �«¤¥�O�}���¢���s�B��¤¥�����e��¤¥�o�B�<�H�7�J�g���<�J�¸�o�B�<�H�e�¢���§�<�����Q�¡�J�e�

LΦ

¯ × �x���e�
�J�Á�U�<�x�H�e�½�9 ����o�<�H���

Φ
¦!�,�½���e���J�<�½�J�¢ ��B ��J� £ �

Φ̃
�b�<� Í¨Ó���Û¸ËxÝ��©ÝoÑ¡ÒjÜ}Ê
	UÏ¨ÐdÑ¸ÍeÒ|ÌSÓ}Ñ

Φ̃(v) = max
u≥0

[u|v| − Φ(u)] .

� �}�=�o´��J¤����H�J¦¸�x�­�7�J�B�
Φ(u) = 1

p |u|p
�,�n���7���

Φ̃(v) = 1
p̃ |v|p̃

·G�¢�x�<�
p−1 + p̃−1 = 1

¹¨¦\�J���
�x���7�J�B�

Φ(u) = e|u| − |u| − 1
�,�¥���7���

Φ̃(v) = (1 + |v|) log(1 + |v|) − |v| ¯ º �����7���}ÅE ����}�<��9 ����o�<�H���«���
Φ(u) = e|u|

p − 1
�7�J�����}� £ �=�7�J�H�e ��@�}�<�e�«�e´d���x�H�e�x�<�x��¯

È �7�7�J�H���<�¡�&�.�<���=Ü}Ú¨ÚeÓOÍoÌSÜJÒjÝ,ÚÖÛ�Ü�Í¨Ý(·|�J�
���JÒ��!Ý��}Ð�ÜJË ¹
X̃
�����¢�Q�¡�J�7�

X
����¤¥�O�}�B ��¨� £ �x�,�G ����e�<�x�����

�x�¢���eÞ����e� £ �µ�<���½���J�<¤

||v||X̃ = sup
||u||X≤1

∫

Ω

u(x)v(x) dx.

º ���H�¢�H�U�®·G�¸���B�B� £ �x�«�Q�B�<�x�e�o¹(�B  £ �Q�¡�J�e�����.�<���� ��B ��J���}Ð�ÜJË\ÚÖÛ�Ü�Í¨Ý
X∗
¦¡�J���

X̃ = X∗
�H�³�}���������x�

�x�
X
�H��Ê<ÝjÕJÐ!ËxÜ}ÊY¦!�S¯ ��¯x¦!�e���e�B�©�7�x�7¤��7���`�H�

X
���J�`�J��� £ �B���H !�<�e�x���e�����<�H�F ��� ��`���J�<¤«¯ � �J�`�o´��J¤����x��¦

L̃p = L∗p
�G�J�

1 ≤ p <∞ £  !�
L̃∞ ⊂ L∗∞

¯
������������� �"!$# �!Ý½Ü}Ú¨ÚeÓOÍoÌSÜJÒjÝÆÚÖÛ�Ü�Í¨Ý½ÓQÏ

LΦ

Ì9Ú
L̃Φ = LΦ̃ %'& Ó}Ê<Ý¨Ó�(}ÝoÊ
)sÒ��!Ý³ÏoÓJË9ËHÓ�*³Ì9ÑdÕ¢ÏoÓ}Ð!Ê½Í¨Ó}Ñ'�}Ì�+Ò|ÌSÓ}Ñ�Ú Ü}Ê<ÝnÝ-,oÐdÌ.(}ÜJËxÝoÑ¡Ò0/

·S�F¹
LΦ

Ì9Ú=Ê<ÝjÕJÐ!ËxÜ}Ê
1 · £ ¹
LΦ

Ì9Ú=ÚoÝ±Û�Ü}Ê<Ü32eËxÝ�1 ·|�}¹
L∗Φ = LΦ̃ 4 ·|�3¹

Φ ∈ ∆2
¯

5 Ì9Ñ¸ÜJË9Ë6	�)
LΦ

ÌGÚÆÊ<Ý87`Ý-9}Ì.(}Ý�Ì Ï�Ü}Ñ'��Ó}Ñ¡Ë6	©Ì Ï:2<ÓJÒ��
Φ ∈ ∆2

Ü}Ñ;�
Φ̃ ∈ ∆2 %

º ���7�J�<�e¤ ���B���O�¢�,�<���}�7¦F�¢���H�x���<����¬.� £ �7�B�J ����Q�¡�J�e�
Lp
�H��ÜJË6*(Ü�	}Ú³�<�e�� ��@�}�7¦d�B�e�¡�}�¨� £ �x��¦��J���

�<��<��e´!�b���n�G�}�
1 < p < ∞ ¦¸�G�J���<���©�U�<�x�H�e�n�Q�3�}�7� LΦ

�J�H�§�<���e�B� ���<�J�¸�e�B�<�x�7�����7�7�!�x�x�®���e�¸�e���Á���
�J�<�7�M�<�«���<�J�¸�o�B�<�H�e�¢���

Φ
¯

�� !�*���o´d�*�o´��J¤n�¡�x�`�H�³�e�����e�e�<���e�n�¢�x�<� �<���`�B�H¤����x�7�Q�*���J���x�H���7�}�*�J�¸�e�¨�&�<�J�7¯ × �x���e�¥���G ����e�<�x���
���1�±�,�¥�J�}�<�H� £ �H�e�

f : Ω× R→ R
¦��<���½�}�\�o�¨�}�<�J�

F
���oÞ����7� £ �

(2) Fu(x) = f(x, u(x))
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�x�*�7�J�H�x�7�n�<�����½Ý���	JÒ|Ú��OÌ ��Ó¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}Ê`·|�J�`Ú¨ÐOÛ�ÝoÊjÛ�Ó}Ú¨Ì|Ò|ÌSÓ}Ñ�Ó¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}Ê<¹1���e���e�¨�&�<�7� £ �
f
¯ º ���x�*�J�¸�o�¨�}�<�J�

�d�e�e ��<���o���o�B�d�¢���e�<�¥�H���������H�H���7�}�n�J���J�x�d�B�H�e¦.�x� �B !Ã©�7�e�½�<���<���H�!¼��J�,�<���¥�<�H�����B¶Ö���J��� �B�H�����J�M�
���xÂ¸�o�<�7���<�H�J�g�O²F ��}�<�x���\¯
º ��� �G���x�H�O�¢�x�����<�e¤©�}�B¼J� £ �H�½�<���e�J�<�e¤ ���®�<���Æ¾E�J !�<��¤©�}�<�x� �e�����<�H�F ��x�±�F¿����§�<�����J�¸�e�¨�}�<�}��·Ö��¹

�x�¢�� ��=�<���Æ�¨�J�B�����B�e�S� �Q¼!� Å �x�O� �Sª
���������������'!
	 Ð&Û�Û�Ó}ÚeÝ½Ò��!ÜJÒ]Ò��!Ý Ó¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}Ê

F
��Ü¨Û3Ú

Lp
ÌGÑ�ÒjÓ

Lq
ÏeÓ}ÊÆÚeÓ��©Ý

p, q ∈ [1,∞) % # �!ÝYÑ
F
ÌGÚ½Í<Ó}Ñ¡Ò|ÌGÑ�Ð�Ó}ÐdÚ�Ü}Ñ;� 2<Ó}Ð!Ñ;��Ý � %
� Ñ¥Û�Ü}ÊoÒ|ÌSÍoÐ!ËHÜ}Ê
) F ÌGÚ½ÜJË6*(Ü�	JÚ½Í<Ó}Ñ¡Ò|ÌGÑ�Ð�Ó}ÐdÚ�Ü}Ñ;��2¨Ó}ÐdÑ;��Ý-�¥Ì9Ñ�Í¨Ü}ÚeÝ

F (C) ⊆ Lq
) * �!ÝYÊ<Ý

C = C(Ω)
��ÝYÑ¸ÓJÒjÝoÚ½Ò��!Ý½ÚeÝoÒ`ÓQÏ�ÜJË9Ë§Í¨Ó}Ñ¡Ò|Ì9Ñ�Ð¡Ó}ÐdÚ=Ê<Ý¨ÜJËJÏ¨ÐdÑ¸ÍeÒ|ÌSÓ}Ñ�Ú Ó}Ñ

Ω %� �<�J¤ º ���e�J�<�e¤ ���x���9���H�x�O�¢�e¦(�x���¡�}�B�<�H�e ��@�}�7¦*�<���}�µ�e�����<�H�F ��x�±���J��� £ �J ������e�����e�B�������<���
�J�¸�o�¨�}�<�J�

F
�}�<� �H�Á�|�J�o�©Ý-,oÐdÌ.(}ÜJËxÝoÑ¡Ò £ �e�±�,�e�e�­¬1� £ �e�B�� �� �Q�3�}�7�e�e¯.ÄF��¦¸�@�<��¤ �<���x���¸���x�F�Æ�J�*�d�H�o�½¦

F
£ �e�¡�e���7�`�¨�}�<���e�¢�x�x¼��½�«ËzÌ9Ñ¸Ý¨Ü}Ê,�J�¸�o�¨�}�<�J�7¯
°±�¡�J���(�¡�J�B�B�e�³�9�<��¤�¬.� £ �7�B�J ��(�<�½�U�<�x�H�e�`�Q�¡�J�e�e�e¦}�<���,�B�b�< ¡�&�<�H���n�¨���J�����7�s�!�¨�J�Q�<�H�7�J�x�x��¯J°±�����e�7�\¦

�<���=�G���x�H�O�¢�x���n�±�,�©�o´��J¤����x�7� �x�O� �1�B���O���<���}�¢�H���<���H�M�7�J�B�=�<���=�J�¸�o�¨�}�<�J��·Ö��¹(¤©�7� £ � £ �� ������e�
�J�������x�B�7�����<�x�d ��� ��e¦¡�J�¢�e�����<�H�F ��� ����}���« �� £ �� ������7�\¯
ÄF ����¸���B�=Þ��<�Q�`�<�¡�&�

Φ ∈ ∆2

¦ £  !�
Ψ 6∈ ∆2

¦��J�����e�����B�H���o�¢�<���=�9 ����o�<�H���
f : R→ R

���oÞ����7�
£ �

(3) f(u) := Ψ−1(Φ(u)).
º ���e�

F : LΦ → LΨ
�H� �}ÌGÚeÍ¨Ó}Ñ�Ò|ÌGÑ�Ð�Ó}Ð!ÚM�}�

0
¦ £  !� £ �J ������e�­���Á�e���e�B� £ �� ������e�Á�B�e�

M ⊂ LΦ
¯

� �������o�<�B�e�x��¦\�B !���¸���B�n���O� �<���}�
Φ 6∈ ∆2

¦ £  !�
Ψ ∈ ∆2

¦g�}���Á���oÞ����
f
�J���}�H���J���H� ·Ö��¹¨¯ º ���e�

F : LΦ → LΨ

�H��ÐdÑ;2¨Ó}ÐdÑ;��Ý-�n�J���e���o�B� £ �}�H�s���]�¨�}���x ��
r > 1

¦ £  ��=�e�����<�H�F ��� ��½�J�­�<��� �¢�����H�
�Q�¡�J�e�

LΦ
¯

º ��� �¨�����H�e���J�§�<�����e�J�B�<�7�Q�¸�������H����
]�J ����©�9 ����o�<�H�����¢�<�©�<�&�<�H�B�9�«�}�����J�¢�<���
∆2

¶Ö�e�������b�<�H�����
�x�¥�<���e�B�M�e´��}¤����H�e�]�x�*���}�(�J�e�7�x���7���¨�J�|¯�°±�¥�|�}�e�7¦J�<���M�G���x�H�O�¢�x���=�±�,�=�<���e�J�<�7¤�� �x�O� ���B���O���<���}�³�<���
¾E�J !�<��¤¥�}�<�H� �e�����<�H�F ��x�±��¿����

F
���o�¸�7�����U�����x�����®�<�����¨�&�<���e�U�Q�¡�J�e�

LΨ
¦¡�¢���x�H���<���Æ¾E�J !�<��¤©�&�<�H�

£ �� ������7�����7�B�E¿=�J�
F
���o�¸�7�����M�����x�µ�����<���=�B�� !�<�e�½�Q�¡�J�e�

LΦ 4 �e��¤��¡�}�<���<���x�`�¢�x�<� º ���e�J�<�e¤ �dª���������������;!�	 ÐOÛ�Û�Ó}ÚeÝnÒ��!ÜJÒ,Ò��!Ý¥Ó¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}Ê
F
��Ü¨Û3Ú

LΦ
ÌGÑ¡ÒjÓ

LΨ
)
* �!ÝYÊ<Ý

Ψ ∈ ∆2 % # �!ÝoÑ F ÌGÚ
Í¨Ó}Ñ�Ò|ÌGÑ�Ð�Ó}Ð!Ú %��������������� !�	 Ð&Û�Û�Ó}ÚeÝ Ò��!ÜJÒ`Ò��!Ý©Ó¨Û�ÝYÊ¨ÜJÒjÓ}Ê

F
��Ü¨Û3Ú

LΦ
Ì9Ñ¡ÒjÓ

LΨ
)
* �!ÝYÊ<Ý

Φ ∈ ∆2 % # �!ÝoÑ F ÌGÚ
2¨Ó}ÐdÑ;��Ý-� %
� ��¤ £ �H���x��� �<�����±�,�n�o´��J¤����H�e�`�J���µ�<���e�J�<�e¤¥�`� £ �O���J¦!�����Æ�e�� ��H�µ�B �¤¥¤©�}�<�x�7���<���7�B�U�<�e�B ��x�<�

�x�®���B��¤¥�o�¢���}�U�B�x�J���F���`�7�µ�¢�x�<���<���Æ�±�,�¥�O²� ��b���}�H�e���e�e�

F : LΦ → LΨ
�7�J�F�<�x�F ��J �� ⇔ Ψ ∈ ∆2, F : LΦ → LΨ

£ �� ������7� ⇔ Φ ∈ ∆2.
�U�1�e�� !�<�B��¦d�<���x�`�x�M� �e��¤����H�o�<�7�b�����o�Ø�����7����¤��7�����µ�¢���H�¨���H�µ¬1� £ �e�B�� ����Q�3�}�7�e�`�7�J�����}�M�F�7�e !�7¯
�����\�J�H��� �� !�½�<���}�7¦g�H���O�}�B�©���`��¾±���e���e���o�¨�}�<�Y¿¥�9 ����o�<�H�J�

f(x, u) = g(x)h(u)
¦\�<���¥�J�¸�e�¨�}�<�}�

·Ö��¹¨¦§�|¯ �J¯H¦
Fu(x) = g(x)h(u(x))

¦1�H��ÜJË6*(Ü�	JÚ=�e�����<�H�F ��� ����@�<��¤
C
�H���<�

LΨ

¦§�e���e�#�x�
Ψ 6∈ ∆2

¯
ÄF��¦,���¡�}�¨�J�x�H�e���e�� ����<�e�<�o´��J¤n�¡�x�­�J�­·Ö��¹��H�µ���J���¸���B�B� £ �x�­�H���<���H���O�J�B�J¯����O�,�o���o�7¦,�x� �O�}�B�Á���
�����e���e�¨�}���9 ����o�<�H���

f
�<���x�µ�H�µ���J���B�< ��J¯ � �}���o´��J¤n�¡�x� �H���S¦(�H�o�

Ψ(u) = e|u| − |u| − 1
�J���

f(x, u) = log(x+ |u|) ¯ º ���e�«�<���½�7�}�B�<�7�Q�¸�������H�������e¤��d�<�Q¼!� Å`�J�¸�o�¨�}�<�J�n·Ö��¹(¤©�}��� C �H���<� LΨ
¦

£  !�¢�H�:�}ÌGÚeÍ¨Ó}Ñ�Ò|ÌGÑ�Ð�Ó}Ð!Ú,�}�
0
¯



ß ì
J. APPELL

¬.�o�¢ ��¢���O���¡�J�B�M�<�¥�Q�< ��!�!�H�����<���½�x�H���O�&�¢�H���<�7�}�¨�J�g�J�¸�e�¨�}�<�}�

(4) Ku(x) =

∫

Ω

k(x, y)u(y) dy (x ∈ Ω)

£ �o�±�,�7�e�Ø¬.� £ �7�B�� ����J���_�U�<�x�H�e���Q�¡�J�e�7�e¯ � ��¤ £ �x���H�����J�o�<�H����¦`�e�����<�H�F ��x�±��¦M�J��� £ �� ������e�����7�B�
�e�������x�<�H�J���³�9�J�s�<���`�J�¸�o�¨�}�<�J�<�M·Ö��¹.�J���«·��d¹1�����`¤©�e�n� £ �¨�}�H���e´d�H�Q�<�e���e�(�<�7�B ��b�<�³�9�J�³�<���,�������H�x���7�}�
� Ü�� ��ÝYÊYÚYÒjÝoÌ9Ñ�Ý-,oÐ�ÜJÒ|ÌÖÓ}Ñ

∫

Ω

k(x, y)f(y, u(y)) dy = v(x) (x ∈ Ω).

º �����b�����B �Ã¥�7�x�7����·S�J���®�B��¤��e�<�x¤¥�7�U�o���7�����7�e�e�B�<�}�B�¡¹M�J�o�<�H���©�7�������x�<�x�����U�G�}�U�<�����J�¸�o�¨�}�<�J�n·��d¹
£ �o�±�,�7�e���<���=�Q�¡�J�e�7�

Lp
�J���

Lq
·
1 ≤ p, q ≤ ∞ ¹¨¦������½ ��B ¡�}�H�x���e�����B�H���e�<�`�<�����}ÝoÊYÑ¸ÝoË§ÍeËxÜ}Ú¨ÚeÝYÚ

[k]p,q = ||x 7→ ||k(x, ·)||p̃||q, [k]∗p,q = ||y 7→ ||k(·, y)||q||p̃.
º ���e�B���7�H�J�B�B�e�µ�}�<�� ��B ��J�x�x���O�}�H�H�e� � Ì|Ë 2¨ÝYÊoÒ8+ 	 Í��3��Ì8�JÒ�ÍeËxÜ}Ú¨ÚoÝoÚn�x���7�J�B�

p = q = 2
�J��� � Ì|Ë9ËxÝ�+

# Ü���Ü}Ê �OÌ9Ñ®ÍeËxÜ}Ú¨ÚeÝYÚs�H�¥�<���¢���e���e�¨�}�¡�7�J�B�J¯�°j�(�H�³�,�7�x�x¶S¼!���O�¢�Á·|�B�e��¦��J¯ ��¯x¦'��� �|¹.�<���}�*�<���¢�J�¸�o�¨�}�<�J��·��d¹
¤©�&�¡�

Lp
�H���<�

Lq
·S�J�����x�=�<���e���J !�<��¤©�}�<�x�O�}�H�x�­�7�����<�x�d ��� ��e¦ £ ��À`�J���J�Y�\� ���e�@�J�B�B�x�O�J�³�<���e�J�<�7¤

� � �|¹¨¦��H�
(5) min {[k]p,q , [k]∗p,q} <∞.
� �J�<�e�O���o�7¦¡�H���<���x�U�7�J�B�½�<���½�H�e�9�B¶Ö���J���®�B�H���½���M·���¹(���x���e���J�� !���\�o� £ �� ����®�9�J�¢�<�������J�<¤ ���

K£ �o�±�,�7�e�
Lp
�J���

Lq
¯������U¤©�7���}�H�B� �B���7� �<�¡�&�(�<���¢�7�������x�<�x���

k ∈ Lr(Ω×Ω)
�x�,�B !Ã©�e�H�e�F�,�9�J�

·���¹¨¦!�¢���e�<�=�7�b�<���e�
r = p̃q = pq/(p− 1)

�J�
r = max {p̃, q} = max {p/(p− 1), q} ¯°±�³�J���½�B�<�x�7�M�<���J�e���¥�¡�}�¨�}�H�H�e�g�<�7�B ��x� £ �o�±�,�e�7���<�����¢�<�H�x�7���Q�¡�J�e�7�

LΦ

�J���
LΨ

¦3�J�������J�¢�<�
�e�����B�H���o�M¼��o�<���7�\�e�@�}�B�B�7�M���g�<���Æ�±�d�¸�

[k]Φ,Ψ = ||x 7→ ||k(x, ·)||Φ̃||Ψ
¯ ���O�,�o���e�7¦��b�M�H�M�B�x¤����H�o�M�<�

�x¤¥�x�¨�}�<���<���Æ�Q�\�e�e�@�J�\�O�J�B�e�M���7�B�o�<� £ �e��� £ �O���J¯ º �n�<���H�M�e���\¦��,�Æ�<�7�7�J�H�¸�<���}�`�<���Æ�<�e�@�}�<�x���
Φ � Ψ£ �o�±�,�7�e���±�,���U�<�x�H�e�µ�9 ����o�<�H�J���

Φ
�J���

Ψ
¤¥�O�}�����<���}�

Φ(u) ≤ Ψ(ku) (|u| ≥ u0)
�9�J�n�B��¤¥�

k > 0
�J���

u0 > 0
¯ º ���e�«�����½���o�<�M�<���=�G���x�H�O�¢�x���¥�B !Ã©�7�x�7���U�e�������b�<�H����� �H�O� �Sª

���������������'! 	 ÐOÛ�Û¡Ó}ÚoÝ�Ò��!ÜJÒ
k ∈ LΞ(Ω × Ω)

) * �!ÝYÊ<Ý�ÝYÌ|Ò��!ÝoÊ
Ψ ◦ Φ̃ � Ξ

)�Ó}Ê
Φ̃ ◦ Ψ � Ξ

)UÓ}Ê
Ψ � Ξ

)
Φ̃ � Ξ

Ü}Ñ;�
Ξ̃ ∈ ∆′ % # �!ÝYÑ�Ò��!Ý�Ó¨Û�ÝYÊ¨ÜJÒjÓ}ÊÆ·��d¹���Ü¨Û3Ú LΦ

Ì9Ñ¡ÒjÓ
LΨ

Ü}Ñ;�¥ÌGÚ Í¨Ó}Ñ�Ò|ÌGÑ�Ð�Ó}Ð!Ú %� �}�Æ�o´��J¤����x��¦3�x�®�O�J�B�
Φ(u) ∼ |u|p �J��� Ψ(u) ∼ |u|q �,�����o� (Ψ ◦ Φ̃)(u) = (Φ̃ ◦ Ψ)(u) ∼

|u|pq/(p−1)
¦¡�J�����B���,�½� £ �¨�J�x�«�<���=�Q�¸�7�e�@�J�\�<�e�B ��x�¢¤¥�e���<�H�����e�®� £ �O���J¯

~��¡�}�B�<�H�e ��@�}�<�b�n�H¤��¸�J�B�¨�}�F�*�Q�¸�e�7�H�J���7�J�B�M�x�*��*(Ý¨Ü �OË6	�Ú¨Ì9ÑdÕJÐ!ËxÜ}Ês�H���<�e�J�¨�J���J�¸�o�¨�}�<�J�³���	�*���x�<�o�B�¨�
�±�d�¸�

(6) Vτu(x) =

∫ x

0

h(x, y)|x− y|−τu(y) dy (0 ≤ τ < 1).

º ���H���J�¸�o�¨�}�<�J��¤©�7� £ ���e�����B�H���o�<�7�����J�¥�J���b�#�H��¬1� £ �e�B�� ����Q�¡�J�e�7�e¦ £  !�©�J�H�B���x�#�<��� � �JË ��ÝoÊ
ÚÖÛ�Ü�Í¨Ý

Cα
�¢�x�<�«���J�<¤

||u||α := |u(0)|+ sup
x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α .

°±���G�J�o�7¦!�<���=�G�J�H�H�7�¢�H���¥�<�e�B ��x�¢�x�¢�e�@�J�B�B�x�O�J� ��
 �Sª



THE IMPORTANCE OF BEING ORLICZ
ß ö

���������������;! 	 ÐOÛ�Û�Ó}ÚeÝ�Ò��!ÜJÒ
p >

1

1− τ , α ≤ 1− τ − 1

p
.

# �!ÝoÑ�Ò��!ÝnÓ¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}Ê=·���¹ �©Ü¨Û3Ú
Lp
ÌGÑ�ÒjÓ

Cα
Ü}Ñ;�©Ì9Ú�Í¨Ó}Ñ¡Ò|ÌGÑ�Ð¡Ó}ÐdÚ %°j�s�H�s���}�< !�¨�J�F�<�Æ�J�Q¼��¢���}�s���}���¸�7���s�x���<���(¬.� £ �7�B�� ��(�Q�3�}�7�

Lp
�H� º ���e�J�<�7¤��¢�H�§�<�o���@�J�e�e� £ �

�B��¤��=�¢�<�H�x�7�¢�Q�¡�J�e�
LΦ
¯F~��*�����¢�7�J ��x�©�e´F�\�e�o�7¦��J���M���J�*�<���7�¥�<�=�<�o���@�J�e�U�}�H�B�½�<��� �����H���o�(�Q�¡�J�e�

Cα
£ �©�B��¤��M¾±���e���e�¨�}�H�H�e�e�!¿ �����x���o�(�Q�3�}�7�J¯�ÄF ��Y�µ���Q�¡�J�e�U¤©�7� £ �U�e�����Q�B�< ��e�<�e�µ�J�(�9���H�x�O�¢�Æ·|�B�e��¦

�J¯ ��¯x¦��H��� �|¹¨¯ × �x���7��� �¸���B�x�<�b����¦��e�����<�H�F ��� ��e¦��H���o�<�O�J�B�x���¥�G ����e�<�x���
φ : R+ → R+

�¢�b�<�
φ(0) = 0

¦
�<����ÕFÝoÑ3ÝoÊ<ÜJËÙÌ@ÎOÝ-� � �JË ��ÝYÊ½ÚÖÛ�Ü�Í¨Ý

Cφ
�H�M���eÞ����7� £ ���<���=���J�<¤

||u||φ := |u(0)|+ sup
x6=y

|u(x)− u(y)|
φ(|x− y|) .

º ���=�G���x�H�O�¢�x��� º ���7�}�<�7¤ � �H�`�¨�}¼��e�«�9�<��¤ �x���Ö¯
�������������
	 !�� ÝeÒ

f
Ü}Ñ;�

φ
2¨Ý�Ò��!Ý�ÚoÍ¨ÜJËxÜ}Ê]Ï<Ð!Ñ¸ÍoÒ|ÌÖÓ}Ñ�Ú:��Ý�
sÑ¸Ý-� 2�	

f(t) =

∫ t

0

Φ̃(v−τ ) dv, φ(t) = inf {s > 0 : f(s1/τ t) ≤ s1/τ}.
# �!ÝoÑ�Ò��!ÝnÓ¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}Ê=·���¹ �©Ü¨Û3Ú

LΦ

Ì9Ñ¡ÒjÓ
Cφ

Ü}Ñ;�©Ì9Ú�Í¨Ó}Ñ¡Ò|ÌGÑ�Ð¡Ó}ÐdÚ %°±�.�,�=�¨�}¼��
Φ(u) ∼ |u|p �H� º ���e�J�<�e¤ �F¦��,�½�J�e�

Φ̃(v−τ ) ∼ |v|−τp/(p−1), f(t) ∼ t(p−1−τp)/(p−1), φ(t) ∼ t1−τ−1/p,
�J��� �B���,�®�<�e���J�H�����<�e�7�x�B�7�b� º ���7�J�<�e¤��F¯¢�U���<���®�J�<���e�µ���J���\¦,�H�

Φ
�H�©�<���®�B�7�e�������¢�<�H�H�e�

�9 ����o�<�H���«�x� ·Q�&¹¨¦!�<���7�

f(t) =

∫ t

0

(1 + v−τ ) log(1 + v−τ ) dv −
∫ t

0

v−τ dv <∞,
�J�����@�<��¤ �<���H�`�,�½¤¥�7�«�e��¤��� !�<�

φ(t)
�}�����<���Æ�¨�}�<���o�¢�Q�3�}�7�

Cφ
¯

���O���,���3�}�B���<�µ���e��¤����H�o�<�7�b�����bÂ¸�e�<�e���=�J�Q�¸�e�e�7¦¡�!�H�J¯¡�<� 	 Ó32<ÓJËHÝ
(©Ì.� 2¨Ý-�3�}ÌGÑFÕ«Ò��!Ý¨Ó}Ê<Ý
��Ú¨¯3°±�
Ω ⊂ RN �x��� £ �� ������7�����J¤©�J�H���¢�b�<���B �Ã¥�7�x�7���<�x�­�B¤¥�d�J�<� £ �� ������}�B��¦\�<���¥�B�}¶Ö�O�J�x�H�e� 	 Ó32<ÓJËHÝ
(
Í¨Ó}Ñ �YÐ�ÕFÜJÒjÝ

p∗ := Np/(N−p) ��� p ∈ [1, N)
���@�e�!�*�Æ�o�< ��e�@�}�!�<���x�`�H���B ��Y���H¤ £ �e�����x���Æ�<���7�}�<�7¤¥�e¯

°±���G�J�o�7¦!�<���=�H¤ £ �e�����H�����

(7) W 1,p ↪→





Lp∗
�H�
p < N,

Lq (q <∞)
�H�
p = N,

L∞
�H�
p > N

�}�<�­�B�< ���·|�B�e��¦`�J¯ ��¯��H� � �G¹¨¦,�¢���o�<�
W 1,p = W 1,p(Ω)

���e���J�<�7���J�« ��B ��J�Æ�<��� ÄF� £ ���H�o� �Q�3�}�7�
�e�����B�H�Q�<�x�������.�J�x�\�9 ����o�<�H�����,�¢�����B��Þ��<�Q��·|���H�Q�B�<� £  !�<�x�����J�G¹]���o�<�x�J�}�<�x���7� £ �7�x�����n�<�

Lp
¯ ���O�½¦!�����

�e�� ��H���}�Q¼®�H�³�����n���³�<��� ¬.� £ �7�B�� �� �Q�¡�J�7�e�Æ�J�Á�<�����<�H�����B¶Ö���J���­�B�H���n���U· �J¹M¤¥�x����� £ ���<�e���@�}�7�e�
£ � �B��¤����B¤©�J�H�x�e���U�<�x�H�e���Q�¡�J�e�J¦³�x�#�J�<���e�n�<�­¤¥�}¼����<���µ�e�J�B�<�7�Q�¸�������H���­�H¤ £ �e�����x���­�<���e�J�<�7¤
�B���}�B�¸�o�7¯!°±���G�J�e�7¦��<���U�G���x�H�O�¢�x��� �H¤ £ �e�����x��� �<���e�J�<�7¤ �H�����3¤©�}¼��e�(�<���U�B�7�e�������O�}�B�����*· ��¹s¤¥�J�<�
���<�e�7�x�B���J�����x�������x���7�M�<���=�<���b�<�­�¢�<�H�x�7�=�G ����o�<�H�����x��·Q�&¹¨¯
���������������;!

�
ÑµÍ¨Ü}ÚeÝ

p=N
Ó}Ñ¸Ý �!Ü}Ú(Ò��!Ý,Ì.� 2¨Ý-�3�}ÌGÑFÕ

W 1,N ↪→LΨ
)'*³Ì|Ò��

Ψ(u)=e|u|
N/(N−1)−1

¯
���O� �,�¥�¸���B�¥�<���¥�<�e���o�<�B�µ²� ��e�Q�<�H�J�gª1°±���x�½�¸���B�B� £ �H�©�<�«�<�e���H�J�7�¥�<����ÄF� £ ���x�e���Q�¡�J�7�

W 1,p

�����<���µ�x�7�@�B¶Ö���J��� �B�H���µ����· ��¹ £ ���B��¤¥�µ�H�}�<���o�n�Q�¡�J�e���J���#�Q�<�x�H�]¼��e�e� �<�����<�J¤¥���H¤ £ �e�����x���J���
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º �#¤©�}¼��Á�<���x�µ¤¥�J�<�®���<�7�e�H�B�J¦]�<�7�7�J�H�M�<�¡�&�µ�<��� 	 Ó32¨ÓJËxÝ�( +YÉ(ÊoËÙÌÖÍ<Î�ÚÖÛ�Ü�Í¨Ý
W 1LΦ

�7�����B�x�Q�<�µ���½�J�H�
�9 ����o�<�H�����,�¢�����B�ÆÞ��<�Q� ·|���x�Q�B�<� £  !�<�H�����J�9¹]���e�<�b���}�<�b���e� £ �7�x�������<�

LΦ

¯ º ���Æ�G���x�H�O�¢�x��� º ���7�J�<�e¤ �
�`�J�`�<�7�e�e�F�<�b�µ���<�O���e� £ ���]�x�¨¼ �x� 
 �S¯
��������������� !�� �©Ó}ÑdÕ½ÜJË9Ë 	 Ó32¨ÓJËxÝ�( +YÉ(ÊoËÙÌÖÍ<Î,ÚÖÛ�Ü�Í¨ÝYÚ-)3Ò��!Ý(ÚSÛ¡Ü�Í<Ý

W 1,p
Ì9Ú,Ó¨Û¸Ò|Ì.�©ÜJË¨ÏoÓ}Ê(Ò��!Ý(Ì ��2¨Ý �3�}ÌGÑdÕ

· ��¹UÌ9Ñ�Í¨Ü}ÚeÝ
p > N

) 2oÐ!Ò]Ñ¸ÓJÒ`Ó¨Û¸Ò|Ì ��ÜJË\Ì9Ñ�Í¨Ü}ÚeÝ
p = N %

���«�¸���H���©�� !�©�<�¡�&�¥�<���«���<� £ �H�e¤
���UÞ������x���#�J� �J���<�H¤©�}�Æ�¢�<�H�H�e���9 ����o�<�H���
Φ
�B ��¨���<���}�

W 1LΦ ↪→ LΨ
¦��¢�x�<�

Ψ(u) = e|u|
N/(N−1) − 1

¦��`�J�¢�J�H�B�¥�B���x���7� £ ���]�H�<¼��x� �x� � �S¯
����� ¤©�7�Á�J�H�B���H¤¥�b�¨�}�<� �<��� �x¤ £ �7�����H�����<�7�B ��b�©· ��¹`���x�<�e�e�<�b� £ �®�x���B�<�d�� ��e�H���µ�B��¤¥��¼!�H���Á���

ÄF� £ ���x�e���e���}ÅQ ����}�<���J�.�J�®�¢�<�H�H�e�Æ�9 ����o�<�H�J�g¦F�¨�}�<���e�,�<���7��� �F �¤ £ �e�7¯ × �b���7�«�}�®�¢�<�H�x�7���G ����e�<�x���
Φ
¦������=�¡ !�<�

(8) g(t) :=
Φ−1(t)

t1+1/N
, (Φ∗)−1(v) =

∫ v

0

g(t) dt.

º ���Á�U�<�x�H�e�«�G ����e�<�x���
Φ∗

�x�¥�<���e� �7�J�x�H�e� 	 Ó32¨ÓJËxÝ�(�Í<Ó}Ñ �YÐ�ÕFÜJÒjÝn�<�
Φ
¯³¬.�o�¥ ��©�¨���7�<¼#�¢���}�¥�<���x�

¤¥�7�J���¢�x���7�J�B�
Φ(u) ∼ |u|p �¢�b�<� 1 ≤ p < N

¯�~��«�7�J�Q���7�J�H�e ��@�}�<�x���«�B���7�¢�¢�<���}�M�<���e�

g(t) ∼ t(N−Np−p)/Np, (Φ∗)−1(v) ∼ |v|(N−p)/Np, Φ∗(u) ∼ |u|Np/(N−p),
�|¯ �J¯H¦��,�=���o�M�<���=�e�@�}�B�B�H�7�J�§Äd� £ �J�H�o���e���}ÅQ ����&�<�

p∗
¦¡�J�M�J���=�B���� ��H���o´d�¸�e�e�7¯ ���O���,�=���H�Q�<�x���� ��H�B�

�±�,�¥�O�}�B�7�M�9�J�¢�<���=�9 ����o�<�H���
g
�H� ·�
�¹¨¦!�d�H�J¯

(9)

∫ 1

0

g(t) dt <∞,
∫ ∞

1

g(t) dt =∞.
�J���

(10)

∫ 1

0

g(t) dt =∞,
∫ ∞

1

g(t) dt <∞.
������������� ��� ! # �!Ý�Ì.� 2¨Ý-�3�}ÌGÑFÕ

W 1LΦ ↪→ LΦ∗
�!ÓJË �}Ú­ÌGÑ Í¨Ü}ÚeÝ�·Ö��¹¨¦�* ��Ì|ËxÝ�Ò��!Ý�Ì ��2¨Ý �3�}ÌGÑdÕ

W 1LΦ ↪→ L∞
�!ÓJË �}Ú=Ì9Ñ�Í<Ü}ÚeÝ½·Q����¹¨¯

�������7��� �J�b�<�O�J�!�«�B�e�7���<���}�
Φ∗(u) ∼ |u|p∗ �9�J� Φ(u) ∼ |u|p �H�®�7�J�B�µ·Ö��¹¨¦¡�S¯ ��¯ p < N

¦3�J���
�B� º ���e�J�<�e¤ ���¥�e�����¨�J�H���¢�<���½Þ��<�Q�U�H¤ £ �e�����H�����H� · ��¹`�J�U�¥�Q�\�e�e�@�J�1�7�J�B�J¯gÄF�x¤¥�H�H�}�<�x��¦3�e�������x�<�x���
·Q����¹��e�J�B�<�e�Q�\�J�����=�<���e���<�«�<���¥�7�J�B�

p > N
¦1�J�����B�«�,�©���o�½�<�����<���x�<���H¤ £ �e�����x���®�x� · �J¹Æ�J�

�,�e�H�|¯F°±���<���M¤¥���Q�(�x�F�<�o�<�e�Q�<�H���½�O�}�B�
p = N

�,�¢���7���
g(t) = 1/t

¦F�}���©�B�½���e�x�<���o�Æ·Ö��¹§���J��·Q���F¹§�H�
�<�}�<�x�QÞ��7�\¯ ���O�,�e���e�7¦!�J����¤©�7�©�<���e�µ�B���7�����x�<�e�e�<�b� �x� � �¸�<���}�,�<���½�U�<�x�H�e�Æ�9 ����o�<�H���

Φ(u) = |u|N���J�`�<��� ÄF� £ ���H�o���e���}ÅQ ����}�<�
Φ∗(u) = e|u| − |u| − 1

¯
º ���e�<���H�©�Á�<�e�@�}�<�e�#���<� £ �x�7¤ �¢���H�¨� �H�¥���¢�H�����e�¸�e�����e���©�H���<�o�<�7�Q�©�J��� ¤©�7� £ �«�Q�¨�}�<�e���}�

�9���H�x�O�¢�eªs°±� �<�����¢�<�H�H�e�µ�Q�3�}�7�
LΦ

�<���µ ����H���#���U�J�x�¢�¢�<�H�x�7�µ�Q�¡�J�7�e���b���e�����¨�J�x��� ���<�J�¸�e�<�b� � º �
�J���Q�,�o�*�<���H�*²� ��e�Q�<�H�J�n�,�,�<�7�7�J�H�d�<���}�]�}�µ�¢�<�H�x�7�,�G ����e�<�x���

Φ
�<�}�<�H�QÞ��e�*�

∆3

¶Ö�e�������b�<�H�����x�
Φ(u) ∼

|u|Φ(u)
¯¡ÄF ��¨���J�Á�¢�<�H�x�7�Æ�G ����e�<�x���«���e�7�e�B�<�}�<�H�b�µ�H���e�<�7�J�B�e�M¤¥�J�<�Æ�¨�&�¡�x���x���<���J���J�����¸���x�d���J¤¥�@�J�

�9 ����o�<�H���\¯ º ���½�9���H�x�O�¢�H�����<�e�B ��x�¢�H�¢�� ��Æ�<�����7�x�@�J��� � � ���Ö¯
������������� � �"! # �!ÝnÝ-,oÐ�ÜJËÙÌ|Ò�	

⋃

LΨ⊂LΦ

LΨ = LΦ



THE IMPORTANCE OF BEING ORLICZ
ß ø

�!ÓJË �}ÚÆÌ Ï
Φ ∈ ∆2

) * ��Ì|ËxÝ�Ò��!Ý�Ý-,YÐ¡ÜJËÙÌ|Ò�	
⋃

LΨ⊂LΦ

LΨ 6= LΦ

�!ÓJË �}ÚÆÌ Ï
Φ ∈ ∆3 %

�����H���<�e���<�H�����J�x�x���e���!Þ����7�®�� !�<�B�e�x���e�U�x���<���x�¢�¨�J�b¼��<�©�B��¤�� £ �J�B�x�½���<� £ �x�7¤��U�¢���o�<���¢�<�H�H�e�
�Q�¡�J�e�7�`�}�<�x�B�=²F ��b�<���¡�&�< ��¨�}�H�x��¯ � �H�7�}�<�x��¦!�J�H¤����Q�M�J�H�3�<�e�B ��x�<�,���H�B�e ��B�B�7�����o�<���¡�e��� £ �e�7�µ�J�7���o�¨�J�H�b¶
�e�7���x���J�}�<�x�� ��§���x�<�e�e�<�x�����e¯������]���!�<���]¤¥�J�Q�s�H¤n�\�}�B�¨�J���§�e´d�<�e���B�H�����.�x�.�<���}�§���¸Ñ¸Ó}Ñ +EÜ}Ð�ÒjÓ}Ñ¸Ó��©Ó}Ð!Ú
É(ÊoËÙÌÖÍ<ÎUÏ¨ÐdÑ¸ÍoÒ|ÌÖÓ}Ñ�Ú�·S�}�H�B�«�O�}�H�H�e� �©Ó �}Ð�ËxÜ}ÊYÚB¹

Φ : Ω × R → R
¯g°±���<���x�½�7�J�B�¥�����¥�J�e�<�½�J�#�¢�<�H�x�7�

�Q�¡�J�e��·|�J�¢¤¥�d�� ��@�&�¢�Q�3�}�7�&¹,�7²F ��x���¸�7���¢�b�<�«�<���=¤¥�J�<�=�7�J¤����H�H�7�}�<�e�«���}�<¤

(11) ||u||Φ = inf

{
k > 0 :

∫

Ω

Φ

(
x,
|u(x)|
k

)
dx ≤ 1

}
.

º ���nÞ��<�Q�½�Q�d�Q�<�7¤©�&�<�H���J�e�7�J ����=���]�B ��¨���Q�¡�J�e�7�Æ�x�Æ�<����¬1�7�o�< !�<� ���J�<�7� �H� � �Ö¦¸�<��� �<�7�e�e�F�Æ¤¥�����J¶
�J�¨�&�¡�������B ��Y�®�Q�¡�J�e�7�e¦��¢�x�<�®���¡�}�B�<�x�7 ��@�&���e¤������J�B�H�M�<�©�H���<�7�}�¨�J�g�J�¸�e�¨�}�<�}�<�e¦¡�H� � � �Ö¯ º �������J�<¤
·Q���O¹s¤©�7� £ �¢ ��B�e�©�<�½�7�J���Q�B�< ��o�(���e� �Q�¡�J�e�7�]�9�<��¤ ���b���e�������e�]�¢���H�¨�µ�&�<�U�x¤��¸�J�B�¨�J���(�e´��}¤����H�e�
���.�B�J¶Ö�7�J�H�x�7��Ì8��Ý¨ÜJË\ÚÖÛ�Ü�Í¨ÝoÚ�·|�B�e� � ���}���<�o���n���$�Ù� �G¹¨¯
°±���Q�<�O�J�#���M�7�J���B�x���e�<�x���­�J�<���H���}�B� �H���<�e�J�¨�J�(�J�¸�e�¨�}�<�}�<�n���`�±�d�¸��·��F¹½�x���¢�<�H�x�7�µ�Q�¡�J�e�7�e¦s�����

¤©�e���J�x�B�©�e�����B�H���o�¢�<���=¤¥�J�<�=���7���o�¨�J�g�e�@�}�B�¢���gÛ¡Ü}ÊoÒ|ÌSÜJË\Ì9Ñ¡ÒjÝjÕJÊ<ÜJË.Ó¨Û�ÝoÊ<ÜJÒjÓ}ÊYÚ

Lu(x, y) =

∫

T

l(x, y, ξ)u(ξ, y) dµ(ξ), Mu(x, y) =

∫

S

m(x, y, η)u(x, η) dν(η)

�x���B�J¶Ö�7�J�H�x�7��É(ÊoËzÌSÍ¨Î¥ÚÖÛ�Ü�Í¨ÝoÚ:*³Ì|Ò�� ��Ì 9�Ý-�«Ñ¸Ó}Ê
�n¦g�B�7� � � �Ö¯§ÄF !�B���<�H�B�H�����b��¦g�B ��Y�����<� £ �H�e¤¥�½�}�<�����}�
�����b�®�J�s�<���e�J�<�e�<�x�O�}�.�x�F�<�o�<�e�Q�7¦ £  !�Æ�J��¤¥�x�Æ�}�����H�x�O�}�<�x�������x�Á�e�����<�H�F � �¤ ¤¥�e�¨�¡�}���x�7�e¦3�H�b¼��n�}´!�H�J�H�b�
�Q�!¤�¤¥�e�B�<�x�,�7�����¨�J�o�§���<� £ �H�e¤¥�³�x�n�B !�<�|�J�e�,¤¥�e�¨�¡�}���x�7�e¦J�o�<�e�e���H�������������!¶Ö ����x�G�J�<¤��x�n�J���x��� £ �d���H�e�
�x� �9�¨�J�o�< !�<�]¤¥�e�Y���J���x�7�e¦}�J�o�<�d�!�!���J¤¥�x�7�e¦&�e�@�J�Q�<�x�7�b�±���J���½�!�H�B�e�J¶Ö�e�@�J�Q�<�x�7�b�±� 4 �,�]�<�e�G�o�.�<���]�H���<�o�<�7�Q�<�e��<�7�J���e�M�<� � ���S¯
º ���e�<�U�H�,�½���o�B�©�H¤��¸�J�B�¨�}�F�(Þ��e�H���¢���o�<�=�¢�<�H�H�e���Q�¡�J�e�7�,�}���¡�b�¥�¢���H�¨���,�U���x�µ���J�,���H�B�e ��B�`�x�

�<���H�s�¨�J�x¼3¦}�!�H�J¯}Û�Ü}ÊoÒ|ÌÖÜJË �}Ì ��ÝYÊ<ÝoÑ¡Ò|ÌSÜJË3Ý ,oÐ�ÜJÒ|ÌÖÓ}Ñ�Ú¨¯J�Ø���e���e���e�³�����M���J�s�<�=���O�}�!�¢�x�<���7²F ��}�<�H�J���s�¢�b�<�
�¨�}���x���b�µ�J�<�O�¢�H�����e�d�eÃ¥�7�x�7���<�e¦!�x�M�x�M ��B�e�G ��¸�<�n�<�o���@�J�e�Æ¬.� £ �7�B�� ��Æ�Q�¡�J�e�7� £ �®�¢�<�H�x�7�Æ�Q�¡�J�e�7�e¦��J���
ÄF� £ ���x�e�®�Q�¡�J�e�e� £ ��ÄF� £ ���x�e�F¶E�U�<�x�H�e�n�Q�¡�J�e�7�e¯1�U���n���³�<����Þ��<�Q�Æ�e´!�J¤����H�e�Æ���³�B ��Y���&�����x�H�7�}�<�H�����
�x�M�<���=���x�����7�o�<�H�����3�&�\�o� �Ù� � £ �����7�J�!¶ �]�x�e�B�<� × ���B�B�e�J¯
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