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∞
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LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
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���  ��`�c�D���$(3�`�:�c�m�(�V���S B�G�V¡@ G���G���>¤W­
�h£
�§�c¡b�
�S�n�s¡P�@�O¸��� G�
�c�
�V�V¡P�c�§�� b�s²§���m�S���m�m�p B�G�[¡�²n�s�B�[�±�§�c�±�f²��@�_�@���[�c�±ºk�V�� G��¢V�! ��p�G�P�� O G�L G�§�
¡@�>�V�� b�s²§�[�v¡`�s�B�O�c¤0�B�`º��§�@�V¡P�:�S�_�c¡P�@�@ªVÙ0�@ e�§�e�G�p���[�p¸��B�>���v�G�@�V�G�@�B�P�� b�s G�}���:�G�@�B�V�� G�@ª�ã��P¡P�c�[�n G�§�s 
�m¤«�c�m�����°�>¤*�>�P¡p G�c�G�

(ei)i∈I
�����j­
�c�§�c¡b���S�n�s¡P�

E
���v�°Á16cß�ß´Ãp¿«È¶Ê<Ë(²n�s�B�[�:�[¤*�� ®�[�:�c���V�§¡@�>�V¢V��£

 G���>�§�c�0²_�c�B�[�v�c�V¢�¤D�s�:�@�>�@�B�°�_�c���
(ik)

�c�V¢
(ij)

�>¤I�B�Pºk�V�@�§¡@�@�:�>¤I¢V�  "�p�G�@�k :�@�[�@�m�P�� G�®�[�V¢V�[¡@�P�:���
I
¸e�E�_�@���O G�§�s 

(eik)
�s�§¢

(eij )
�s�G�O�Pºk�V���c�c�[�@�� 
²_�c�B��¡E�B�`ºk�V�@�V¡P�@�@ª

�:�B�[�V¨��G�P�V�c�G�m���V¨´�s�G¨c�§���P�� G� µ ���G�`�k�c�V�S¼��WÌ ��Ú
�hÎ��V�G�`���@¢° G�§�s '+�Ê 4�¾ �:¾ . ¾�ËpáLÁ<à§¾�ËbÃ
E
ÄIÊD¿«á

¾ . À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2pÉ[Ã´Á16sß�ßjÃ@¿«È¶Ê<Ë 2G¾sÁbÊDÁ
(ei)i∈I

ËbÞ . ¿,¾sÊ . Áf¾ . ÊDÁ@ÞsßjÞsÈ,àná�Ê<ËLËbÞbà 6�Þ<4
`1(Γ)

4@ÞsÈmÁ@Þsß´Ã
À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã

Γ ⊂ I � ¿«á�Ã . E = `1(I) �) �B���m�[�[�s�³�G�@�B�§�} ³�§�c�[¢V�³¤D�s�° G�V�
�S�_�c¡@�
c0(Γ)

ª �v�c���P�}� Ê 4
¾ �:¾ . ¾�Ëpá�Ázà_¾�ËGÃ
E

ÄIÊ«¿«á�¾ .
À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�ÃjÁ16cß�ß´Ã@¿«È¶ÊzË 2G¾sÁbÊDÁ�9sÃpÈ¶Ê �WÃpÁ

E ⊃
∼
c0(Γ)

4pÞsÈmÁ@Þsß´ÃmÀ . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã
Γ ⊂ I

¿«á�Ã .
E =

c0(I) � �(�V�[��¸(�c�´�s�[�B�
�V�G�`���@¢Ý²k���0�G�`�k�s�§�S¼X���[� Ì � Ú��hÎ<ª » �� G�§�°�V�V¡P�c�§�� b�s²§���³¡`�s�B� µ  G�V�p�G�³���À . Ê 0¶À_Ã . ÃpÁGÁv�>¤&�S���m�m�p B�G�[¡�²n�s�B�[�f© �:�G�p¸��V�`¸��S¼���Ì �:�BÎ«¬ µ �[�
¡@�>�� B�b�c�S E¸��� G�Õ G�V�m²��@�_�@���[�c�E�>¤W G�§�¡@�>�V�� b�s²§�[�f¡P�c�B�cª )Û�S���@¡P�[�c�W Ð�X���´�c¤(²§�[�k¡b¼�²n�s�B�[���[���>¤(�[�� G�p�G�P�S ����� G�V�´�S G�V¢V�
�>¤(�S�n�s¡P�@��¸��} G�
�c�L�V�§¡@�>�V�� b�s²§�[�O�S�X�m�m�p B�G�[¡:²_�c�B�[�!+§��²_�c�B��¡O�B�p 

(vj)j∈Γ
�[�°��­
�c�§�c¡b�L�S�_�c¡@�

E
�����=2@É�Þ`ËpÅ 2b¾sÁbÊNÁ

A�Ã . Ã¶Èb¾c¿,Ã 5 2@6³Þ . Ã 9cÃbËp¿,ÞsÈ
y =

∑∞
n=0 anein

�[¤* G�V�p�G���pÏ����S :¢V�[� >S�c�[�� v�[��·§�V�� G���B��²§�B�@ G�
(j(k))∞k=1���

I µ ¤D�s�°�`�c¡b� j ∈ Γ µ ¸��V�@�G� j 6= l
�c�

k 6= m
�����§�[�[�@�

j(k) 6= l(m) µ �B�V¡b�� G�§�s °�p���p�B�
vj =

∑∞
k=1 akej(k)

¤N�c���P�c¡¶�
j ∈ Γ

ª,)�¼>�@�´�G�@�B�§�} ��[�( G�§�v¤D�>���[�`¸����§¨��S B�G�§¡p G���G�O G�V�@�c�G�@�Û¢V�§�v G�
���G�`�k�c�V�S¼��$Ì � Ö

sÎW©z�c�[�B���>�s�[�[¢°¤N�c�®ºk�§�c�B��£<­(�c�§�c¡¶�°�S�n�s¡P�@�±Ì â®£,�eÎ«¬1+
�����
	����

 �������	� Ãp¿

E
2bÃv¾ �v¾ . ¾�Ëpá�Á<à§¾�ËbÃ�ÄIÊD¿«á´¾ . À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã:Á	6cß�ßjÃ@¿«È¶ÊzË 2G¾sÁbÊDÁ ��
 4 (uj)j∈ΓÊNÁf¾ . À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã´Á16sß�ß´Ãp¿«È¶Ê<Ë 2b¾sÁbÊzËjÁ@Ã@¿�Ê .

E � ¿«á�Ã . (uj)j∈Γ
ÊNÁ´Ã10pÀXÊ:9s¾cÉ[Ã . ¿:¿,ÞÕ¾ 2pÉ[Þ`Ë¶Å 2b¾sÁbÊNÁ

A�Ã . Ã¶Èb¾c¿,Ã 5 2@6LÞ . Ã�9cÃbËp¿,ÞsÈ ��:�B�[�V¨� G�§�����} ��[���B�V�`¸��³ G�§�s  � ÞsÈGÃ . ¿NÂEÁ<à§¾�ËbÃ¶Á
d(w, p, I) µ 1 ≤ p <∞ µ ¢V�m�V�c �¡P�c�k b�s�[���c������B�>�m�c�B�§�V�[¡:¡@�c�k�j�>¤

`p(Γ)
¤D�s�e�§�V¡@�>�V�� b�s²§�[�

Γ ⊂ I ©«¡P�>���n�h�G��¸��� G�j G�V�����>�B�� G�}�����G�P�B�V�� G�&���´ G�V��B�Pºk�V�P�V¡@�E¡P�c�B�O¡P¤,ª0Ì Ù0£,��Ú>Ú`Î«¬bª
) �§�s G���b�c�vº��§�@�S G�[�c� �[�f G���S G�V¢����"�c�B�B��²§�[�Õ�@Ïk G�P�V�B�[�c�§�L�c¤±�0�G�`�k�s�§�S¼X� � �f�G�@�B�V�� °�>� `1(Γ)

£
�@�±²��P¢V¢V�[�V¨>�$ G�O G�V��¡P�c�B�

1 < p <∞ µ �zª �>ª>¸��V�@ G�V�p�W G�V�p�G���pÏ��[�S W­
�s�_�s¡¶�j�S�_�c¡@�P�®© 6= `p(I)
¬0¸��� G�

�c�°�V�V¡P�c�§�� b�s²§���E�S�����m�@ B�G��¡v²_�c�B�[�
¡P�c�k b�s�[�V�[�V¨j�c�°���B�>�m�c�B�§�V�[¡O¡P�s�X�f�>¤
`p(Γ)

¤N�c���V�V¡@�>�V�k b�h²_���
Γ
ªX�(�V�:�c�V�S¸e�@�&�[�W�>�P� µ �c�V¢j G�V�
·§�G�S &�pÏV�c���§�[�@�W¸e�p�G�®¡@�p�B b�c�[�j�§�c�V£z�G���§�@ÏX�����O¥��G�[��¡P¦��S�n�s¡P�@�W¸��} G��S�����m�@ B�G��¡O²_�c�B����¨>�����@�L²k�³���G�`�k�c�V�S¼��0�c�V¢° G�V�E�c�� G�§�s���[�¯Ì â®£,�eÎ<ª
�_�s�W�:·VÏ��@¢�¢V���B¡@�G�p G�®¥��G�[�[¡@¦(�S�_�c¡@�

`F (I) µ ¸e�(¡P�c�§�B��¢V�@�I G�V�e�B�@  ∑F,1

�>¤n�s�[�n¥��G�[��¡P¦e¤D�V�V¡@ G���>�V�

G(x) =

∫ 1

0

F (sx)

F (s)
dµ(s)

©«¤N�c�
0 < x < 1),

¸��V�p�G�
µ
�[�
���V�G�c²_�s²§�[�[�} Ð�f�m�`�s�B�V�G�v�>�

(0, 1]
ª§�(�V�O���V¡P���§�B���>� ∑

F,1 ⊂ CF,1
�V�>��¢V� µ �c�V¢L G�V�v�B�p ∑

F,1

�[�®�[��¨>�@�§�p�b�c�0�V�>�V¡P�>���n�s¡@ Pª�¥® G�V�p�®�V�G�c���@�B G���P�®�>¤* G�V�±�B�@  ∑
F,1

�s�G�
+_�[¤
G ∈∑F,1

 G�V�@�
 G�V���W�c�§�V¨m¡P�c�
>]�V¨��s G�

G∗ 6∈∑F∗,1 µ
�c�V¢

xq
∑
F,1
∼=
∑

xqF,1

¤D�c���p���p�B�
q > 0

ªn�(�V�E¤D�>���[�`¸����V¨
¡p�G�� G�p�G�[�>�°�����V�B�P¤N�V�&©SÌ ã
Î µ Ì â®£,�®¬1+



LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
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 ��� ����� Ê:9sÃ . ¾ . Ç&ÈpÉdÊ<ËGÂmÁzà_¾�ËGÃ
`F (I)

ÄIÊ«¿«á�¿«á�Ã 4bÀ . Ëp¿«Ê<Þ .
F
Á@¾c¿«ÊDÁ:4	6cÊ . A³¿«á�Ã

∆2
ÆSËbÞ . Æ

5 ÊD¿«Ê<Þ . ¾c¿
0 � � á�Ã . `F (I)

ËbÞ . ¿,¾sÊ . ÁO¾ . ÊDÁpÞsß´ÞsÈ,àná�Ê<ËEËGÞbà 6jÞ<4
`G(Γ)

4@ÞsÈ
Γ ⊂ I À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2pÉ[ÃvÁ@Ãp¿«ÁÊ 4±¾ .*5 Þ . É76jÊ 4

G ∈∑F,1 �
�"���3�7�3�$( �  V�_� (3� �: ��� (3�c� » �� G�V���®�B�P¡p G�[�c�³¸e���[�V¢V�[¡P�s G�E G�V�±�m�p G�V�X¢V�:�V�B�@¢��[�³ G�V�E�V�G�X�>¤N�
�>¤* G�V���s²��`���E�G�P�B�V�� G�@ª_Ü¯��¡@�>�V¡@�P�� B�b�s G�E�>�� G�V���pÏ��[�S G�@�V¡P�±�>¤7�G���_�pÏ��}����¥®�G���[¡@¦�¤D�V�V¡@ G���>���S�_�c¡@�P�
LG[0, 1]

¡@�>�� b�c���§���V¨®�
�[�s B G�[¡@�p£<�[�B�>�m�s�B�_�V��¡W¡P�s�X�v�>¤
Lp

¸��} G�E¨>�����@�E�[�V¢V�[¡@�@�
α∞G = α

�c�V¢
β∞G = β�c�V¢

α < p < β
ª

Ù3�p f�V�´·V�G�S f���>�[�� f�>�� f G�§�s ´ G�V���´�G�P�B�V�} L¡`�s��²��Õº��§�} G���P�c�B�[�}��¢V�@¢§�V¡@�P¢ �s¤N G�p�f�B�>�}���[�V¨��
�G�@�{�s G�@¢��V�G�c²§�[�@� ¤D�s�m G�V�³�V�V¡@�>�V�k b�h²_����¢V���B¡@�G�p G�°¡`�c�B� µ �zª �>ª* G�V�³�pÏ��[�S G�@�V¡P�L�>¤:¢V�[�B¡p�G�@ G��¥��G�[�[¡@¦�S�_�c¡@�P�

`F (I)
¡@�>�� b�c���§���V¨°�c�Õ�[�B�c�m�c�B�§�V�[¡�¡@�c�k���>¤

`p(Γ)
¤N�c�O�V�V¡P�c�§�� b�s²§���

Γ ⊂ I
ª » �§¢V�@�P¢ µ ²k� B�b�c�V�B¤N�@�E�s�G¨>�V�m�@�� G� µ ¸e��¡P�c�§�B��¢V�@�E�B�c�m� r > β

�c�V¢Õ¢§�p·§�V�� G�V�P���c��¥��G�[��¡P¦�¤D�V�V¡@ G���>�
G
�V�P�s�

∞ ²X�
G(x) := xrF (1/x)

¸��V�p�G�
F
�[�
��¡@�p�B b�c�[��¥��G�[��¡P¦v¤D�V�V¡p G�[�>�L¢V�p·_�V�@¢°�V�P�s�

0
�B�V¡¶�L G�§�s 

`F (I) ⊃
∼
`p(Γ)

¤D�c�
�V�V¡@�>�V�k B£
�s²§���

Γ ⊂ I ª��:�B�[�V¨m�(�V�P�s�G�P� �Xª7� µ  G�V�v¡p�G�� G�p�G�[�>�L¤N�c�
�{�h B G�[¡@�O�@�±²��@¢§¢V���§¨ Lp �S�_�c¡@�P�
���� G�´¥��G�[�[¡@¦¤N�§�V¡p G�[�>�°�S�_�c¡@�P�
LG[0, 1]

¨>���>�P�°�[�L G�p�G�m���c¤0 G�§�O�B�p  ∑∞
G,1

©z�(�§�@�c�G�@�äØXª ��¬&¡P�c�L²��±�h�§�§���[�@¢° G�
¨>�p 
 G�V�

Lp
£<�@�±²��P¢V¢V�[�V¨Vª

Ü¯���V�`¸ ¤D�X¡@�V�:�>�� G�§��¡@�>�V�S B�G�§¡p G�[�c�Õ�c¤$¢V�[�B¡p�G�@ G��¥®�G���[¡@¦��S�n�s¡P�@�
`F (I)

�B�V¡¶�� G�§�s 
`F (I) ⊃

∼
`p(Γ)

¤D�c���V�§¡@�>�V�� b�s²§�[�
Γ ⊂ I

�c�V¢��V�G�@·VÏ��@¢����V¢§��¡P�@�@ª )Û¡p�G�§¡@�{�s�&���>�[�� ��[��¢V�>�[�V¨� G�V�����[�� G�V�
�pÏ��[�S G�@�V¡P�W�>¤��B�@�G���P�3�>¤����>�B�} G�����W G�p�G�m�0¸��� G�E G�§�W¤D�c�[�[�P¸��[�V¨��Ð�B�V��¤N *�V�V�[¤N�c�G�m�}�O²��>�V�§¢V�@¢��W�V�G�c���@�B Ð� +
� � 
 
	� ��� � á�ÃpÈGÃ:Ã �sÊDÁ¶¿3Á@Ã	0pÀ§Ã . ËbÃ¶Á

(αn)∞n=0

¾ .*5
(εn)∞n=0

Þ<47à§ÞsÁbÊD¿«Ê:9cÃ . ÀXß 2GÃpÈ¶Á(ÄIÊ«¿«á ∑∞
n=0 αn

=∞ ¾ .*5 ËbÞ . Á¶¿,¾ . ¿«Á
A > 0

¾ .*5
B > 0

ÁbÀ_Ë¶á°¿«á�¾c¿

A ≤
∞∑

n=0

αnεn+k ≤ B
4pÞsÈ�Ã 9cÃpÈ 6 . ¾c¿«ÀXÈb¾cÉ

k = 0, 1, 2, . . .
�(�V���pÏ��[�S G�@�V¡P���>¤* G�V�@�B���B�Pºk�V�P�V¡@�P�

(αn)
�c�V¢

(εn)
���®�§�G�P���P¢��§�B���V¨f G�V��¤D�>���[�`¸����§¨f¡@�>�±²§��£

�§�s G�c�G�[�c�0¤«�c¡p '+n¨c�����@���c�Õ�h�B²_�} B�b�s�B�³�B�Pºk�V�@�§¡@�
(hi)

∞
i=0

�>¤7���>�B�� G�}���±�[�� G�@¨>�@�G��¸��� G�
h0 = 1 µ  G�V�p�G��pÏ��[�S G�����B�p ��>¤7¡@�>���§�[�@���>¤0�"�c�B�� G���>�E���k G�@¨>�p�G� {(mj , ki)}

¸��} G�
mi > ki

�B�V¡¶�° G�§�s �¤N�c���P�c¡¶�
n
+

©«�D¬W G�V�p�G�O�@ÏX�[�S 
�V�G�P¡@�[�B�@���
hn

¡@�>���§�[�@�
(mj , ki)

�B�§¡b�° G�§�s 
mj − ki = n

ª
©«�[�N¬W G�§�p�G�O�@Ï����S ®�h ��m�>�S 

(n+ 2)2 ¡@�>���§�[�@� (mj , ki)
�B�V¡b�³ G�§�s 

ki −mj = n
ª

�(�V�[�
�V�G�c���p�B Ð�L�[�(�V�G�P¡@�[�B�@���L¤N�c�G���V�{�h G�P¢��s��¤D�c�[�[�P¸���©SÌ â®£,�eÎ µ Ì â®£<ã Ö
�hÎ«¬1+
� � 
 
	� ��� � Ê:9cÃ .

(hi)
∞
i=0

¾�Á@Ã10pÀ§Ã . ËbÃ
Þ<4�à§ÞsÁbÊ«¿«Ê 9cÃ�Ê . ¿,Ã A�ÃpÈ¶Á³ÄIÊD¿«á
h0 = 1 � ¿«á�ÃpÈGÃ
Ã �sÊNÁ¶¿�¿«Ä&Þà§ÞsÁbÊD¿«Ê:9cÃ�Ê . ¿,Ã AkÃ¶È�Á@Ã	0pÀ§Ã . ËbÃ¶Á

(ki)
∞
i=0

¾ .*5
(mi)

∞
i=0

ÄIÊ«¿«á
mi > ki =

∑i−1
j=0mj

4pÞsÈ
i = 1, 2, . . .¾ .*5

limi→∞(mi+1 −mi) =∞ � ÁbÀ_Ë¶á°¿«á�¾c¿WÊ 4 f =
∑∞
i=0 χ[mi,mi+1)

¿«á�Ã .
∞∑

i=0

f(n+ ki) = hn,
∞∑

i=0

f(ki − n) ≤ (n+ 2)2.

Ù3�p E�§�E���V¢§��¡`�h G�m�V�`¸ �c G�V�@�E�S G�p�_�E�c¤W G�§���§�G�k�>¤&�>¤
`F (I) ⊃

∼
`p(Γ)

ª"Ü���¡`�c�
�c�B�B�V�m�
α =

1 < p < β = p+ ε
ªV�(�V�v�c G�V�p�
¡P�c�B�@�(¡P�c�f²��:¢V�@¢§�V¡@�P¢L¤{�G�>�  G�V�[�e�V�B�[�V¨

q
£<¡@�>�V¡P�P����·§¡P�s G�[�c�°�c�V¢
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r
£<¡@�>�����pÏ���·§¡P�s G�[�>�L�G�@¢V�§¡p G�[�c�§���c�V¢°�V�G�c���@�B G���P�
�c¤3 G�V� ∑

F,1

�B�p G�@ªVÜ��O¡@�>�V�B�[¢V�@�
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LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
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