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`1
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n
ÞêÔ³ØjÐ1È<Ó³ÎBØjÆ�Ó¯ÑwÙgÎBÕ³Ú³Þ

ÎPÛkÑwÜ\È<Î�Æ�Ö
N
ÞêÔ³ØGÐ1È\Ó³ÎBØGÆ�Ó¯ÑwÙ.ÎPÛkÑwÜ\È<Î!á5Ï¯ÈoÇIÈ

n < N
é
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ÛRÆ�ØjÓpÉ5ÎBÈ\É5Ô³ØjÎPÉBÇIØjÚ¯Õ�ÉIØGÆ�Ó³Î\é
ù Î�ÖEÆwÇ5Ó³ÆwÉ�ÑyÉIØGÆwÓXã

`Np
Ô³È<Ó³ÆwÉIÈ\Î KN , K ∈ {R,C} ã¯È<âpÕ³ØjÛ³ÛRÈ\Ô�á5Ø�ÉIÏ�ÉIÏ¯ÈCÓ³ÆwÇIÐ

||x||p =
( N∑

j=1

|xj |p
)1/p

, x = (xj)
N
j=1 ∈ KN .
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H. KÖNIG

õ!Ï³ÈCß�ÑwÓ¯ÑwÜ�Ï³Þêç�ÑwÊ\Õ�Ç±Ô³ØGÎPÉ�ÑyÓ¯Ü\È�ÚäÈoÉ�áKÈ\È<Ó�É�áKÆ1ØjÎBÆ�Ð1ÆwÇBÛ¯Ï³ØGÜaß�ÑyÓkÑyÜ�ÏòÎPÛkÑwÜ\È\Î
X
ÑwÓ³Ô

Y
ØjÎ5Ô³È��kÓ³È\Ô

ÉIÆ¨ÚRÈ

d(X,Y ) = inf{||T || ||T−1|| | T : X → Y
ÙGØjÓ³È`ÑyÇ5ØjÎBÆ�Ð1ÆwÇBÛ¯Ï³ØGÎBÐ }.

� È\É
n, k,N ∈ N é ù��	��

����������������������� ÆwÖcÆwÇIÔ³È\Ç

2k
ØGÓ
n
Å�ÑyÇIØGÑyÚ¯ÙGÈ\Î�á5ØjÉIÏ

N
Ó³Æ�Ô³È\ÎCÜ\Æ�Ó³ÎBØGÎPÉIÎ�Æ�Ö

N
ÛäÆwØGÓ@ÉIÎ�ÆwÓ ÉIÏ³È�È\Õ³Ü<ÙjØGÔ³È<ÑwÓ Õ¯Ó³Ø�É�ÎPÛkÏ³ÈoÇIÈ

x1, . . . , xN ∈ Sn−1(K)
ÑwÓ³Ô'Ñ·Ô¯ØjÎBÜ\ÇIÈoÉIÈ|Û¯ÇIÆyÚ½ÑmÚkØjÙGØ�É�Ì

Ð1È<ÑwÎBÕ�ÇIÈ|ÆwÓ�ÉIÏ³È<Ð�ã
µ1, . . . , µN > 0,

∑N
s=1 µs = 1

ÎBÕ³Ü�Ï�ÉIÏ¯ÑyÉ±ÑwÙGÙXÈoÅ@È\Ó�ÛRÆ�ÙjÌ�Ó³Æ�Ð¨ØTÑwÙjÎ±ÆwÖtÔ³È\ÝwÇIÈ\È
2k
ØjÓ
n
ÅwÑyÇIØTÑyÚ¯ÙjÈ<Î Peven2k,n

ÑyÇIÈ1ØGÓ@ÉIÈ<ÝyÇ�ÑyÉIÈ<Ô	Èoî³ÑwÜoÉIÙjÌ�Æ`Å@ÈoÇaÉIÏ³È·Ó³ÆwÇIÐ1ÑwÙGØjÊ<È\Ô%×�Ñ�ÑyÇ|Ð¨È`ÑwÎBÕ�ÇIÈ
σ
Æ�Ó

ÉIÏ³ÈCÎPÛkÏ³ÈoÇIÈ
Sn−1 Ú�ÌïÉIÏ¯ÈaâpÕ¯ÑwÔ�Ç�ÑyÉIÕ�ÇIÈCÖEÆwÇIÐ�Õ³ÙGÑ1Ô³È��kÓ³È\Ô�ÚpÌ (xs, µs)

ã³Øhé È�é

N∑

s=1

µsp(xs) =

∫

Sn−1

p(y)dσ(y), p ∈ Peven2k,n . ��� é �! 
" ÆwÇ K = C, Cn ' R2n ÑyÇIÈ´ØGÔ³È<Ó@ÉIØ#�kÈ\Ô'ÖEÆyÇ�ÉIÏ³È´Û¯Õ�ÇBÛRÆ�ÎBÈ¨Æ�ÖcØGÓ@ÉIÈ\ÝwÇ�ÑyÉIØjÆ�Ó%$kì�È\Å�È<Ó ÛRÆ�ÙjÌ�Ó³Æ�Ð¨ØTÑwÙjÎ�í
ÉIÏ³È\ÓòÐ¨È`ÑwÓ³Î!ÛRÆ�Ù�Ì�Ó³Æ�Ð1ØTÑyÙGÎ5ØjÓ

(z, z)
á5Ï¯ØjÜ�ÏòÑyÇIÈCÏ³Æ�Ð1Æ�ÝwÈ<Ó³È\Æ�Õ³Î5Æ�Ö�Ô³È\ÝwÇIÈ<È

k
È`ÑwÜ�Ï�ØGÓ

z
ÑwÓ³ÔòØjÓ

z
é

÷ ÉKÎBÕ'&1Ü<È\Î,ÉIÆ�Ï¯Ñ<Å@È ��� é �! Ö>ÆwÇKÛRÆ�Ù�Ì�Ó³Æ�Ð1ØTÑyÙGÎ,á5Ï³ØGÜ�Ï�ÑyÇIÈLÏ³Æ�Ð1Æ�ÝwÈ<Ó³È\Æ�Õ³Î!ÆwÖXÉIÏ³È±Ï³ØGÝ�Ï³È\ÎPÉ�Ô³È\ÝwÇIÈ\È 2k
ã

ÎBØjÓ¯Ü\ÈCÙGÆ`áKÈoÇ±ÆwÇIÔ³ÈoÇ
(2`)
ø�Ï³Æ�Ð1ÆwÝ�È<Ó³È\Æ�Õ³Î!ÛkÑyÇBÉIÎ�Ü`ÑyÓ�ÚRÈCÐ�Õ³ÙjÉIØ�ÛkÙjØGÈ\Ô�ÚpÌ

1 = (y, y)k−`
ÉIÆ¨Ý�ÈoÉ�ÉIÏ¯È

ÎIÑwÐ¨ÈKÔ³È<ÝyÇIÈ<È
(2k)

Æ�Ö³Ï³Æ�Ð1Æ�ÝwÈ<Ó³ØjÉ�Ìaá5Ï³È\Ó|ÇIÈ\ÎPÉBÇIØGÜoÉIÈ<ÔaÉIÆ
Sn−1 é�è@Û¯Ï¯ÈoÇIØGÜ<ÑwÙ�Ô³È\ÎBØGÝ�Ó³ÎgØGÓ|ÉIÏ³È,Ü\ÙTÑyÎBÎBØGÜ<ÑwÙ

ÎBÈ\Ó³ÎBÈ1ÆwÖ,Ä�È\ÙGÎIÑyÇBÉIÈwã�ôLÆ�ÈoÉIÏ¯ÑwÙGÎaÑyÓ¯ÔñèpÈ\ØGÔ³È\Ù!å Ä|ôaèpæ ÑyÇIÈ¨Ð¨ÆwÇIÈ´ÇIÈ<ÎPÉBÇIØjÜ\ÉIÈ\Ô�Ï¯Ñ<Å�ØjÓ¯Ý
µs = 1/N

Ú¯Õ�É
��� é �! ØGÎKÐ1ÆyÇIÈLÎBÕ¯Ø�É�ÑyÚ¯ÙGÈLÖ>ÆwÇ!Æ�Õ�Ç,ÛkÕ�ÇBÛRÆ�ÎBÈwé ÷ ÓïÉIÏ³È±Ü`ÑwÎBÈLÆwÖ k = 1

ãpÛRÆ�ÙjÌ�Ó³Æ�Ð¨ØTÑwÙjÎ!ÆwÖXÔ³È<ÝyÇIÈ<È)(�ãpÉ�ÑyË�È
p(y) = (y⊗y)ij = yiyj

ÖEÆwÇ
y = (yj)

n
j=1 ∈ Kn

é�èpØjÓ¯Ü\È ∫
Sn−1 p(y)dσ(y) = 1/n δij

ãpÑCÎPÛ¯Ï³ÈoÇIØGÜ<ÑwÙ
Ô³È\ÎBØGÝ�ÓòÆwÖgÔ³È<ÝyÇIÈ<È*(Là�Õ³ÎPÉ5Ð1È`ÑyÓ¯Î

n

N∑

s=1

µsxs ⊗ xs = IdKn . ��� é+(  
, Æ�Ï³ÓäÍ ÎgÉIÏ³È<ÆyÇIÈ<ÐëÉ�Ì�Û¯ØGÜ<ÑwÙGÙ�ÌaÌ�ØGÈ\ÙGÔ³ÎtÎBÕ¯Ü�Ï´ÛRÆ�ØjÓ@ÉIÎgá5Ï³ØGÜ�Ï1ÑwÎ �.-/�102���30 ÛRÆ�ØjÓ@ÉIÎ°Æ�Ö¯ÑLÓ³ÆwÇIÐ ÑwÔ³Ô³ØjÉIØGÆwÓkÑyÙGÙjÌ
ÎIÑyÉIØjÎBÖ>Ì ||xs||X = ||xs||X∗ = 1

éXõ!Ï¯È�ÛRÆ�ØGÓ@ÉIÎ
(xs)

ØGÓ ��� é4(  ÑyÇIÈ´ÆwÇBÉIÏ³Æ�Ý�Æ�Ó¯ÑwÙgÛ³ÇIÆwà�È<ÜoÉIØGÆwÓ¯Î�Æ�ÖcÑwÓÆwÇBÉIÏ³Æ�Ó³ÆwÇIÐ1ÑwÙäÚ½ÑyÎBØGÎ5ØGÓ
`N2
ÆwÓpÉIÆ1Ñ1ÎBÕ³ØjÉ�ÑmÚkÙjÈ

n
ÞêÔ³ØjÐ1È<Ó³ÎBØjÆ�Ó¯ÑwÙ.ÎBÕ�Ú¯ÎPÛ½ÑyÜ<È�5

P := (µs〈xs, xt〉)Ns,t=1 : KN → KN .
×LÈoÇIÈ Kn ÎBÏ³Æ�Õ³ÙGÔ�ÚRÈCÉIÏ³Æ�Õ³Ý�Ï@É5Æ�Ö.ÚäÈ\ØGÓ³Ý1ØGÐ|ÚRÈ\Ô³Ô¯È\ÔòØjÓpÉIÆ KN ÚpÌ x 7→ (µs〈x, xs〉)Ns=1

é

6R¹87�Ã�9;:�<�¾<¼yÃ>=½»@?`ÁA:B?�CA=kÂD<E?�¿�F
`p G ?�CH=kÂD<E?w¹ � È\É ε > 0

ÑwÓ³Ô
1 ≤ p < ∞ é�ßKÌ	ÄLÅ@ÆyÇIÈ\ÉIÊoË�ÌRÍ ÎÉIÏ³È\ÆwÇIÈ<Ð ÖEÆwÇ

`p
ÞêÎPÛ½ÑyÜ<È\Î\ãkÝ�Ø�Å@È<Ó

n ∈ N ÉIÏ¯ÈoÇIÈCÈ\î�ØjÎPÉIÎ cp > 0
ÎBÕ³Ü�Ï�ÉIÏ¯ÑyÉ�ØGÖ

N ∈ N ÎIÑyÉIØGÎ��¯È\Î

N ≥
{

cpn 1 ≤ p ≤ 2

cpn
p/2 2 ≤ p <∞

}
,

ÉIÏ³È
N
ÞêÔ³ØjÐ1È<Ó³ÎBØjÆ�Ó¯ÑwÙgÎPÛkÑwÜ\È

`Np
Ü\Æ�Ó@É�ÑwØGÓ³ÎLÑwÙGÐ1ÆwÎPÉL×LØGÙ�ÚäÈoÇBÉIØTÑyÓ�ÎBÕ³Ú¯ÎPÛkÑwÜ\È<Î

Yn ⊂ `Np
ÆwÖ

dimYn =

n, d(Yn, `
n
2 ) ≤ 1 + ε

ã.å "B� ç�æêé'I%ÈCÎIÑ<Ì)ÉIÏ¯ÑyÉ
`n2
È<Ð|ÚRÈ\Ô³Î

(1 + ε)
ÞêØGÎBÆ�Ð1ÆyÇBÛkÏ³ØjÜ`ÑwÙjÙjÌ�ØjÓpÉIÆ

`Np
é

I%È�Ü<Æ�Ó³ÎBØjÔ¯ÈoÇ¨ÉIÏ³È�Ü`ÑwÎBÈ�ÆwÖ±ØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ�ØGÐ|ÚRÈ\Ô¯Ô³ØjÓ¯ÝwÎ\ã ØVé Èwé
ε = 0

ÑyÓ¯Ô
n ≥ 2

é°Ä�Æ�ØGÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ
ØjÐ|ÚRÈ<Ô³Ô³ØGÓ³Ý�Î�Æ�Ö

`n2
ØGÓ@ÉIÆ

`Np
È\î�ÎBØjÎPÉ�J)õ!Ï³È)ÑyÓ¯ÎPáKÈoÇ�ØGÎ|Ì�È<Î|ØGÖ!ÑwÓ³ÔñÆ�Ó³Ù�Ì	ØGÖ

p
ØGÎ�ÑwÓ%È\Å@È\Ó%ØGÓ@ÉIÈ<ÝwÈ\Ç<ã

p = 2k ∈ 2N épõ!Ï¯ÑyÉ p Ó³È\È<Ô³Î ÉIÆ�ÚRÈ5ÈoÅ@È<Ó1Ü<ÑwÓ1ÚRÈ�ÖEÆ�Õ³Ó³Ô·ØjÓ � Ì�Õ�Ú¯ØGÜ�ÏäÍ Î ÛkÑyÛRÈoÇLå � æhã@ÉIÏ¯ÑyÉ ØGÎBÆ�Ð¨È\ÉBÇIØjÜØjÐ|ÚRÈ<Ô³Ô³ØGÓ³Ý�ÎCÆ�Ö
`n2
ØGÓ@ÉIÆ

`Np
Èoî�ØGÎPÉCÖEÆyÇ

p = 2k
á!ÑyÎCÎBÏ³Æ`á5Ó�ÚpÌ	ô±ÇIÆ�Ð1Æ`ÅRãäç ØGÙjÐ·ÑwÓ�å ç�æhé ÷ Ó�ÖVÑwÜoÉ<ã

ÈoÅ@È\Ó�ØGÓ�ÉIÏ³È ØGÓ
�¯Ó¯Ø�ÉIÈ\ÞêÔ³ØjÐ1È<Ó³ÎBØjÆ�Ó¯ÑwÙ�Ü<ÑwÎBÈwãKØGÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ ØjÐ|ÚRÈ<Ô³Ô³ØGÓ³Ý�Î�Æ�Ö
`22
ØjÓ@ÉIÆ

`p
Æ�Ó³ÙjÌ È\î�ØGÎPÉ)ØGÖ

p = 2k ∈ 2N ÑyÎ5á!ÑyÎ�Û³ÇIÆ`Å@È\ÔòÚpÌ�Ä�È<Ù�Ú½ÑyÈ<Óäã , ÑmÇIÜ�Ï³Æ`á�ÑwÓ³ÔLKtÈ/M>Ü<ÊoÌ
N³ÎPË�Ø°å Ä , K æêékõ!Ï³ÈoÌ�ÑwÙGÎBÆ1Û³ÇIÆ`Å�È
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ÉIÏ¯ÑyÉaÝ�È\Ó¯ÈoÇ�ÑwÙ
n
ÞêÔ³ØGÐ¨È<Ó³ÎBØGÆwÓkÑyÙ ÎBÕ�Ú¯ÎPÛ½ÑyÜ<È\Î|Æ�Ö

Lp
ÑyÇIÈ1ØjÐ|ÚRÈ<Ô³Ô³È\Ô%ØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙGÙ�Ì�ØGÓ@ÉIÆ

`N2k
ØjÖ
N
ØjÎ

ÎBÕ
&·Ü\ØGÈ\Ó@ÉIÙjÌ�ÙTÑyÇIÝ�Èwé
õ!Ï³È)Ö>Æ�ÙGÙjÆ`á5ØGÓ³Ý�Û³ÇIÆwÛRÆ�ÎBØjÉIØjÆ�ÓñÎPÉ�ÑyÉIÈ\Î|ÉIÏ³ÈïÈ`âpÕ³Ø�Å�ÑwÙjÈ<Ó³Ü\È·Æ�Ö!ØGÐ|ÚRÈ\Ô¯Ô³ØjÓ¯Ý

`n2
ØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙGÙ�Ì%ØjÓpÉIÆ

`N2k
á5ØjÉIÏ	ÉIÏ³È·È\î�ØjÎPÉIÈ<Ó³Ü\È·ÆwÖ�ÑyÛ³Û³ÇIÆwÛ³ÇIØTÑyÉIÈ·ÎPÛkÏ³ÈoÇIØGÜ<ÑwÙcÔ³È\ÎBØGÝ�Ó³Î\é ÷ É´ØjÎ�ÑòÝ�È<Ó³ÈoÇ�ÑwÙGØjÊ`ÑmÉIØGÆ�Ó%ÆwÖKÇIÈ\ÎBÕ³ÙjÉIÎ

Æ�ÖaÄ�È<ÙjÎIÑyÇBÉIÈ�ã±ôLÆ�ÈoÉIÏ¯ÑwÙGÎ�ÑyÓ¯Ô è�È\ØGÔ³È\Ù¨å Ä|ôaè@æ|ÑyÓ¯Ô��±È\Ê\Ó¯ØjÜ�Ë�å ��æaÑwÓ³Ô�á!ÑwÎ�ÎPÉ�ÑyÉIÈ\Ô ØjÓ å ó�æêé�õ!Ï³È
È<âpÕ³ØjÅwÑwÙGÈ\Ó³Ü<È ���! ⇔ � (  á!ÑwÎ±ÑwÙjÎBÆ·ÆwÚ³É�ÑwØjÓ³È<Ô�ÚpÌ � Ì�Õ�Ú¯ØGÜ�ÏòÑwÓ³Ô�ð,ÑwÎBÈoÇIÎPÉIÈ\ØGÓ	å � ðLæhé
�����
	��
���������
�����
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n, k,N ∈ N ��� 

��� 0 

����-��>� - ���>�E� �/�.� �"!$#
��%��������10'&
���! (� 

���.� �")/�>��0 � �/� �>�3- * ��0 ���	�8��*,+������/�>�E� --�

`n2
�>�102-

`N2k �� (  (� 

���.�8�")/�>��0 �)� �	��

�����������%������� �/�
(xs, µs)

N
s=1

--�)-/�.�����
2k

�;�
n

%��/�����.+3�����/���;0 

N

� - ����� �
�10� (� 

���.� �")/�>��0 � -/�;�10 �

x1, . . . , xN ∈ Sn−1(K)
�/� �

µs > 0 2 ∑N
s=1 µs = 1

�"# ��
 0 

��0
N∑

s,t=1

µsµt|〈xs, xt〉|2k =

∫

Sn−1

∫

Sn−1

|〈x, y〉|2kdσ(x)dσ(y) =: cnk. � (�é �! 
3 Æ�Ó³Ô³ØjÉIØGÆwÓ � (�é �! Ý�ØjÅ�È<Î!Ñ�ÜoÇIØjÉIÈoÇIØGÆ�ÓïÉIÆ´Ü�Ï³È\Ü�Ë·á5Ï³ÈoÉIÏ³È\Ç (xs, µs)

ØjÎ�Ñ�ÎPÛ¯Ï³È\ÇIØjÜ`ÑwÙRÔ³È<ÎBØjÝ�Ó)á5Ï³ØGÜ�Ï
Ô³È��kÓ³È\ÎKÑyÓ·ØGÐ|ÚRÈ\Ô¯Ô³ØjÓ¯Ý�é I%È5ÎPË@È\ÉIÜ�Ï1ÉIÏ³È5ØGÐ¨ÛRÆwÇBÉ�ÑwÓ@É,Ô³Ø�ÇIÈ<ÜoÉIØGÆ�Ó³Î �10� ⇒ � (  ÑwÓ³Ô � (  ⇒ ���! ØGÓ1ÉIÏ³ÈÇIÈ<ÑwÙXÜ<ÑwÎBÈ�$ ���! ⇒ �10� ØGÎ�Ó³ÆwÉ5Ô³Ø�&·Ü\Õ³ÙjÉ±È\ØjÉIÏ³ÈoÇ<é
4 �.- --� � �10� ⇒ � (  é " ÆwÇ x ∈ Rn ÑwÓ³Ô ` ∈ N ã@Ô³È<Ó³ÆwÉIÈ x⊗` = x⊗· · ·⊗x ∈ Rn` ÉIÏ¯È ` ÞêÖ>Æ�ÙGÔ¨ÉIÈ\Ó¯ÎBÆyÇÛ³ÇIÆ�Ô³Õ³Ü\É<é�õ!Ï¯È\Ó 〈x⊗`, y⊗`〉 = 〈x, y〉` á5Ï³ØGÜ�Ï�ÖEÆyÇ�È\Å�È<Ó ` Ü<Æ�ØjÓ³Ü<ØjÔ¯È\ÎKá5Ø�ÉIÏ |〈x, y〉|` é½ôLØ�Å@È<Ó)ÛRÆ�ØjÓ@ÉIÎ
xs ∈ Sn−1 ÑwÓ³Ô µs > 0

ã ∑N
s=1 µs = 1

ãkÖ>ÆwÇIÐ ÉIÏ³È�ÉIÈ<Ó³ÎBÆwÇ

ξ :=

N∑

s=1

µsx
⊗2k
s −

∫

Sn−1

y⊗2kdσ(y) ∈ Rn2k

.

5 ÅwÑwÙjÕkÑmÉIØGÓ³Ý¨ÉIÏ³ÈaÎBÜ<ÑwÙGÑyÇ5Û³ÇIÆ�Ô³Õ³Ü\É
0 ≤ 〈ξ, ξ〉 ØGÓ Rn2k ã³áKÈ)�¯Ó³Ô

0 ≤
N∑

s,t=1

µsµt|〈xs, xt〉|2k − 2
N∑

s=1

µs

∫

Sn−1

|〈xs, y〉|2kdσ(y) +

∫

Sn−1

∫

Sn−1

|〈x, y〉|2kdσ(y).

õ!Ï³ÈïØjÓ@ÉIÈ<ÝwÇ�ÑyÙcØGÓ	ÉIÏ³È·ÎBÈ<Ü\Æ�Ó³ÔñÎBÕ³Ð Ô¯ÆpÈ<Î|Ó³ÆwÉ�Ô³È\ÛRÈ\Ó¯Ô%Æ�Ó
s
ÎBØGÓ³Ü\È |xs| = 1

ÑwÓ³Ô
σ
ØGÎ|ÇIÆyÉ�ÑyÉIØGÆ�Ó

ØjÓpÅwÑyÇIØGÑwÓ@É�$kØ�É5È`â@ÕkÑyÙGÎ
cnk
ÑyÎ5Ô³È3�¯Ó³È\ÔòØGÓ � (pé �! é³×LÈ\Ó³Ü<È

0 ≤
N∑

s,t=1

µsµt|〈xs, xt〉|2k − cnk � è�ØjÔ³È<ÙjÓ¯Ø�Ë@Æ`ÅRÍ Î5ØjÓ¯È<âpÕ¯ÑwÙjØjÉ�Ì  .
õ!ÏpÕ³Î � (�é �! Ð1È<ÑwÓ³ÎgÉIÏ¯ÑyÉ ξ = 0

é ÷ Ó�Ü\Æ�ÆwÇIÔ³ØGÓ¯ÑyÉIÈ\Î�ÉIÏ³ØGÎ�Ð1È<ÑwÓ³ÎgÉIÏ¯ÑyÉtÑwÙGÙpÏ³Æ�Ð1ÆwÝ�È<Ó³È\Æ�Õ³Î�ÛäÆwÙjÌ�Ó³Æ�Ð1ØGÑwÙGÎ
Æ�ÖäÔ³È\ÝwÇIÈ\È

2k
ÑyÇIÈ5ØGÓ@ÉIÈ<ÝyÇ�ÑyÉIÈ<Ô·Èoî³ÑwÜoÉIÙjÌ´ÚpÌ1ÉIÏ³È±âpÕ¯ÑwÔ�Ç�ÑyÉIÕ�ÇIÈ±Ö>ÆwÇIÐ�Õ³ÙTÑaÔ³È3�¯Ó³È\ÔïÚpÌ

(xs, µs)
ÑyÓ¯Ô � (  Ö>Æ�ÙGÙjÆ`á5Î5ÖTÇIÆ�Ð ÉIÏ³ØjÎ\é

� (  ⇒ ���  éRôLØjÅ�È<Ó�ÉIÏ³ÈaÔ³È\ÎBØGÝ�Ó (xs, µs)
ã¯Ü\Æ�Ó³ÎBØGÔ³ÈoÇ5ÉIÏ³ÈCØjÐ|ÚRÈ<Ô³Ô³ØGÓ³Ý

i : `n2 → `N2k, x 7→ ((µs/cnk)1/2k〈x, xs〉)Ns=1,
Ä�È\Ó¯ÆyÉIØGÓ³Ý

px(y) := 〈x, y〉2k ÖEÆyÇ±ÑwÓ@Ì �³î�È<Ô x ∈ Rn ã³áKÈaÏ¯Ñ<Å@È

||ix||2k2k =

N∑

j=1

(µs/cnk)px(xs) = (1/cnk)

∫

Sn−1

px(y)dσ(y) = |x|2k,

ØVé Èwé
i
ØjÎ5ØGÎBÆwÐ1È\ÉBÇIØjÜ�é
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	��a÷ Ö
(xs, µs)

ÑyÇIÈ,Ý�ØjÅ@È\Ó´Èoî�Û¯ÙGØGÜ\ØjÉIÙ�Ì@ã`ÉIÏ¯È,ØGÐ|ÚRÈ\Ô³Ô¯ØjÓ³Ý
i
ØjÎtÔ³È3�¯Ó³È\Ô´È\î�Û¯ÙjØGÜ\ØjÉIÙjÌ�ÑyÎgÉIÏ³ÈKÛ³ÇIÆ�ÆwÖ

ÎBÏ³Æ`á5Î\é½õ!Ï³ÈCÕ³ÎBÈ<Ö>Õ¯ÙjÓ³È<ÎBÎ5Æ�Ö � (�é �! ØjÎ�ÚRÈ\ÎPÉ5ØGÙGÙjÕ³ÎPÉBÇ�ÑyÉIÈ<Ô�ÚpÌ�Ñ¨ÖEÈoá È\î�ÑwÐ¨Û¯ÙGÈ\Î\é
�
�����/	������.�

���! K = R, n = 2, N = k + 1
é°õ�ÑyË@È

xs = exp
(

2πi
N s
)k
s=0
∈ C ' R2, µs = 1/N

é ÷ É
ØjÎ�È<ÑwÎPÌòÉIÆ)Ü�Ï³È<ÜIËòÉIÏ¯ÑyÉ � (�é �! Ï³Æ�ÙjÔ³Î\ãäÎBÆ `22 ↪→ `k+1

2k

ØjÐ|ÚRÈ<Ô³ÎLØGÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙjÙjÌ�é ÷ Ó�ÛkÑyÇBÉIØjÜ<Õ³ÙTÑmÇ
i : `22 ↪→ `34

á5Ø�ÉIÏ
i(`22) = {y ∈ `34 |

∑3
s=1 ys = 0, y = (ys)

3
s=1}

é
� (  K = C, n = 2, k = 2, N = 4 : `22(C) ↪→ `44(C)

ÚpÌ�Õ¯ÎBØjÓ³Ý
µs = 1/4

ÑwÓ³Ô�ÉIÏ³ÈCÅ@È\Ü\ÉIÆwÇIÎ
x1 = (1, 0), xs = 1√

3
(1,
√

2 ωs−2), s = 2, 3, 4
á5ØjÉIÏ

ω = exp(2πi/3)
é

�10� K = R, n = 24, k = 5, N = 98280
5½ÉIÏ³ØGÎLÕ³ÎBÈ\Î�Å�È<ÜoÉIÆwÇIÎLÆ�ÖtÉIÏ¯È � È<È\Ü�Ï ÙTÑyÉBÉIØjÜ<Èwã½ÎBÈ<È�å ��æ

ÆwÇ|å Ä|ôaè@æêé

÷ ÉKØjÎKÆ�ÖäÜ<Æ�Õ�ÇIÎBÈ±Æ�ÖXØjÓ@ÉIÈ\ÇIÈ\ÎPÉKÉIÆ|Ô³È\ÉIÈoÇIÐ1ØjÓ¯È5ÉIÏ³ÈLÐ¨ØGÓ³ØGÐ·ÑyÙRÔ³ØGÐ1È\Ó³ÎBØGÆ�Ó
N
ÆwÖäÉIÏ³È

`Np
ÞêÎPÛkÑwÜ\È�ã

p = 2k
ã

á5Ï³ÈoÇIÈ
`n2
ØjÐ|ÚRÈ<Ô³ÎòØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙGÙ�Ì�ØjÓ@ÉIÆ'$�ÖEÆyÇ â@ÕkÑyÔ³Ç�ÑmÉIÕ³ÇIÈ'Ö>ÆwÇIÐ�Õ³ÙTÑyÎ�ÉIÏ³ØGÎ�Ð1È<ÑwÓ³Î�ÉIÏ³È'Ð1ØGÓ³ØGÐ1ÑwÙ

ÓpÕ³Ð|ÚRÈ\Ç±Æ�Ö�Ó³Æ�Ô³È<Î\é

����� ��� ������� � �
N(n, k) := min{N ∈ N | `n2 ↪→ `N2k

ØGÐ|ÚRÈ\Ô¯Î�ØGÎBÆ�Ð¨È\ÉBÇIØjÜ`ÑwÙjÙjÌ } é

�����
	��
���������
�����
� �30
2 ≤ n, k ∈ N ��� 

���

(n+ k − 1

k

)
≤ N(n, k) ≤

(
n+ 2k − 1

2k

)
, K = R,

(
n+ [k+1

2 ]− 1

[k+1
2 ]

)(
n+ [k2 ]− 1

[k2 ]

)
≤ N(n, k) ≤

(
n+ k − 1

k

)2

, K = C.
� (�é+(  

" ÆyÇtÉIÏ³È!Õ�Û³ÛRÈ\ÇgÚäÆwÕ¯Ó³ÔäãyÎBÈ<È�å ç�æhãwÖ>ÆwÇtÉIÏ³ÈKÙjÆ`áKÈ\Ç°Èwé Ý³éyØjÓ´ÉIÏ³È,ÇIÈ<ÑwÙ�Ü`ÑyÎBÈCå ��æêé��LÆwÉIÈ,ÉIÏ¯ÑyÉ (n+k−1
k

)
ØjÎtÉIÏ¯È!Ô³ØGÐ1È\Ó³ÎBØGÆ�Ó¨Æ�ÖkÉIÏ³È � ÇIÈ<ÑwÙ  ÛRÆ�ÙjÌ�Ó¯ÆwÐ1ØTÑwÙjÎ ØjÓ n ÅwÑyÇIØTÑyÚ¯ÙjÈ<Îtá5Ï³ØGÜ�Ï·ÑyÇIÈKÏ¯ÆwÐ1Æ�Ý�È\Ó³È<Æ�Õ³Î°Æ�Ö½Ô³È\ÝwÇIÈ<È
k
é " ÆwÇ �³î�È<Ô

k
ÑyÓ¯Ô

n → ∞ ãKÉIÏ³È	ÙjÆ`áKÈoÇ ÑyÓ¯Ô Õ�Û³ÛäÈoÇ�ÚRÆ�Õ³Ó¯Ô³ÎòÔ³Ø��äÈoÇòØGÓ�ÑwÓ È<ÎBÎBÈ\Ó@ÉIØTÑwÙ�á!Ñ<Ì�éõ!Ï³È�ÙjÆ`áKÈ\Ç±ÚRÆ�Õ³Ó³Ô ØGÎ
O(nk)

á5Ï³ÈoÇIÈ`ÑyÎ±ÉIÏ³È|Õ�Û¯ÛRÈoÇLÚRÆ�Õ³Ó³Ô ØGÎ
O(n2k)

é ÷ Ó@ÉIÈ<ÝyÇ�ÑyÉIØGÓ³Ý·ÛRÆ�Ù�Ì�Ó³Æ�Ð1ØGÑwÙGÎ
Æ�Ö�Ô³È\ÝwÇIÈ<È

2k
á5ØjÉIÏ�Ô³ØGÐ¨È<Ó³ÎBØGÆwÓ

O(n2k)
ãcÆ�Ó³È�Ð1ØjÝ�Ï@É�Èoî�ÛRÈ\Ü\É1ÉIÏ³È�Õ³Û³ÛRÈoÇïÚRÆ�Õ³Ó³Ô ÉIÆ%ÚRÈ�ÉIØGÝ�Ï@É�$

ÙjÆ�ÆwË�ØjÓ¯Ý)ÑyÉLÄLÅ@ÆwÇIÈoÉIÊ\ËpÌRÍ Î5ÉIÏ³È\ÆwÇIÈ\Ð�ãpà�Õ¯ÎPÉ±Û¯Õ�ÉBÉIØGÓ³Ý
ε = 0

ã½Æ�Ó³È�Ð1ØGÝwÏpÉ�ÎBÕ³ÎPÛRÈ\Ü\ÉLÉIÏ³È�ÙjÆ`áKÈ\ÇLÚRÆ�Õ³Ó³Ô
O(nk) = O(np/2)

ÉIÆïÚRÈ�ÉIØjÝ�Ï@É<éäõ!Ï¯È�ÇIØjÝ�Ï@ÉCÆwÇIÔ³ÈoÇCØjÎ�Õ³Ó�Ë�Ó³Æ`á5Ó'ÎBÆ)ÖVÑmÇ<ãäÈoî�Ü\È\Û³ÉLÖEÆwÇ
k = 2

éäõ!Ï¯È
ÙjÆ`áKÈ\Ç!ÚRÆ�Õ³Ó³ÔòØjÎ5ÑyÓ�È<âpÕ¯ÑwÙGØ�É�Ì)ÖEÆyÇ!ÉIØGÝ�Ï@É�Ô³È<ÎBØjÝ�Ó³Î3$³ÉIÏ³È\ÌïÏ¯Ñ<Å@È�ÚRÈ\È<Ó�Ü�Ï¯ÑyÇ�ÑwÜoÉIÈ\ÇIØjÊ<È\Ô�ÚpÌ)ß!ÑwÓ³ÓkÑyØ°å ßKæ
ÑwÓ³Ôò×LÆwÝ�Ý�ÈoÇ|å ×±æ	5
�����
	��
���������
��� �
� �30

n, k ∈ N �/� � �/���"# * � 0 

��0 0 

� ��- � ��� +�- #E� � �;��� � � �"! �>� �/� �"! # ���+� 0$# �
� 

��� 0 

� � - �����

(xs)
N
s=1 ⊆ Sn−1

�/� � 0 

� * �.�/�"#
�.�
(µs)

N
s=1

--� �/�%# ������� �/� ���;0 
&� � �(' ! ����0 �;���)#
µs = 1/N

�/� � ��-/� �/�%#
1 ≤ s 6= t ≤ N

0 

� %���� # � |〈xs, xt〉| �;� �+* ���.- --� � �.����02�/�;� �")�� �+�	��� 0
� -��,#�� - * �	����--� ���2���.���

k
�	�>� 02���$* � --�.-
����-.+��A� -��/#/� - * �	���+� � %/���10%- ��� � �

k
�;� � %����10%- ����! �32 -/�

k = 2 2 |〈xs, xt〉| = 1/
√
k + 2(R)

-/�
= 1/

√
k + 1(C)

�3-/�
s 6= t

�/� �
N = n(n+ 1)/2(R)

-/�
n2(C) ��� 
��;� �;� �"!$#
��%��������10 02- 0 

�*� )��>��02�������*--� 0 

� * � )/��* ����� -/�����1+���� ��# * +����8--�54��"! #E�	�/� � #
� �/�
�+�;������6

Kxs
�;�
Kn �

Ä�È<ÎBØjÝ�Ó³ÎCÑyÉBÉ�ÑwØjÓ³ØGÓ³Ý·ÉIÏ¯È�ÙGÆ<áKÈ\ÇLÚRÆ�Õ³Ó³Ô'ÑyÇIÈ�Ü<ÑwÙjÙGÈ\Ô 0 ����
 0 éRõ!Ï¯ÈoÌ�Ô³Æ)Ó³ÆwÉLÈ\î�ØGÎPÉ�ÖEÆyÇ
k > 5

ã½Ú¯Õ�É
ÉIÏ³ÈoÇIÈ|ÑyÇIÈaÑ¨Ö>È\á Ü<ÑwÎBÈ\Î5ØGÖ

k ≤ 5 � å ßKæêãXå ×±æ  5³ÉIÏ³È\Ì)Èoî�ØGÎPÉ5Ö>ÆwÇ
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K = R 5 k = 2, n = 2, 3, 7, 23
á5Ï³È<Ó

N = 3, 6, 28, 276 � È<âpÕ³ØTÑwÓ³Ý�Õ³ÙGÑyÇ5ÙGØjÓ¯È\Î  
k = 3, n = 8, 23

á5Ï³È<Ó
n = 120, 2300

k = 5, n = 24
á5Ï³È<Ó

N = 98280 � ÛRÆ�ØjÓ@ÉIÎ�ØGÓ�ÉIÏ³È � È\È<Ü�Ï�ÙTÑyÉBÉIØjÜ<È  
n = 2, N = k + 1 � n ÞhÉIÏ³ÈCÇIÆ�ÆyÉ5Æ�Ö�Õ³Ó¯Ø�É�Ì�ØjÓ C ' R2  

K = C 5 k = 2, n = 2, 3, 8
á5Ï³È<Ó

N = 4, 9, 64

k = 3, n = 4, 6
á5Ï¯È\Ó

N = 40, 126

n = 2, k = 2, 3, 5
á5Ï³È\Ó

N = 4, 6, 12
é

÷ Ó1ÉIÏ³È<ÎBÈ�Ü`ÑwÎBÈ\Î\ã
`n2 → `N2k

ØjÐ|ÚRÈ<Ô³ÎcØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙGÙ�Ì·ÑwÓ³Ô
N
ØGÎ ÉIÏ³È5ÎBÐ1ÑwÙGÙjÈ<ÎPÉ,Ô³ØjÐ1È<Ó³ÎBØjÆ�ÓïÖ>ÆwÇ ÉIÏ¯ØjÎ

ÉIÆ1Ï³Æ�ÙjÔäé½õ!Ï³ÈCÈ\î�ÑwÐ¨Û¯ÙGÈ\Î5Ö>Æ�ÙGÙjÆ`á5ØGÓ³Ý K ÇIÆwÛRÆ�ÎBØjÉIØjÆ�Ó � áKÈoÇIÈCÆ�Ö�ÉIÏ³ØGÎ�ÖEÆwÇIÐ�éõ�Æ �¯Ó¯Ô´Ñ5ÎBÈ`âpÕ³È\Ó³Ü<È,Æ�Ö¯ÑwÙjÐ1Æ�ÎPÉgÉIØGÝwÏpÉ � ÞêÔ³È<ÎBØjÝ�Ó³ÎtØGÓ Kn á5ØjÉIÏ � (�é �! áKÈ,Õ³ÎBÈ,ÎBÈ\ÉIÎgÆ�Ö³È<âpÕ³ØTÑwÓ³Ý�Õ³ÙTÑmÇÅ@È\ÜoÉIÆwÇIÎ�ØjÓ Cn á5Ï³ØGÜ�Ï�ÑyÉBÉ�ÑwØjÓ�ÑwÙjÐ1Æ�ÎPÉ�ÉIÏ³ÈcÐ·Ñyî�ØGÐ·ÑwÙ�ÛRÆ�ÎBÎBØjÚ¯ÙGÈcÓpÕ³Ð|ÚRÈ\Ç n2 Æ�Ö�ÎBÕ³Ü�ÏaÅ@È<ÜoÉIÆwÇIÎ\é�I%ÈcÕ³ÎBÈ
ÉIÏ³È�ÓpÕ¯ÐaÚäÈoÇBÞhÉIÏ³È<ÆyÇIÈ\ÉIØjÜ

B2
ÞêÎBÈ<âpÕ³È<Ó³Ü\È<Î!È\Ð¨Û¯ÙGÆ`Ì@È\Ô�ÚpÌ �5Õ³Ô¯ØjÓ�ØGÓ�Ï³ØjÎ�Ü\Æ�Ó³ÎPÉBÇIÕ³Ü\ÉIØjÆ�Ó³Î�Æ�Ö

Λ(4)
ÞêÎBÈ\ÉIÎ\é

�����
	��
���������
��� � å ó�æ  é � �30 n = pm+1, p
������* � �
� 

��� 0 

����� � )��>��0 � �/� �>�3- * ��0 ���	� ��* +.�����/�;�E�

`n2 ↪→ `n
2+1

4

- %/���
C �

4 �.- --� � � ÈoÉ N = n2 − n + 1
é õ!Ï³È\ÇIÈ�Èoî�ØGÎPÉ1ØjÓpÉIÈ\Ý�ÈoÇIÎ

0 ≤ d1 < · · · dn < N
ÎBÕ³Ü�Ï�ÉIÏ¯ÑyÉ·ÑwÙGÙ

ÓpÕ³Ð|ÚRÈ\ÇIÎKÖ>ÇIÆ�Ð � ÉIÆ N − 1 = n(n− 1)
Æ�Ü\Ü<Õ�ÇKÈoî³ÑwÜoÉIÙjÌ·Æ�Ó³Ü\È�ÑwÎ,ÇIÈ\ÎBØGÔ³Õ³ÈLÐ1Æ�Ô

N
Æ�Ö.Ñ|Ô¯Ø��RÈ\ÇIÈ\Ó³Ü<È

dj − dk (j 6= k)
ã¯Æ�Ö.á5Ï³ØGÜ�Ï�ÉIÏ³È\ÇIÈaÑyÇIÈ

N − 1 = n(n− 1)
ã¯Ü\ÖKå × �5æhé¯Ä�È��kÓ³È

xs :=
1√
n

(
exp

(
2πi

N
djs

))n

j=1

∈ Sn−1(C) ⊆ Cn; s = 1, . . . , N. � (�é 0� 
õ!Ï³È\ÎBÈ!Å@È\ÜoÉIÆwÇIÎ ÑmÇIÈ�È<âpÕ³ØTÑwÓ³Ý�Õ³ÙGÑyÇ°á5ØjÉIÏ |〈xs, xt〉| =

√
n− 1/n

ÖEÆwÇcÑyÙGÙ
1 ≤ s 6= t ≤ N ÑwÎ°ÎBÈ\È\Ó¨ÚpÌÜ<ÑwÙGÜ\Õ³ÙTÑyÉIØjÓ³Ý |〈xs, xt〉|2 ÚpÌ�Õ¯ÎBØjÓ³ÝCÉIÏ¯ÑyÉ

∑
j 6=k exp( 2πi

N (dj−dk)Θ) = −1
Ö>ÆwÇcÑyÙGÙ

1 ≤ Θ ≤ N−1
é

õ!Ï³È\ÎBÈ)Å@È<ÜoÉIÆwÇIÎ´Ô¯Æ'Ó³ÆwÉ1âpÕ³ØjÉIÈ)ÎBÕ
&·Ü<È)ÉIÆ'Ï¯Ñ<Å�È�È`âpÕ¯ÑwÙjØjÉ�ÌñØGÓ � (�é �  á5ØjÉIÏ µs = 1/N
ét×LÆ`áKÈoÅ@ÈoÇ<ã

ÑwÔ³Ô³ØGÓ³ÝïÉIÏ³È
n
Õ³Ó³ØjÉ±Å@È\Ü\ÉIÆyÇIÎ

ej = (0 . . . 0, 1, . . . 0), j = 1, . . . , n
$½Øhé È�é½ÙjÈ\ÉBÉIØjÓ¯Ý

xN+j := ej
ã½áKÈ

Ï¯Ñ<Å@È
n2 + 1

Å@È<ÜoÉIÆwÇIÎcá5Ï³ØGÜ�Ï)ÎIÑyÉIØjÎBÖ>Ì � (pé �! ØjÖXÆ�Ó³È5ÛkÕ�ÉIÎ,ØGÓ�ÑwÔ³Ô³ØjÉIØjÆ�Ó µs = n
n+1

1
N

ÖEÆyÇ
1 ≤ s ≤ NÑwÓ³Ô

µN+j = n
n+1

1
n2

Ö>ÆwÇ
1 ≤ j ≤ n

é�õ!Ï³ÈoÇIÈ
cn,2 = 2/[n(n + 1)]

ÖEÆyÇ K = C é!×LÈ\Ó³Ü<È

`n2 ↪→ `n
2+1

4

Æ`Å@ÈoÇ C é

õ!Ï³È<ÎBÈ1Ü<ÆwÐ¨Û¯ÙGÈoî'Ü<Õ�ÚkÑyÉIÕ�ÇIÈ1ÖEÆwÇIÐ�Õ³ÙGÑwÎ|Ý�ØjÅ@È¨ÇIØGÎBÈ¨ÉIÆ�ÇIÈ<ÑwÙ Ü\Õ�ÚkÑyÉIÕ�ÇIÈ·Ö>ÆwÇIÐ�Õ³ÙTÑwÎaÆ�ÖKÔ³È\ÝwÇIÈ\È � ØjÓ
m = 2n

ÇIÈ<ÑwÙäÅ�ÑmÇIØTÑyÚ¯ÙGÈ\Î�á5ØjÉIÏ
M = 3(n2 + 1) = 3

4 (m2 + 4)
Ó³Æ�Ô³È\ÎLÑyÎ±ÖEÆ�ÙjÙGÆ`á5Î5ÖTÇIÆ�Ð ÉIÏ³ÈaÜ�Ï¯ÑwØjÓ

Æ�Ö�ØGÐ|ÚRÈ\Ô³Ô¯ØjÓ³Ý�Î

`m2 (R) = `n2 (C) ↪→ `n
2+1

4 (C) = `n
2+1

4 (`22(R)) ↪→ `n
2+1

4 (`34(R)) = `
3(n2+1)
4 (R).

ù ÙjÎBÆïÉIÏ³È<ÎBÈ�Ï¯Ñ<Å�È´Æ�Ó³ÙjÌ
O(m2)

Ó³Æ�Ô³È\Î�ÑwÓ³Ô ÉIÏpÕ³ÎCÑyÎPÌ�Ð¨Û³ÉIÆwÉIØGÜ<ÑwÙjÙjÌ�ÑyÇIÈ�Æ�ÖtÉIÏ³È�ÙGÆ`áKÈoÇCÑwÎPÌ�Ð´Û¯ÉIÆyÉIØGÜ
ÆwÇIÔ³ÈoÇ5ØGÓLK°ÇIÆwÛRÆ�ÎBØjÉIØjÆ�Ó (¨ÑwÎ

m→∞ éèpØGÐ1ØjÙTÑyÇ·Ü\Æ�Ó³ÎPÉBÇIÕ³Ü\ÉIØjÆ�Ó³Î1ÖEÆyÇ
Bk
ÞêÎBÈ`âpÕ³È\Ó³Ü<È\Î1ÖEÆyÇ

k ≥ 3
Ô¯Æ'Ó³ÆwÉ1ÎBÈ<È\Ð�ÉIÆ�áKÆwÇBË�$°Æ�Ó³È�áKÆ�Õ³ÙjÔ

Ï¯Ñ<Å@È·ÉIÆ�ÑwÔ³ÔñÐ1ÆwÇIÈ1Å@È<ÜoÉIÆwÇIÎaÉIÏ¯ÑwÓ�àPÕ³ÎPÉ|ÉIÏ¯È·Õ³Ó¯Ø�É|Å@È<ÜoÉIÆwÇIÎ
ej
é " ÆwÇ

k = 3
ÆwÓ¯È·Ü`ÑyÓ�ÑwÔ³Ô

O(n2)Å@È\ÜoÉIÆwÇIÎCÚ¯Õ³ÉaÉIÆòÎIÑyÉIØjÎBÖ>Ì � (�é �! ÎBÆwÐ1È·Æ�Ö,ÉIÏ³È¨áKÈ<ØjÝ�Ï@ÉIÎ µs áKÆ�Õ³ÙGÔ%Ï¯Ñ<Å@È1ÉIÆ�ÚRÈ1Ó³È<Ý@ÑmÉIØjÅ@È¨á5Ï³ØGÜ�ÏñØjÎÓ³ÆwÉ�ÑwÙjÙGÆ`áKÈ\Ô�ÎBØjÓ¯Ü\È
µ
áKÆ�Õ³ÙGÔ�Ó³ÆwÉ�Ô³È��kÓ³È�Ñ � ÛRÆ�ÎBØjÉIØ�Å@È  Û³ÇIÆwÚkÑyÚ¯ØGÙjØjÉ�Ì)Ð¨È`ÑwÎBÕ�ÇIÈwé ÷ É!ØjÎ�ÑwÓ�ØGÐ´ÛäÆyÇBÉ�ÑwÓ@ÉÆwÛRÈ\Ó·Û¯ÇIÆyÚkÙjÈ<Ð á5Ï¯ÈoÉIÏ³È\ÇcÉIÏ³ÈLÙjÆ`áKÈoÇ,ÚäÆwÕ¯Ó³ÔïØGÓ K ÇIÆyÛäÆwÎBØjÉIØGÆwÓ 0 Ý�ØjÅ@È\ÎcÉIÏ³È±ÇIØjÝ�Ï@É!ÑwÎPÌ�Ð¨Û³ÉIÆwÉIØjÜ±ÆwÇIÔ³ÈoÇÑwÎ

n→∞ ÑwÙGÎBÆ1ØGÖ k ≥ 3
ØjÎ �³î�È\ÔXé ù ÛRÆ�ÎBØjÉIØ�Å@È|ÑyÓ¯ÎPáKÈoÇ5áKÆwÕ¯ÙjÔòÐ1È<ÑwÓ�ÉIÏ¯ÑyÉ�Æ�Ó³ÈaÜ\Æ�Õ³ÙGÔ�ÛkÕ�É

ε = 0ØjÓòÄLÅ@ÆwÇIÈoÉIÊ\Ë�Ì½Í ÎKÉIÏ¯È\ÆwÇIÈ\Ð ÖEÆyÇ
`Np
ØGÖ

0 = 2k
é
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�ä¹��a¾`¿��3<�Âw¼mÃE¿R»�Â�¿R»H?o¼�=½»½¼ ?w¹ïè@Û¯Ï¯ÈoÇIØGÜ<ÑwÙ�Ô¯È\ÎBØGÝwÓ¯Î�ÑyÓ¯Ô�È`â@Õ¯ØGÑwÓ³Ý�Õ³ÙTÑyÇLÙGØjÓ³È<Î�ÑwÙjÎBÆïÎBÏ¯Æ<á Õ³Û ØGÓ È\ÎPÞ
ÉIØjÐ·ÑyÉIØGÓ³Ý|Û³ÇIÆwà�È<ÜoÉIØGÆwÓ�Ü\Æ�Ó³ÎPÉ�ÑwÓ@ÉIÎ!ÑwÓ³Ô�ØjÓïÉIÏ³ÈLÜ<Æ�Ó³ÎPÉBÇIÕ³ÜoÉIØGÆ�Ó)Æ�ÖXÎPÛkÑwÜ<È\Î,á5ØjÉIÏ)Ð·Ñyî�ØjÐ·ÑwÙkÛ³ÇIÆyàPÈ\Ü\ÉIØjÆ�Ó
Ü\Æ�Ó³ÎPÉ�ÑwÓ@ÉIÎ\é ù Ó@Ì�ÎBÈ\ÛkÑyÇ�ÑmÚkÙjÈ�ã.ØjÓ'ÛkÑyÇBÉIØGÜ\Õ³ÙTÑyÇ�ÑyÓpÌ �¯Ó³ØjÉIÈoÞêÔ³ØGÐ1È\Ó³ÎBØGÆ�Ó¯ÑwÙcß!ÑwÓ¯ÑwÜ�Ï'ÎPÛkÑwÜ<È

X
Ð·Ñ<Ì ÚäÈ

ØjÐ|ÚRÈ<Ô³Ô³È<Ô�ØGÓ@ÉIÆ
`∞
é°õ�ÑyË@È�ÑyÓpÌ �¯î�È<Ô�ÙGØjÓ³È`ÑyÇ¨ØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ)ØGÐ|ÚRÈ\Ô³Ô¯ØjÓ³Ý

X ⊆ `∞
ÑwÓ³Ô�Ô³È3�¯Ó³ÈïÉIÏ¯È

���.-����.�30 �	-/� ��-/�'��02�/�10 ÆwÖ
X
ÚpÌ

λ(X) := inf{||P || | P 2 = P : `∞ → X ⊆ `∞
ØGÎ5Ñ¨ÙGØjÓ¯È<ÑyÇ�Û¯ÇIÆyà�È<ÜoÉIØGÆ�Ó�Æ�Ó@ÉIÆ

X}.
õ!Ï³ØGÎ!ÅwÑwÙjÕ¯È�ØGÎ�ØGÓ³Ô³ÈoÛäÈ\Ó³Ô³È<Ó@É�Æ�Ö.ÉIÏ³È�ÛkÑyÇBÉIØGÜ\Õ³ÙTÑyÇ�ØGÐ|ÚRÈ\Ô³Ô¯ØjÓ³ÝïÑwÓ³Ô

`∞
ØGÎ!ÉIÏ³È5ì8áKÆwÇIÎPÉPíCÎBÕ�ÛRÈoÇIÎPÛ½ÑyÜ<È�5

ØjÖ
dimX < ∞ ÑwÓ³Ô

X
ØGÎ�ØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙGÙ�Ì%ØGÐaÚäÈ\Ô³Ô³È<ÔñØGÓ@ÉIÆ ÎBÆ�Ð1È)ß�ÑyÓkÑyÜ�ÏñÎPÛkÑwÜ\È

Y
ã.ÉIÏ³È\ÇIÈ·ØGÎ´Ñ

Û³ÇIÆyàPÈ\Ü\ÉIØjÆ�Ó
Q2 = Q : Y → X ⊆ Y

Æ�Ó@ÉIÆ
X
á5Ø�ÉIÏ ||Q|| ≤ λ(X)

é " ÆwÇ
n
ÞêÔ³ØjÐ1È<Ó³ÎBØjÆ�Ó¯ÑwÙg×LØGÙjÚRÈoÇBÉ

ÎPÛkÑwÜ\È<Î\ã
λ(`n2 ) ∼

√
2
π

√
n (K = R)

ÑyÓ¯Ô ∼
√
π

2

√
n (K = C)

é¯óaÑwÔ³È<ÜCÑwÓ³Ô�èpÓ¯ÆyÚ½ÑmÇ|å ó�èpæ.ÎBÏ³Æ`áKÈ\Ô
ÉIÏ¯ÑyÉ

λ(X) ≤ √n Ï³Æ�ÙGÔ³Î|Ö>ÆwÇ´ÑyÓpÌ n ÞêÔ¯ØjÐ1È\Ó¯ÎBØjÆ�Ó¯ÑwÙcÎPÛkÑwÜ\È X é�õ!Ï¯ØjÎ|È\ÎPÉIØGÐ·ÑmÉIÈ¨á!ÑwÎ|ØjÐ¨Û³ÇIÆ`Å@È\ÔñØjÓå ó|õ � æ5á5Ï³ÈoÇIÈòÉIÏ³ÈòÖEÆ�ÙjÙGÆ`á5ØjÓ¯ÝñÔ³Õ¯ÑwÙ5Ü�ÏkÑmÇ�ÑwÜ\ÉIÈoÇIØGÊ<ÑyÉIØjÆ�Ó Æ�Ö�Èoî�ÉBÇIÈ\Ð·ÑwÙ�Û³ÇIÆyàPÈ\ÜoÉIØGÆ�Ó Ü\Æ�Ó³ÎPÉ�ÑwÓ@ÉIÎ·á!ÑwÎÛ³ÇIÆ`Å@È\Ô%$³ÉIÏ¯ÈCÎBÕ�Û³ÇIÈ<Ð�Õ³Ð Æ�Ó�ÉIÏ¯È�ÇIØGÝwÏpÉ5ÎBØjÔ³ÈaØGÎ±ÑmÉBÉ�ÑwØGÓ³È\ÔòØjÓòÎBÆ�Ð1ÈaÜ<ÑwÎBÈ\Î�ÚpÌ�ÎPÛ¯Ï³È\ÇIØjÜ`ÑyÙ.Ô³È\ÎBØGÝ�Ó³Î35
�����
	��
���������
��� � å óaõ � æ  é � �30 n ∈ N, K ∈ {R,C} ��� 

���

sup{λ(Xn) | dimXn ≤ n} = n sup
{ N∑

s,t=1

µsµt|〈xs, xt〉|
∣∣∣ N ∈ N∪{∞}, µt > 0,

N∑

t=1

µt = 1,

Idn = n
N∑

t=1

µtxt ⊗ xt
}
. �10 é �! 

	 -�0 
 �"#!���.�$* � �/���8�>� �3����0 ��0�02�/�>� ��� �/� * � )/��* � �
õ!Ï³È�Û³ÇIÆ�Æ�Ö�Õ³ÎBÈ<Î·ÉIÏ³ÈòÉBÇ�ÑwÜ\È\ÞêÔ³Õ¯ÑwÙ±Ü�Ï¯ÑyÇ�ÑwÜoÉIÈ\ÇIØjÊ`ÑmÉIØGÆ�Ó Æ�Ö�Û³ÇIÆyàPÈ\ÜoÉIØGÆ�Ó�Ü\Æ�Ó³ÎPÉ�ÑwÓ@ÉIÎïØGÓ ÉIÈ\ÇIÐ¨ÎïÆ�Ö

� ÞêÎBÕ³Ð1Ð¨ØGÓ³Ý·Ó³ÆwÇIÐ1Î3$ µ = (µt)
ØGÎ!ÉIÏ¯ÈCÜ\ÆwÇBÇIÈ<ÎPÛRÆ�Ó³Ô³ØGÓ³Ý KcØGÈoÉIÎBÜ�ÏòÐ1È<ÑwÎBÕ�ÇIÈ�éRèpØGÓ³Ü\È

n

N∑

s,t=1

µsµt|〈xs, xt〉| ≤ n
( N∑

s,t=1

µsµt|〈xs, xt〉|2
)1/2

=
√
n

Õ³Ó³Ô³È\Ç5ÉIÏ³ÈaÜ\Æ�Ó³ÎPÉBÇ�ÑwØjÓpÉIÎ5Æ�Ó
(xt, µt)

ã³ÉIÏ³Èaó|ÑwÔ³È\Ü�
�è�Ó³ÆwÚkÑyÇ5ÇIÈ\ÎBÕ³ÙjÉ±ØjÎ±ÑwÓòØGÐ¨Ð1È<Ô³ØGÑyÉIÈaÜ<ÆwÓ¯ÎBÈ<âpÕ³È\Ó¯Ü\È
Æ�Ö �10 é �  é ù Ó¨ØjÐ¨Û³ÇIÆ`Å@È\Ð1È\ÓpÉcÜ<ÑwÓ´ÚRÈ�Ô³ÈoÇIØjÅ@È\Ô´Ú�Ì�È<ÎPÉIØjÐ·ÑyÉIØGÓ³Ý |u| ≤ a+bu2−cu4 ÖEÆyÇcÑyÛ³Û¯ÇIÆyÛ¯ÇIØGÑyÉIÈ
a, b, c > 0

á5Ø�ÉIÏ
u = 〈xs, xt〉

ÑwÓ³Ô¨ÚpÌ¨Õ³ÎBØGÓ³ÝCÉIÏ³È±è�ØjÔ³È<ÙjÓ¯Ø�Ë@Æ`Å¨ØjÓ¯È<âpÕ¯ÑwÙjØjÉ�Ì´Ð1È\Ó@ÉIØGÆ�Ó³È\Ô1ØGÓ´ÉIÏ¯È!Û³ÇIÆ�ÆwÖ
Æ�ÖHK ÇIÆwÛRÆ�ÎBØ�ÉIØGÆ�Ó � ékõ!Ï³ØGÎ!á!Ñ<Ì�ÆwÓ¯È�Û³ÇIÆ`Å@È\Î
��
 ��� �
�%��� � å óaõ � æ  é � ��0 n = N ��� 

��� ��-/� �/�%#

n �
�/��* ��� ���	-/����� 	 �/� ����
 ���1���.�

Xn

λ(Xn) ≤ G(n) :=

{
(2 + (n− 1)

√
n+ 2)/(n+ 1), K = R

(1 + (n− 1)
√
n+ 1)/n, K = C

}
<
√
n.

� 

���.� �>� Xn, dimXn = n 2 ��� 0 
 λ(Xn) = G(n)
� �)�/��� -/�1�,# � � 0 

�����8�")/�;��0

N(n)
�"!$#
���/�E� #
���/�

�+�;�����)�>�
Kn

��

���.�
N(n) =

{
n(n+ 1)/2, K = R

n2, K = C

}
,

� � � � � �*�/� � -/�1�,# � �)0 

���.�*�>�*� 0 ����
 0��
�
����������� �>�

Sn−1(K) ⊆ Kn �
÷ Ö

(xs, µs = 1
N(n) )

N(n)
s=1

ØGÎïÎBÕ¯Ü�Ï�Ñ	ÉIØGÝwÏpÉ)Ô³È\ÎBØGÝ�ÓäãcÉIÏ³È Ó³ÆwÇIÐ Æ�Ö
Xn = (Kn, || · ||) á5Ø�ÉIÏ

λ(Xn) = G(n)
Ð·Ñ\Ì�ÚäÈaÔ³È��¯Ó¯È\Ô�ÑwÎ ||x|| = max1≤s≤N(n) |〈x, xs〉|

ékõ!ÏpÕ³Î
Xn ⊂ `N(n)

∞
ØGÎ�Å@ÈoÇBÌ



APPLICATIONS OF SPHERICAL DESIGNS
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ÚkÑwÔ³ÙjÌ�Ü<Æ�Ð´ÛkÙjÈ<Ð¨È<Ó@ÉIÈ\ÔXé,õ�ÑyË�ØGÓ³Ý	ÉIÏ³È
`4
ÞêÓ³ÆwÇIÐ�ãcØGÓ³ÎPÉIÈ<ÑwÔ Æ�ÖLÉIÏ³È

`∞
ÞêÓ³ÆwÇIÐ�ã,Ï³Æ`áKÈoÅ@ÈoÇ<ãcÆ�Ó³ÈòÝ�ÈoÉIÎ

ØjÎBÆ�Ð1ÈoÉBÇIØGÜ<ÑwÙGÙ�Ì	Ñ�×LØjÙjÚRÈ\ÇBÉIØGÑwÓ'ÎBÕ�Ú¯ÎPÛ½ÑyÜ<È1Æ�Ö
`
N(n)
4

Æ�Ó@ÉIÆ�á5Ï³ØGÜ�Ï%ØjÓ%ÑwÔ³Ô³ØjÉIØjÆ�Ó	Õ³Ó³ØGÖ>ÆwÇIÐ1Ù�Ì�ÚRÆ�Õ³Ó¯Ô³È\Ô
Û³ÇIÆyàPÈ\Ü\ÉIØjÆ�Ó³Î·Èoî�ØjÎPÉ<é " ÆwÇ K = R ÑwÓ³Ô n = 2, 3
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n = pm+1
ÑwÓ³Ô

s = 1, . . . , N := n2−n+1
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X∞ = (Cn, ||·||) ⊆
`N∞
ÚpÌ�ÙGÈoÉBÉIØGÓ³Ý

||x|| := sup
1≤s≤N

|〈x, xs〉|.
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√
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H. KÖNIG

� � 7 � � �ä¢ � �������`�8���<¬  p¢ / ¢ 7 �y�I���p�<���!�`�@�  p¢  p¢¯�w�����@���>¬ J �p=�?INBD>HP:<YXHPn�xy?BF�:\M�x1xy?BFPDrq`M@F ¬ 7 ���`¦C�I�����j�<�
� ���@�����\�P� � � � ������� ¬ � � ��� � �!� ¢

� �  � � �t¢ � �����p�<���¯¬ * ¢  m�<���B�@�o���<�@� 0 ¢ �ä���G��®I¡
	@���w�>¬ J@v�üBF���:mHB?BFLn��
Lp
DGFIn<Aa?B;ENBD>HL;hn�FPvpüIF���:`HB?IF±n��

`p
¬ �ä�m���r���rªw�r�ê¡ ú � �$� � ��� ¬ � � ��� � � � ¢

� � � / � £ ¢
�ä�r�m�r���E¬  @¢ �k���@�@���@�8�����`�@���´�<�@���L¢ � ¢ / �r��¦|�<�¯¬�� =@?�x\DTAa?BMpFPD>n<M@F)n��):<Y ACn<FP;�F��p=@?BNBD>HP:<Y
F�?�HI;ED>n<M@F5n��±H�n<MpS<? ��ü�n�x<DE?BF ¬ 0 �I�P� / �<���¯¢ � � � � �$������� ¬�� ��� � �p¢

� 7 � + ¢ � ¢ 7 ���@���y���¯¬�� =@?!x\DE:\Aa?I;ê?BN!n��,;T=@? 9ïDGM@l<n��XF�l\DRH�n<A ��:mH�;>vwA DGF N�n\vmq\=yY da?���v@:<Y�;Vn
n
¬��p�@�@�I��¢

0 �p�<�E¢ 0 �@�@�E¢ � � � �$� ����� ¬ �`ú ���"� ¢
� * � ��¢ 7 ¢ * �`�`�m�`��¬

t
f8xy?IFPDrq<MpF!DGM �pN�nêý�?�H�;EDGS<?�F���:mHB?BF ¬ + �@���m�����<�  @¢ �g�`¦L�@���¯¢ � � �$�!�mú�� ¬ ú"� ����ú � �p¢

� *,- � * ¢ * �`�r�������8�P�<¦��<�@� 3 ¢ - �<���¯¬ J�?���vp?IM�HB?IF ¬��w�@���r�@�m�I��¬ � � �mú ¢
� *,- � � 0 ¢ * ���@�����P�@���<�@� �g�¯¢ - ���B�m������¬
� ?���F�?I;>F��XDG;>=LYr:<NEqw? �,n<NBFPvyl!MpvwAaüP?BNBF ¬<�@�����@�����y��¬  `���p��¬ ú`û`ûmú ¢
� *,- ú � 0 ¢ * ���@�����P�@�5�<�@� �t�¯¢ - ���P�y������¬�� ?�� HPn<vwMp;h?IN�? �`:<A ��Y�?IFL;Vn´W5M�:<FP;ê?BN! FCHPn<M�ý�?�HI;EvwN�? ¬³�@�����@�����y��¬

 `���p��¬ ú<û`û � ¢
� 3 � � 6 ¢ / ¢ 3 �<�@���)�<�@� / ¢ 7 ¢°�w�@�`�p�`��¬ þ�?INB;V:<DGM"�BvwM�H�;ED>n<M�:<Y Fïn<M�;T=@?¨9ïDGM@l<n��XF�l\D±HPn<A ��:mHI;EvwA ¬

/ �\���¯¢ 2 �<����� ��û � �$�#����� ¬�� � � � � � � � + �@�`�������´�����<�@���>¢ �V¢
� 3 � � ­,¢@��¢ 3 �<���@���¯¬ J³?�HI;ED>n<M@FKn��,FIn<Aa?äÿXMpDG;ê?Bf8x<DGAa?IM@FPD>n<M�:<Y³F�?B;EF,:<M�xaH�Yr:<FPF�?BFKn��,FPACn�n\;>=$�PvwM�H�;>D>n<MpF ¬

6 ®Iª�¢ 0 �\�<�¯¢ 2 �<�
�¨�@�@� - �w�I��¢ / �\��¢ � � � �$������� ¬ � � � � � � � ¢
� 3 � * ¢ 3$% �@���@¬'& FIn<Aa?B;ENBD>HLDGAaüP?�x`x<DGMwq`F±n���egv@H�Y D>xy?�:<M)F���:mHB?BFLn<M@;hnKÿ.M@DG;ê?If8x\DTAa?BMpFPD>n<M�:<Y

`p
fhF���:mHB?BF ¬

���¯©p­t�<�p�<�B� �t���m����� ���@�@�E¢ � �@¬ 6 �@�8��¢ / �<���¯¢r¬ �ä�`������� 0 ���<�¯¢��w�I�E¢�¬ � � � �w¬ �����D��� ¢
� 3!£ � � * ¢ 3$% �@�r�L�<�@� 2 ¢ £ �m¦C��®�� �m¥  m�`�I�m�I��¦|�<�@�¯¬!� n<NBALFKn��,ALDGMpDGAC:<Y���N�n8ý�?�HI;ED>n<MpF ¬  @¢
�p�@�@�I��¢ 0 �p�<�E¢

� �$� � �$� � � � ¬ ú � ����ú �`û ¢
� 3!£ ú � * ¢ 3$% �@���5�<�@� 2 ¢ £ �`¦C��®�� �y¥� y�<���`����¦a�<�@�¯¬ J ��:mHB?BF��XDT;T=�AC:��<DGAC:<Y ��N�n8ý�?�H�;>DEn\M1HPn\MpFP;V:<Mp;>F ¬w�y����¥

�@�j� / �\���¯¢ � � � � ú<û`û �#� ¬ � � � � ���mú ¢
� 3!£ � � * ¢ 3$% �@���c�<�@� 2 ¢ £ �`¦a�I®�� �y¥  m�<���`����¦a�`�@�¯¬ �,n\v�M�x<F��In<N ��N�n8ý�?�HI;ED>n<M|HPn\MpFP;V:<Mp;>Ft:<M�x)(ofhFPvwALALDTMyq

M�n\NBALF ¬ £ ���`�@��¢ 0K/ � �mú<û � � � �`û�� ¬ ��� � ���mú"� ¢
� � � *.�¯¢ �k¡w�@�@���P�¯¬ � M´;>=�?�ü�n<vwM�xm:\NBdLF��@?�H�;ENBvwA n��K:�HPn<Mp;>N�:mH�;>DEn\M¨DGM|9ïDGM@l<n��XF�l\DkF���:`HB?IF ¬w�w�����I���j�<�

/ �\���¯¢  @¢ �!� � �$���<û#� ¬ ú���� ��ú�� � � + �@�m�r�����������`�@���E¢ �V¢
� ��� � *.�¯¢ �k¡w�@�@���B�1�`�@� �.¢!�g�<�������������r�¯¬+& FIn\Aa?I;ENBD>H5DTAaü�?�xmx<DGMwq<FLü�?I;,�g?P?BM)H�Yr:<FPFPD>HP:\Y �,:<M�:`HI=´F���:mHB?BF�O

H�vpü�:\;EvwN�?-��n\NBALv�Yr:<F5:<M�xaF��p=�?INBD>HP:<Y½xy?IF�D�q<MpF ¬ 7 ���`¦a�I�������`� � �I�@�����\�P� � � � �$� � ��� ¬ �mú�� � � � ú ¢
� / � �L¢ � ¢ / ����¦a�<�¯¬�. ��?���nyüBF�?INBS\:<;ED>n<M@Fan<M�;>=@?|HPn<M@M³?�HI;ED>n<MpF|üP?B;,�g?P?BM�Yrn�HP:<Y.;>=@?�n<NBdï:<M�x·FIn<Aa?

n<;T=@?IN.ÿg?IYrx<F ¬p���¯© 7 ���`¦a�B������� 0 �������I���c�`���p�@�@�I�����`�p�<� 0 �p�`�¶¡����r��¬
�k���I��¢ 2 �<����� ��� / �\���¯¢ � �D��� ¬
�w�@�����@�`����¬ �$�!� � ¬ ú�� ���@ú�� � ¢

� / � � �L¢ � ¢ / ����¦a�<�1�<�@� 7 ¢¯�w�P�@���P�y��¦a�<�¯¬+. FPd\A ��;Vn<;ED>H � =@?�n<NBd�n��0/.DGM@DT;h?21�DGAa?BMpFPD>n<M�:<Y � n<NBAC:\Y
J ��:`HB?IF ¬
�½�I�I���@��� 2 �<����� ��� / �\���¯¢ �\ú<û`û ¬��w�@�����@�`����¬ �$�!� ��¢

� - � ­,¢ - ��®��@�r� ��¬ JpvwALF5n��±?IS<?IM���n��g?BNBF5n��!N�?�:<Y¯Y¶DGM³?�:<N-�In<NBALF ¬ / ��¦¨¢ 0K/ � � � � �$� �mú�� ¬@�@�@¢ � � � ¢


