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Í2Î�Ï�ÐÃÑcÒ}ÑuÓAÐ{Ô&Õ�Ò1Ô�ÖØ×�ÙcÚ/Û$Ó^ÜÝÓ$ÔfÒ2ÙMÓAÚDÕMÎ�ÞÃßMàÊáãâWßMä{ßBå?ßMæBç?èIáMå*é�êQèQâWßMà�ë:ä2áMèIê
X = (X, τ)

åKêQâ�ìÃë
í êQîÃßwâWêÁïað

A(X)
âWñÃêÁëUê�â�ßMò�áMåKåoî}ßBî}êIó�ä}â�ðºëUì/ïÃëUêQâWë4ßBò

X,
ïað

B∗(X)
âWñ}êÁëUêQâ�ßBò&áMå?åoî}ßBî}êQó�ä}â�ð

ï{ßBì}î í ê í ëUì/ï2ëUê�âWëÁßBò
X,

ïað
C(X)

âWñ}êZëUêQâÁßBò,áwå?å6î}ßBî}êQó�ä}â�ðãèQå?ßBëUê í èIßBî�é�ê�ôÇëUì/ïÃëUêQâWëÁßBò
X,

ïað

B(X) = B∗(X) ∩ C(X)
âWñ}ê�ëUêQâ�ßBò6áMå?åoï{ßBì}î í ê í èIåKßBëUê í èIßMîaéBêQôPëUêQâWë�ßBò

X
áMî í ïað

K(X)
âWñ}ê

ëUê�â�ßBò4áMåKå~îÃßMîÃêQó�ä}â�ðõèIßBóZä1áwèQâ�èIßBî�é�ê�ôõëUì}ïÃëUê�âWë�ßBò
X.

Þ2ßwà
A,B ∈ A(X)

âWñ}ê÷öMø ùaúIû�üWöwý�þ�ÿ����
çKë í ê��Ãî}ê í ïað

A + B = {x = a + b | a ∈ A áwî í
b ∈ B} áMî í òAßMà λ ∈ R áMî í

A ∈ A(X)âWñ}ê����}ø	�^ý 
{ø³ý$þ�ö��^ý
����ç?ë í ê��ÃîÃê í ïað
λA = {x = λa | a ∈ A}. � ñ}ê��ãý��������(ÿ��cý(ÿ���� ò>ßMà

A,B ∈ A(X)
çKë í ê��Ãî}ê í ïað

A +̇B =
èQå

({x = a+ b | a ∈ A áMî í
b ∈ B}),

� ñ}ê�àWêjèIå (A) = Ā
í êQî}ßMâWêIë,âWñ}êÁèQå?ßBëUì/àWêÁßMò

A ⊂ X � ç�âWñ�àWêIë:ä{êQèQâ*âWß τ. � ðÊàWêQå?çKî�â (A) � ê í êQî}ßMâWêâWñ}êÁàWêIå?áwâWçKé�êLç?î�âWê�àWç?ßMà�ßMò
A ⊂ X � çKâWñPàWêQë:ä{êIè�â�âWß τ.
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Þ2ßwà
A,B ∈ A(X) � ê í ê��Ãî}ê�� A ◦∨ B = conv (A∪B), A∨B = A

◦∨ B =
èIåoèIßMîaé

(A∪B)áMî í ïað
A YB =

⋃
α,β≥0, α+β=1 (αA+ βB)

âWñ}ê�ÿ��wúQøKú�� ���ÊßBò
A
áMî í

B.
� â�ç?ë�êIáMë:ðºâWß�ßMïÃëUêQàUéBê

âWñÃáwâ
A Y B ⊂ A

◦∨ B ⊂ A ∨ B. � îÆâWñ}ê�ècáMëUê � ñ}êIî A áMî í
B
áwàWê�èIßMîaéBêQôPëUêQâWë�âWñÃêQî

A Y B =

A
◦∨ B. ÞÃßMàÁâ � ßPêQå?êQóYêQî�âWë a, b ∈ X âWñÃêZçKî�âWêQàUéMáMå � ç�âWñ÷êQî í äoßMç?î�âWë a áMî í b � çKå?å&ï{ê í êQî}ßMâWê íïað
[a, b] = {a} ∨ {b}.Þ2ßwà�èIßMó�ä2áMèQâLèQßBî�é�ê�ôãëUêQâWë��{âWñ}ê��ãç?î���ß � ë	�Dç(ëUì}ó èQßBçKîÃèQç í êQë � çKâWñãâWñ}êYáMåKæBê�ïÃà�áwç?è�ëUì}ó
�fç�� ê
���

òAßMà
A,B ∈ K(X) � ê�ñÃáIéBê A +̇ B = A + B

áMî í áwå?ëUß
A
◦∨ B = A ∨ B. � ê � çKå?å6ì}ëUêZâWñ}êáwï}ï}àWê�é/çkáwâWçKßBî

A +̇ B ∨ C òAßMà
A +̇ (B ∨ C)

áMî í
C + d

çKîÃë:âWêIá í ßBò
C + {d} ò>ßMàÁáMå?å�ï{ßBì}î í ê íèQå?ßBëUê í èQßBî�é�ê�ôPëUêQâWë

A,B,C ∈ A(X)
áMî í áZä{ßBç?î�â

d ∈ X.� èIßMîaéBêQô�ëUì/ïÃëUê�â
B
ßMògáãèQßBî�é�ê�ô�ëUê�â

A ⊆ X
çKë�èIáMå?åKê í áMî ú����^ü�ú ��ú�ÿ��2ûmÿQú��*ç?ò�ò>ßwà�êQé�ê�àUð

x, y ∈ A áMî í ëUßBóYê
t ∈ (0, 1)

âWñ}êZèIßBî í çKâWçKßBî
tx + (1 − t)y ∈ B çKó�äÃå?çKêIëÁâWñÃáwâ

x, y ∈ B. � îê�ôDâUàWêQóYêLëUì/ïÃëUêQâ � ñ}ç?è�ñÆèQßBî}ëUç?ë:âWë�ßMò(áZëUç?î}æBå?êLä{ßBçKî�âgßBî}åKðºç?ë�èIáMåKå?ê í áMî�ú�� �^üWú ��ú 
��wý�� �fáMî í E(A)í êQîÃßwâWêIë4âWñ}êLëUêQâ�ßBò�ê�ôDâUàWêQóYêÁä{ßBç?î�âWë�ßBò
A.� èQßBî�é�êQô�ëUê�â � ñ}ç?è�ñ ç?ë�âWñ}ê�èQßBî�é�ê�ô�ñaì}å?å�ßBò �ÃîÃç�âWêIå�ð�óÊáMî�ð�ä{ßBç?î�âWëYçKëYècáwå?å?ê í á 
��Mø�� � ��
Ãú��

� ñ}ê�ëUêQâÁßBò,áMåKå&ä{ßBå�ðDâWßMä{êIëjßMò,áÊé�êQè�âWßMàÁë:ä2áMèIê X çKë í êQîÃßwâWê í ïað
P(X).

� îãêQôaâUàWêIóYê�ëUì}ïÃëUê�âLßBò
áYä{ßBåKðaâWßMä{ê�çKëjècáwå?å?ê í á���ö�þ�újáMî í á�ßBî}ê�� í çKóYêIî}ëUçKßBîÃáMå�êQôDâUàWêQóYê�ëUê�âÁßBò~áYä{ßBå�ðDâWßMä{ê�ç?ëjèIáMå?åKê í áMî
ú��Iù�ú��
� ò

(X, τ)
çKëgáZâWßMä{ßBåKßBæBçKècáMåoé�êQè�âWßMà�ë:ä2áMèQê�áMî í

X∗
ç�âWë í ìÃáMåfë:ä1áwèIê
�}âWñÃêQî�ò>ßMà

A ∈ K(X)
áMî í

f ∈ X∗ � ê í êIî}ßMâWêÁïað

Hf (A) = {z ∈ A | f(z) = max
y∈A

f(y)}
âWñ}ê��
��ö��wý��ÊöMø � ��ö�þ�ú4ßMò

A � çKâWñPàWêQë:ä{êIè�â�âWß f.Þ6ç?îÃáMåKåKð�� � ê � ç?åKå,ècáwå?å*áÆëUê�â A ∈ B(X)
á�ÿ�� ����ö��!��ßBò

B ∈ B(X)
ç?ò"âWñ}ê�àWêÊêQô/çKë:âWë�áÆëUêQâ

C ∈ B(X)
ëUìÃè�ñ�âWñÃáwâ

A +̇ C = B.

� ñ}ê�òAßBå?åKß � ç?î}æYë:â�áwâWêIó�êIî�âWë�ñ}ßBå í ò>ßwà�èIßBî�é�ê�ôPëUê�âWë��
" �#�wý��^ý
�����	� ��ö��wý��ÊöMø���ö�þ�ú�ÿ
�
$ %'&)(*&,+�-/.!-0&)13254�254)6 ú��

X
û�úZö � ��
��Mø �WùMý�þWöMø87MúWþ�� �wü�ÿ

Ãö�þ�ú:9

f ∈ X∗ ö��!� A,B ∈ K(X). ;)< ú �
Hf (A+B) = Hf (A) +Hf (B).

= ü ���	��� � ëUëUì}óYêjâWñÃáwâ
x = a+ b ∈ Hf (A+B) � çKâWñ a ∈ A áwî í

b ∈ B. � ñÃêQî a ∈ Hf (A)
áMî í

b ∈ Hf (B).
� î í êIê í �&áMëUëUì}óYêÊòAßMà�ç?î}ë:â�áMî}èQêYâWñÃáwâ

a /∈ Hf (A). > ç?î}èQê A ∈ K(X)
ç?ë�èQßBó�ä2áMè�â��

âWñ}ê�àWê�ê�ô/ç?ë:âWë�áwîÆêIåKêIó�êIî�â
a′ ∈ A � çKâWñ f(a) < f(a′).

ÞÃàWßMóÈâWñ}ç?ë�çKâ�òAßBå?åKß � ë�âWñÃáwâ

f(x) = f(a) + f(b) < f(a′) + f(b) = f(a′ + b) ≤ sup
u∈A
v∈B

f(u+ v) = f(x)

ï{êQècáMì}ëUê
x ∈ Hf (A+B). � ñ}ç?ë�ç?ó�äÃåKç?êQë�âWñ}ê�çKî}èIåKìÃëUçKßBî

Hf (A+B) ⊆ Hf (A) +Hf (B).

� ñ}êãàWêQé�ê�àWëUê÷ç?î}èIåKì}ëUç?ßBî�ècáwî�ï{êãä}àWßcé�ê í ç?î.âWñ}êõëWáwóYê � áIð�� � ëUëUì}óYêõâWñÃáwâ a ∈ Hf (A)
áMî í

b ∈ Hf (B). � ñ}êQî x = a+ b ∈ Hf (A+B). ? êQâ,ìÃë"áwëUëUìÃó�êgâWñÃáwâ,âWñ}çKë*ç?ë,îÃßwâ*âUàWì}ê
� � ñÃêQîÊâWñ}ê�àWêê�ô/ç?ë:âWë�áwîÆêIåKêIó�êIî�â
x′ = a′ + b′ ∈ A+B � çKâWñ f(x) < f(x′). � ì/â�âWñ}ç?ë�çKó�äÃå?çKêIë

f(a) + f(b) = f(x) < f(x′) = f(a′) + f(b′)
áMî í ñ}êQî}èIê

f(a) < f(a′)
ßMà
f(b) < f(b′)

� � ñÃçKèmñ�èIßBóZä2åKêQâWêQë�âWñ}êÁä}àWßDßBò@�



MINIMAL PAIRS OF COMPACT CONVEX SETS
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" �#�wý��^ý07cý���� �	� � < ú�þ����57Mú�� < �/øAø �
$ %'&)(*&,+�-/.!-0&)13254 � 4)6 ú��

X
û�úZö 7wú�þ�� �wü�ÿ

Ãö�þ�ú�ö��!�

A,B ⊂ X. ;)< ú �
convA+ convB = conv(A+B).

= ü ���	���ÁÞ6çKàWë:â�ßwï2ëUê�àUé�êLâWñÃáwâ
convA+B =

⋃

b∈B
(convA+ b) =

⋃

b∈B
[conv(A+ b− b) + b]

⊆
⋃

b∈B
(conv[conv(A+B)− b] + b) = conv(A+B).

> ç?î}èQê A+B ⊂ convA+ conv B � êjñÃáIé�ê conv(A+B) ⊂ convA+ conv B. � ß � çKâ"òAßBå?åKß � ë
òkàWßBó âWñ}ê�áuïoßIé�ê�ßMïÃëUêQàUéMáwâWçKßBîPâWñ2áuâ

conv(A+B) ⊆ convA+ convB ⊆ conv(A+ convB)

⊆ conv[conv(A+B)] = conv(A+B).

�{Î����fÚ.Ð1ÙuÖ&ÚDÙcÚ/ÖØÕQÚ/Ü�Ó	�1ÙcÐ�
&× Ð
���BÐ{Ô��2Ú�� ÕQÚ�ÑuÕMÎ�Þ}àWßBó�âWñ}ê�áMåKæBê�ïÃà�áwç?èºä{ßBç?î�âYßBò�é/çKê � âWñÃê
ëUê�â

B(X)
ßMòLáMåKå�î}ßBî}êIóZäÃâ�ð èQå?ßBëUê í ïoßMìÃî í ê í èIßMîaéBêQô ëUì/ïÃëUê�âWë�ßBòÁáõàWêcáwå�âWßMä{ßBåKßBæBç?èIáMå4é�êIè�âWßMà

ë:ä2áMèQê
(X, τ),

êIî í ß � ê í � ç�âWñÇâWñ}ê��ãç?î���ß � ë	�/ç�á í}í çKâWç?ßMî �1ç?ëjáÊèIßBó�ó�ì/â�áwâWçKé�ê�ëUêIóYçKæMàWßBì/ä � ñ}ç?è�ñ
èQßBî�â�áMç?î}ë

K(X),
ç � ê��fâWñÃê�ëUê�âZáMå?å,î}ßBî}êIó�ä}â�ð�èIßBóZä1áwèQâ�èQßBî�é�êQô�ëUì/ï2ëUê�âWë��6áMëZáÆëUì/ï*��ëUêQóYçKæMàWßBì/ä �

� ßwâWñPëUêIóYçKæMàWßBì/äÃë B(X)
áMî í

K(X)
áwàWêÁßMà í ê�àWê í ïaðºç?î}èQå?ì}ëUç?ßMî �}ç�� ê
�}ò>ßMà

A,B ∈ B(X)
�
A ≤ BçKò6áMî í ßBî}å�ðPç?ò

A ⊆ B �
� ß � � êPë:â�áwâWêºâ � ßõò>ì}î í áMóYêQî�â�áMå4ä}àWßMä{ê�àUâWç?êQë�ßBò�âWñÃêPëUêQóYçKæMàWßBì/äÃë B(X)

áMî í
K(X),

âWñ}ê
�wü���ú�ü�þ�ö��{þWúQøAøKö��^ý
���õøKö���������� ���������&áMî í = ý��Ãÿ��wú�ü�� ÿ ���wü ���}øKö����� �� �
; < ú��wü���ú�ü�þ�ö��{þ�ú�øAø?ö��^ý ����øKö�� �
!#"�$ & % $�%&� 4 2�4)6 ú��

X
û�úÁö � ��
��Mø ��ùwý�þ�öMø�7Mú�þ�� �wügÿ 
2ö�þWú�� ;)< ú � ���wüÁö��*� A ∈ A(X), B ∈ B∗(X)ö��!�

C ∈ C(X)
� < ú�ý��{þ�ø �/ÿ�ý ���

A+B ⊆ C +̇B
ý"� 
{øiý�úmÿ

A ⊆ C. (olc)
= ü ���	��� ? ê�â U

ï{êgáLï2áMëUêgßMòoî}êQç?æBñ�ï{ßMàWñ}ßDß í ë,ßBò�'QêQàWß�ç?îYâWñ}ê�âWßMä{ßBå?ßBæMç?èIáMåÃéBêIè�âWßMà,ë:ä2áMèIê
X. ( çKé�êQîáMî�ðPî}êIçKæBñ�ïoßwàWñÃßaß í

U ∈ U � ê í ê��Ãî}ê�á�ëUê�)aì}êIî}èQê (Vn)n∈N
ëUì}è�ñÆâWñÃáwâ

V0 + V0 ⊆ U
áMî í

Vn+1 + Vn+1 ⊆ Vn.
Þ}àWßBó

A+B ⊆ C +̇B
çKâ�ò>ßMå?å?ß � ë�âWñÃáwâ�ò>ßMà�ê�é�ê�àUð V ∈ U � ê�ñÃáIé�ê

A+B ⊆ C +B + V,
áMî í ñ}êQî}èIêLò>ßMà�ê�é�ê�àUð

n ∈ N � ê�ñÃáIé�ê

A+B ⊆ C +B + Vn.

� ß � åKêQâ
a ∈ A áMî í

b1 ∈ B. �
ñ}êIî

a+ b1 = c1 + b2 + v1
òAßMà�ëUßBóYê

c1 ∈ C, b2 ∈ B, v1 ∈ V1,

a+ b2 = c2 + b3 + v2
òAßMà�ëUßBóYê

c2 ∈ C, b3 ∈ B, v2 ∈ V2,
áMî í çKîÆæBêQî}êQà�áMå��ÃòAßMà�êQéBêQàUð

n ∈ N �
a+ bn = cn + bn+1 + vn

òAßMà�ëUßBóYê
cn ∈ C, bn+1 ∈ B, vn ∈ Vn.



¼ (��
D. PALLASCHKE AND R. URBAŃSKI

� êIî}èQê

a =
1

n
(c1 + . . .+ cn) +

1

n
(bn+1 − b1) +

1

n
(v1 + . . .+ vn), n ∈ N

áMî í âWñaì}ë�ïað÷âWñ}êYèIßMîaéBêQô/ç�â�ðõßBò
C
áMî í âWñ}ê�ïoßMìÃî í ê í î}êQëUë�ßBò

B � êÊæBê�â�òAßMà�ëUì��ÊèQç?êQîaâWå�ð�å?áwàWæBê
n ∈ N âWñ2áuâ

a ∈ C + V0 + V1 + . . .+ Vn ⊆ C + U.

� ñaì}ë A ⊆ C + U
òAßMà�ê�é�êQàUð

U ∈ U,
áwî í âWñÃê�àWêQò>ßMàWê
�

A ⊂ C.
� ñ}êYç?ó�äÃåKç?èIáwâWç?ßBî A + B ⊆ C + B ⇒ A ⊆ C

çKë�èIáMå?åKê í âWñ}ê �wü���úmüZþ�ö��1þ�úQøAøKö��^ý
���õøKö��	áMî í
âWñ}ê � êcá �BêQà�çKó�äÃå?ç?èIáwâWçKßBî A+ B = C +B ⇒ A = C

çKë�èIáMå?åKê í âWñ}ê�þ�ö��{þ�ú�øAø?ö��^ý ����øKö�� �
; < ú = ý��}ÿ��Múmü ���wü � �/øKö*�
� ê�ôDâ � êjä}àWßcéBêÁáMîPç í êIî�âWçKâ�ð�òAßMà"ï{ßBì}î í ê í èQå?ßBëUê í èQßBî�é�ê�ô�ëUê�âWë � ñ}ç?è�ñ � áMë$�}àWë:â4ßMïÃëUêQàUéBê í ïað � �
( ���,ç?î}ë	��ê�à � �  ��(òAßMàLå?ßDèIáMå?å�ðãèIßMîaéBêQôÇé�êQè�âWßMàLë:ä2áMèQêIëLáMî í � ç?å?å&ïoêZècáwå?å?ê í âWñÃê = ý��}ÿ��Múmü ���wü ���}øKö �
ÞÃßMàgç�âWë4ä}àWßDßBò � ê�î}êQê í âWñ}êLò>ßBåKå?ß � çKîÃæ�âWñ/àWêIêLå?êQóYóÊáwë��
� $ % %�� � 4 � 4,6 ú��

X
û�ú�ö 7MúWþ�� �wü�ÿ

Ãö�þ�úZö��!�

A,B,C ⊂ X ÿ��2ûmÿQú��^ÿ � ; < ú��
A ∪B + C = (A + C) ∪ (B + C).

= ü ���	���ÁÞ2ßwà
x ∈ A ∪ B + C,

âWñ}êQàWê�êQôDç?ë:â
c ∈ C áMî í

d ∈ A ∪ B ëUì}è�ñÇâWñÃáwâ
x = c + d.

� êIî}èQê

x ∈ (A+ C) ∪ (B + C),
ç�� ê
�

A ∪B + C ⊆ (A+ C) ∪ (B + C).
� ßBî�é�ê�àWëUêIå�ð#�/ò>ßMà

x ∈ (A+C)∪ (B+C)
âWñ}êQàWêjê�ô/çKë:â4êQå?êQóYêIî�âWë

c ∈ C áwî í
d ∈ A ßMà

d ∈ BëUì}è�ñÆâWñÃáwâ
x = c+ d.

� êIî}èQê
x ∈ A ∪B + C,

ç�� ê
�
(A+ C) ∪ (B + C) ⊆ A ∪B + C.

� $ % %�� � 4
	!4,6 ú��
X
û�ú�ö 7MúWþ�� �wü�ÿ

Ãö�þ�ú:9

A,B,C ∈ A(X)
ö��'�

C
û�úZöPþ����*7wú��ÊÿQú�� � ; < ú��

conv(A ∪B) + C = conv[(A+ C) ∪ (B + C)].
= ü ���	���ÁÞÃàWßMó ? êIó�óÊá  �  YáMî í �(àWßMä{ßBëUçKâWçKßBî �
�  ZçKâ�òAßBå?åKß � ë�âWñÃáwâ

conv[(A+ C) ∪ (B + C)] = conv[(A ∪B) + C] = conv(A ∪B) + C.
� $ % %�� � 4��84,6 ú��

X
û�ú�ö�� ��
��Mø �Wùwý�þ�öMø 7MúWþ�� �wüÁÿ 
2ö�þWú 9(ö��!�

A,B,C ∈ A(X)
ö��!�

C
û�ú�öÊþ����*7wú��

ÿQú�� � ; < ú��
((A +̇ C) ∨ (B +̇ C)) = C +̇ (A

◦∨ B).
= ü ���	��� � ð ? êQóYóÊá  � � � ê�ñÃáIéBê��

C +̇ conv(A ∪B) = cl(cl(conv(A ∪B) +
èIå

(C)) = cl(conv(A ∪B) + C)

= cl conv((A+ C) ∪ (B + C))

= cl conv(cl((A+ C) ∪ (B + C)))

= cl conv(cl(A+ C) ∪ cl(B + C)),
ëUçKîÃèQê�ò>ßwà�êQé�ê�àUð

D ⊆ X � êLñ2áQé�ê cl
èQßBî�é

(D) = cl conv(clD).

� ñ}ç?ë�çKó�äÃå?çKêIë�âWñ}ê = ý��Ãÿ��wú�ü ���wü ���}øKö�

$ %'&)(*&,+�-/.!-0&)1 � 4
�!4)6 ú��

(X, τ)
û�ú�ö � ��
 �Mø �WùMý$þ�öMø)7wú�þ�� �wüZÿ 
2ö�þWú 9

A,B,C ∈ A(X)
ö��!�

C
û�úÊö

þ����57Mú��ÊÿQú�� � ; < ú��
(A +̇ C) ∨ (B +̇ C) = C +̇ (A ∨B).

� å�âWßBæBê�âWñÃê�à � ê�èIáMîÆë:â�áwâWê
�



MINIMAL PAIRS OF COMPACT CONVEX SETS
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!#"�$ & % $�%&� 4��!4)6 ú��
(X, τ)

û�ú�ö � ��
��Mø �WùMý$þ�öMø87wú�þ�� �wü�ÿ

Ãö�þ�ú�� ;)< ú � (B(X), +̇,≤)
ýAÿ�öºþ���� �����

�[ö��^ý/7Mú �wü���úmüWú���ÿQú��Zý?ùMü ����
 �(ý � < ÿQö��^ýAÿ��*úmÿ � < ú �wü���ú�üÁþ�ö��1þ�úQøAøKö��^ý
���Æø?ö�� ö��!��þ���� �[öwý��}ÿ
K(X)

öwÿjö
ÿ��Ãû���ÿQú ��ý?ùwü ����
 � ���wüWú�� 7Múmü � < ú �wýAÿ �^ümý�û � �^ý/7cý�����ø?ö�� < �Mø �wÿ ���wü � < ú ��ö��wý���� � ��
Ãú�üWö��^ý
���õö��'� � < ú�ãý��������(ÿ��cý*ö#�#�wý �^ý ���!�

�oÎ	�YÙuÖ&ÚDÙ �BÒ1Ô��BÚ}Û^ÛAÒ}ÑwÓAÐ{Ô ÛAÒ�
 Ò1Ô&ÖÈÑ���Ú ÕQÚ/×�Ò2ÙcÒ}ÑwÓAÐ{Ô Û>Ò�
�Î � ñ}ê÷ßMà í ê�à�èIáMî}èIêQå?å?áwâWç?ßMî�åká �àWê�ä}àWêIëUêQî�âWëLáMî÷áMåKæBêQï}à�áMçKè�ä}àWßMä{ê�àUâ�ðÇßBò6âWñÃê�ëUêIóYçKæMàWßBì/ä
B(X). � ñÃê�àWê�ê�ô/ç?ë:âWëÁáwî÷ê )�ìÃç�éBáwå?êQîaâjæBê �ßBó�êQâUàWçKèYä}àWßMä{ê�àUâ�ðõòAßMà�èQå?ßBëUê í ïoßMìÃî í ê í èIßMîaéBêQô÷ëUê�âWë � ñ}ç?è�ñ � ê � çKå?å~ècáwå?å(âWñ}ê�ÿ�ú 
ÃöwüWö��^ý
����øKö�� �

� ñ}ê�àWêIòAßMàWêjåKêQâ A, B, áMî í S
ï{êjî}ßBî}êQó�ä}â�ð�ëUì/ïÃëUêQâWë"ßBòfá�é�êQèQâWßwà"ë:ä1áwèIê

X. � êjëWáQðÊâWñÃáwâ,âWñ}êjëUê�â
S
ÿQú 
2öwüWö��[úmÿ,âWñ}êLëUêQâWë

A
áMî í

B
çKò

[a, b] ∩ S 6= ∅ ò>ßMà�ê�é�ê�àUð a ∈ A áMî í
b ∈ B. � ñÃê�ëUê�ä2áwà�áwâWçKßBîßBò1â � ß�ëUê�âWë~ïaðÊáwîÃßwâWñÃê�à*ëUê�â,ç?ë*á�îÃáwâWì/à�áMåÃæBêIî}ê�à�áMå?ç 'cáuâWç?ßBîYßBò1âWñÃê�ëUêQä2áwà�áuâWç?ßBîÊßBò1â � ß í çKë�
:ßBçKîaâ*ëUê�âWë

ïaðãá�ñ�ðDä{ê�àUäÃåkáMî}ê
� � ßMâWê�âWñÃáwâjç?îÇâWñÃçKëjæBêQîÃê�à�áMå&ècáMëUê�âWñ}ê�ëUê�âWë A áMî í
B
ècáMîãñÃáIé�êZá�î}ßBî}êQó�ä}â�ð

çKîaâWê�àWëUêQèQâWçKßBî8� � ò(áÊëUêQâ
S
ëUê�ä1áuà�áwâWêIë�âWñ}ê�ëUê�âWë

A
áMî í

B,
âWñ}êQî

A ∩ B ⊂ S. � ñ}ê�ëUêQâ S çKëjèIáMå?åKê í
�Zý��Ãý"��öMøfÿQú 
Ãöwü�ö��^ý"�Dù�çKò

S
ëUêQä2áwà�áuâWêIë

A
áMî í

B
áMî í ç?ò6òAßMàjê�é�ê�àUð

S′ ⊆ S � ñÃçKèmñãáwå?ëUß�ëUê�ä2áwà�áwâWêQë
A
áMî í

B � ê�ñÃáIé�ê S′ = S.

� ñ}ç?ë í ê��ÃîÃç�âWç?ßBî�ßBò�ëUê�ä2áwà�áwâWç?ßMîÆßBò&â � ß�ëUêQâWë4ïDð�áMî}ßMâWñ}ê�à�ëUêQâ�çKë�ç?åKå?ì}ë:âUà�áwâWê í ç?îÆÞ6çKæ5���
�

�

��

�

�

�

�o£�Å�¿Ã¼

!#"�$ & % $�% 	!4 2�4)6 ú��
A,B

û�ú �'���{ú � 
'����ÿ��Ãû�ÿQú��^ÿ �	�jö � ��
 �Mø �WùMý$þ�öMø57Mú�þ�� �wügÿ

Ãö�þ�ú
X
ö��!��öwÿ�ÿ�����ú

� < ö�� A ∨ B ∈ B(X).
���wü�ú � 7Mú�ü:94ø?ú��

S
û�úºöãþQø �wÿQú��÷þ ���*7Mú��Çÿ��Ãû�ÿQú�� �	�

X. ;)< ú � S ÿQú 
ÃöwüWö��[ú�ÿ
� < ú�ÿQú��^ÿ A ö��!�

B
ý ��ö��!� ���2ø���ý �

A+B ⊂ A ∨B +̇ S. (sl)
= ü ���	������ú�þ�úmÿ�ÿ�ý���� � ? ê�â a ∈ A áMî í

b ∈ B. � ñ}êIî�âWñ}êQàWêLêQôDç?ë:â α, β ≥ 0, α + β = 1
ëUì}èmñ�âWñÃáwâ

αa+βb ∈ S. � ñÃê�àWêQò>ßMàWê
� a+ b = βa+αb+αa+βb ∈ A∨B +̇S.
� êQîÃèQê

A+B ⊂ A∨B +̇S.� ���	þ�ý$ú��{þ:� ��Þ6çKôºáMî�ð
a ∈ A áwî í

b ∈ B. � ñ}êIîPçKâ�òAßBå?åKß � ë�òkàWßBó âWñ}êLáMëUëUì}ó�ä}âWç?ßMî
A+B ⊂

A ∨ B +̇ S
âWñÃáwâ

a+ B ⊂ A ∨ B +̇ S
áMî í

b+ A ⊂ A ∨ B +̇ S.
� êQîÃèQê

B ⊂ A ∨ B +̇ S − aáMî í
A ⊂ A ∨ B +̇ S − b. � ðPâWñ}êIëUê�ç?î}èQå?ì}ëUç?ßMîÃëÁáMî í ? êIó�óÊá  � � � ê�ñÃáIé�ê A ∨ B ⊂ A ∨ B +̇

(S − a) ∨ (S − b) = A ∨ B +̇ (S + [−a,−b]). � ß � � ê�ßMï}â�áMçKîãòkàWßBó âWñÃê�ßMà í ê�àjèIáMî}èIêQå?å?áwâWç?ßBî
å?á ��� ßBåKè��~âWñÃáwâ 0 ∈ S + [−a,−b]. � êIî}èQê [a, b] ∩ S 6= ∅.
 & %'&"!#! � %%$ 	!4 � 4,6 ú��

A, B ∈ B(X)
ö��'�

S
û�ú�öºþQø �wÿQú��Pþ����*7Mú��Êÿ��2ûmÿQú�� �	�

X. ; < ú�� S ÿQú 
2ö%�
üWö��[ú�ÿ � < ú�ÿQú��^ÿ A ö��!�

B
ý ��ö��!� ���2ø���ý �

A+ B ⊂ A ◦∨ B +̇ S.
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� $ % � %��,+�4 �
� � ñÃêZáMëUëUì}ó�ä}âWç?ßMî A ∨ B ∈ B(X)
ç?î � ñ}êIßwàWêIó � � ��çKëÁêQëUëUêIî�âWçkáwå � � ßMâWê�âWñÃáwâjç?îæBêQî}êQà�áwåfâWñ}êLèIßMîaéBêQôPñaì}å?åfßBò&âWñ}êLìÃî}çKßBîÇßMò&â � ß�ïoßMìÃî í ê í ëUêQâWë A áMî í

B
çKë�î}ßMâgáZïoßMìÃî í ê í ëUêQâ��

� á ��êLò>ßMà�ê�ô}áMó�äÃåKê
ç �

X = Lp[0, 1] =

{
f | f : [0, 1]→ R, ? êQï{êQëUæBì}ê���ó�êcáMëUì/à�áwïÃåKê

ëUìÃè�ñ�âWñÃáwâ ‖f‖p =

∫ 1

0

|f(t)|pdt <∞, 0 < p < 1

}
.

? êQâ B(0, 1) = {f ∈ Lp | ‖f‖p ≤ 1} ï{ê(âWñ}ê~ìÃî}ç�â�ï2áMåKå � � î � ���Bä ����� � � � �  "çKâ�ç?ë�ëUñ}ß � îLâWñÃáwâ B(0, 1)çKëÁáÊï{ßBì}î í ê í ëUêQâjç?î
Lp[0, 1]

áwî í âWñÃáwâ
convB(0, 1) = Lp. � ß � â�á ��ê

A = {0}, B = B(0, 1)âWñ}êQî
A ∨B = Lp[0, 1]

çKëgáMî�ìÃî�ï{ßBì}î í ê í ëUê�â�ç?î
Lp[0, 1]

òAßMà
0 < p < 1.

çKç��
X = lp =

{
x = (xn)n∈N | ‖x‖p =

∞∑

i=1

|xi|p <∞
} òAßMà

0 < p < 1.

� ëÁç?îãâWñ}êZë:ä2áMèIê
Lp[0, 1]

âWñ}êZì}î}çKâÁï2áMå?å B(0, 1) = {x ∈ lp | ‖f‖p ≤ 1} ç?ëÁï{ßBì}î í ê í � ëUêIê � �����
ä � � � �:� � �  #��� � ß � í êQî}ßMâWêÁò>ßMà

i ∈ N ïað
ei = (δij)j∈N

âWñ}êLç �$âWñ�ì}î}çKâ4é�êQèQâWßMà4ßBò
lp, � ñ}êQàWê δij

çKë
âWñ}ê��LàWßBî}êQè��BêQà�ë:ð/ó�ïoßMå �
	�ïaé/ç?ßBì}ëUå�ð

ei ∈ B(0, 1)
ò>ßMà�ê�é�ê�àUð

i ∈ N ïÃì/â�âWñ}ê�êQå?êQóYêQî�âWë

xn =
1

n
(e1 + . . .+ en) ∈ èQßBî�é B(0, 1)

áwàWêÊì}îaï{ßBì}î í ê í ëUçKî}èIê ‖xn‖p = n(1/n)p = n1−p.
� ë�ç?îÝâWñ}êÊècáwëUê�ßBò

Lp � ê�èIáMî�â�á ��ê A =

{0}, B = B(0, 1)
áwî í

A ∨B çKëgáMî�ì}î�ï{ßBì}î í ê í ëUê�â�ç?î
lp
ò>ßMà

0 < p < 1.

� ßMâWê(âWñÃáwâ&çKâ�ç?ë�ßMïaé/ç?ßBì}ë�âWñÃáwâ&çKî�á�å?ßaècáMåKåKðÁèIßBî�é�ê�ôÁé�êQèQâWßMà�ë:ä1áwèIê
�IâWñ}ê,èQßBî�é�ê�ôLñaì}å?å�ßBòDï{ßBì}î í ê íëUê�âWë�çKëgáMåKëUß�áZï{ßBì}î í ê í ëUêQâ��
 � � ßMâWê�âWñÃáwâ~âWñ}ê�ëUê�ä2áwà�áwâWç?ßMî�åká � í ßDêIë~îÃßwâ*ç?ó�äÃå�ð�âWñ}ê�ëUê�ä2áwà�áwâWç?ßMî�ßBò{ëUê�âWë,çKòoßBî}ê�ßBò1âWñ}ê�ëUê�âWë

A
ßMà
B
ç?ë�ì}î�ï{ßBì}î í ê í �

� á �BêYòAßMàLç?î}ë:â�áMî}èQê X = R2, A = {(x, y) | 1/x ≤ y, x > 0}, B = {(x, 0) | x ∈ [0, 1]}áMî í
S = {(0, y) | y ∈ [0, 1]}. � ñ}êIî A + B = A, A ∨ B +̇ S = {(x, y) | x, y ≥ 0}. � êQî}èIê

A+B ⊂ A ∨B +̇ S
ïÃì}â

S
í ßDêQë�î}ßMâ�ëUê�ä2áwà�áwâWê

A
áMî í

B � ëUêIêLÞ6ç?æ��� ���

6

-

A

S

B x

y

0

�o£�Å�¿ �
!#"�$ & % $�% 	!4
	!4�� �÷öYø �cþ�öMøAø���þ����*7wú���7Mú�þ�� �wüÁÿ

Ãö�þ�ú

(X, τ)
� < ú �wü���úmü�þ�ö��{þWúQøAøKö��^ý
���ãøKö���ö��!� � < úÿQú 
Ãöwü�ö��^ý ���÷ø?ö���öwüWú�ú�
 �/ý/7MöMøKú���� �

= ü ���	������ú�þ�úmÿ�ÿ�ý���� � � ñ}êYäÃàWßaßBò"ßBò*âWñÃçKë�ä1áuàUâZçKë�ç í êIî�âWçKècáMå(âWßÆâWñ}êYä}àWßDßBò"ßBò*âWñ}êÊëUêIèQßBî í ä1áuàUâ�ßBò
� ñ}êQßMàWêIó � � �
�



MINIMAL PAIRS OF COMPACT CONVEX SETS
¼ (��

� ���	þ�ý$ú��{þ:� � � ß � áMëUëUì}óYê�âWñÃáwâ~âWñ}êgëUê�ä2áwà�áwâWçKßBî�å?á � � ëUå���ç?ë,ëWáwâWç?ë �Ãê í � ? ê�â A,B,C ∈ A(X)áMî í áMëUëUì}óYêÊâWñ2áuâ
B
çKë�ï{ßBì}î í ê í áMî í

C
ç?ë�èQå?ßBëUê í áMî í èQßBî�é�êQô'� � ß � â�á �BêºáMî�ð

a ∈ A
áMî í

b ∈ B.
Þ}àWßBó

A + B ⊂ B +̇ C
çKâYò>ßBåKå?ß � ëZâWñÃáwâ a + (B − b) ⊂ (B − b) +̇ C. � ñÃê�àWêQò>ßMàWê
�

{0} + (B − b) ⊂ (B − b) ∨ {0} +̇ (C − a). � ß � òkàWßBó � ëUå �Áç�âZòAßBå?åKß � ë�âWñÃáwâ�âWñ}êÊëUêQâ C − aëUê�ä2áwà�áwâWêQë6âWñ}ê"ëUêQâWë {0} áMî í B−b. � êQî}èIê 0 = α0+β0 ∈ C−a ò>ßwà~ëUßBó�ê α, β ≥ 0, α+β = 1.

> ß5� � êLñ2áQé�ê 0 ∈ C − a. � êIî}èQê A ⊂ C.
� ðºâWñ}êLëWáMóYêÁäÃàWßaßBò � ê�æBê�â

!#"�$ & % $�% 	!4��84)6 ú��
X
û�újö � ��
 �Mø �WùMý$þ�öMø�7Mú�þ�� �wü�ÿ

Ãö�þ�ú�� ;)< ú � ���wü B(X)

� < ú �wü���ú�ügþ�ö��{þ�ú�øAø?ö��^ý ���øKö�� ö��!� � < ú�ÿQú 
Ãöwü�ö��^ý ���÷ø?ö�� öwüWúZú�
 �/ý/7MöMøKú���� �

��Î��gÒ1Ó>ÙwÕPÐ
���aÛ>Ð1ÕQÚDÖ��6Ð�
�Ô&Ö�ÚDÖ �BÐ{Ô
�1Ú�� ÕQÚ�ÑuÕMÎ � ê � ç?åKå(îÃß � èIßBî}ëUç í ê�à�ç?î}èQå?ì}ëUç?ßMîÃë�ßBò*ó�ç?î}ç �
óÊáwåoàWê�äÃàWêQëUêQîaâ�áuâWçKé�êQë�ßBò&âWñ}ê��
	 í ë:âUà��Bó � � �MàWóÊáMî í êQà�åkáwâUâWçKèIêÁßBò&ê )�ìÃç�éBáwå?êQîÃèQêLèQåkáMëUëUêQë�ßBò�ä1áwçKàWë�ßBò
î}ßBî}êQó�ä}â�ð�èIåKßBëUê í ï{ßBì}î í ê í èQßBî�é�êQô�ëUê�âWë"ç?î�á�åKßDècáwå?åKðÊèQßBî�é�êQôÊâWßwäoßMå?ßBæBçKècáwå1éBêIè�âWßMà4ë:ä2áMèQê

X � èIò �
� 
�� ����� � ��� ��� �����

� ñ}êQàWêQò>ßMàWê � êÁáwëUëUìÃó�êjâWñÃáwâ (X, τ)
çKë4á�àWêIáMå1å?ßDèIáMåKåKðÊèQßBî�é�ê�ôÊé�êQè�âWßMà4ë:ä2áMèQê�� � îºê�)aì}çKéMáMåKêIî}èQê

àWêQåkáwâWçKßBîPï{êQâ � êQêIîPä2áMç�àWë (A,B), (C,D) ∈ B2(X)
ßBò&èIåKßBëUê í ï{ßBì}î í ê í èIßBî�é�ê�ôPëUê�âWë�ç?ë�æBçKé�êQîPïað

âWñ}ê�àWêIå?áwâWç?ßMî
(A,B) ∼ (C,D)

ç?ò(áMî í ßBî}åKðÆçKò
A +̇ D = B +̇ C

áMî í âWñ}ê�ßMà í êQàWçKî}æ�ç?î
B(X)

ç?ë
ê�ôDâWêQî í ê í âWßºä2áMç�àWëÁïað

(A,B) ≤ (C,D) � çKâWñ A ⊆ C,B ⊆ D.
Þ}àWßBó âWñ}êZßwà í ê�àLèIáMî}èQêIåKåkáwâWçKßBî

å?á � çKâ�ò>ßBåKå?ß � ëÊâWñ2áuâ�� ∼ � ç?ëºáMî.ê�)aì}çKéMáMåKêIî}èQêÆàWêIå?áwâWç?ßBî	ç?î B2(X). � ñ}êãê�)aì}çKéMáMå?êQî}èIêÇèQåkáMëUë�ßBò
(A,B) ∈ B2(X)

ç?ë í êQî}ßMâWê í ïað
[A,B].Þ2ßwàgèQßBó�ä2áMè�â�èIßBî�é�ê�ôPëUê�âWë � êLñÃáIé�êLâWñ}ê�òAßBå?åKß � ç?î}æ�àWêIëUì}å�â��

!#"�$ & % $�% �84 2�4)6 ú��
(X, τ)

û�ú�ö � ��
 �Mø �WùMý$þ�öMø
7Mú�þ�� �wü,ÿ

Ãö�þ�ú�� ; < ú�� ���wü4ö��*� 
ÃöwýAü (A,B) ∈ K2(X)� < úmü�úZú��wý>ÿ��^ÿ�ö 
ÃöwýAü (C,D) ∈ [A,B]
� < ý�þ < ýAÿ �Zý��Ãý"��öMø �

= ü ���	�����jëUç?î}æ�âWñÃê �Lì/à�áwâWß � ë	�/ç ���1ßMàWî	å?êQóYóÊáÝç�âºçKëºëUì��ÊèQç?êQî�â�âWßÝëUñ}ß � âWñ2áuâºò>ßwàPáMî�ð�âWßMâ�áMå?å�ð
ßMà í ê�àWê í ëUì/ï2ëUê�â

Σ = {(C,D) ∈ [A,B] | (C,D) ≤ (A,B) } ßMò [A,B]
âWñ}êQàWê�ê�ô/ç?ë:âWë"áMîÊêIåKêIó�êIî�â

(A∗, B∗) ∈ [A,B]
ëUìÃè�ñ�âWñÃáwâ�òAßMàgáMî�ð

(C,D) ∈ Σ
âWñ}êÁàWêIå?áwâWç?ßMî

(A∗, B∗) ≤ (C,D)
ñ}ßBå í ë��

Þ2ßwà�áwîað
σ = (C,D) ∈ Σ � ê � ç?åKå í êIî}ßMâWê�ïað Aσ

âWñÃêZëUê�â
C
áMî í ïað

Bσ
âWñ}êZëUê�â

D. � ñ}êßMà í ê�àWç?î}æYßBî
Σ
ð/çKêIå í ë4âWñÃáwâ

σ1 ≤ σ2
çKò6áMî í ßMîÃå�ð�çKò

Aσ1
⊂ Aσ2

áMî í
Bσ1
⊂ Bσ2

.

� ß � � ê �}ô σ0 ∈ Σ
áwî íõí ê��ÃîÃê�âWñ}êZëUêQâWë

A∗ =
⋂
σ∈Σ0

Aσ
áMî í

B∗ =
⋂
σ∈Σ0

Bσ,
� ñÃê�àWê

Σ0 = {σ ∈ Σ | σ ≤ σ0}. �
ð÷âWñ}ê � áMî�âWßMà�çKîaâWê�àWëUêQèQâWçKßBîõâWñÃêQßMàWêQó � ëUêQê �  ���� � ñÃêQßMàWêQó � ���
�  �#�

âWñ}ê�ëUê�â
A∗

çKëjî}ßBî}êQó�ä}â�ð#� �ãßMàWêQßcé�ê�à
A∗

çKëjáÊèQå?ßMëUê í ëUì/ïÃëUêQâgßBò
Aσ0

áMî í ñ}êQîÃèQê�çKâgç?ë�èIßBóZä1áwèQâ��
� ñ}êLèIßBî�é�ê�ô/ç�â�ðPßMò A∗ ò>ßBåKå?ß � ë�ç?óYóYê í çkáwâWêQåKðºòkàWßBó âWñ}êLèQßBî�é�êQôDçKâ�ðºßBò

Aσ
ò>ßMà

σ ∈ Σ0. > çKîÃèQêÁâWñÃêëWáMó�ê�áwàWæBì}óYêQîaâWë�ñ}ßBå í òAßMà
B∗

ç�â�ò>ßBåKå?ß � ë4âWñÃáwâ (A∗, B∗) ∈ K2(X).� âÁàWêQóÊáMçKîÃëjâWßºëUñ}ß � âWñÃáwâ
(A∗, B∗) ∈ [A,B]. � ð í ê��ÃîÃç�âWç?ßBîãßBò(âWñÃê�ê�)aì}çKéMáMå?êQî}èIê�àWêIå?áwâWç?ßMî �òAßMàLáMî�ðÇä2áMç�à

(C,D) ∈ [A,B]
áMî í òAßMàLáMî�ð

σ ∈ Σ0
âWñ}êZê�)aìÃáwâWçKßBî

Aσ + D = Bσ + C
ñ}ßBå í ë��

� ñ}ç?ë�çKó�äÃå?çKêIëLâWñÃáwâ A∗ + D ⊆ Bσ + C
ò>ßwà�ê�é�ê�àUð

σ ∈ Σ0.
� êQî}èIê�ò>ßwà�áMî�ð

z ∈ A∗ + D
áMî í

áMî�ð
σ ∈ Σ0

� êÊèIáMî �Ãî í áPàWêQä}àWêQëUêIî�â�áwâWçKßBîÝßBò,âWñ}êÊòAßMàWó
z = bσ + cσ,

� ñÃê�àWê bσ ∈ Bσ
áMî í

cσ ∈ C. > çKîÃèQêZâWñ}êZîÃê�â {bσ | σ ∈ Σ0}
ç?ëÁèQßBî�â�áMç?î}ê í çKî÷âWñ}ê�èQßBó�ä2áMè�âLëUê�â

Bσ0

âWñ}êQàWêZê�ô/çKë:âWë�á
ëUì/ïÃî}êQâ {bσδ | δ ∈ ∆} èIßBî�é�ê�àWæBçKîÃæ�âWß�ëUßBó�ê b0 ∈ Bσ0

.
� êIî}èQêÁòAßMà�áMî�ðºî}êQç?æBñ�ï{ßMàWñ}ßDß í

U(b0)
ßBò

b0 ∈ Bσ0

âWñ}êQàWêZêQô/çKë:âWëLáMîõçKî í ê�ô
δ0 ∈ ∆

ëUìÃè�ñ÷âWñÃáwâLò>ßMà�áMî�ð
σδ ≤ σδ0

� ê�ñÃáIéBê bσδ ∈ U(b0)áMî í âWñ}êQàWêQò>ßwàWê
Bσδ ∩ U(b0) 6= ∅. � ß � åKêQâ

σ ∈ Σ0
ï{êÊáMîÝáwàUïÃç�âUà�áwàUð÷êIåKêIóYêQî�â�� > ç?î}èIê�âWñ}êYëUê�â

Σ0
ç?ëZâWßwâ�áMå?å�ð�ßMà í êQàWê í � êPñ2áQé�ê σδ0 ≤ σ

ßMà
σ ≤ σδ0 .

� î�âWñ}ê �}àWë:âYèIáMëUê
σδ0 ≤ σ � êPñÃáIé�ê
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Bσδ0 ⊆ Bσ
áMî í ñÃêQî}èIê

Bσ ∩ U(b0) 6= ∅. � îãâWñ}êZßMâWñ}êQàÁècáwëUê � ñÃê�àWê σ ≤ σδ0
� êZèIáMî �Ãî í áMî

çKî í ê�ô
δ1 ∈ ∆

ëUì}è�ñ�âWñÃáwâ
σδ1 ≤ σ

áMî í ò>ßMà4áwîað
σδ ≤ σδ1 � êjñÃáIé�ê Bσδ ∩U(b0) 6= ∅ áMî í ñ}êQî}èIê

Bσ ∩ U(b0) 6= ∅. � ñaìÃë � ê�ñ2áQé�ê�ëUñ}ß � îÇâWñÃáwâjò>ßwàÁáMî�ðÆîÃêQç?æMñaï{ßMàWñ}ßDß í U(b0)
áMî í áMî�ð

σ ∈ Σ0âWñ}ê�ëUêQâ
Bσ ∩ U(b0)

çKëgî}ßMâjêQó�ä}â�ð#� > ç?î}èQê�âWñ}ê�ëUê�âWë Bσ áwàWê�èQßBó�ä2áMè�â��1ç�âjòAßBå?åKß � ë�âWñ2áuâ b0 ∈ BσòAßMà�áMî�ð
σ ∈ Σ0

áMî í èIßMîÃëUê�)aì}êQîaâWå�ð
b0 ∈ B∗. �

ñ}êÊëUì/ïÃî}êQâ {cσδ | δ ∈ ∆} èIßBî�é�ê�àWæBêQë�âWß�âWñ}êä{ßBçKîaâ
z − b0 � ñ}ç?è�ñÇïað�âWñÃê�èQßBó�ä2áMè�âWî}êIëUëjßBò C ï{êIåKßBî}æBë�âWß

C. � ñaì}ë A∗ + D ⊆ B∗ + C
áMî í

ïaðPá�ëUç?óYçKåkáwà�áwàWæBì}óYêQî�â � êÁæBê�â B∗ +C ⊆ A∗ +D.
� êQîÃèQêÁç�â4ò>ßBåKå?ß � ë"âWñÃáwâ (A∗, B∗) ∈ [A,B].

� ñ}ê���ì/à�áwâWß � ë	�Dç ���1ßwàWîÇåKêIóYóYá�ð/çKêIå í ë�î}ß � âWñÃáwâ
[A,B]

ñÃáMë�áYóYçKî}ç?óÊáMåfêQå?êQóYêQîaâ��

� ñ}ç?ë�çKë�î}ßMâ�åKßBî}æBêQà�âUàWì}ê�òAßMà�èIåKßBëUê í ï{ßBì}î í ê í èIßBî�é�ê�ôPëUê�âWë�� � êQàWê � ê�ñÃáIéBê��
!#"�$ & % $�% �84 � 4)6 ú��

(X, τ)
û�ú�ö�üWú��4ú��wý07wúõø �cþ�öMøAø�� þ����*7wú�� 7wú�þ�� �wüÇÿ

Ãö�þ�ú�� ;)< ú � ú:7Mú�ü:� þ�ø?öwÿWÿ

[A,B] ∈ B2(X)/∼
þ ��� �[öwý��Ãÿ�ö �Zý��Ãý"��öMø&ú�øKú���ú � �

(C,D) ∈ [A,B].
= ü ���	��� � îÆâWñ}ê�èIáMëUê�ßMò �ÃîÃç�âWê�� í çKóYêIî}ëUçKßBîÃáMå�é�êQèQâWßMà�ë:ä2áMèIêQë��ÃïoßMìÃî í ê í èQå?ßBëUê í ëUêQâWëjáuàWê�èIßBóZä1áwèQâ��
áMî í âWñ}ê�âWñ}êIßwàWêIó òAßBå?åKß � ë�òAàWßMó � ñ}êQßMàWêQó �5� � � ? êQâ�ì}ë í êQî}ßMâWê�ïað τ∗ = σ(X,X∗)

âWñÃê � êcá �
âWßMä{ßBåKßBæMð�òAßMà

X. � ß�áIé�ßBç í èQßBî}ò>ì}ëUç?ßBî8� � ê � ç?åKå2ç?î í ç?èIáwâWê í ì}àWçKî}æ�âWñ}çKë,ä}àWßDßBò2âWñÃê�âWßMä{ßBåKßBæMð�ìÃî í ê�àèQßBî}ëUç í ê�à�áwâWç?ßBîõïaðõáMî�ç?î í êQôõáwâ
B
áwî í

K.
� î�áPàWê��Ãê�ô/çKéBêYåKßDèIáMå?å�ðõèQßBî�é�ê�ôãé�êIè�âWßMà�ë:ä2áMèQêYêQé�ê�àUð

ï{ßBì}î í ê í èIåKßBëUê í èIßMîaéBêQôÇëUêQâ
A ∈ Bτ (X)

çKëÁèIßBóZä1áwèQâÁçKî÷âWñ}ê�âWßMä{ßBå?ßBæwð
τ∗

áMî í èQßBî}ëUê�)aì}êIî�âWåKð
ï{êQå?ßBî}æBë~âWß

Kτ∗(X).
	�ï2ëUê�àUé�ê�âWñÃáwâ,ê�é�ê�àUð

A ∈ Kτ∗(X)
ç?ë,áMåKëUß�èQå?ßBëUê í ç?î

τ
ëUçKîÃèQê

τ∗ ⊂ τ. � á ��êáMî�ð
(A,B) ∈ B2

τ (X) ⊂ K2
τ∗(X). � ñ}êIî

A+B ∈ Kτ∗(X)
áMî í

A +̇B ∈ Kτ (X).

� ñ}ê�àWêIòAßMàWê��*âWñ}ê÷èIßMîaéBêQô.ëUê�â A + B
çKë�èQå?ßBëUê í ç?î

τ
áMî í èQßBî�â�áMç?î}ê í çKî

A +̇ B, � ñ}ç?è�ñ�ç?ë�áï{ßBì}î í ê í ëUêQâ�çKî
X � ç�âWñºàWêIë:ä{êQèQâ"âWß τ. � ñ}çKë�çKó�äÃå?ç?êQë"âWñ2áuâ A+B ∈ Bτ (X)

áMî í èIßBî}ëUê�)aì}êIî�âWå�ð
A +̇ B = A + B

ñ}ßBå í ë�ç?î�áMåKå~àWê��Ãê�ô/çKéBêYâWßMä{ßBå?ßBæMç?èIáMå(é�êIè�âWßMà�ë:ä1áwèIêQë
(X, τ).

� êIî}èQê
[A,B] ⊂

[A,B]τ∗ ∈ K2
τ∗(X)/∼,

� ñ}êQàWê [A,B]τ∗
ç?ëgâWñÃê�èIå?áMëUëÁßBò(ê )�ìÃç�éBáwå?êQîaâjä2áMç�àWëÁßBò(èQßBó�ä2áMè�âÁèQßBî�é�êQô

ëUê�âWë&çKî�âWñ}ê~ë:ä2áMèIê
(X, τ∗) � ñ}ç?è�ñ�èQßBî�â�áMç?î}ë (A,B).

� èQèIßMà í çKîÃæ4âWß � ñÃêQßMàWêQó �5���
�IâWñ}ê~ê )aì}ç�éBáMåKêIî}èQê
èQåkáMëUë

[A,B]τ∗
èIßMîaâ�áwç?î}ë,áLóYçKî}ç?óÊáMå}êIåKêIóYêQî�â

(C,D) ∈ K2
τ∗(X)

ëUì}è�ñYâWñÃáwâ
C ⊂ A áMî í

D ⊂ B.
> ç?î}èQê C,D áwàWêgèQå?ßBëUê í ç?î

τ,
èQßBî�é�ê�ô�áMî í èIßBî�â�áMçKî}ê í ç?îÊï{ßBì}î í ê í ëUê�âWë*çKâ*ò>ßMå?å?ß � ë*âWñÃáwâ (C,D) ∈

B2
τ (X).

�ãßMàWêIßIé�êQà��
(C,D) ∈ [A,B] ⊂ [A,B]τ∗ . �

ñ}ê�àWêIòAßMàWê
�
(C,D)

çKëgáYóYçKî}ç?óÊáMå�êQå?êQóYêIî�â�ç?î

[A,B]
áwî í �ÃßBò&èIßBì/àWëUê
�

(C,D) ≤ (A,B).

��� ��% (�! $ �84
	!4 ? ê�â l∞ ïoêÁâWñ}ê � áMîÃáMèmñ�ë:ä1áwèIê�ßBò�áMå?åoï{ßBì}î í ê í àWêIáMåoëUê )aì}êQî}èIêQë�êQî í ß � ê í � ç�âWñ
âWñ}ê"ëUì/äÃàWêQó�ì}ó îÃßwàWó ‖(xn)‖ = supn |xn|

áwî í å?ê�â
c
áMî í

c0
ï{ê*âWñ}ê"ëUì}ïÃë:ä2áMèQêIë(ßMò

l∞
èIßMîÃëUçKë:âWç?î}æ

ßBò{áMåKåÃèQßBî�é�êQàWæMêIî�â,ëUê )�ìÃêQî}èIêQë(àWêQë:ä �aáMåKåÃëUê )�ìÃêQî}èIêQë~èIßMîaéBêQàWæBêQî�â~âWß#'Iê�àWß5� 	�ïDéDç?ßBì}ëUåKð
c0 ⊂ c ⊂ l∞.

� ßMâWêjâWñ2áuâgáMå?å{âWñ}àWêQêLë:ä1áwèIêQëgáwàWê � áMîÃáMè�ñÆë:ä2áMèQêIë�áMî í âWñÃáwâ�îÃßMîÃê�ßMò&âWñ}êIó ç?ë�àWê��ÃêQôDçKé�ê
�
? ê�â B(0, 1)

ï{êºâWñ}êºìÃî}ç�â�ï2áMå?å"çKî
c0
áMî í

A = {a ∈ B(0, 1) | an ≥ 0,
ò>ßMàgáMåKå

n ∈ N}.
�,ì/â

B = −A áMî í
Am =

{
a ∈ A | a1 = . . . = am = 1

2

} áMî í
Bm = −Am

òAßMà
m ∈ N. � ñÃêQî

(Am, Bm) ∈ B2(c0)
áMî í

A + Bm = Am + B
ò>ßMà�áMå?å

m ∈ N áMî í
A + B = B(0, 1). � ñDì}ë

(Am, Bm)
ç?ëgá í êQè�àWêcáMëUçKî}æÊè�ñÃáMç?îÆßMò&ä2áMçKàWë�ç?î

[A,B]
�Ãç � ê��

(A,B) ≥ (A1, B1) ≥ . . . ≥ (Am, Bm) ≥ . . .
� ç�âWñ�êQó�ä}â�ð	ç?î�âWê�àWëUêIè�âWç?ßBî8�"ç � ê
� ⋂

mAm =
⋂
mBm = ∅. � ß � ßMïÃëUêQàUé�êãâWñÃáwâPâWñ}êãä}àWßDßBò�ßBò

� ñ}êQßMàWêIó �5� �YßBî�âWñ}êYêQô/çKë:âWêIî}èQêYßBò*óYç?î}ç?óYáMå~ä2áMçKàWë�ßBò"èQßBó�ä2áMè�â�èQßBî�é�êQô÷ëUêQâWë�ç?ë�ï2áMëUê í ßBîõâWñÃê
� áMî�âWßMà�çKî�âWêQàWëUêQèQâWçKßBî�ä}àWßMä{ê�àUâ�ðPò>ßMà�èQßBó�ä2áMè�â�ëUê�âWë�� � ñ}êQàWêQò>ßwàWê�� � ê�ñÃáIé�ê
�



MINIMAL PAIRS OF COMPACT CONVEX SETS
¼ (�)

!#"�$ & % $�% �84��84�� �wüÆú�ö�þ < �	� � < úPÿ 
2ö�þWú�ÿ X = c0, c, and l
∞ � < ú�üWúÇú��MýAÿ �^ÿ�öÝþQøKöwÿ�ÿ [A,B] ∈

B2(X)/∼
� < ý$þ < þ���� �[öwý"�Ãÿ �'� ��ý"�Ãý��ÊöMø&ú�ø?ú ��ú � � �

� ( $ 1���� $ +�.!-0& 1 4 � ñ}ê�ò>ßMå?å?ß � ç?î}æ )aì}êQë:âWç?ßBîÝàWêQóÊáMçKî}ë�ßMä{êIî8� ( çKé�êQî�áMî�ðÝî}ßBî��$àWê��ÃêQô/ç�é�êÊâWßwäoß �åKßBæBç?èIáMå,é�êQè�âWßMàZë:ä2áMèQê
X. � ßaêIë�âWñ}ê�àWê�êQô/çKë:âYáwî�ê�)aì}çKéMáMå?êQî}èIêÊèIå?áMëUë [A,B] ∈ B2(X)/∼

� ñ}ç?è�ñ
èQßBî�â�áMç?î}ë�îÃßYóYçKîÃçKóÊáMåfêQå?êQóYêIî�âWë	�

Þ2ßwàgî}ßBî}êIóZäÃâ�ðPèQßBó�ä2áMè�â�èIßBî�é�ê�ôPëUê�âWë4âWñ}ê�ëUç�âWì2áuâWç?ßBîÆçKë�ó�ì}è�ñÇëUçKó�äÃå?ê�à��
? ê�â (X, τ)

ïoêPáãåKßDècáwå?åKðÝèIßBî�é�ê�ôÝé�êQè�âWßMà�ë:ä2áMèQê
�(ÞÃßMà
A ∈ K(X) � êºèQßBî}ëUç í êQàYá÷ëUê�â S ⊆

X∗ \ {0} ëUì}èmñ�âWñÃáwâ

conv
( ⋃

f∈S

Hf (A)
)

= A.

� ñ}ê�ëUêQâWë S ⊂ X∗ \ {0} ßBò6âWñ}çKë�â�ðDä{ê�èIáMîÆï{ê�ßMà í ê�àWê í ïað�ç?î}èIåKì}ëUç?ßBî8� � óYçKî}ç?óÊáMå&êQå?êQóYêQî�â � ç?åKå
ï{ê�èIáMåKå?ê í á�ÿ < ö�
Ãú�ßBò A áMî í � ç?åKå}ï{ê í êIî}ßMâWê í ïað S(A).

Þ2ßwà"á�ëUñÃáwä{ê
S(A) � ê�èIßMîÃëUç í êQà*ëUì/ïÃëUê�âWë

Sp(A) := {f ∈ S(A) | card(Hf (A)) = 1}
� ñ}ç?è�ñÆóÊáQðPï{êLêIó�ä}â�ð�áwî í

Sl(A) := S(A) \ Sp(A).

? ê�â A,K ⊂ X
ï{ê�îÃßMîÃêQó�ä}â�ð�èQßBó�ä2áMè�âjèQßBî�é�ê�ô�ëUêQâWë�ßBò(á�àWêIáMå�å?ßaècáMåKåKð�èQßBî�é�ê�ôPâWßMä{ßBå?ßBæMç?èIáMå

é�êQè�âWßMà�ë:ä2áMèIê
� � ñ}êQî A ç?ë�ëWáMç í âWß�ï{ê�áPÿ���� ��ö��'� �	�
K
ç?ò&âWñ}êQàWêLê�ô/ç?ë:âWë�áYî}ßBî}êQó�ä}â�ð�èQßBó�ä2áMè�â

èQßBî�é�ê�ôPëUêQâ
B ⊂ X � ç�âWñ

A+B = K
òAßMà�âWñ}ê �ãç?î���ß � ë	�/çfëUìÃó �

� ñ}ê�è�àWçKâWê�àWçkáÊäÃàWêQëUêQîaâWê í ñ}êQàWê�áwàWêZßBò~â � ß í ç�
oê�àWêQîaâÁâ�ðDä{êQë�� � ñ}ê��}àWë:âÁâ�ðDä{êZßBò,è�àWçKâWê�àWçká�ì}ëUêIë
èQßBî í çKâWç?ßMîÃë � ñ}ç?è�ñPêQîÃëUì/àWêgâWñ2áuâ"â � ß�èIßBóZä1áwèQâ4èQßBî�é�êQôÊëUê�âWë�áuàWêjç?îPá�èIê�àUâ�áMç?î
�Kùaú��1ú�üWöMø 
��wÿ�ý��^ý
����� 9
� ñ}ç?åKê�âWñÃê�ëUêQèIßMî í â�ðDä{ê�ßBò{è�àWçKâWê�àWçkáLì}ëUêIë,ç?î}òAßMàWóÊáwâWçKßBî�áwï{ßBì/â*ê�ôDä{ßBëUê í ä{ßBçKî�âWë*ßBò2âWñÃê �ãç?î���ß � ë	�/ç
ëUì}óÈßBò�èIßBóZä1áwèQâ�èQßBî�é�ê�ôPëUêQâWë��

� êLï{êQæBç?î � çKâWñÆá�èQàWç�âWêQàWçKßBî�ò>ßMà�ó�ç?î}ç?óÊáwå?çKâ�ð � ñ}ç?è�ñÆç?ë�ßBò&âWñ}ê �}àWë:â�â�ðDä{ê��
!#"�$ & % $�% �84 �'4)6 ú��

X
û�úPöÇø �cþ�öMøAø���þ����*7wú���7Mú�þ�� �wüÊÿ

Ãö�þ�ú 9gö��!�ãøKú��

A,B ⊂ X
û�ú �'���1ú�� 
'���

þ���� 
Ãö�þ��Áþ����57Mú��ÆÿQú��^ÿ � 6 ú�� �/ÿ�öwÿ�ÿ�����ú � < ö�� � < úmü�úÊýAÿ�öÆÿ < ö�
2ú S(A)
�	�
A

� < ý�þ < ÿQö��^ýAÿ��*úmÿ � < ú���MøAø ���(ý"�Dù�þ����!�wý��^ý
���Ãÿ 

ç�� ���wüZú:7Mú�ü:�

f ∈ S(A),
ècáuà í

(Hf (B)) = 1,çKç�� ���wüÇú 7Múmü:�
f ∈ Sl(A)

ö��!��ú:7Múmü:�
b ∈ B,

� < úãþ����!�wý��^ý
��� Sl(A) + (b − Hf (B)) ⊆ Aý"� 
{øiý�úmÿ
b = Hf (B),ç?çKç�� ���wüZú:7Mú�ü:�
f ∈ Sp(A), Hf (A)−Hf (B) ∈ E(A−B)

�wü�þ����*7wú�ümÿQú�ø � 9"û �Êý����[ú�üWþ < ö��Dùwý��Dù A ö��!�
B. ;)< ú � � < ú 
ÃöwýAü (A,B) ∈ K2(X)

ý>ÿ ��ý"�Ãý��ÊöMø �
= ü ���	��� ? ê�âgì}ëjáwëUëUìÃó�ê�âWñÃáwâ A′ ⊆ A

áMî í
B′ ⊆ B

áwàWê�î}ßBî}êQó�ä}â�ðÆèQßBó�ä2áMè�âjèQßBî�é�ê�ô�ëUêQâWë�ëUì}è�ñ
âWñÃáwâ

A+B′ = B +A′.
� ñ}ßDßBëUê�áMîÆêQå?êQóYêQî�â

f ∈ S(A)
� > ç?î}èQê

Hf (A) +Hf (B′) = Hf (B) +Hf (A′)
áMî í ëUçKî}èIê

Hf (B) = {b}, âWñÃçKë�èIáMîPï{ê � àWç�âUâWêIîÆáMë

Hf (A) +Hf (B′) = b+Hf (A′).
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� ß � è�ñ}ßDßBëUê,áMîLêIåKêIóYêQî�â b′ ∈ Hf (B′)
áwî í�í ê�âWêQàWó�ç?î}ê��Qò>ßMà�ê�é�êQàUðjê�ôDâUàWêIó�ê(ä{ßBç?î�â

e ∈ E(Hf (A)),áMî�êIåKêIóYêQî�â
ae ∈ Hf (A′)

ëUìÃè�ñ�âWñÃáwâ

e+ b′ = b+ ae.

� ß � âWñ}êLò>ßBåKå?ß � çKî}æYâ � ßYècáwëUêIë�áwàWêLä{ßBëUëUç�ïÃå?ê
�
ä � ? ê�âÊì}ëºáMëUëUì}óYê�âWñÃáwâ f ∈ Sp(A). � ñ}êIî e − b = ae − b′. > çKî}èIê
�(ïað èIßMî í ç�âWç?ßBî ç?çKç����

e− b ∈ E(A−B), � êLñÃáIéBê ae = e
áMî í

b′ = b.
� êQî}èIê

Hf (B′) = Hf (B) = b
áwî í âWñ}êQàWêQò>ßMàWê
�

Hf (A′) = Hf (A).å�� � ß � � êZáwëUëUìÃó�ê�âWñÃáwâ f ∈ Sl(A).
� îÇâWñ}ç?ëgèIáMëUê � ê�ñÃáIé�ê�ò>ßMàÁáMîãáwàUïÃçKâUà�áuàUð b′ ∈ Hf (B′)âWñÃáwâ

Hf (A) + b′ ⊆ b+Hf (A′).

� ñ}ê�àWêIòAßMàWê��
Hf (A) + (b′ − b) ⊆ A′ ⊂ A

áMî í èQßBî í çKâWçKßBî�ç?ç��*æBçKéBêIë
b = b′.

� êQîÃèQê
Hf (A′) = Hf (A).

� ñaìÃë�òAßMàgáMå?å f ∈ S(A) � ê�ñ2áQé�ê Hf (A′) = Hf (A)
áMî í âWñ}êQàWêQò>ßwàWê��

A′ ⊇ cl conv
( ⋃

f∈S

Hf (A′)
)

= cl conv
( ⋃

f∈S

Hf (A)
)

= A,

ç�� ê
�
A′ = A. � ß � òkàWßBó âWñ}êÁê )�ì2áwå?çKâ�ð

A+B′ = B +A′ � êLæBê�â�ïað�âWñ}êLèIáMî}èIêQå?å?áwâWç?ßBîPå?á � âWñÃáwâ

B′ = B, � ñÃçKèmñ�èIßBóZä2åKêQâWêQë4âWñ}êLä}àWßDßMò@�
� ñ}êZîÃê�ôDâÁèQàWç�âWêQàWçKßBî÷ò>ßwàLóYçKîÃçKóÊáMåKçKâ�ð÷çKëjï1áwëUê í ßBîõáºëUì��ÊèQç?êQî�â�èQßBî í çKâWçKßBîõßMîãâWñ}êZç?î í êIèQßBó��ä{ßBëWáwïÃçKå?çKâ�ðãßMò*áºî}ßBî}êQó�ä}â�ðãèIßMó�ä2áMèQâÁèIßMîaéBêQôÇëUêQâLáMî í çKëÁò>ßMàWó�ì}å?áwâWê í ç?îãâWê�àWóYëÁßBò~çKâWëÁê�ôDä{ßBëUê í

ä{ßBçKîaâWë�� � â�ì}ëUêQëgá�óYß í ç �Ãê í éBêQàWëUçKßBîÆßBò�âWñÃê��ÁàWêIçKî5� �ãçKå?óÊáMî � ñ}êIßwàWêIó
�
!#"�$ & % $�% �84��!4)6 ú��

X
û�úºö��Áö��1ö�þ < ÿ

Ãö�þ�ú�ö��!�ÇøKú�� (A,B) ∈ K2(X).

� � ���wüºú 7wú�ü:�÷ú���
��wÿQú��

��wý����

a+ b ∈ E0(A+B)
�(ý � < a ∈ E0(A), b ∈ E0(B)

� < ú�üWúLú��MýAÿ �^ÿ b1 ∈ E0(B)
�wü
a1 ∈ E0(A)ÿ��Ãþ < � < ö�� a + b1 ∈ E0(A + B)

ö��'�
a − b1 ∈ E(A − B)

�wü
a1 + b ∈ E0(A + B)

ö��!�
a1 − b ∈ E(A− B),

� < ú�� (A,B)
ý>ÿ ��ý"�Ãý��ÊöMø �

= ü ���	��� ? ê�â (A,B) ∈ K2(X). � ð �~àWßMä{ßBëUçKâWçKßBî �
����òAßMà�ê�é�êQàUð
f ∈ X∗ �

Hf (A+B) = Hf (A) +Hf (B).

� ñ}ç?ë�çKó�äÃå?ç?êQë�âWñ}êÊì}î}ç )aì}êÊàWê�ä}àWêIëUêQî�â�áwâWç?ßMî�ßBò"ê�é�ê�àUð�ê�ôDä{ßBëUê í ä{ßBç?î�â�ßBò A + B
áMë�âWñÃêÊëUì}ó ßBò

ê�ôDä{ßBëUê í ä{ßBçKî�âWë�ßBò
A
áMî í

B.

? ê�â�ì}ë�ëUñÃß � âWñÃáwâ�âWñ}êYä2áMç�à
(A,B) ∈ K2(X)

ç?ë�óYçKî}ç?óÊáMå�� � ñ}êQàWêQò>ßwàWê�� � ê�è�ñÃßaßBëUê�á�ä2áMç�à
(A′, B′) ∈ K2(X) � ç�âWñ A′ ⊆ A, B′ ⊆ B

áMî í
A + B′ = B + A′.

ÞÃßMà
a + b ∈ E0(A + B)

� ê�ècáMîÆáMëUëUì}óYê � çKâWñ}ßBì/âgå?ßBëUë�ßBò6æMêIî}ê�à�áMå?ç�â�ðPâWñÃáwâ�ò>ßMà a ∈ E0(A)
âWñ}ê�àWê�êQô/çKë:âWë

b0 ∈ E(B)
ëUì}è�ñ

âWñÃáwâ
a + b0 ∈ E0(A+ B)

áwî í
a − b0 ∈ E(A− B).

� êIî}èQê�âWñÃê�àWê�êQôDç?ë:âWëjáÊèQßBî�âWç?îaì}ßBì}ëjå?ç?î}êIáwà
òAìÃî}è�âWç?ßBîÃáMå

f0 ∈ X∗
ëUì}è�ñÆâWñÃáwâ

Hf0
(A+B) = {a+ b0}.

� ð �~àWßMä{ßBëUç�âWç?ßBî��
� � � ê*ñÃáIé�ê Hf0
(A) = {a} áMî í Hf0

(B) = {b0}.
Þ}àWßBó

A+B′ = B+A′ = Yç�âÁò>ßBåKå?ß � ëjâWñÃáwâ Hf0
(A) + Hf0

(B′) = Hf0
(B) + Hf0

(A′).
� êQî}èIê�âWñ}ê�àWêZê�ô/çKë:âLêQå?êQóYêIî�âWë

a′ ∈
Hf0

(A′) ⊆ A áMî í
b′ ∈ Hf0

(B′) ⊆ B ëUì}èmñÊâWñÃáwâ
a+ b ′ = b0 +a′. > çKîÃèQê a− b0 ∈ E(A−B)

çKâ
òAßBå?åKß � ë,âWñÃáwâ a = a′, b0 = b′.

ÞÃàWßMó âWñ}êgê�)aìÃáMåKçKâ�ð
a = a′

çKâ*ò>ßBåKå?ß � ë,âWñÃáwâ B+a ⊆ B+A′ = Y.
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� êQî}èIê
a + b ∈ Y, áMî í ëUç?î}èQê a + b ∈ E0(A + B)

ç�âÁò>ßBåKå?ß � ëjòAàWßBó�� � ��åKêIê�� ëjóYß í ç �ÃèIáwâWç?ßMî÷ßMò
âWñ}ê��LàWêQç?î�� �ãç?åKóÊáMî � ñÃêQßMàWêQó � ëUêQê � �����,âWñÃáwâ A+B = Y.

� êIî}èQêLïaðºâWñ}êLècáwîÃèQêQå?åkáuâWç?ßBî�åká � � êLñ2áQé�ê

A+B = A′ +B,
ç � ê��

A = A′

áMî í

A+B = A+B′,
ç�� ê
�

B = B′.

� ñ}ê�àWêIòAßMàWê�� (A,B) ∈ K2(X)
çKë�óYçKî}ç?óÊáMå��

��� ��% (�! $ �84�� 4 � ß�ç?å?åKì}ë:âUà�áwâWê�âWñ}êIëUêgè�àWçKâWê�àWçká�� � ê � çKå?å2æBç�é�ê�â � ß�â�ðaä2çKècáwå2êQô}áwó�äÃå?êQë*ò>ßMà X = R2.
ç�� ? ê�â R ï{êZáYä{ßBëUç�âWçKé�ê�àWêIáMå&îaì}ó�ï{ê�àLáMî í ä2ì/â

x = 1
2

√
3R, y = 1

2R, a1 = (0, R), a2 =

(x,−y), a3 = (−x,−y)
áMî í åKêQâ

A = a1 ∨ a2 ∨ a3
áMî í

B = −A. � â�ò>ßBåKå?ß � ë�òAàWßBó � ñÃêQßMàWêQó�5���ZâWñÃáwâ4âWñ}êLä2áMç�à
(A,B)

ç�� ê
�}âWñ}ê � �[öwü��	�	��ö 7cý � � ëUêIêLÞ6çKæ5�
�#�*çKë�óYçKî}ç?óÊáMå��




�



� �

�o£�Å�¿ +

ç?ç � ? ê�â R > 0
ï{ê�æBç�é�êQîÇáwî í å?ê�â�ìÃë í ê��Ãî}êLâWñ}êLå?çKîÃêIáwà�óÊáwä

T : R2 → R2 ïDð
T (x1, x2) = (−x2, x1).

ÞÃßMà
x0 =

(
1
2

√
2R, 0

) â�á ��êPâWñÃêPï2áMåKå?ë
K1 = B(x0, R), K2 = B(−x0, R).

�,ì/â
A = K1 ∩

K2, B = T (A). � ñÃêQî A+B = A−B = B((0, 0), R).
� â*ç?ë,êcáwë:ð�âWß�ëUêQê�âWñÃáwâ~âWñ}ê�èIßBî í çKâWçKßBî}ë

ë:â�áwâWê í ç?î � ñ}êQßMàWêQó �5� �ÆæBç�é�êÊâWñÃêÊóYç?î}çKóÊáMå?ç�â�ðÝßBò4âWñ}êÊä2áMçKà
(A,B)

ßBò �wü�� < �Wù ���1öMø,øKú��ÃÿQúmÿ � ëUêQêÞ6çKæ5� �����

�

�

�
� �

�o£�Å�¿ �
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� â � áMëÇä}àWßcéBê í ïað > � > èmñ}ßBå�âWêIëãáMî í�� � ( à 'Qðaïoß � ë	�/ç�âWñÃáwâãóYçKî}ç?óÊáMå�ä1áwçKàWëãçKî âWñ}êÝâ � ß �
í ç?ó�êIî}ëUç?ßMî2áwåoë:ä2áMèQêÁáwàWêjì}î}ç )aì}êjì/äPâWß�âUà�áMî}ëUåkáwâWçKßBî8� � ñ}ç?ë"çKë"îÃßwâ"âUàWì}êjòAßMà4ñ}çKæBñ}êQà í ç?óYêQî}ëUç?ßBî}ë�áwëëUñ}ß � î�ïað�áYèQßBì}î�âWêQà ��ê�ô}áMóZä2åKê�ßMò � � ( à 'Qðaïoß � ë	�/ç � èQò@� � ��� ����� �������� î � êQèQêIó�ï{ê�à  � � � > � ��ßBå?ê � ç?è 'Áä{ßBëUê í âWñ}ê )aì}êQë:âWç?ßBî � ñ}ê�âWñÃê�à4âWñ}êLëUê�â�ßMò�ê�)aì}çKéMáMå?êQî�â�óYç?î��
çKóÊáMå�ä2áMçKàWë�� � ñ}çKèmñãáwàWê�îÃßwâgàWêIå?áwâWê í ïDð�âUà�áMî}ëUå?áwâWç?ßBîÇóYáIð�ïoê �Ãî}çKâWê�áMî í ßMò(èIáwà í ç?îÃáMåKçKâ�ðÆæwàWêcáwâWê�à
âWñÃáMî�ßBî}ê
�

��êIèQêIî�âWå�ð � � ( à 'QðDï{ß � ë	�Dç�áMî í � � �gàUï2á��}ë	�/çfæ�áQé�ê�á�î}êIæBáwâWçKé�ê�áMî}ë � ê�à�âWß�âWñ}ç?ë )�ìÃêQë:âWç?ßMî �
!#"�$ & % $�% �84��!4)6 ú��

(X, τ)
û�úºö � ��
��Mø ��ùwý�þ�öMø)7Mú�þ�� �wüYÿ

Ãö�þ�ú�ö��!�

(A1, B1), (A2, B2) ∈ K2(X)û�ú � �$�Yú 
��Dý07MöMøKú � � �Zý��Ãý"��öMø�
Ãöwý>ümÿ � < ý$þ < öwüWú �'���&üWúQøKö��[ú���û ���^üWö��Ãÿ�ø?ö��^ý ���!� ; < ú�� � < úmü�úÁú��wý>ÿ �^ÿjö�����{þ������ �[ö�ûQøKú �Qö���ý>ø��
(Aλ, Bλ), λ ∈ Λ

�	� �Zý��Ãý"��öMø 
2öwýAümÿ � < ö���öwüWúYöMøAø(ú 
��Dý07MöMøKú � � � � (A1, B1)ö��!� �'�
(Aλ, Bλ)

ý>ÿ�ö �^üWö��ÃÿmøKö��[ú �	�
(Aµ, Bµ)

���wü
λ 6= µ.

�{Î����fÚ�Ó$Ô
�/Ò2ÙwÓ>Ò1Ô��BÚ�Ð
��Ö�Ó$ÜõÚ/Ô&ÕcÓAÐ{Ô~Î � î÷âWñ}ç?ëÁëUêIè�âWç?ßBî � ê í çKëUèIì}ëUëLç?î�éBáuàWçkáMî�âWë � ñ}ç?è�ñãïoêQå?ßMîÃæ
ßBî}å�ðÊâWß�óYç?î}çKóÊáMå1ä1áwçKàWë"ßBòfèIßMó�ä2áMèQâ"èIßMîaéBêQôÊëUêQâWë"áMî íPí ßZî}ßMâ*ïoêQå?ßMîÃæ�âWß�âWñÃê � ñ}ßBåKêjèIå?áMëUë�� > ì}èmñçKîaéMáwàWç?áMî�âWë�áwàWê�âWñ}êºá �Êî}ê í ç?óYêQî}ëUç?ßBî�áMî í èQß í ç?óYêQî}ëUç?ßBî�ßBò"âWñ}êºì}îÃçKßBî�ßBò�áãó�ç?î}ç?óÊáwå*ä2áMçKàZßBò
èQßBó�ä2áMè�â�èIßMîaéBêQôPëUê�âWë�� � êLï{êQæBç?î � çKâWñPâWñ}êLò>ßBåKå?ß � çKîÃæ�àWêQëUìÃå�â��
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(X, τ)
û�úLö�� ��
��Mø �WùMý$þ�öMø57MúWþ�� �wügÿ

Ãö�þ�úÁö��!��ø?ú��

(A,B), (C,D) ∈ K2(X)
û�ú

ú�
 �/ý/7MöMøKú���� 
Ãöwý>ümÿ�� � �Dü�� < ú�ü � �wüWú�ø?ú��$�Dÿ�öwÿ�ÿ�����ú � < ö��$� < ú 
ÃöwýAü (C,D) ∈ K2(X)
ý>ÿ �Zý��Ãý"��öMø � � �

A ∪ B ⊂ X0 ⊂ X,
� < úmü�ú X0

ý>ÿZö�þ�ø �wÿ�ú��ºÿ��Ãû�ÿ

Ãö�þ�ú �	�
X,

� < ú � � < úmü�ú�ú��wý>ÿ �^ÿZö 
 �wý"� � x0 ∈ Xÿ��Ãþ < � < ö�� C ∪D ⊂ X0 + x0.
= ü ���	��� � ðPáMëUëUì}ó�ä}âWç?ßBî�âWñ}êLä2áMç�àWë (A,B), (C,D) ∈ K2(X)

áwàWêLê )aì}ç�éBáMåKêIî�â��}ç � ê
�
A+D = B + C. (5.1)

� êQî}èIêLòAßMà�êQé�ê�àUð
a0 ∈ A

áMî í
d0 ∈ D

âWñÃê�àWêLê�ô/ç?ë:â4ä{ßBç?î�âWë
b0 ∈ B

áMî í
c0 ∈ C � ç�âWñ a0 + d0 =

b0 + c0. �
ñ}êQàWêQò>ßwàWê�� � ê�ñÃáIé�ê

(A− a0) + (D − d0) = (B − b0) + (C − c0).
� ò � êYäÃì}â A0 = A − a0, B0 = B − b0, C0 = C − c0

áMî í
D0 = D − d0,

âWñÃêQî � ê�èIáMî
àWê � àWçKâWêLê )�ì2áuâWç?ßBî � � � � �"áwë

A0 +D0 = B0 + C0
� çKâWñ 0 ∈ A0 ∩B0 ∩ C0 ∩D0 (5.2)

� ß � � ê�èIßMîÃëUç í êQà�âWñÃê�ëUê�âWë C ′ = C0 ∩X0
áMî í

D′ = D0 ∩X0. �
ðPê�)aìÃáwâWç?ßBî � � �  #���ÃòAßMàgê�é�ê�àUð

x ∈ A0
áMî í

y ∈ D′ âWñ}êQàWêLêQôDç?ë:â�êQå?êQóYêIî�âWë b ∈ B áwî í
c ∈ C ëUì}èmñ�âWñÃáwâ

x+ y = (b− b0) + (c− c0).

> ç?î}èQê
c− c0 = (x+ y) − (b− b0) ∈ X0 +X0 +X0 +X0 = X0,

� êÁßMï}â�áMçKî c− c0 ∈ C0 ∩X0 = C ′,
áwî í ñ}êIî}èQê

A0 +D′ ⊂ B0 +C ′.
� îÃáMå?ßBæMßBì}ëUåKð

B0 +C ′ ⊂
A0 +D′

áMî í ñ}êIî}èQê

(A0, B0) ∼ (C0, D0) ∼ (C ′, D′).

> ç?î}èQêLâWñ}êÁä2áMçKà (C0, D0)
çKë�óYç?î}ç?óYáMå � � ê�æMêQâ

C − c0 = C ′
áwî í

D − d0 = D′.



MINIMAL PAIRS OF COMPACT CONVEX SETS
¼ ) ¼

� êQî}èIê
� � êLñÃáIé�ê C − c0 ⊂ X0
áMî í

D − d0 ⊂ X0. �
ñ}êIëUêLç?î}èQå?ì}ëUç?ßBî}ëgçKó�äÃåKðºâWñÃáwâ

C ⊂ X0 + c0 = (X0 − b0) + b0 + c0 = X0 + (b0 + c0)
áMî í

D ⊂ X0 + d0 = (X0 − a0) + a0 + d0 = X0 + (a0 + d0).
� êQî}èIê

C ⊂ X0 + x0
�
D ⊂ X0 + x0

� çKâWñ x0 = (b0 + c0).
� $ % � %�� 4 ? ê�â (X, τ)

ïoêºáãå?ßDèIáMåKåKðÝèIßMîaéBêQô�é�êQèQâWßwà�ë:ä2áMèQê�áwî í
C ∈ K(X)

ï{êPáãî}ßBî}êQó�ä}â�ð
èQßBó�ä2áMè�â�èIßMîaéBêQôPëUì/ïÃëUê�â�� � ñ}êQîÆò>ßwà�êQé�ê�àUð y ∈ C âWñ}ê�ëUê�â

Cy = span(C − y) = cl
({
z ∈ X | z =

n∑

i=1

λi(ci − y), ci ∈ C, n ∈ N, λi ∈ R
})

çKë"âWñ}êjëUóÊáwå?å?êQë:â�èQå?ßBëUê í å?ç?î}êIáwà4ëUì/ï2ë:ä2áMèQêÁèIßMîaâ�áwç?î}ç?î}æ
C − y ßMà4ê�)aì}çKéMáMå?êQî�âWåKðYâWñÃêjçKî�âWêQàWëUêQèQâWçKßBîºßBòáMåKåfèIåKßBëUê í åKç?î}êcáuàgëUì/ïÃë:ä1áwèIêQë�èIßBî�â�áMçKî}ç?î}æ

C − y. � ñ}ê�á �Êî}ê�ñaì}å?å�ßBò C ç?ë�æBçKéBêIî�ïað
á 
÷ñaì}å?å

(C) = Cy + y
áMî í çKâjç?ëjçKî í ê�ä{êIî í êQîaâÁßMò6âWñÃê�èmñ}ßBçKèIê�ßMò

y ∈ C. � ñ}êZá �YîÃê í çKóYêQîÃëUçKßBîõáMî í èQß í ç?óYêQî}ëUç?ßBî÷áwàWêí ê��2î}ê í ïað
í çKó á 


(C) =
í ç?ó

(Cy),
èQß í ç?ó á 


(C) =
èQß í ç?ó

(Cy) =
í ç?ó

(X/Cy).
� î�ä2áwàUâWç?èQì}åkáwà��

 & %'&"!#! � %%$ �'4 � 4,6 ú��
(X, τ)

û�úZö � ��
��Mø �Wùwý�þ�öMø87MúWþ�� �wü�ÿ 
2ö�þWú�ö��!�
(A,B), (C,D) ∈ K2(X)

û�ú
ú�
 �/ý/7MöMøKú����$��ý"�Ãý��ÊöMø�
Ãöwý>ümÿ � ;)< ú �

í çKó á 

(A ∪B) =

í ç?ó á 

(C ∪D),

èIß í çKó á 

(A ∪B) =

èQß í ç?ó á 

(C ∪D).

� ( $ 1���� $ +�.!-0&)1 4 � ä2áwàUâZòkàWßBó âWñ}êPá �Êî}ê í ç?ó�êIî}ëUç?ßMî áwî í èIß í çKóYêQîÃëUçKßBî�ßBò4âWñ}ê�ìÃî}çKßBî�ßBò�á
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