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Xn(M) =

∫ 1

0

e2πnisM(ds) (n = 0,±1, . . .)
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M ûlüfý ö üLû úBöKøSþ ü

σ ÿ�� ��� ü����	� úqô � ����
 ú �Sü ��� õ � � ü ø � úqô�øSþ ü õlölù�øhù�ö�ø ü
����� � I � þÝú � ü���� � õ ü � ���Sü ÷fú���� � ü
���	� ö û ú��
����� ù ��� � ü � ù � ÷ � ��� üLû�� �S�������c�������c���$�S� ùYô
� ù! �ô?ú �Ôü
�qü
��" � ü$# õ ü öÝ÷ ü E1, E2, . . .

úqô û ù �&% úqù�ö�ø 
 ú �Sü �'� ü ø �

M
( ∞⋃

n=1

En

)
=
∞∑

n=1

M(En),

� þ ü��Sü øSþ ü � ü
� ù ü � ÷Lúqö ��ü�� � ü � � ù�øSþ(� � ú �)��� ù � ù�ø " 1 *� ùYù! �ô?ú ��ü
��ü���" � ü+# õ ü öl÷ ü E1, E2, . . .
úBô û ù �&% úBùYö�ø 
 ú �Sü �,� ü ø � øSþ ü-�	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � M(E1),

M(E2), . . . ���Sü ùYö ûlü � ü ö ûlü ö�ø$.
/ þ ü øSþ ü ú ��" úqô �	� ö û ú��0� ü$� � õ �Sü � �1� � ûlü
��ü � ú�� üfû2�3" ó4.'5 ��6�7 ú�� � ù�ö98�:+; * :$<�= � ö û 8>:�?+=@.'Aàú �ô?õ � øSþ ü��B�Sü � õ � ø �C� üfü 8 D�= * 8FE�E�= * 8FG+= � ö û 8 H�=@.
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K. URBANIK

ó �	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü M ù �4� � ù û øSú ��ü �B�`�c�Ó¦��|��� ùYô M({a}) = 0 � ù�øSþ�� � ú �)��� ù � ù�ø " 1
ôQú �

ü���ü���" úqö ünÿ �VúBùYö�ø � ü ø {a} .���ú �Sü ú ��ü���� �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M ù �-� � ù û øSú ��ü �Q�n�B�������Ï�7� ù�ôFô?ú �
ü���ü���" ú � øSþlú � úqö � � ø �	� ö � ôQú � � � øSùYúqö U úqô�øSþ ü ÷Lú���� � ü�� � � � ö ü(� ö û�ü���ü
��" 
 ú �Sü � � õ � � ü ø E úqô
øSþ ü õlöÝù�ø[ù�ö�ø ü
����� � I øSþ ü[�	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � M(E) � ö û UM(E)

þ �
��ü øSþ ü � � � ü � � ú �)��� ù � ù�ø "
û ù � ø � ù � õløSù�úqö .��dö � ��� øSùY÷fõ � ���$* ù � úBø � ú��àù�÷ �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü � ���Sü ���B�����f���|�7� * ù&. ü .�ôQú �Iü
��ü���" 
 ú �Sü �� ü ø E øSþ ü-�	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � M(E) � ö û −M(E) ���Sü ù ûlü ö�øSù�÷ � �>� "&û ù � ø � ù � õ$ø üLû .�ó ��� �	� ö û ú��� ü$� � õ �Sü � õlö ûÝü�� ÷fúqö � ù ûlü��	� øSùYúBö ù�ö&øSþ ü � ü$# õ ü � � ù ��� ø � ÷fù�ø � " ��ü � ��� õ�� üfû øSú ��ü � øSú�� � ü ��� � ö ûù � úBø � ú��ÝùY÷�.��dö � ��� øSù�÷Lõ � ��� ôQú ��ü���ü
��" 
 ú �Sü � � ü ø E øSþ ü �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü M(E)

þ � � � ö�ùYö ý öÝù�ø ü � "
û ù � ù � ù � � ü¸û ù � ø � ù � õ$øSùYúqö � ö û ù�ø � ÷|þ ���	� ÷nø ü�� ù � øSùY÷PôQõlöl÷nøSùYúqö
÷ � ö �Vü �B� ù�øOø ü ö
ù�ö
øSþ ü ô?ú � �
� :�.�:� 

ϕM(E)(t) = exp

(∫ ∞

0

(J0(x|t|)− 1)
1 + x2

x2
µM (E, dx)

)
,

� þ ü��Sü J0
ù � øSþ ü 
 ü ��� ü � ôQõlöl÷nøSùYúqö

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sinn)dn,

µM (E, ·) ù � �hý ölù�ø ü öÝúBö ÿ ö ü � � øSù ��ü 
 ú �Sü � � ü$� � õ �Sü úqö
øSþ ü ��ú � ù�øSù ��ü þ � � ô � ùYö ü R+ * t ∈ R2 � ö û
|t|2 = (t, t)

.��"ú �Sü ú �qü
�$* ôQú ��ü
��ü���" 
 ú �Sü �C� õ � � ü ø A úqô
R+

øSþ ü � ü ø ÿ ô?õÝöl÷nøSùYúqö µM (·, A)
ù � �ölúqö ÿ ö ü � � øSù ��ü � øSú�� � ü ���C
 ú �Sü � � ü$� � õ �Sü úqö I .�dö"øSþ ü � ü$# õ ü � �Iü � þ � �>� ù ûÝü ö�øSùYô " �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � � þlùY÷�þ ���Sü�ü+# õ � � � ù�øSþ � � ú �)��� ù � ù�ø " 1

.
	 ù ��ü ö � �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M * �Iü � �
" øSþ � ø � 
 ú �Sü � � ü ø E ù � � ö M ÿ ���l¦?¦s�f�n� ù�ô M(A) = 0ô?ú � � ���'
 ú �Sü � � õ � � ü ø � A úqô

E
.�
 ü � � øSùYúBö � ��� � ù û
ü
� ÷ ü �Ýø�úqô � ö M ÿ ö�õ �>� � ü ø ���Sü � � ù û øSú ��ü ��� � ù û

M ÿ�� � �hú � ø ü���ü���"P� þ ü
�Sü .
 " � �$�c�|�����Ý�Y¨°�
�f¦��
�n�����Ý�����S�"�=���S�������c���c�c�|�D�
�n¦Y�|� �Iü � ü$� ö�øSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü úqôCAàúqõ � ù ü
�÷fú ü�� ÷Lù ü ö�ø � úqô ���	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M * ù . ü .løSþ ü � ü$# õ ü öÝ÷ ü

Xn(M) =

∫ 1

0

e2πinsM(ds) (n = 0,±1, . . .).

�`ø¡ù � ÷ � ü$��� øSþ � ø
øSþ ü AÝúqõ � ù ü�� ÷fú ü�� ÷fù ü ö/ø � {Xn(M)} ûlü ø ü
� �Óù�ö ü øSþ ü��	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü Mõlölù # õ ü � " .ó � ü+# õ ü öl÷ ü {Xn(M)} (n = 0,±1, . . .)
úBô �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � ù � ÷ � �>� üfû �|���|�D�n�7¦§���|�`�B���D���Ï�c�|� *ú �$* ��� ù ü�� "�* �|�`�B���D���Ï�c�|� * ù�ôÔô?ú �hü
�qü
��" � " � ø ü � m,n1, n2, . . . , nk

úqô�ùYö�ø ü � ü
� � øSþ ü ��õ � øSù ����� ù � ø ü
û ù � ø � ù � õløSù�úqöyúqô�øSþ ü �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü �

Xn1+m, Xn2+m, . . . , Xnk+m

û ú ü � ölúBø ûlü � ü ö û õ �VúBö m .���ö ü ÷ � ö�� � ú ��ü øSþ ü ôQú �>� ú � ù�ö � �Sü � õ � ø � 8 E���= * / þ ü ú �Sü � H�. :� ���� �n���
� �à� ����� {Xn(M)} �=���������|�D�|�����°���#�n�D� �à���\�?�W�|�`�B���7�����c�|�F� �I�����P���à¦§�F� �\���$�1�S�������c�Ë�����c�	���S�

M�?���?�f�B���S���Ï�D�� �!	�������Q�����c�f�����$���Ï�S�
���
�n�Q¦§�����h�c�?�|���|�"� �l���7���¡�=� {Xn(M)} �Q�����c�#��¦��f�`�n¦§�Ó���f�`�|�|�h�!�Ï����|�����$�[�f�n������� ���n���D���
µM (·, ·)  / þ ü ÷fúqöl÷ ü �lø�úqô�øSþ ü ùYö�ø ü � �	� � � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nøIøSú �4�	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü �1� � ù�ö�ø � ú û õÝ÷ üfû ùYö�8>:+<�=

� øSþ ü õlöl÷Lúqö û ù�øSù�úqö � � ùYö�ø ü � �	� �  � ö û ùYö 8FE�E�=@.%$ ü � þ � ��� # õlúBø ü øSþ ü �)� � ùY÷ ûlüný ölù�øSùYúqö * � þlùY÷�þ¡ù � � ö
�Bû � �lø � øSù�úqö�úBô�&PõlölôQú �Sû(' � ûlüfý ölù�øSù�úqö�úqô�øSþ ü ùYö�ø ü � �	� � � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nø1øSú � � ü+� � õ �SüC� þlú � üC��� � õ ü �
��ü � úqö � øSú � 
 � ö � ÷�þ � � � ÷ ü � 8F?$= **) þ � �lø ü
� �,+  	.



MUSIELAK-ORLICZ SPACES AND PREDICTION PROBLEMS
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�dô
f
ù � � ÷fú���� � ü���ÿ ��� � õ üfû 
 ú �Sü �'� ù��[� � ü ôQõlöl÷føSù�úqöyúqö I * ù . ü .

f =

n∑

j=1

cj1Ej ,

� þ ü��Sü cj ���Sü ÷Lú���� � ü�� ö/õ�� ��ü
� � � ö û 1Ej ûÝü ölúBø ü øSþ ü ù�ö û ù�÷ � øSú � � úBô 
 ú �Sü � � ü ø � Ej * øSþ ü öyøSþ üù�ö/ø ü � �	� � úBö ü
��ü���" 
 ú �Sü � � ü ø E úqô
f � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nø�øSúÓøSþ ü �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M ù � ûlüfý ö üLû��3"øSþ ü ôQú � ��õ � � ∫

E

f(s)M(ds) =

n∑

j=1

cjM(Ej ∩ E).

AÝõ � øSþ ü��$* � ÷fú���� � ü
��ÿ ��� � õ üfû 
 ú �Sü � ô?õÝöl÷nøSùYúqö g úqö I ù ��� � ù û øSú ��ü M ÿ �L�à�`���B�S�
�n¦Y� ùYô�øSþ ü��Sü�ü
� ù � ø �
� � ü$# õ ü öÝ÷ ü {gn} úqô � ù���� � ü 
 ú �Sü � ô?õÝöl÷nøSùYúqö �B� õl÷�þyøSþ � ø
� �  �øSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü {gn} ÷fúqö ��ü�� � ü � øSú g M ÿ�� � �hú � ø ü
��ü���"P� þ ü��Sü úqö I *� �  �ô?ú �Ôü
�qü
��" 
 ú �Sü � � ü ø E øSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü {∫

E
gn(s)M(s)

} ÷LúBö �qü
� � ü � ù�ö(� � ú �)��� ù � ù�ø " .
� ú � * �3"
ûlüfý ölù�øSù�úqö * øSþ ü ùYö�ø ü � �	� � ∫

E
g(s)M(ds)

ù � øSþ ü � ù>�Óù�ø�ùYö�� � ú �)��� ù � ù�ø " úBô4øSþ ü � ü$# õ ü öl÷ ü{∫
E
gn(s)M(ds)

} .
� ü ø L(M) ��ü øSþ ü � ü øIúqô � ��� ÷fú���� � ü���ÿ ��� � õ üfû M ÿ ùYö�ø ü � �	��� � ü ô?õÝöl÷nøSùYúqö � úqö I . $ ü ùYö ûlü ö�øSùYô "ô?õÝöl÷nøSùYúqö � � þlùY÷�þ ���Sü�ü$# õ � � M ÿ�� � �Óú � ø ü���ü���"P� þ ü
�Sü . / þ ü � � � ÷ ü L(M)

ù � � ÷Lú��[� � ü ø ü � ùYö ü$���� ü ø � ùY÷ � � � ÷ ü õlö ûlü�� õ � õ � � �Bûlû ù�øSù�úqö � ö û � ÷ � � ��� ��õ � øSù � � ùY÷ � øSù�úqö � ù�øSþ � ölúqö ÿ þlú��Óú � ü ö ü úqõ �ölú � � ûlüfý ö üLû �P" øSþ ü ôQú � ��õ � �
‖f‖M =

∥∥∥∥
∫

I

f(s)M(ds)

∥∥∥∥,

� þ ü��Sü ‖X‖ ûÝü ölúBø ü � øSþ ü A ��6 ÷|þ ü øyölú � �*úqô¸øSþ ü �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü X ù . ü .IøSþ ü&ü�� � ü ÷nø � øSù�úqö
E(|x|/(1 + |x|)) � � üLü 8FE�E�= � ö û 8FE :�=! 	. �`ø � þlúqõ � û ��ü ölúBø üfû øSþ � ø\øSþ ü ÷LúBö �qü
� � ü öl÷ ü úqô � � ü$# õ ü öl÷ üúqô1ô?õlöÝ÷nøSùYúBö � ùYö

L(M)
ù � ü$# õlù ��� � ü ö�øPøSúKøSþ ü ÷Lúqö ��ü�� � ü öl÷ ü ùYö � � ú �)��� ù � ù�ø " úqôWøSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü úqôøSþ ü ù � M ÿ ù�ö/ø ü � �	� �>� .%��ú �Sü ú ��ü��$* øSþ ü � ü ø�úqô � �>� 
 ú �Sü � � ù���� � ü ô?õÝöl÷nøSùYúqö � úqö I ù � ûlü ö � ü ùYö L(M)

.

��ß���è�ñ�ê�è$ã~òqè�é�âÝä�æ í
	�	cí�ã
�)â��4ë°è$ä4í�ò�	^í?å�ãWß 	 ù ��ü ö � � ø � øSù�úqö ����" � ü$# õ ü öÝ÷ ü úqô �	� ö û ú�� ����� ù ÿ
��� � ü � {Xn} *��P" [Xn] � ö û [Xn : n ≤ k] �Iü � þ � ��� ûlü ölúBø ü øSþ ü � ùYö ü$��� � � � ÷ ü � ÷ � ú � üLû4� ù�øSþ �Sü � � ü ÷føøSúyøSþ ü ÷fúqö ��ü
� � ü öl÷ ü ùYö�� � ú �)��� ù � ù�ø " � � � ölö üfû �P" � ��� �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � Xn � ö û �3"2�	� ö û ú��
����� ù ��� � ü � Xn � ù�øSþ n ≤ k �Sü � � ü ÷føSù ��ü � " . / ú ü+� ÷|þ � ø � øSù�úqö ����" � ü$# õ ü öÝ÷ ü {Xn}

øSþ ü��Sü ÷fú ���Sünÿ� ��úqö û � � � þlùYô@øPø �	� ö � ô?ú � � � øSù�úqö TXn = Xn+1, (n = 0,±1, . . .) � þlù�÷|þ&÷ � ö ��ühü�� ø ü ö ûÝüfû øSú
� ö�ù�ö ��ü
� øSù � � ü � ù�ö ü$��� ø �	� ö � ôQú � � � øSùYúqö T úqö

[Xn]
. ��ô�÷Lúqõ � � ü�* øSþ ü ø �	� ö � ôQú � � � øSùYúqö T � �Sü � ü�����ü �øSþ ü � � ú � ��� ù � ù�ø "
û ù � ø � ù � õløSù�úqö .ó ÷fúqöl÷ ü �lø\úqô)� �Süfû ùY÷nøSùYúqöÓôQú � � ø � øSùYúqö ����" � ü+# õ ü öl÷ ü � � þlùY÷�þ�ö üfüfû ölúBø\þ �
��ü �-ý ölù�ø ü1����� ù � öl÷ ü

�1� � ùYö�ø � ú û õl÷ üfû ùYö�8�:��+=@.
�döÓøSþlù � � � � ü�� �IüB�Sü � ø � ù�÷føWúqõ � � ü � ��ü � øSú � " �-� ü ø � ùY÷ � ü$# õ ü öl÷ ü � .
�döÓøSþlù �÷ � � ü 0
ù � øSþ ü úBö � " ÷fúqö � ø � ö�ø �Vü � úBö � ùYö � øSú [Xn]

.
$ ü � �$" øSþ � ø � � ø � øSùYúqö ����" � " ��� ü ø � ù�÷ � ü+# õ ü öl÷ ü {Xn}

���c��������� �Ï���S�c�D�f���7��� ùYôàøSþ ü��SüÔü�� ù � ø �
� ÷fúqö�øSùYö/õlúqõ �C� ù�ö ü$��� ú�� ü
�	� øSú � A0

ô � ú�� [Xn]
úBö/øSú

[Xn : n ≤ 0]
� õl÷|þ
øSþ � ø

� ù! 
A0X = X � þ ü ö ü���ü�� X ∈ [Xn : n ≤ 0] *� ùYù! �ù�ôÝôQú �4ü
�qü
��" Y ∈ [Xn : n ≤ 0]

øSþ ü��	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � X ∈ [Xn] � ö û Y ���Sü ù�ö ûlü � ü ö ûlü ö�ø *øSþ ü ö A0X = 0 *
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� ù�ùYù! �ô?ú �¸ü���ü
��" X ∈ [Xn] � ö û Y ∈ [Xn : n ≤ 0]
øSþ ü[�	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � X − A0X � ö û Y

���Sü ùYö ûlü � ü ö ûlü ö�ø$.
/ þ ü �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü A0X

÷ � ö ��ü �Sü � ���SûÝüfû � � � � ùYö ü$��� � �Süfû ù�÷føSù�úqöyúqô X � � � üLû úqö
øSþ ü ôQõ ���� � � øIúqô�øSþ ü � ü$# õ ü öl÷ ü {Xn}
õ �KøSú¸øSù�� ü 0

./óFö�ú��løSù�� � � ù�ø " ÷ � ù�ø ü�� ùYúBöKù � � ù ��ü ö �3" � ù�ùYùL 	. �dö � þ � øô?ú ��� ú � � øSþ ü ú�� ü��	� øSú � A0 � ù �>� ��ü ÷ � ��� üLû � �Ï�S���c�D�n�`�c� �)� � üLû úqö�øSþ ü � � � ø1úqôÏøSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü {Xn}õ �yøSúhøSù>� ü 0
.

�`ø � þlúqõ � û(��ü ölúBø üLû øSþ � ø 	 � õ ��� ù � ö � ø � øSùYúqö ����" � ü+# õ ü öl÷ ü � � ù�øSþ�� ü
� ú�� ü+� ö � � �1�$" � �Bû �Óù�ø
� � �SüLû ùY÷nøSùYúBö'. / þlù � ôQú �>� ú � � ô � ú�� øSþ ü ô � ÷nø¸øSþ � ø[ùYö&øSþÝù � ÷ � � ü øSþ ü ÷LúBöÝ÷ ü �Ýø � úqôIù�ö ûÝü � ü ö ûlü öÝ÷ ü
� ö û ú � øSþlú � úqö � � ù�ø " ���SüKü$# õlù ��� � ü ö�ø � ö û * �Óú �Sü ú ��ü��$* øSþ ü � # õ ���Sünÿ � ü$� ö�÷LúBö �qü
� � ü öl÷ ü�� ö û øSþ ü÷fúqö ��ü�� � ü öl÷ ü ùYö � � ú �)��� ù � ù�ø " ���Sü[ü$# õlù ��� � ü ö�ø$. / þ ü
�Sü ôQú �Sü øSþ ü � �Süfû ùY÷nøSú � A0

ù � � ù>��� � " øSþ ü ��ü � ø� ùYö ü+��� � ü$� � ø � # õ ���Sü � � �Süfû ùY÷nøSú �$* ù&. ü .løSþ ü ú � øSþÝú � úqö � � � � ú % ü ÷nøSú � ô � ú�� [Xn]
úqö�øSú

[Xn : n ≤ 0]
.

/ þ ü � �Süfû ùY÷nøSú � A0 � ö û øSþ ü � þlùYô?ø T ùYö û õÝ÷ üfû��3" {Xn} ûlü ø ü�� �Óù�ö ü øSþ ü � �Süfû ù�÷føSú � Ak �)� � üLûúqö�øSþ ü ôQõ �>� � � � ø�úBô {Xn}
õ��
øSúhøSù�� ü k �3" � ü$� ö � úqô~øSþ ü ô?ú � ��õ � � Ak = T kA0T

−k .
ó � ø � øSùYúBö ����" � ü$# õ ü öÝ÷ ü {Xn} �Bû �Óù�øOøSùYö � � � �Süfû ùY÷nøSùYúqö�ù � ÷ � ��� üfû ���f�`�|�|�h�!�l�Q�|���7� ù�ô A0X = Xô?ú �Iü
�qü
��" X ∈ [Xn]

.PAàõ � øSþ ü��$*�� � ø � øSù�úqö ����" � ü$# õ ü öl÷ ü {Xn} �Bû �Óù�øOøSùYö � � � �SüLû ùY÷nøSùYúBöKù � ÷ � �>� üfû���c� ��¦��f�`�f¦§� ����� �:���f�`�n�|���!�Ý�?�|���D� ùYô4ô?ú �Ôü���ü
��" X ∈ [Xn] �Iü þ �$��ü
lim

k→−∞
AkX = 0.

�`øÔù � �qü
��"�ü+� � " øSú[� � ú ��ü øSþ � ø ü
��ü���" � ø � øSùYúBö ����" � ü$# õ ü öl÷ ü �Bû �Óù�øOøSù�ö � � � �Süfû ù�÷føSù�úqö
÷ � ö �Vü
ûlü ÷Lú��[�Vú � üLû ùYö�øSú �yûlü ø ü
� �Óù�ölù � øSùY÷ � ö û � ÷Lú��[� � ü ø ü � " ölúqö ÿDûlü ø ü�� �ÓùYölù � øSùY÷�÷fú�����úqö ü ö�ø � � 8�: ��= */ þ ü ú �Sü � :� 	.��"ú �Sü ú �qü
�$*Wü$� ÷�þ � ø � øSùYúqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü+# õ ü öl÷ ü��Bû �Óù�øOøSùYö � � � �SüLû ù�÷føSù�úqöù � øSþ ü � õ���úBôÔø � ú&ù�ö ûÝü � ü ö ûlü ö/ø � ø � øSù�úqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü$# õ ü öl÷ ü � �Bû �Óù�øOøSù�ö � � � �Süfû ùY÷ ÿøSù�úqö * úqö ü ÷Lú���� � ü ø ü � " ölúqö ÿDûlü ø ü�� �Óù�öÝù � øSùY÷ � ö û øSþ ü úBøSþ ü��Pûlü ø ü�� �Óù�öÝù � øSùY÷ � 8FE���= * / þ ü ú �Sü � H . EV 	.
/ þ/õ � øSþ ü � øSõ û " úqô � ø � øSùYúBö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü$# õ ü öÝ÷ ü � �Bû �Óù�øOøSùYö � � � �Süfû ùY÷nøSùYúqö�ù � �Süfû õl÷ üfûøSúÓøSþ ü � øSõ û " úqô ûlü ø ü�� �Óù�öÝù � øSùY÷ � ö û ÷Lú���� � ü ø ü � " öÝúBö ÿDûlü ø ü
� �hùYölù � øSù�÷ � ø � øSùYúBö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü� ü$# õ ü öl÷ ü � .$ ü ölúBø ü øSþ � øIøSþ ü ÷LúBö û ù�øSùYúqö [Xn] = [Xn : n ≤ 0]

÷�þ ���	� ÷nø ü
� ù�� ü � ûÝü ø ü�� �ÓùYölù � øSù�÷ � ü+# õ ü öl÷ ü �
{Xn}

. / þ ü��Sü ô?ú �Sü�* øSþ ü � ø � õl÷nøSõ �Sü úqô�øSþ ü � � � ÷ ü [Xn]
� � �$" � � 7�ü�"�� ú � ü ùYö�úqõ � ÷LúBö � ù ûlü
�	� øSù�úqö � .�dö
øSþ ü ö ü�� ø � ü ÷nøSùYúBö �Iü � þ � ��� # õÝúcø ü � ú�� ü4� õ � ù � ù ����" ÷LúBöÝ÷ ü �Ýø � � ö û � ÷�þ ���	� ÷fø ü�� ù�� � øSù�úqö
úqô~øSþ ü� � � ÷ ü L(M)

.�� ü öl÷ ü � ÷Lú��[� � ü ø üPûlü � ÷ � ù>�løSù�úqöyúqô�øSþ ü � � � ÷ ü [Xn] � ù ��� ôQú ��� ú � .

�Vß
	 ê�é°íQè$ð?â���
��Óëcð7íQòqî�é �~âÝòqè$éBß 	 ù ��ü ö ��ý ölù�ø ü � ü+� � õ �Sü ν ûlüný ö üfû úqö 
 ú �Sü � � õ � � ü ø � úBô�øSþ üõlölù�ø�ùYö�ø ü������ � I � ù�øSþ ν(I) > 0 *P�Iü ø ��7�ü � ôQõlöl÷føSù�úqö Φ ûlüfý ö üLû úqö I ×R+ � ö û � � øSù � ô " ùYö � øSþ üô?ú ��� ú � ùYö � ÷Lúqö û ù�øSù�úqö � �
� GP. :� 

Φ(t, 0) = 0 � ö û Φ(t, x) > 0
ô?ú � x > 0 � ö û ν ÿ�� � �hú � ø � ��� t *� GP. EV 

Φ(t, x)
ù � � ÷fúqö�øSùYö/õlúqõ � ölúqö ÿDûlü ÷ �Sü+� � ùYö � ôQõlöl÷føSù�úqö
úqô x ô?ú ��ü���ü���" t ∈ I *� GP. GV 

Φ(t, x)
ù �C
 ú �Sü � � ü$� � õ �	��� � ü � � � ôQõlöl÷føSù�úqöyúqô t ôQú �Ôü���ü���" t ∈ I *� GP. HP ∫

I
Φ(t, 1)ν(dt) <∞ *� GP. ;V � øSþ ü ∆2 ÿ ÷fúqö û ù�øSù�úqö  1øSþ ü
�SüPü�� ù � ø � � ��ú � ù�øSù ��ü ÷fúqö � ø � ö�ø c � õl÷|þ
øSþ � ø

Φ(t, 2x) ≤ cΦ(t, x)
ôQú � � ��� x � ö û ν ÿ�� � �Óú � ø � ��� t .

/ þ � úqõ � þlúqõ$ø�øSþlù � � � � ü�� �Iü ù ûÝü ö�øSùYô " ôQõlöl÷føSù�úqö � ü+# õ � � ν ÿ�� � �Óú � ø ü���ü���"P� þ ü
�Sü . � ü ø f ��ü
� ÷fú���� � ü���ÿ ��� � õ üfû 
 ú �Sü � ô?õlöÝ÷nøSùYúBö�úqö I .��`ø�ù � ü$� � ù � " � üLü ö)øSþ � ø Φ(t, |f(t)|) ù � � �>� ú � 
 ú �Sü �
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ô?õÝöl÷nøSùYúqö
úqö
I
.�$ üPûlüfý ö ü � �Óú û õ � ��� ρ �P" � ü$� ö � úqô�øSþ ü ô?ú � ��õ � �

ρ(f) =

∫

I

Φ(t, |f(t)|) ν(dt).

� ü ø LΦ(ν) ��ü øSþ ü � ü øKúqô � �>� ÷fú���� � ü
��ÿ ��� � õ üfû 
 ú �Sü � ôQõlöl÷føSù�úqö � f úBö
I
ôQú � � þlùY÷�þ ρ(f)

ù �
ý ölù�ø ü . / þ ü � ü ø LΦ(ν)

ù � � � ù�ö ü$��� � � � ÷ ü ú ��ü�� øSþ ü ÷Lú���� � ü��"ýÝü � û õlö ûlü
� õ � õ � � �Bûlû ù�øSù�úqö � ö û� ÷ � � ��� ��õ � øSù � � ùY÷ � øSùYúBö'. ��ú �Sü ú ��ü��$* ù�ø ��ü ÷Lú�� ü � � ÷Lú���� � ü ø ü � ù�ö ü+��� � ü ø � ùY÷ � � � ÷ ü õlö ûÝü�� øSþ üölúqö ÿ þlú��Óú � ü ö ü úqõ � ölú � �

‖f‖ = inf{a : a > 0, ρ(a−1f) ≤ a}.
/ þ ü � � � ÷ ü LΦ(ν) � ù�øSþ�øSþlù � ölú � � �1� � ùYö�ø � ú û õl÷ üfû � ö û ùYö ��ü � øSù � � ø üfû �3" � .���õ � ù ü � ��7 � ö û$ .�� � � ùY÷ �ÓùYö98�:
H�= � ö û2� ù �>� ��ü ÷ � �>� üfû ��� �����D�n¦���� ��¤I�n¦§�7��¨��"�Ý����� . A � ú�� � GP. HP Fù�ø¸ôQú ��� ú � � øSþ � ø
� �>� � úqõlö ûlüfû 
 ú �Sü � ô?õlöÝ÷nøSùYúBö � úqö I ��ü � úqö � øSú LΦ(ν)

. ��ú �Sü ú ��ü
�$* øSþ ü � ü øFúBô � �>� 
 ú �Sü � � ù��[� � üô?õÝöl÷nøSùYúqö � ù � ûlü ö � ü ù�ö LΦ(ν)
.

�dö�øSþlù � � � � ü�� ø � ú � ù�ö ü$��� � ü ø � ùY÷ � � � ÷ ü � (Y, ‖ ‖1) � ö û (Y, ‖ ‖2) � ù ��� ��ü ø �Sü$� ø üfû[� � ù ûlü ö�øSùY÷ � �ù�ô~øSþ ü ÷fúqö ��ü�� � ü öÝ÷ ü � ùYö � úBøSþ
ölú � � � ‖ ‖1 � ö û ‖ ‖2 ���SüPü+# õÝù ��� � ü ö/ø$.��dö � ��� øSùY÷fõ � ���$* ùYô
aΦ(t, x) ≤ Ψ(t, x) ≤ bΨ(t, x)

ô?ú � � ú�� ü ��ú � ù�øSù ��ü ö/õ � �Vü�� � a � ö û b * ν ÿ�� � �Óú � ø � �>� t � ö û � õ � ÷Lù ü ö�ø � " � ��� � ü x * øSþ ü ö LΦ(ν) =

LΨ(ν)
. ��ú �Sü ú ��ü
�$* ù�ô β(t) > 0

ô?ú � t ∈ I * ∫
I
β(s)ν(ds) < ∞ * Φ(t, x) = Ψ(t, x)/β(t) � ö û

λ(E) =
∫
E
β(s)ν(ds) * øSþ ü ö LΨ(ν) = LΦ(ν)

. / þ ü��Sü ô?ú �Sü�*V� ù�øSþlúqõ$ø � ú ��� úqô � ü ö ü��	� � ù�ø "V*V�Iü � �
"
� � �1�$" � � ��� õ�� ü øSþ � ø

(3.6) Φ(t, 1) = 1
ôQú � t ∈ I.

� ü ø K ��ü øSþ ü ÷ � � ��� úqô � ��� � � ù � � (Φ, ν)
� � øSù � ô " ùYö � ÷LúBö û ù�øSùYúqö � � GP.�:� �� � GP.F;V � õl÷|þ&øSþ � øPøSþ ü� ü$� � õ �Sü ν ù � � øSú�� � ü ��� � ö û ô?ú � ν ÿ�� � �Óú � ø � ��� t øSþ ü ôQõlöl÷nøSùYúqö Φ(t,

√
x)
ù � ÷fúqöl÷ �$��ü úqö R+

.
	 ù ��ü ö �2�	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü M �Iü¡ûlü öÝúcø ü��3" µM (·, ·) øSþ ü ÷fú ���Sü � ��úqö û ù�ö � � ü ø ÿ ôQõlöl÷føSù�úqö

� ��� ü$��� ùYö � ùYö
ôQú � �[õ � � � :�. :� 	.�5\õ$ø

νM (E) = µM (E,R+)
ô?ú �Óü
��ü���" 
 ú �Sü �1� õ � � ü ø E úqô

I
.��`øÓù � ú �P� ùYúqõ � øSþ � ø � ��� � ü$� � õ �Sü � µM (·, A) ���Sü���� � ú � õ$ø ü � "÷fúqö�øSùYö/õlúqõ � � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nøIøSú�øSþ ü � ü$� � õ �Sü νM . ) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "V*P�3" øSþ ü 
 �Bû úqö�� � ù 7 ú û " � / þ ünÿú �Sü � *

µM (E, [0, x)) =

∫

E

gM (s, x) νM(ds),

� þ ü��Sü 0 ≤ gM (s, x) ≤ 1 � ö û øSþ ü ôQõlöl÷nøSùYúqö gM (·, x)
ù � 
 ú �Sü � � ü$� � õ �	��� � ü úqö I .(��ú �Sü ú ��ü
�$*

�Iü � �$" � ��� õ � ü�* � ù�øSþÝúBõlø � ú ��� úBô � ü ö ü��	� � ù�ø "�* øSþ � ø-øSþ ü ôQõlöl÷føSù�úqö gM (s, ·) ù � �ÓúqölúBøSúqö ü öÝúBö ÿ
ûlü ÷ �Sü$� � ùYö � � ö û ÷fúqö�øSùYö/õlúqõ � øSú�øSþ ü � ü ô?øÔúqö R+

. 5\õ$ø

ΦM (t, x) =

∫ ∞

1/x

gM (t, u)

u3
du (t ∈ I, x ∈ R+).


 " � � ù���� � ü ÷ � � ÷Lõ � � øSùYúqö �Iü þ �$��ü
ΦM (t,

√
x) =

1

2

∫ x

0

gM

(
t,

1√
u

)
du

� ö û * ÷LúBö � ü$# õ ü ö/ø � "V* (ΦM , νM ) ∈ K .
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$ ü � þ � �>��� ü+� öËþ ü+�$� ù � " úqöËøSþ ü ôQú ��� ú � ùYö � �Sü � �Sü � ü ö/ø � øSùYúqöËúqôÓøSþ ü � � � ÷ ü L(M)
úqô

M ÿù�ö/ø ü � �	��� � ü ôQõlöl÷føSù�úqö � *,� þlù�÷|þ9� � ú � ù ûlü � � øSú/ú � ô?ú � ùYö ��ü � øSù � � øSùYö � �	� ö û ú���þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ünÿ
# õ ü öl÷ ü � � 8FE���= * / þ ü ú �Sü � GP.�:� 	.
������������	�

����� ���c�Ó���c�n�|�K�S�������c� ���S�c�	�$�S�

M
£1���$� �B�����$���S�n¦Y�B���7���Ý�

(ΦM , νM ) ∈ K �����
L(M) = LΦM (νM )

 
/ þ ü ÷fúqö ��ü�� � ü ù���� � ù�÷ � øSùYúqöyù � � �>� úÓø � õ ü .

������������	�

����� ���c�
� �B�n�|� �Ý�c�Q�
(Φ, ν) ∈ K ���$�|�������c�Q�������¡�S�������c� �����c�	�����

M
�	�Ý�n�����$�B�

L(M) = LΦ(ν)
 

�I�S�°�=�� � ü ø (Φ, ν) ∈ K .($ ù�øSþlúqõ$ø � ú ��� úqô � ü ö ü��	� � ù�ø " �Iü � �$"�� ��� õ�� ü øSþ � ø[÷fúqö û ù�øSùYúqö � GP. <V 
þlú � û � . 5\õ$ø

Φ(t,
√
x) =

∫ x

0

q(t, u)du (t ∈ I),

� þ ü��Sü q(t, .) ù � � ölúqö ÿ ö ü � � øSù ��ü �húqölúBøSúqö ü ölúqö ÿ ùYöl÷ �Sü$� � ù�ö � ô?õlöÝ÷nøSùYúBö'.�� ü øOøSùYö � r(t, u) = q(t, u)ô?ú � u > 1 � ö û r(t, u) = 1
ô?ú � 0 ≤ u ≤ 1 �Iü � ü ø � öÝúBö ÿ ö ü � � øSù ��ü �húqölúBøSúqö ü ölúqö ÿ ù�öÝ÷ �Sü$� � ùYö �ô?õÝöl÷nøSùYúqö

r(t, .)
.���ú �Sü ú ��ü��$* øSþ ü ô?õÝöl÷nøSùYúqö

(3.7) Ψ(t, x) =

∫ x2

0

r(t, u)du

ô?õ � ý ��� øSþ ü ÷LúBö û ù�øSùYúqö Φ(t, x) = Ψ(t, x)
ô?ú � x ≥ 1 � ö û (Ψ, ν) ∈ K . ) úBö � ü$# õ ü ö/ø � "V*

(3.8) LΨ(ν) = LΦ(ν).

� ú � �Iü � þ � ��� � � ú ��ü øSþ � ø�øSþ ü
�SüPü�� ù � ø � �[�	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü M ôQõ � ý �>� ùYö � øSþ ü ÷fúqö û ù�øSùYúBö

(3.9) µM (E, [0, x)) =

∫

E

r(s, x−2)ν(ds).

�dö ô � ÷nø * ôQú � øSþ ü � ü ø ÿ ôQõlöl÷føSù�úqö � GP. �V �øSþ ü
�SüÓü
� ù � ø � � � ü � ���	��� � ü � øSú�÷|þ � � øSù�÷-� � ú�÷ ü ��� � ù�øSþ�ùYö ûlüfÿ� ü ö ûlü ö�øPùYöl÷ �Sü � ü ö�ø � � õl÷|þ�øSþ � ø-øSþ ü ÷|þ ���	� ÷nø ü�� ù � øSùY÷�ô?õlöÝ÷nøSùYúBö"úqôsøSþ ü ùYöl÷ �Sü � ü ö�ø X(b) −X(a)ù �C� ù ��ü ö �3" øSþ üPü�� � �Sü ��� ù�úqö

exp

(∫ ∞

0

(J0(x|t| − 1)
1 + x2

x2
µM ([a, b), dx)

)
,

� � üfü 8F<�= * �'.,< : � ö û H :+DV 	.�� ü øOøSùYö � M(
⋃n
j=1[aj , bj)) =

∑n
j=1(X(bj) − X(aj))

ô?ú �Óû ù �&% úqùYö�øù�ö/ø ü������ ��� [aj , bj) (j = 1, 2, . . . , n) �Iü � ü ø � �	� ö û ú�� � ü ø
ôQõlöl÷nøSùYúqö � þlù�÷|þ * �3" 5 ��6
7 ú�� ��' �/ þ ü ú �Sü � � � 8>:+;�= * �'. E�EV? * E�HVGV Ô÷ � ö �Vü�ü�� ø ü ö ûÝüfû øSú � �	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü M ûlüný ö üfû úqö 
 ú �Sü �� õ � � ü øFúqô I . AÝõ � øSþ ü��$* ô � ú�� � GP. �V �Iü � ü ø νM = ν � ö û gM (t, x) = r(t, x−2) � þlùY÷�þ *)�P" � GP. ?� 
" ù ü � û � øSþ ü¸ü$# õ � � ù�ø "

ΦM (t, x) =
1

2
Ψ(t, x).

) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "V* LΦM (νM ) = LΨ(ν) � ö û * �3" � GP.FDV � ö û / þ ü ú �Sü � GP. : * L(M) = LΦ(ν)
. / þ üøSþ ü ú �Sü � ù � øSþ/õ � � � ú �qüLû .

�dö � øOø ü ���løSùYö � øSú � ù � õ � � ù�� ü øSþ ü � ü �Sü � �Sü � ü ö/ø � øSùYúqöhøSþ ü ú �Sü � � �Iü � þ � ����� ù ��ü � ú�� ü�ü���� ��� � ü � .
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����� 	���� � 

����� $ ü � �$" øSþ � ø M ù � � �S�������c�Æ�Ô�c�?���f���
�����c�	���S� ùYôÏøSþ ü
�SüÔü�� ù � ø � �Pý ölù�ø ü 
 ú �Sü �� ü$� � õ �Sü β(·, ·) úBö I ×R+
� õÝ÷�þ
øSþ � ø

µM (E, dx) =
x2

1 + x2
β(E, dx).

�dö�ø ü � �	� øSùYö � �3" � ��� ø � ù�øÔù � ü$� � " øSú ��ü�� ùYô " øSþ � ø
∫

I

ΦM (t, x)νM (dt) =

∫ ∞

1/2

∫

I

gM (t, u)νM(dt)
du

u3

=
1

2

∫ ∞

0

min(x2u2, 1)

1 + u2
β(I, du) ≤ β(I, R+)

ô?ú �Ôü
�qü
��" x ∈ R+
. ) úBö � ü$# õ ü ö/ø � "V* ΦM (t, ·) ���Sü � úqõlö ûÝüfû ôQú � ν ÿ�� � �Óú � ø ü���ü
��" t ∈ I .

����� 	���� � 

����� 	 ù ��ü ö p ≥ 0 � ö û � ö � øSú�� � ü ��� � ü$� � õ �Sü ν úBö I �Iü �Ýõlø

µM (E, dx) = 2λ(E)p−pepx(1 + epx−2)−2 logp−1(ep + x−2) log(1 + epx−2)dx.
/ þ ü ö νM = λ � ö û

ΦM (t, x) = epp−p2−1(1 + p)−1(log1+p(ep + x2)− p1+p).
����� 	���� � 

� 

� � ü ø λ ��ü � ö � øSú�� � ü � � ü$� � õ �Sü úqö I � ö û

µM (E, dx) = 2λ(E)x(1 + ex2)−2(log log(e+ x−2) + 1− log−1(e+ x−2)).
/ þ ü ö

ΦM (r, x) =
e

2
log(e+ x2) log log(e+ x2).

����� 	���� � 

�
	 � 	 ù ��ü ö 0 < p < 2 � ö û � ö � øSú�� � ü ��� � ü+� � õ �Sü ν �Iü �Ýõ$ø

µM (E, dx) = βν(E)
x1−p

1 + x2
dx,

� þ ü��Sü β = 2
π sin pπ

2

. � ü��SüC�Iü þ �
��ü νM = ν � ö û øSþ ü � ü+� � õ �Sü µM ÷fú ���Sü � ��úqö û � øSú � p ÿ � ø ��� � ü
�	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü M � ù�øSþ�øSþ ü ÷|þ ���	� ÷fø ü�� ù � øSù�÷
ôQõlöl÷nøSùYúqö ϕM(E)(t) = exp(−ν(E)|t|p). �`øÓù �
ü$� � " øSúÓ÷�þ ü ÷ 7 øSþ � ø

a xp ≤ ΦM (t, x) ≤ b xp (t ∈ I, x ∈ R+)
ô?ú � � ú�� ü ��ú � ù�øSù ��ü ÷LúBö � ø � ö/ø � a � ö û b . / þ�õ � L(M) = Lp(ν)

.
) úqö � ù ûlü�� � � ø � øSùYúqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü+# õ ü öl÷ ü {Xn(M)} (n = 0,±1, . . .)

÷Lú ���Sü � ��úqö û ùYö �øSú �4�	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M . �`øÔù � ü$� � " øSú �qü
� ù�ô " øSþ � ø�øSþ ü � � � �Ýù�ö �

(3.10) Xn(M)→ e2πnis (n = 0,±1, . . . , s ∈ I)
÷ � ö ��üÔü�� ø ü ö ûlüfû ùYö � ö � øSõ �	� � �1�$" øSú � ö�ù � ú��hú � �ÝþÝù � � ��ü ø �IüLü ö [Xn(M)] � ö û L(M)

. ��ú �Sünÿú �qü
�$*
[Xn(M)] =

{∫

I

f(s)M(ds) : f ∈ L(M)

}

� ö û �3" / þ ü ú �Sü � GP. : * ôQú � �[õ � � � GP. :��3 ûlüný ö ü � � ö � øSõ �	� � ù � ú��Óú � �Ýþlù � �Ùô � ú�� [Xn(M)]
úqö�øSú�øSþ ü��õ � ù ü � ��7/ÿ � � � ùY÷ � � � � ÷ ü LΦM (νM )

.��`ø4ù � ü
� ù ûlü ö�ø~øSþ � ø�øSþ ü � ü$# õ ü öl÷ ü {Xn(M)} ù � ûlü ø ü�� �Óù�öÝù � øSùY÷ù�ô � ö û úqö � " ùYô
X0(M) ∈ [Xn(M) : n ≤ −1].
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& ü öÝúcøSùYö � �P" ‖ ‖ øSþ ü öÝú � � ùYö
LΦM (νM ) * �Iü ù�öÝô ü
� øSþ � ø {Xn(M)} ù � ûlü ø ü
� �Óù�ölù � øSùY÷hùYô � ö ûúqö � " ùYô

(3.11) inf
∥∥∥1 +

n∑

k=1

ake
−2πkis

∥∥∥ = 0,

� þ ü��Sü øSþ ü ùYö ý ��õ�� ù � ø ��7qü ö ú ��ü���� ��� ÷fú���� � ü�� ö/õ�� ��ü
� � a1, a2, . . . , an � ö û n = 1, 2, . . .�/ùYöl÷ ü ‖f‖ = ‖f‖ *��Iü ú � � ü�����ü øSþ � ø � GP. :�:+ 1ù � ü$# õlù ��� � ü ö�ø�øSúhøSþ ü �Sü � � øSù�úqö

inf
∥∥∥1 +

n∑

k=1

ake
2πkis

∥∥∥ = 0.

ó � ú � õ$øSù�úqö�úqô�øSþlù � ü
� ø �Sü � � � � � ú � � ü � úqô � � ü ��� ' � ø " � ü ÷ � ö ��ü �Sü � ���SûlüLû � � � � ü ö ü��	� � ù � � øSù�úqöúqôWøSþ ü ô � �ÓúBõ ��� ú � �Óú � ú � ú ��ÿ � �Sü ùYö�÷ � ù�ø ü�� ùYúBö&ôQú � Lp ÿ � � � ÷ ü � � 8 � * :���=& 	. / þlù � # õ ü � øSù�úqö � ù �>� �Vü
û ù � ÷fõ ��� üLû ùYö�øSþ ü ö ü
� ø � ü ÷føSù�úqö .

��ß��Kã)è�� 	°ë^è$æ&âÏð �4ë°åÏï�ð?è$æ
	DåÏë 	 ê~é°í?è$ðQâ ��
��ÓëBð�íQòqî�é �~âàòqè�éBß 	 ù ��ü ö � 
 ú �Sü � � ü+� � õ �Sü ν úqö
I �3" νc �Iü � þ � ��� ûlü öÝúcø ü øSþ ü ��� � ú � õ$ø ü � " ÷Lúqö�øSù�ö�õlúqõ � ÷Lú�����úqö ü ö�ø�úqô ν � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nø[øSúyøSþ ü
� ü
��ü ��� õ ü � ü$� � õ �Sü � ö û��3" dνc/dt � 
 ú �Sü � � ü+� � õ �	��� � ü ��ü�� � ùYúqö�úqô�ù�ø � 
 �Bû úqö ÿ � ù 7 ú û " � ûÝü ö ÿ� ù�ø " ô?õlöÝ÷nøSùYúBö'.�Aàú � � ö " � � ù � (Φ, ν)

� � øSù � ô " ùYö � ÷LúBö û ù�øSùYúqö � � GP.�:� �� � GP.F<V �Iü ù�ö/ø � ú û õl÷ ü � õ � ù � ù ����"ô?õÝöl÷nøSùYúqö �
λΦ,ν � ö û ΩΦ,ν,n (n = 1, 2, . . .) �3" � ü+� ö � úqô�øSþ ü ôQú � ��õ � � �

ΛΦ,ν(t, x) = sup

{
log y

Φ(t, y)

(
dνc
dt

)−1

: y ≥ x
}
,

ΩΦ,ν,n(t) = inf{x : ΛΦ,ν(t, x) ≤ n, x ≥ 1},
� þ ü��Sü øSþ ü ù�ö ý �[õ � úqô � ö ü �[�Ýø " � ü øIù � ûlüfý ö üLû�� � ∞ . �`ø1ù � ÷ � ü$��� øSþ � ø � �>� øSþ ü � ü ô?õÝöl÷nøSùYúqö � ���Sü
 ú �Sü � � ü+� � õ �	��� � ü � ö û 1 ≤ QΦ,ν,n(t) ≤ ∞ (n = 1, 2, . . .)

.
/ þ ü ôQú �>� ú � ù�ö � � ü ö ü
�	� � ù�� � øSùYúBö�úqôFøSþ ü � ú � �Óú � ú � ú ��ÿ � �Sü ù�ö�÷ � ù�ø ü
� ù�úqö �1� � � � ú �qüLû ùYö 8 E���=

� / þ ü ú �Sü �0:�. :� 	.
������������	 	 ������� �n�

LΦ(ν)
����� � �����D�n¦Y�����|¤1�n¦§�D�S¨��"�Ý�����P£s�����
���$� �Ï�c�|� ‖ ‖  �
��$�������Ý�B���D���

(4.1) inf
∥∥∥1 +

n∑

k=1

ake
2πkit

∥∥∥ = 0,

£s�$�|���¡���$�¡�!���s����� �?�
�`���B� �¥� �c�n�"�B¦?¦F���c� ��¦���� � ��� ���|�|�
a1, a2, . . . , an

�����
n = 1, 2, . . . ��$�B¦��c�-� �[���������Ý¦���� � ���Ô�	�P���n���D���

log ΩΦ,ν,n (n = 1, 2, . . .)
�?� � �����|� ���Ý�[�!�à�`� �B�S�
�f¦��h� �c�n�

I
 

� ú � �Iü � þ � �>� # õlúBø ü � ú�� ü � ��� øSùY÷fõ � ��� ÷ � � ü � úqô�øSþlù � øSþ ü ú �Sü �(. 	 ù ��ü ö � ö/õ�� ��ü
� b > 1 * �Iü� �$" øSþ � ø � ôQõlöl÷nøSùYúqö Φ
� � øSù � ýÝü � øSþ ü Λb ÿ �������c�Q���D��� ùYô\øSþ ü
�Sühü
� ù � ø � � ÷fúqö � ø � ö�ø eb > 1 � ö û ���ú � ù�øSù ��ü ö/õ � �Vü�� x0

� õl÷|þ
øSþ � ø
Φ(t, x)eb ≤ Φ(t, bx)

ô?ú � � ��� t ∈ I � ö û x ≥ x0

� � üfü 8�:+G�=! 	.
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������������	 	 ������� �n�
LΦ(ν)

���Ô� � �$���7�f¦���� ��¤1�n¦§�D��¨��"�Ý�����I�f�B���?�Q���c�!� �P���$�
Λb

�:�������c�����7�����f�c�1�f�c���
�����l�|�`���à�

b > 1
 
~�$� �"� ���Ý�B���D��� ���  ����[�$�B¦��c�Ô� �-���������Ý¦���� �

log dνc
dt

�?� �Ï�B� � ���S�n� ���à�F�!�à�`���c�S�
�f¦��
� �c�n�

I
 

�I�S�°�=�� A � ú�� øSþ ü Λb ÿ ÷LúBö û ù�øSùYúqö"ù�ø-ôQú �>� ú � � øSþ � øFøSþ ü
�Sü����Sü ��ú � ù�øSù ��ü ÷fúqö � ø � ö�ø � c1 � ö û p � õl÷|þøSþ � ø
c1x

p ≤ Φ(t, x)
ô?ú � � õ � ÷Lù ü ö�ø � " � ��� � ü x � ö û � ��� t ∈ I � � üfü 8�:+G�= * :+E�H3 	.)AÝõ � øSþ ü
�$* ô � ú�� øSþ ü ∆2 ÿ ÷fúqö û ù�øSùYúBö � GP.F;V 
ù�øÔôQú �>� ú � � øSþ � ø�øSþ ü��Sü ���Sü ��ú � ù�øSù ��ü ÷fúqö � ø � ö�ø � c2 � ö û q � õl÷|þ�øSþ � ø

Φ(t, x) ≤ c2xqô?ú � � õ � ÷fù ü ö/ø � " � ��� � ü x � ö û ν ÿ�� � �Óú � ø � ��� t . ) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "�* �Iü ÷ � ö ý ö û�� ��ú � ù�øSù ��ü ö/õ�� ��ü
�
x0 > 1

� õl÷|þ
øSþ � ø

(4.2) c1x
p ≤ Φ(t, x)

log x
≤ c2xq

ô?ú � � ��� x ≥ x0 � ö û ν ÿ�� � �Óú � ø � �>� t . � ü öÝ÷ ü ùYö � ��� øSùY÷fõ � ��� ù�øÔôQú ��� ú � � øSþ � ø
lim
x→∞

ΛΦ,ν(t, x) = 0

ν ÿ�� � �Óú � ø ü���ü
��"3� þ ü��Sü . ) úqö � ü+# õ ü ö�ø � "�* øSþ ü ôQõlöl÷nøSùYúqö � ΩΦ,ν,n (n = 1, 2, . . .) ���Sü1ý ölù�ø ü ν ÿ�� � �Óú � ø
ü���ü���"P� þ ü
�Sü .

�/õ�����ú � üFý�� � ø�øSþ � øIøSþ ü � ü
��ü ��� õ ü � ü$� � õ �Sü ù � öÝúcø ��� � ú � õ$ø ü � " ÷LúBö/øSù�ö/õÝúBõ � � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nøIøSúøSþ ü � ü$� � õ �Sü ν . / þ ü ö dνc
dt ��� ölù � þ ü � úqö � � ü ø-úBô ��ú � ù�øSù ��ü � ü
��ü ��� õ ü � ü$� � õ �Sü . ) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "V*

� �>� ô?õÝöl÷nøSùYúqö � ΩΦ,ν,n (n = 1, 2, . . .) � ö û øSþ ü ôQõlöl÷føSù�úqö log dνc
dt ���Sü ùYö ý öÝù�ø ü úBö � � ü øIúqô ��ú � ù�øSù ��ü

� ü
��ü ��� õ ü � ü+� � õ �Sü�*�� þÝù�÷|þ *��3" / þ ü ú �Sü � H�. : * ù>��� � ù ü � úqõ � � ��� ü�� øSùYúqö .
� ú � � õ � ��ú � ü øSþ � ø�øSþ ü � ü���ü ��� õ ü � ü+� � õ �Sü ù � ��� � ú � õ$ø ü � " ÷Lúqö�øSù�ö�õlúqõ � � ù�øSþ �Sü � � ü ÷nøIøSú�øSþ ü� ü$� � õ �Sü ν . / þ ü ö¡øSþ ü ô?õÝöl÷nøSùYúqö � ΩΦ,ν,n (n = 1, 2, . . .) ���Sü�ý ölù�ø ü[� � �hú � ø ü���ü���"P� þ ü
�Sü ù�ö�øSþ ü� ü ö � ü úqôsøSþ ü � ü���ü ��� õ ü � ü$� � õ �Sü .*��ú �Sü ú ��ü��$* ù�ö ü+# õ � � ù�ø " � H . EV �þlú � û � � ��� ú�ôQú � � ��� x ≥ x0 � ö ûô?ú � � � �hú � ø � �>� t ùYö�øSþ ü � ü ö � ü úqô � ü���ü ��� õ ü � ü+� � õ �Sü .)5\õ$ø

Fn = {t : x0 < ΩΦ,ν,n(t) <∞} (n = 1, 2, . . .).�`ø-ù � ��ü���"yü+� � " øSú ��ü�� ùYô " øSþ � ø � úcøSþ"ô?õlöÝ÷nøSùYúBö � log dνc
dt

� ö û log ΩΦ,ν,n(t) ���Sü � ü���ü ��� õ ü ùYö�ø ünÿ� �	��� � ü ú ��ü�� I ⊂ Fn .%��ú �Sü ú ��ü��$* ôQú � � �>� t ∈ Fn �Iü þ �$��ü øSþ ü ôQú � �[õ � �
log ΩΦ,ν,n(t)

(
dνc
dt

)−1

= nΦ(t,ΩΦ,ν,n(t)).

� ü öl÷ ü � ö û ô � ú�� � H�. E� �Iü � ü ø�øSþ ü ùYö ü$# õ � � ù�ø "
nc1ΩpΦ,ν,n(t) ≤

(
dνc
dt

)−1

≤ nc2ΩqΦ,ν,n(t)

ô?ú ��� � �Óú � ø � ��� t ô � ú�� Fn
ù�öÓøSþ ü � ü ö � ü úqôàøSþ ü � ü���ü ��� õ ü � ü$� � õ �Sü . ) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "V* øSþ ü ôQõlöl÷føSù�úqö

log dνc
dt � ö û2� ��� øSþ ü ô?õÝöl÷nøSùYúqö � log ΩΦ,ν,n

� ù��[õ � ø � ö ü úBõ ��� "2���Sü ölúBø � ü
��ü ��� õ ü ùYö�ø ü � �	��� � ü ú ��ü��
I � þÝù�÷|þ *��3" / þ ü ú �Sü � H�. : * ÷fú���� � ü ø ü � øSþ ü � � ú�úqô�.
������������	 	 � 

��� �n�

LΦ(ν)
����� � �����D�n¦Y�����|¤1�n¦§�D�S¨��"�Ý�����P�f�B���Q�Q�S�B�L� �K���$�������Ï�c�����D���

(4.3) lim
x→∞

Φ(t, x)

log x
= 0

��� �Ó�f�n���=� �à�c�S����� �c� � � ���n� ���à�¸�����c���$�S�� 
��$���������Ý�B���D��� ���  ����Ó�?�s�	�$¦ �s¦?¦Y�S�
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�I�S�°�=�� �`øPù � ��ü
��"�ü+� � " øSú �qü
� ù�ô " øSþ � ø ΩΦ,ν,n(t) = ∞ ôQú � � ��� t ô � ú�� I
� � øSù � ô " ùYö � � H�.FGV � ö ûøSþ ü ù�ö ü$# õ � � ù�ø " dνc

dt < ∞ .��/ù�öÝ÷ ü øSþ ü�ûlü ö � ù�ø " ôQõlöl÷nøSùYúqö dνc
dt

ù � ý ölù�ø ü[� � �Óú � ø ü
��ü���"P� þ ü��Sü � ù�øSþ
�Sü � � ü ÷nø�øSú�øSþ ü � ü��Vü ��� õ ü � ü+� � õ �Sü�*Y�Iü ÷LúBöÝ÷ � õ ûlü øSþ � ø�öÝú"ôQõlöl÷nøSùYúqö log ΩΦ,ν,n

ù � � ü���ü ��� õ üù�ö/ø ü � �	��� � ü ú ��ü�� I � þlùY÷�þ * �3" / þ ü ú �Sü � H�.�: * � ù �qü � ôQú � ��õ � � � H�.�:� 	.
�dö
øSþ ü � � � ü �1�
" úqö ü ÷ � ö(� � ú ��ü øSþ ü ôQú ��� ú � ùYö � øSþ ü ú �Sü � � .

������������	 	 �
	 ��� �n�
LΦ(ν)

����� � �����D�n¦���� ��¤I�n¦§�7��¨��"�Ý�����1�f�B���?�Q���c�!� ���f�c�1�f�c��� �Ý�c���Q��� �B��� ��� ���|�|�
a
�����

b
���$���������c�Q���D���

a ≤ Φ(t, x)

log x
≤ b

�n�c�
x ≥ x0

�����"�B¦§���c�|�F�B¦?¦
t
�L�����$�Ó�f���Ý�n���=�h���$� � �����|� ���Ý�����S�c�	�$�S�  �
~�$� �#��� �à�B���7��� ���  ����

�$�B¦��c�-� �[���������Ý¦���� �
ess inf dνcdt = 0

 
������������	 	 ������� �n�

LΦ(ν)
���-� � �$���7�f¦���� ��¤1�n¦§�D��¨��"�Ý������ %!?�Ô���$�n�S�P�c�S���Ý�c������� �B�C� ��� ���|�|�

a, b, p�����
x0

�	�à�|�
���$�B�

a ≤ Φ(t, x)

log1+p x
≤ b

�n�c�
x ≥ x0

�������B¦§���c���¸�B¦?¦
t
�L�#���$���f���Ý�n�y�=�����$� � �����|� ���Ý�K�����c�	�����

�
���$� �������Ý�B���D��� ���  ����

�$�B¦��c�-� �[���������Ý¦���� �
∫

I

(
dνc
dt

)−1/p

dt =∞.
������������	 	 ���
��� �n�

LΦ(ν)
�S�K� � �����7�f¦���� ��¤1�n¦��7��¨Ó�"�Ý������ !Q�����$�n�S���c�S�#�à�c�S����� �c��� ��� �S�n�|�

a, b�����
x0

�	�à�|�
���$�B�

a ≤ Φ(t, x)

log x log log x
≤ b,

�n�c�
x ≥ x0

�������B¦§���c���¸�B¦?¦
t
�L�#���$���f���Ý�n�y�=�����$� � �����|� ���Ý�K�����c�	�����

�
���$� �������Ý�B���D��� ���  ����

�$�B¦��c�-� �[���������Ý¦���� �
∫

I

exp

{
n−1

(
dνc
dt

)−1}
dt =∞

�n�c���B¦?¦��Ý�c���Q��� �c�¸�!�à�`�����n�|�
n
 

��ß��Kè 	Lè�ëBæ í�ã4íQé 	cíQò ì�âàëBæ&å�ã4í?î�âàï4ðQè!éfè�ñ�ê�è$ã�òqè$éBß $ ü � � ú/÷ üfüLû öÝú � øSú ��ûÝü � ÷ � ù>�løSùYúqö�úqô� ø � øSù�úqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü+# õ ü öl÷ ü � {Xn(M)} ùYö�ø ü�� � � úqô � � ú � ��� ù � ù � øSùY÷h÷�þ ���	� ÷nø ü
� ù � øSùY÷ � úqôøSþ üC�	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü M . $ ü �Sü ÷ � ��� øSþ � ø1øSú ü
��ü���"-�	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M øSþ ü��Sü ÷fú ���Sü � �VúBö û � �
 ú �Sü � � ü+� � õ �Sü νM úqö
I � ö û � ô?õÝöl÷nøSùYúqö ΦM

úqö
I ×R+ � ö û øSþ ü � � ù � (ΦM , νM ) ûÝü ø ü�� �ÓùYö ü �øSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü úBô4ôQõlöl÷nøSùYúqö � ΩΦ,ν,n (n = 1, 2, . . .)
úqö

I
.�$ ü � � �Sü+�cû�" 7 ölú � øSþ � ø�øSþ ü � ü+# õ ü öl÷ ü

{Xn(M)} ù � ûlü ø ü
� �hùYölù � øSù�÷PùYô � ö û úqö � " ùYô ü+# õ � øSù�úqö � H�.�:� WþÝú � û � ùYö LΦM (νM )
. ) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "V*/ þ ü ú �Sü � H�. : " ù ü � û � øSþ ü ôQú �>� ú � ù�ö � ÷�þ ���	� ÷fø ü�� ù�� � øSù�úqö
úqô ûlü ø ü
� �Óù�ölù � øSùY÷ � ü$# õ ü öl÷ ü � .

������������	�������� � �|�`�B���7�����c�|���$�c�|�����Ý�Y¨°�
�f¦��\�f�����Ý���Ï��� {Xn(M)} �?�I���n�`�n�|�h�L�Ý�Q�����D�1� �1�����P���Ý¦��� � �����	�P���f���7���
log ΩΦM ,νM ,n (n = 1, 2, . . .)

�?� � �����|� ���Ý�[�!�à�`� �B�S�
�f¦��h� �c�n�
I
 

$ ü ù ��� õ � ø �	� ø ü øSþlù � øSþ ü ú �Sü � �3" � ú�� ü¸ü
� � ��� � ü � .



MUSIELAK-ORLICZ SPACES AND PREDICTION PROBLEMS
I���T

����� 	���� � ������� ) ú���� ��� ùYö � � ��� �[� � ü GP. : � ö û / þ ü ú �Sü �0H�. G �Iü ÷LúBöÝ÷ � õ ûlü øSþ � ø � ø � øSù�úqö ����"þ ��� �ÓúBöÝù�� ��� � ü � ü$# õ ü öl÷ ü � {Xn(M)} ù�ö û õl÷ üLû��3" �	� ö û ú�� 54úqù ��� úqö � ü+� � õ �Sü � M ���Sü � � �1�$" �
ûlü ø ü
� �Óù�ölù � øSùY÷�.
����� 	���� � �
� �
�4/ ��7 ùYö � ùYö�øSú � ÷f÷fúqõlö/ø � � � ��� � ü GP. H � ö û / þ ü ú �Sü � H�.FE �Iü ùYölô ü
� øSþ � ø � � ø �^ÿøSù�úqö ����" þ ��� �ÓúBöÝù�� ��� � ü � ü$# õ ü öÝ÷ ü {Xn(M)} ÷Lú ���Sü � ��úqö û ùYö � øSú � p ÿ � ø ��� � ü �	� ö û ú�� � ü+� � õ �Sü
M � ù�øSþ 0 < p < 2 � ö û νM = ν

ù � ûÝü ø ü�� �ÓùYölù � øSù�÷�ùYô � ö û úqö � " ùYô log dνc
dt

ù � öÝúcø � ü���ü ��� õ üù�ö/ø ü � �	��� � ü ú ��ü�� I .
����� 	���� � ��� 

� ) úqö � ù ûÝü���� � ø � øSùYúqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü+# õ ü öl÷ ü {Xn(M)} ÷Lú ���Sü � ��úqö û ùYö � øSúøSþ ü � ü$� � õ �Sü M � ��� ü$��� ùYö � ùYö � ��� ��� � ü GP.FE � ù�øSþ p = 0 � ö û νM = ν

. 
 " / þ ü ú �Sü � H�. HÓøSþÝù �
� ü$# õ ü öl÷ ü ù � ûlü ø ü
� �Óù�ölù � øSùY÷PùYô � ö û úqö � " ùYô ess inf dνcdt = 0

.
����� 	���� � ���
	 �[/ ��7 ù�ö � � � ø � øSùYúqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü � ü$# õ ü öl÷ ü {Xn(M)} ÷Lú ���Sü � ��úqö û ùYö � øSúøSþ ü � ü$� � õ �Sü M � ��� ü$��� ùYö � ùYö � � � ��� � ü GP.FE � ù�øSþ p > 0 � ö û νM = ν �Iü ùYölô ü
�$*��3" / þ ü ú �Sü �H�.F; * øSþ � ø {Xn(M)} ù � ûÝü ø ü�� �ÓùYölù � øSù�÷¸ù�ô � ö û úBö � " ù�ô

∫

I

(
dνc
dt

)−1/p

dt =∞.
����� 	���� � ������� � ü ø M ��ü øSþ ü �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü�ûlü � ÷ � ù ��üfû��P" � ��� �[� � ü GP.FG � ù�øSþ νM = ν

.
ó ��� � " ù�ö � / þ ü ú �Sü � H . < �Iü ÷fúqöl÷ � õ ûlü øSþ � ø¸øSþ ü � ü$# õ ü öl÷ ü {Xn(M)} ù � ûlü ø ü�� �ÓùYölù � øSùY÷ÓùYô � ö ûúqö � " ùYô ∫

I

exp

{
n−1

(
dνc
dt

)−1}
dt =∞

ô?ú � � ��� ��ú � ù�øSù ��ü ùYö�ø ü � ü
� � n .
�Vß��[å�æ ��ð?è 	°è$ð��"ã�å�ã 
Sä~è 	Lè�ëBæ í7ã~í�é 	^íQò�ì�âàëcæ&å�ã4í?î�âàï�ð?èhéfè�ñ�ê�è$ã~òqè�éBß-A�ù � � ø �Iü � þ � �>� # õlúBø ü1�÷fúqö�øSùYö/õlúqõ � � ö � � ú � õ ü úBôVøSþ ü 
 ü
� ö � ø ü ùYö ÿ & ��� �Óúqù � / þ ü ú �Sü � � 8>:�= * 8 ;�=& *V� þÝù�÷|þ�ù � � � � ùYö�øSú�ú � ù�öøSþ ü � øSõ û " úBô�÷Lú���� � ü ø ü � " öÝúBö ÿDûlü ø ü
� �hùYölù � øSù�÷ � ü$# õ ü öÝ÷ ü � .3AÝú � þlú��Óú � ü ö ü úqõ � �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü �øSþlù � � � ú � � ü � �1� � û ù � ÷Lõ ��� üfû ùYö 8>:�:�= * 8�:+D+= � ö û 8FEP:�=@. / þ ü ôQú �>� ú � ù�ö � øSþ ü ú �Sü � �1� � � � ú ��üfû ù�ö8 E���= � / þ ü ú �Sü � EP.�:� 	.
������������	 �
������� �n�

f
���Ï�

g
���
M

�`�L�à�`���c���
�n¦��s�	�P���n���D���Ý��£s�Q�����S�|�"�Ý���f���`�Ó�������Ï���c� �����c�	�����  
!?�����$���S�������c� �B�c�|�7�
�f¦��n� ∫

I
f(s)M(ds)

����� ∫
I
g(s)M(ds)

�c�S���L����� �Ý���Ï�����à�
�
���$� ���f�c�h� �B�n�|�

�F�c�S�f¦��	� �|�f�f�
E
�=�P���$�¸�f�f� {s : f(s)g(s) 6= 0} ���$�[�S�������c� �B�c�|�7�
�f¦��

M(E)
�Q�	�Ô���������7���* 

� ü
�Sü øSþ üÓûlü � ü ö ü��	� ø ü ÷ � � ü M(E) = 0
ù � � ��� ú�ø �Sü$� ø üLû2� � øSþ ü 	 � õ ��� ù � ö�úqö ü . AÝõ � øSþ ü��$* �

�	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü M ù � � � ù û øSú �Vü �Ô���������7��� ùYôsô?ú �-ü���ü
��" 
 ú �Sü � � õ � � ü ø E úqô
I
øSþ ü �	� ö û ú��

����� ù ��� � ü M(E)
ù � 	 � õ ��� ù � ö . �dô�ù�ö �Bûlû ù�øSù�úqö M(I) û ú ü � öÝúcø ��� ölù � þ � ù�øSþ�� � ú �)��� ù � ù�ø " 1 �Iüþ �$��ü L(M) = L2(νM )

. / þ ü ÷ � � ��� ù�÷ � � ÷|þ ���	� ÷fø ü�� ù�� � øSùYúBö�úqô¸÷fú���� � ü ø ü � " öÝúBö ÿDûlü ø ü
� �hùYölù � øSù�÷
� ù ûÝü � ü ö � ü � ø � øSùYúqö ����" � ü$# õ ü öÝ÷ ü � � 8F<+= **) þ � �lø ü���
 � � * HP \ù��[� � ù ü � øSþ ü ôQú ��� ú � ùYö � � ø � ø ü � ü ö�ø$.
������������	 �
������� �n�

M
�������Ô���$�S���D���&�����Ï���c� �����c���$�S�� �
~�$���n�����Ý�����S� {Xn(M)} �?�����c� ���¦��f�`�n¦§� ����� �:���f�`�n�|���!�Ý�?�|���D��� �����������à¦§�¡� ���|�����$�n�

M ≡ 0
£s����� �Ï�S�
���
�|��¦§�����

1
�c�����$�������c���$�S�

νM
�Q�F�
�n�n�B¦ �$�`�f¦§�Ó�����à���L� �à������£s�����h�S�n���à�S�f�4�`�����$� � �����|� ���Ý�������c�	���S�-�����

log dνM
dt

�?� � �����|� ���Ý�
�L�à�`���B�S�
�n¦Y�h� �c�n�

I
 

ó ÷fú���� � ü ø ühûÝü � ÷ � ù>�løSùYúqö&úqô � ø � øSùYúqö ����" þ ��� �Óúqölù�� ��� � ü ÷Lú��[� � ü ø ü � " ölúqö ÿDûlü ø ü
� �Óù�ölù � øSùY÷ � ünÿ
# õ ü öl÷ ü � ù �B� ù ��ü ö �3" øSþ ü ôQú �>� ú � ù�ö � øSþ ü ú �Sü �(.
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�n¦Y���f�����Ý���Ï��� {Xn(M)} �?���S�c�#��¦��f�`�n¦�� ����� �:���f�`�n������!�Ý�?�|���D�Ó� �������"���à¦§�¡� ���|�����$�n�
M ≡ 0

£s����� �Ï�S�
���
�|��¦§�����
1
�c�����$�������c�	���S�

M
�Q� �Ô���������D���

�
νM

�Q�F�
�n�n�B¦ �$�`�f¦§�Ó�����à���L� �à������£s�����h�S�n���à�S�f�4�`�����$� � �����|� ���Ý�������c�	���S�-�����
log dνM

dt
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�I�S�°�=�� 
 " / þ ü ú �Sü � <P.FE�ù�ø � õ � ÷ ü � øSú � � ú ��ü øSþ � øhøSþ ü � ü$� � õ �Sü M ù � 	 � õ ��� ù � ö � � ú � ù ûlüfû
{Xn(M)} ù � ÷fú���� � ü ø ü � " ölúqö ÿDûlü ø ü�� �ÓùYölù � øSùY÷�.

� ü ø Ak ��ü øSþ ü � �Süfû ù�÷føSú �B� � � üLû úBö
øSþ ü ô?õ �>� � � � øÔúqô Xn(M)
õ �yøSúhøSù�� ü k . �/ù�öÝ÷ ü

[Xn(M)] =

{∫

I

f(s)M(ds) : f ∈ L(M)

}
,

�Iü þ �$��ü øSþ ü ô?ú � ��õ � �
AkX0(M) =

∫

I

fk(s)M(ds)

� þ ü��Sü fk ∈ L(M)
.
� ü øOøSù�ö �

Ek = {s : fk(s) 6= 1},
�Iü � ü ø�øSþ ü ôQú � ��õ � �

AkX0(M) =

∫

Ek

fk(s)M(ds) +M(I \ Ek).

��ô-÷fúqõ � � ü�* øSþ ü(�	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � M(I \ Ek) � ö û ∫
Ek
fk(s)M(ds) ���Sü ùYö ûlü � ü ö ûÝü ö�ø � ö û� " ��� ü ø � ù�÷ � ��� "Kû ù � ø � ù � õ$ø üLû . ) úqö � ü$# õ ü ö�ø � "�* øSþ ü �Sü � � øSù�úqö

lim
k→−∞

AkX0(M) = 0

ù>��� � ù ü � øSþ ü �Sü � � øSùYúBö
(6.1) lim

k→−∞
M(I \ Ek) = 0.


 " øSþ ü�ûlüfý ölù�øSù�úqöKúqô � �Süfû ù�÷føSú � � øSþ ü �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � X0(M)−AkX0(M) � ö û Xk(M) ���Süù�ö ûlü � ü ö ûlü ö�ø$.%�dö
úBøSþ ü
�B� ú �Sû � * øSþ ü ùYö�ø ü � �	� �>�∫

I

(1− fk(s))M(ds) � ö û
∫

I

e2πkisM(ds)

���Sü ùYö ûlü � ü ö ûÝü ö�ø$. �/ùYöl÷ ü � úcøSþ�ù�ö/ø ü � �	� ö û � ���Sü-û ù � ü��Sü ö/øIô � ú�� 0
úBö

Ek *P�Iü ù�ölô ü��$*P�3" / þ ü ú �Sü �<P.�: * øSþ � ø�øSþ ü��	� ö û ú�� M(Ek)
ù � 	 � õ ��� ù � ö . � ü öl÷ ü(� ö û ô � ú�� � <P. :� ¸ù�øÓô?ú ��� ú � � øSþ � ø M(I) *

��ü ùYö � øSþ ü � ù��hù�øÔùYö � � ú �)��� ù � ù�ø " úBô 	 � õ ��� ù � ö �	� ö û ú�� ����� ù ��� � ü � M(Ek) * ù � 	 � õ ��� ù � ö
øSú�ú . 
 "
),�	� � 6
� ' � / þ ü ú �Sü � � 8�:$E�= * �'.�E�?P:� * M ù � � 	 � õ ��� ù � ö �	� ö û ú�� � ü$� � õ �Sü�*V� þÝù�÷|þ�÷fú���� � ü ø ü � øSþ ü� � ú�úqô�.
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 ��� Ú$,|2�¾�µd¹�¿`È:¾�º�¹ S a/ABz~X�J~��zdEO��zO>�
O<�
�R=JLzdJ^RS<�
OzO>@;:<Q>���A/C4]cC4X�J1X�EL>$]cC��\JfAq;:; S Í�µ:³L¹�¿|,��Ï¾�¹�º�¹�Ò^µ:³LÄ��V·°½�²cÈ:¾�ÂO´Ý,

67¹�¿`È|, X�� � �$U ����S3I ����I+I ,
 I���� ,c24µd¾SÈ=³LÒ°¹�·°½�½�¾ S! ,  ³LÂ�Á�¹�´/³fÑ�"�³L¿dÈ:¾�½�½�¾\³L¹�Ä � ,#�~,°+�µdº�ÅBº�¹�¾ S%$ EL>Y;W;:<7Jc�OX�CO;1CO<�CS;��qJ°ROCS;
Lp
S 31¹�¹/³L½�¾�¿

Ä�¾�½?Ü 67¹�¿dÈ:º�È:ÁqÈWØ1¾S¹�µdº&�V·^º�¹�Â|³Lµ(' I � � � O+O ��SPI X ����I�R � ,
 X ��� ,/24µd¾SÈ=³LÒ°¹�·^½�½�¾�³°¹�Ä  ,  ³°ÂSÁ�¹�´/³LÑ)"s³L¿dÈ:¾S½�½�¾ S H�CS;=ABz:CS;�JLX*
:JL<�EL>Yz:CS;ÔCS<�CS;��qJ°ROCS;�]&+ j�zOX >?RO{ S "�·°¶PÎqÈ:¾�¿
0W¾�¹�Ä�Á�¿ I O U � � � O T!��S
��T�T,�����+J ,



MUSIELAK-ORLICZ SPACES AND PREDICTION PROBLEMS
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 U ��� ,¸24µd¾SÈ=³LÒ°¹�·°½�½�¾�³L¹�Ä  ,  ³LÂ�Á�¹�´/³fÑ�"�³°¿`È:¾�½�½�¾ S �àELzON¸CO;�X >Y9 
:JL>Yz:CS; JLX*
:JL<7Ef>@z:CO;�CS<���X�EL9��cCSN¸CO9/<Q;
] + CO;��qJ^ROCO;Ô]cCIk1Jf9$J^ROM�]^Jf9/;Ô]cCS;ÔCS;Q�qJ^ROCS;

L1 S "4·°¶¸ÎqÈ:¾�¿s0\¾�¹�Ä�Á�¿ I O R � � � O T!��SVU�T
U ��U�T+T ,
 R�� Q ,  ³Lµd¶P·°º�¿ S a�Aqz\AB9lC~��zdEO�/zO>�
O<�
IR=JLzdJ^RS<�
SzO>Y;=<?>���A/CI]cC1X�J�X�EL>�]cC~��zdEc�:J^�S>YX§>Y<)
�]cC $ JO��X�J^ROC S "�·°¶PÎqÈ:¾�¿
0W¾�¹�Ä�Á�¿ I X I � � ��R�����S�� � ������I$J�J+J ,
 O ��� ,	�~,  ·c·°¼ S a�<7E|RSMBJL;=<Q>?R�U�zdE|ROCO;=;�CS; S 51¾OÇ���·^µdÖ S�� ��R X ,
 T�� 5�,  Á�¹�ÃY·^µdÄÓ³L¹�Ä � ,�Í�,/ÚBÂO´^ÇW³Lµ`È:» S $ >Y9$C:JLz¸j���COz:Jf<7ELzO; S ��³Lµ`È\6 Ì Q ¾�¹�¾�µ:³L½àÍW´�¾S·^µ`² S�� ��R � ,
 � ��� ,|É�, "I,|+�º�¹�Ò°¶¸³°¹ S M�ELN1�/X�CO<DCSX _IzdJL9�]^ELN#N¸C:JL;:Aqz:CO; S ��³LÂ�º Z/Â � ·°Á�µd¹/³L½^·^ÃqÕ�³LÈ:´Ý, I � � � � O T#��S�R ����T�� ,
 � � 3�,�5�,�+1·^½�¶¸·°Ò°·°µd·nÅ S a/<7Jf<Q>?EL9$JfzO_[;�C �SA/CS9$R=CS;I>Y9���>YX��=CSzO<~;��qJ°ROCS; S 24Á�½�½Q,/Õ Q . O � � �$U � ��S�����U�J ,
 � J � Õ
, Q ,l+�µd¾�º�¹ S j49�J��BCO9lCOz:JfX§>�{|JL<?>?EL9�E`GF;OELN¸CP>Y9
	LCS;=<?>��^JL<Q>?EL9�;-E`G��1i�aB{nC���
nT���i�8�i�a�NF>YzO9$E�	hJf9$]
ZÔi���i��FEfX§NPE��^ELzdE�	 S  ·°ÖB½�³LÄq²�3WÂ�³°ÄÝ,�ÚBÂ�ºQ,�.�, 0Ô, Ú$, Ú$, U O�� � �$U�R!��S � �����$U ,
 � ��� 0�, Q , ��³L´/³�³L¹�Ä W , �ÏÁ�Öf³LÂ�¿ S j�9�ROMqJLzdJ^RS<DCSzO>�{|Jf<Q>?EL9�EDG1<?M�C�x�>QCS9$CSz���zdE|ROCS;=; S º�¹ Ì Í�µ:³L¹�¿=³LÂSÈ:º�·°¹�¿~·°ÃÈ:´�¾�ÚB¾SÂ�·°¹�Ä ��µ:³LÒ°Á�¾ "�·°¹�ÃY¾�µd¾�¹�Â�¾1·^¹¸67¹�ÃY·^µd¶¸³fÈ:º�·°¹¸ÍW´�¾�·°µ`² S ÚcÈ=³fÈ:º�¿dÈ:º�Â|³L½  ¾�ÂSº�¿:º�·°¹¸É�Á�¹�ÂOÈ:º�·°¹�¿s³L¹�Ä
0\³°¹�Ä�·°¶ ��µd·BÂ�¾S¿:¿:¾S¿ S � � O J�S X J�T,� X �
I ,
 ��I�� Õ
, �à·B¾SÅ^¾ S U4z:E^�:Jc�S>YX >Y<Q_��àM�C:ELzO_ S 51¾SÇ���·^µdÖ S�� ��R$J ,


 � X ��� ,BÕ�³fÈ:Á�¿:»�¾SÇW¿:Öf³ S U�z:{nCO;=<Qz:{|CS9/>QCàG=AB9�e°RLK=>
ϕ
t`R=J��?e°Ef}4JfX§9�_^ROM-8:TÏ}��DJL;:9$E��SRS>VE�� �LX§9$C

ϕ
t G=AB9�eLR!K=>à>àenX�JL;

G=AB9�eLR!K=>
ϕ
t`R=J��?e°EL}~JLX 9/_°RSM S �~µ:³LÂ�¾ÔÕ�³LÈ:¾S¶[³fÈD²BÂ�»�¹�¾ O�� � � O ����S��
I���� � X � ,
 �	U ��� ,/Õ�Á�¿:º�¾�½�³LÖ�³L¹�Ä � ,�×1µd½�º�Â�» S j�9�NPE|]LABX�Jfz�;Q�qJ^ROCS; S ÚcÈ:Á�Ä�º�³PÕ�³fÈ:´�¾�¶¸³LÈ:º�Â|³ � � � � ��R � ��S�U ��� O R ,
 ��R�� 3�, �~µd¾SÖ^·°Î/³ S j�9�;:<7E|RSMBJL;=<Q>?R�;�CS<�G=AB9$RS<Q>?EL9/;�8 S 3WÂOÈ=³¡Õ�³fÈ:´Ý,�3sÂ|³LÄÝ,WÚBÂ�º�¾S¹cÈ|,�Ø1Á�¹�Ò�, T � � ��R O ��SI���R,��I O+X ,
 � O � 3�, ��µd¾�Ö°·°Î/³ S j�9&;=<7E|ROMqJL;=<?>?R�;SCS<~G=AB9$RS<Q>?EL9�;[8d8 S 3sÂSÈ=³
Õ�³LÈ:´Ý,�3sÂ|³LÄÝ,4ÚBÂ�º�¾�¹^È|,~Ø1Á�¹�Ò�, � � � ��R�T!��S

X+X T,� X T
U ,
 ��T�� 3�, ��µd¾�Ö°·°Î/³ S j�9�;=<7E|ROMqJL;=<?>QR�;�CO<VGOAB9�R�<Q>?EL9�;-8d8`8 S 3sÂSÈ=³�Õ�³fÈ:´Ý,�3WÂ�³°ÄÝ,�ÚBÂ�º�¾�¹cÈ|,�Ø1Á�¹�Ò�, � � � ��R�T!��S
X T+R,��U�J+J ,
 � � ��! , ��,4ÚBÖcº�È:·nÅqº�ÂO´ S j�9 RSMBJLzdJ^R�<7CSzO>Y;=>Y9���kWzdEL}�9/>?JL9�NPEL<?>QEf9 S ÍÏ¾�·°µ�, ! ¾Sµd·�"d³fÈ:¹�·^¿`È|,Vº ��µdº�¶¸¾S¹�¾�¹Ý, �
� � ��R O ��S X+O ��� X+O U ,
 � � � +-,�.1µd¼/³°¹�º�Ö S U4z=Cd]L>?R�<Q>?EL9KE`G�;=<QzO>?RS<QX _P;=<7Jf<Q>?EL9$JfzO_¸;�C ��A/CO9$ROCO; S "�·°½�½Q,/Õ�³fÈ:´Ý, ��I � � � O U ��S � ��R,� ��I � ,
 I$J � +-,Ô.1µd¼/³L¹�º�Ö S$# JL9�]^ELN N¸C:JL;:Aqz:CO;"JL9$]�MqJLzONPEf9/>�{|Jc�OX�C&;�C(��A/CS9�ROCS; S ÚcÈ:Á�Ä�º�³ Õ�³fÈ:´�¾�¶[³fÈ:º�Â�³ X �
� � � O �#��S O ������� ,
 I���� +-,q.1µd¼/³L¹�º�Ö S a�ELN¸C���z:C:]L>?RS<Q>?EL9P��zdEc�OX�CONF;�GSELzI;=<QzO>?R�<?X§_F;:<7JL<?>QEf9$JLzO_I��zdE|ROCO;=;�CS; S º�¹ Ì �~µd·cÂ�¾�¾�Ä�º�¹�Ò^¿�·°ÃÈ:´�¾�ÉVº�Ã�È:´h24¾�µdÖ°¾�½�¾S²�Úc²q¶PÎ$·°¿:º�Á�¶¥·°¹hÕ�³fÈ:´�¾�¶¸³LÈ:º�Â|³L½àÚcÈ=³fÈ:º�¿dÈ:º�Â�¿W³L¹�Ä���µd·°¼/³°¼�º�½�º�ÈD² S � � O T�S�! ·^½?,�6`6 S��³Lµ`ÈW6 S I X R,�VI+R � ,
 I+I�� +-,c.1µd¼/³L¹�º�Ö-³L¹�Ä � ,^3�, � ·n²qÂS»S²&%�¿dÖBº S Z#zdJL9�]^ELN!>Y9/<7C��°zdJLX$JL9�]�j�zOX >QR={\;��qJ^ROCO; S 2�Á�½�½Q,^3WÂ|³LÄÝ,#�V·°½Q,
ÚBÂSºQ,$Ú�'Sµdº�¾�ÚBÂ�ºQ,/Õ�³fÈ:´Ý,�31¿`È:µ�, ��´c²B¿|, �
R � � � O T#��S�� O ��� � O � ,


