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i,j=1

Di(aijDju) = f
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Ω

g(up)

)
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−
n∑

i,j=1

Di(aij(x)Dju) = f

(
u,

∫

Ω

g(up)

)
,

u|∂Ω = 0,
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ë>è�ß�å¡äTä>ô!ãdä>ì;ç¡ÝtÜoî�ä}Ügç�Ýtç¡í�Û¨Ügä}å¡Þ�Ýtçrä}è�Übõ
Ω
ç¡ÜÎë>ÜgÜgÞ�ï�Ûbß�Ýtä�ê�Û�ë>è�ä>î�Ûbè2ö:ê�ä}Þ�è�ß�Ûiß�ßÈä>ï�ë>çrè�ç¡è Rn,æoâ�Û�ìtÛ

n ≥ 3,
æoç�Ýtâ�ê�ä}Þ�è�ßÈë�ìgà

∂Ω
ÜgÞ�÷�øiç¡Ûiè�Ýtå¡à�Ügï�äTä>Ýtâ2ö2ç�õ Û}õ�ê�Ûiå¡ä}è�é}çrè�éaÝtäáÝtâ�ÛÄù½ú}å¡ßÈÛ�ìhÜuî:ë>øiÛ

C1,ε ãdä>ì ε > 0
õRû?â�ÛaøbäTÛ�÷�øiç¡Ûiè�ÝtÜ

aij
æoç¡Ýtâ�ç�ÝtÜ�ü�ìtÜuÝ�ä>ìtß�ÛbìÄß�Ûbìtç�í}ë�Ýtç�í�ÛbÜÄë�ìtÛaÜgÞ�îÈî�ä}ÜgÛbß�Ýtä�ê2Û

ù½ú}å¡ß�ÛbìRøiä}è�Ýtç¡èTÞ�ä}Þ�ÜFãdÞ�èÈø�Ýtçrä>èÈÜ ñ çýõ Û>õ
aij ∈ C1,ε

ó ö}ÜgÞ�øYâ�Ýtâ:ë6ÝRÝtâ�ÛDï�ë�Ýgìtç�þ
(aij)

n
i,j=1

ç¡ÜFÜuàTï�ï�Û�Ýgìtçrø

ÿ������ `aVi[�c�etfhVb[]jdWYk���X�� £ e�WY[	�2Z�Vikuk�j ¢ WuVi[dj]^bp�
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ë>è�ßaÞ�è�çrãdä>ìtï�å¡à�î�ä}Ügç¡Ýtç�í�ÛÎßÈÛ�üÈè�ç¡ÝtÛÎç¡è
Ω
ö�çýõ Û>õTÝtâ�ÛbìtÛ½ÛbþTçrÜuÝtÜDë¨î�ä}Ügç�Ýtç¡í�ÛÎøbä}è�ÜuÝYë>è�Ý

A > 0
ÜgÞÈøYâaÝtâÈë�Ý

∑n
i,j=1 aij(x)ξiξj ≥ A|ξ|2

ãdä>ì;ë>è�à
ξ ∈ Rn ë>è�ß x ∈ Ω.û?â�Û?ÜuÝtÞ�ß�à�ä}ãÈÜgÞ�øzâ�î�ìtä>êÈårÛbï�Ü/ç¡Ü/ï�ä�Ýtç¡í>ë�ÝtÛiß�êBà�èBÞ�ï�Ûbìtä>ÞÈÜ�îÈâBàTÜgçrøië>å�ë�î�îÈårçrøië�Ýtç¡ä}è�Ü/çrè�øiå¡Þ�ßÈç¡è�é�ð

ãdÞÈå¡å¡àvÝtÞ�ìgêÈÞ�årÛbè�Ý�ê�ÛiâÈëiíTçrä}Þ�ì/ä}ãÈë;ìtÛië>å��ÈäMæ����
	�ö�Ýtâ�Û�ìtï�ë>åBìtÞÈèÈëiæ?ëbà�ç¡è��½â�ï�ç¡ø-âÈÛië�Ýtç¡èÈé
���
	�ë>è�ß�Üuà�Ü��
ÝtÛbï�Ü�ä}ã�îOë6ìgÝtçrøbårÛbÜ�çrè�Ýtâ�Û�ìtï�äTß�à�èÈë>ï�ç¡øMë>åBÛ��BÞ�ç¡årç¡ê�ìtç¡ÞÈï ç¡èBÝtÛ�ìYë>ø�Ýtçrè�é;í�çrë½é>ìYëiíTç¡ÝYë�Ýtç¡ä}èÈë>å ñ�� ä}Þ�årä>ï¨ê ó
î�ä>ÝtÛbè�Ýtç�ë>å�� ò>ò 	4õ�û?â�Û½è�ä}è�årç¡è�ÛMë�ìtç�ÝtçrÛbÜ

f
ë>è�ß

g
ç¡è�ë�î�îÈårç¡øMë6Ýtçrä}è�Ü?ë>å¡æ?ëbà�Ü?âÈëií�ÛÎë�Üuî�Ûbøiç�ü:ø½ãdä>ìtï ë>è�ß

Ýtâ�Ûoß�ç���ÛbìtÛbè�Ýtç�ë>å:ä�î2Û�ìYë�Ýtä>ìFç¡Ü −∆
õ��mè�ÝtâÈç¡ÜFî:ë�î�Û�ìFæ-Û;øbä}è�Ügçrß�Û�ì

f
ä}ã2ë�Ý8ï�ä>ÜuÝ-å¡çrè�ÛMë6ì-é>ìtäiæDÝtâ�æoç¡Ýtâ

ìtÛbÜuî�Ûiø�Ý/ÝtähÝtâ�Û-ü�ìtÜuÝ8å¡äTøië>å�í>ë�ìtç�ë6ê:å¡Û?êÈÞ�Ý
f
øMë�èÄê�ÛDÛiç�ÝtâÈÛ�ìRÜgÞ�êÈårçrè�Ûië�ìFä>ìFÜgÞ�î2Û�ìtårç¡è�ÛMë�ì/æoç¡ÝtâÄìtÛbÜuî�Ûiø�Ý

ÝtäÄÝtâ�ÛhÜgÛiøbä}è�ß�í>ë�ìtç�ë6ê:å¡Û}õ
ûJä ä}Þ�ì�ê�ÛbÜuÝÄô�è�äMæoårÛbß�é}Û}ö�Ýtâ�çrÜ�ç¡Ü�ë�ü�ìtÜuÝ ë�î�îÈårç¡øMë�Ýtç¡ä}è1ä}ãoÝtâ�Û � ä}è�Û�� � ä}ï�îÈìtÛbÜgÜgçrä>è ñ�� ä}è�Û��

� þBîOë�èÈÜgç¡ä}è ó û?â�Ûiä�ìtÛiï Ýtä�èÈä>è�ìYë�ßÈçrë>å2Ûbårårç�î�Ýtçrø½ê�ä}Þ�èÈßÈë�ìgà�í}ë�årÞ�Û½î�ìtä>êÈårÛbï�ÜbõÈû?â�çrÜ?çrÜ8î2ä>ÜgÜgç¡êÈårÛhß�Þ�Û
ÝtäoÝtâ�ÛRî�ìtÛiÜgÛbè�øiÛ8ä}ãTÝtâ�Û8è�ä}è�åräBøMë>å}ÝtÛbìtï#çrè¨Ýtâ�ÛFèÈä>èÈå¡çrè�Ûië�ìtç¡Ýmà

f.
�;Ýtâ�Û�ìgæoçrÜgÛ>ö6ç¡Ý�ÜgÛbÛbï�ÜJÝtâ:ë6ÝJÝtâ�ÛFÞÈè��

ê�ä}Þ�è�ß�Ûiß�è�ÛiÜgÜFä}ãOÝtâ�Û��;ìtÛiÛbè�ã]Þ�è�øbÝtç¡ä}è�çrÜ8ë>è�ä�ê:ÜuÝYë�øiå¡ÛDÝtä¨ë>è ë�î�îÈårç¡øMë6Ýtçrä}è�ä}ã:ÝtâÈÛoë>ã]ä�ìtÛiï�Ûbè�Ýtçrä}è�Ûbß
Ýtâ�Ûbä>ìtÛiïaõ

û?â�Ûvï�ÛbÝtâ�äTßaæ-Û¨Þ�ÜgÛ¨ç¡ÜoÝmàBî:ç¡øMë�å)ãdä>ì;å¡äTøië>å2ê2ä>ÞÈè�ßÈë�ìgàáí}ë�årÞ�Ûhî�ìtä>êÈårÛbï�Übõ:Ú�ÛvÜgâÈë>å¡å)ã]ä>ìtï¨ÞÈårë�ÝtÛ
ë>è Û���ÞÈç�í}ë�årÛbèBÝ¨üÈþTÛiß�î�ä}ç¡èBÝ�î�ìtä>êÈårÛbï ë>è�ß�å¡äTä>ô�ã]ä>ì�ç�ÝtÜ�Ügä>årÞ�Ýtçrä}è çrè�ÝtâÈÛ øbä}è�Ûáä}ã?è�ä}è�èÈÛbé�ë�Ýtç�í�Û
ãdÞÈè�ø�Ýtçrä}è�ÜFç¡è

Lp(Ω)
õ}Ú�ÛoÜgâÈë>å¡åOë6îÈîÈå�àÄÝtâ�Ûoãdä}årå¡äMæoçrè�é � ä}è�Û�� � ä>ïÄî�ìtÛiÜgÜgç¡ä}èáë>è�ß � ä}è�Û�� � þTî:ë>è�Ügçrä>è

û?â�Ûbä>ìtÛiï ßÈÞ�ÛhÝtä! õ#"ÎìYë>Ügè�ä}ÜgÛiå%$ Üuô�ç & '(� ò�) 	4ö�çrè�Ýtâ�Ûhã]ä>ìtï ÝYë6ô�Ûiè�ã�ìtä}ï*��+
	4ð
,.-0/#1023/#465�7989:�;

P < :>=@?BADCE:�FGCH=>I�=DCE=J?�K@LNM#=J?B:PO
U1

=DCEQ
U2

;%RSA < ADT�CEQJ:BQUABM#:�CVCE:PFXWDK�Y
< ADT�ZPK�A�A�QDL�A�[]\�:�Z^A_L^T`?PK�;%K�=a; U1 ⊂ U2, b :�; T : P → P < :c=d?BADefM`=J?�;(ABM#:�Z^=a;�ADZ_gNCEADC b FhCE:B=DZjilk`mG[

‖T (u)‖ ≤ ‖u‖ [
or u ∈ ∂U1 ∩ P,

(expansion)
‖T (u)‖ ≥ ‖u‖ [

or u ∈ ∂U2 ∩ P,ADZ.n�Fo?B:pnD:�ZPL�=
‖T (u)‖ ≥ ‖u‖ [

or u ∈ ∂U1 ∩ P,
(compression)

‖T (u)‖ ≤ ‖u‖ [
or u ∈ ∂U2 ∩ P,

;%K�:PC@;%K�:dABM#:�Z^=a;�ADZ
T
K�=DLp=rq�sJ:BQtM`ADFhC`;(FGC

U2 \ U1.

�mã/ä}è�Û�âÈë>Ü½ÜgÛ�í�Û�ìYë>å
Ui
$ Ü½ã]ä�ìtï�çrè�éaë>è�ç¡èÈø�ìtÛië>Ügçrè�éáÜgÛ��BÞ�Ûiè�øbÛ¨æoç¡Ýtâ�Ýtâ�Û�ä>î�î�ä}Ügç�ÝtÛ�çrè�Û��BÞÈë>årç�ÝtçrÛbÜ

ä}è�Ýtâ�Û�ê�ä}Þ�è�ßÈë�ìtçrÛbÜ�ä}ã
Ui

ë>è�ß
Ui+1,

Ýtâ�Ûbè&ä}è�Û�é}Û�ÝtÜ�ÜgÛ�í�Û�ìYë>åDÜgä}årÞ�Ýtç¡ä}è�Übõu�mã;Ýtâ�Û�ÜgÛ��BÞ�Ûbè�øiÛ�ä}ã
è�Ûbçré}â�ê�ä}Þ�ìtâ�äTäTß�ÜRçrÜRç¡è�ü:è�ç�ÝtÛ}ö>Ýtâ�Ûiè�Ýtâ�Û�ìtÛoë�ìtÛ?çrè�üÈè�ç¡ÝtÛbå¡à�ï�ë>è�à�Ügä}årÞ�Ýtçrä>èÈÜbõlv Ügç¡ï�çrårë�ìFï�ÛbÝtâ�äTßÄâÈë>Ü
ê�ÛbÛiè Þ�ÜgÛiß çrèw� ò ��	4öBæoç¡Ýtâ�ÝtâÈÛ;è�ä}è�årç¡èÈÛië�ì8ÝtÛbìtï ä>ã)ë¨Üuî�Ûbøiç�ü:ø;ã]ä�ìtï�öBÝtä�ä�êÈÝYë�çrè�ìYë>ß�ç�ë>åOÜgä}å¡Þ�Ýtçrä}è�Ü-ç¡è
Ýtâ�Û8Üuî:ë>øbÛ8ä}ã�øbä}è�ÝtçrèBÞ�ä}Þ�Ü�ã]Þ�è�ø�Ýtçrä}è�ÜJæoç�Ýtâ¨Ýtâ�Û8ÜgÞ�î�ìtÛbï�Þ�ï è�ä>ìtï�õDxÈä>ì�ëoìtÛbã]Û�ìtÛiè�øbÛ8ä>è�ë�î�îÈårçrøië�Ýtç¡ä}è
ä}ã)Ýtâ�çrÜoïÄÛbÝtâ�äTßaÝtä�Ügä}ïÄÛvåräTøië>å3ySzt{
ä>èÈÛhøië>è!ÜgÛbÛ�� ò �
	4õ

|�Ð�}>~�Ò3~�Ô����t��~�ÓbÓ�ÙýÒ0�)Ð��BÞ�î�î�ä}ÜgÛ�ÝtâÈë�ÝhÝtâ�Û�ã]Þ�è�ø�Ýtçrä}è
f : R+ × R+ → R+

ñ
R+ = [0,∞))

çrÜ
� ç¡îÈÜgøYâÈç�Ý^��æoç¡Ýtâ�ìtÛbÜuî2Ûbø�Ý½Ýtä Ýtâ�Û�ü�ìtÜuÝÎí>ë�ìtçrë�êÈårÛ>õ�Ú�Û�åräTä�ô�ã]ä>ìhë�øiårë>ÜgÜgçrøië>å�Ügä}å¡Þ�Ýtçrä}è�ä>ã(y]zt{ ñuòMó ö
çýõ Û>õ

u ∈ C2.ûJä�îÈìtäií�ÛaÝtâÈÛaÛbþTçrÜuÝtÛbèÈøbÛ�ä>ã½Ügä}å¡Þ�Ýtçrä}è�ÜÄÝtä@y]zt{ ñuòMó ö�æ-Û�øiä}è�Ügç¡ßÈÛ�ì�Ýtâ�Û�ã]ä}å¡åräMæoç¡è�é�çrè�ÝtÛbé>ìYë>å
Û��BÞÈë�Ýtçrä>è�ð

u(x) =

∫

Ω

G(x, y)f

(
u(y),

∫

Ω

g(up)

)
dy,

ñ � ó
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ç¡è�ÝtâÈÛaÜuî:ë>øbÛ
X = Lp(Ω),

æoç¡Ýtâ
p > 1.

ûJä Ügç¡ïÄîÈårç¡ãdà�è�ä>ÝYë6Ýtçrä}è�ç¡è�Ýtâ�Û!ë�ê�äMí�Ûaã]ä>ìtï¨ÞÈårë�ë>è�ß
Ýtâ�ìtä}Þ�é}â�ä}Þ�ÝÄÝtâ�çrÜÄî:ë�î�Û�ìiö�æ-Û�ÜgâÈë>å¡åDä}ïÄç¡ÝÄÝtâ�Ûáí}ë�ìtçrë�êÈårÛaä}ã;çrè�ÝtÛbé>ìYë�Ýtç¡ä}è1ç¡è ∫

Ω
g(up).

ù½ÛbìtÛáÝtâÈÛ
ãdÞÈè�ø�Ýtçrä}è

G
ç¡ÜhÝtâ�Û �;ìtÛiÛbè�ãdÞ�èÈø�Ýtçrä>è ã]ä>ìcy]zt{ ñuò6ó õ)û?â�Û�Û�þ�ç¡ÜuÝtÛiè�øbÛ}ö2î�ä}Ügç�Ýtç¡í�ç�Ýmà ë>è�ß�ÜuàTï�ï�Û�Ýgìgà

ä}ã�Ýtâ�Ûp�;ìtÛbÛièaãdÞ�èÈø�Ýtçrä>è
G
ãdä}årå¡äMæ�ãdìtä>ï ����	4ö�ß�Þ�Û½Ýtä�ë>ÜgÜgÞ�ïÄî�Ýtçrä>èÈÜDä>èáìtÛié}Þ�årë�ìtç¡Ýmà ä}ã

∂Ω
ë�èÈß

aij . �ä>ìtÛbäMí�Û�ìiö
G
Ûbè���äMà�Ü?Ýtâ�Ûhã]ä}å¡åräMæoç¡èÈé�ÛbÜuÝtçrï�ë�ÝgÛiÜbð

|G(x, y)| ≤ C|x− y|2−n,
|∇xG(x, y)| ≤ C|x− y|1−n,

ñ � ó

ãdä>ì�Ügä}ï�Û øiä>èÈÜuÝYë�èBÝ
C > 0

ë>è�ß ë>è�à
x, y ∈ Ω.

� ÛbÝ
P
ß�Ûiè�ä>ÝtÛ�Ýtâ�Û øbä}è�Û ç¡è

X
ä}ãDë>å¡å-ë>å¡ï�ä}ÜuÝ

Û�í�Û�ìgàTæoâ�ÛbìtÛhè�ä}è�è�Ûbé�ë�Ýtç¡í}Ûvã]Þ�è�øbÝtç¡ä}è�Üoë>è�ß!årÛ�Ý
T : P → P

ê�Ûhß�ÛbüÈè�ÛißaêTà ÝtâÈÛhã]ä�ìtï�Þ�å�ë

T (u)(x) =

∫

Ω

G(x, y)f

(
u(y),

∫

Ω

g(up)

)
dy.

ñ��Bó
û?â�ÛFä>î�Û�ìYë�Ýtä>ì

T
øië>èvê�Û8ë>å¡ÜgäoæDìtç¡ÝgÝtÛbè¨ë>Ü�ëDøiä>ïÄî�ä}Ügç¡Ýtç¡ä}è¨ä}ã�ëoårç¡è�ÛMë�ìJçrè�ÝtÛbé>ìYë>å�ä>î�ÛbìYë�Ýtä�ì

K
ñ øië>årå¡Ûiß

ë>å¡Ügä�Ýtâ�Û��;ìtÛiÛbè�ä>î�Û�ìYë�Ýtä>ì ó ë�èÈß�Ýtâ�Û�è�ä}è�årçrè�Ûië�ìvÜgÞ�î�Û�ìgî�ä}Ügç¡Ýtç¡ä}è�ä>î�ÛbìYë�Ýtä�ì
N
ñ øië>årå¡Ûiß	�½Ûiï¨àBÝtÜuô�ç

ä>î�Û�ìYë�Ýtä>ì ó ö�æoâ�çrøYâ�ë�ìtÛhß�ÛbüÈè�Ûbß�êBàaÝtâ�Ûhã]ä>ìtï�Þ�årë>Übð

K(u)(x) =

∫

Ω

G(x, y)h(y)dy,

N(u)(x) = f

(
u(x),

∫

Ω

g(up)

)
.

ñ�
�ó

û?â�Ûhä>î�Û�ìYë�Ýtä>ì
N
ï�ë�îÈÜ

Lp(Ω)
ç¡èBÝtäÄç¡ÝtÜgÛbårã)î�ìtäMí�ç¡ßÈÛbß�ã]Þ�è�øbÝtç¡ä}è

g
Ütë6ÝtçrÜuüÈÛiÜ?Ýtâ�Û � ç�îÈÜgøzâ�ç¡Ý^�Îøiä}è�ß�ç��

Ýtç¡ä}è2ö�Ýtâ�Ûhã]Þ�è�ø�Ýtçrä}è
f
çrÜ � ç¡îÈÜgøYâ�ç¡Ý^�høiä}è�Ýtç¡èTÞ�ä}Þ�Ü?æoç¡ÝtâaìtÛiÜuî�ÛbøbÝ?Ýtä�Ýtâ�Ûhü�ìtÜuÝDí>ë�ìtç�ë�êÈå¡Û}öÈë>è�ß!Ûbè��uäMàTÜ

Ýtâ�Ûhã]ä}å¡åräMæoç¡èÈé�ÛbÜuÝtçrï�ë�ÝtÛ>ð

f(u, λ) ≤ A(λ)u+B(λ), u, λ ∈ R+,
ñ � ó
æoâ�Û�ìtÛ

A
ë�èÈß

B
ë�ìtÛáøbä}è�ÝtçrèBÞ�ä}Þ�ÜÄã]Þ�è�ø�Ýtçrä}è�Ü ñ øbãmõS� ò 	�ö/û?â�ï�õ(�Bõ �TöJî�õ ò � ó õ
�½äMævöJæ-ÛáÛ�þTîÈårç¡øiç�Ýtå¡à

Ügâ�äMæ#ÝtâÈë�Ý
K : Lp(Ω)→ W 1,p(Ω),

Ügçrè�øbÛvæ-Ûvè�ÛbÛiß�Ýtâ�ÛbÜgÛvÛiÜuÝtç¡ï�ë�ÝtÛbÜoç¡è�Ýtâ�ÛvÜgÛ��BÞ�Ûbå�õ:û?â�ÛbìtÛbã]ä�ìtÛ
æ-Û�ìtÛbøMë>å¡å�Ýtâ�ÛÄãdä}årå¡äMæoçrè�éaí}ÛbìtÜgç¡ä}è ä}ãRÝtâÈÛ�æ-Ûiå¡å�ôTèÈäiæoè��Fä}Þ�è�éaçrè�Û��BÞÈë>årç�Ýmà ñ øiã+õ�ë>årÜgä@����	 ó ö2æoç�Ýtâ�ë
Ügç¡ï�çrårë�ìoîÈìtäBä}ã�ë>Üoãdä>ìoøbä}è�í�ä}årÞ�Ýtç¡ä}è�Übð
� / 4�4�� 5�7�80:�;

H : Ω × Ω → R+ < :wL��ae
e�:�;%ZPFo?�OcCEADC#CE:�WJ=a;%FGnD:![^T�CE?�;%FNADC�FGC`;�:NWaZ^= <�b :UR FG;%KZ^:�LoM`:^?�;r;�Aw=DC��UA�[_F%;%L
nD=DZPFN= <�b :PL�=DCEQ h ∈ Lp(Ω), p ≥ 1,
=DCEQ

(Fh)(x)
df
=
∫

Ω
H(x, y)h(y)dy.

�0K�:�C
F : Lp(Ω)→ Lp(Ω)

=DCEQ

‖Fh‖Lp(Ω) ≤ sup
x∈Ω
‖H(x, ·)‖L1(Ω)‖h‖Lp(Ω).

ñ � ó

� Z^A�A�[�k v;î�î:å�à�çrè�éÄÝtâ�Ûhù½ú}årß�Û�ìoçrè�Û��BÞÈë>årç�Ýmàáæ-Ûvä�êÈÝYë�çrè2öÈã]ä>ì;ë>è�à
x ∈ Ω,

∣∣∣∣
∫

Ω

H(x, y)h(y)dy

∣∣∣∣
p

≤
(∫

Ω

(H(x, y))1− 1
p (H(x, y)

1
p |h(y)|)dy

)pñ���ó

≤
(∫

Ω

H(x, y)dy

)p−1 ∫

Ω

H(x, y)|h(y)|pdy.
�mè�ÝtÛbé>ìYë�Ýtçrè�éhÝtâ�çrÜRç¡èÈÛ��BÞÈë>å¡ç¡Ýmà�æoç¡Ýtâ�ìtÛiÜuî�ÛbøbÝRÝtä

x ∈ Ω,
ë�î�îÈå¡àTçrè�éhÝtâ�ÛrxÈÞ�êÈç¡èÈç�Ýtâ�Ûiä�ìtÛiï�ö�ë>è�ß�Þ�Ügçrè�é

Üuà�ïÄï�ÛbÝgìgàáä}ã
H
ä}è�Ûhä>ê�ÝYë>çrè�Übð
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∫

Ω

∣∣∣∣
∫

Ω

H(x, y)h(y)dy

∣∣∣∣
p

dx ≤
∫

Ω

(∫

Ω

H(x, y)dy

)p−1 ∫

Ω

H(x, y)|h(y)|pdydxñ + ó

≤ sup
x∈Ω

(∫

Ω

H(x, y)dy

)p−1 ∫

Ω

∫

Ω

H(x, y)dx|h(y)|pdy

≤ sup
x∈Ω

(∫

Ω

H(x, y)dy

)p ∫

Ω

|h(y)|pdy,
æoâ�çrøYâ�à�ç¡Ûiå¡ß�ÜDÝtâ�Ûvç¡è�Û��BÞÈë>å¡ç¡Ýmà ñ � ó õ

Ú�Ûaë�î�îÈå¡à�Ýtâ�Ûaë�ê�äMí�Ûáå¡ÛiïÄï�ë�ã]ä�ì
F = K

ñ Ýtä�ÛiÜuÝYë6ê:å¡çrÜgâ ÝtâÈë�Ý
K : Lp(Ω) → W 1,p(Ω)).�mè�ß�ÛiÛbß2ö�ç�ÝhÜgÞ�÷�øbÛiÜÎÝtäáÜgÛbÝ

H(x, y) = C|x − y|2−n ë�èÈß�Þ�ÜgÛ�ÝtâÈÛ�ü�ìtÜuÝvç¡è�Û��BÞÈë>å¡ç¡Ýmà�ã�ìtä}ï ñ � ó Ýtä
é}Û�Ý?ÝtâÈë�Ý

K
ï�ë6î:Ü

Lp(Ω)
ç¡è�Ýtä�ç�ÝtÜgÛiå¡ãmõ  �ä>ìtÛbäMí�Û�ìiö�æ-ÛÎøMë>èaÜgÛbÝ

H(x, y) = C|x− y|1−n, ë�èÈß�Þ�ÜgÛÝtâ�ÛhÜgÛiøbä}è�ß!ä}ã)ÝtâÈÛhÛbÜuÝtçrï�ë�ÝtÛbÜ ñ � ó ÝtäÄî�ìtäMí}ÛhÝtâ�Ûhøiårë>çrï�õ
�½äMævöÈÜgçrè�øbÛhÝtâÈÛvç¡è�øiå¡ÞÈÜgç¡ä}è

W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lp(Ω)
çrÜoøbä}ïÄî:ë>ø�ÝoêBàaÝtâ�Û��oÛiå¡årçrøYâ��N"½ä>èÈß�ìYë>Ügâ�äMí

û?â�Ûbä>ìtÛiï çrã
p ≤ n

ñ øiã+õ9� � 	�ö�û?â�ï�õ 
 õ � õ ò ö:î�õE�l+ ò6ó ë�èÈß!êBà  �ä>ìgìtÛ�à!ÛbÜuÝtçrï�ë�ÝtÛiÜoçrã
p > n

ñ øbãmõ9� � 	�ö
û?â�ï�õ 
 õ � õ��Tö:î�õE�a+l� ó ö�æ-Û¨âÈëií�ÛhÝtâBÞÈÜDîÈìtäií�Ûiß!Ýtâ�Ûvøbä}ïÄî:ë>ø�Ýtè�ÛiÜgÜoä}ã�Ýtâ�Ûvä>î�Û�ìYë�Ýtä>ì

K : Lp(Ω)→
Lp(Ω)

ë>è�ß�ÝtâBÞ�Üoä}ã
T : Lp(Ω)→ Lp(Ω).Ú�Û�å¡äTä>ô�ãdä>ìhü�þ�Ûbß�î2ä>çrè�ÝtÜvä>ã

T,
Ügçrè�øbÛÄÝtâ�Ûbà�æoç¡årå�îÈìtäií�ÛÄÝtäáê�Û�î2ä>Ügç¡Ýtç¡í}Û�Ügä>årÞ�Ýtçrä}è�Ühä}ãuy]zt{

ñuò6ó õ �½ä>Ýtç¡øiÛ�ÝtâÈë�Ýiö)Ügçrè�øiÛ�Ýtâ�Û>�;ìtÛbÛiè ãdÞÈè�ø�Ýtçrä}è�ã]ä�ì ñuòMó çrÜvî2ä>Ügç¡Ýtç¡í}Û}ö)Ýtâ�Û�ä>î�ÛbìYë�Ýtä�ì
T
ï�ë�îÈÜ¨ÝtâÈÛ

øbä}è�Û
P
ä>ã�ë>å¡ï�ä}ÜuÝ;Û�í�Û�ìgàTæoâ�ÛbìtÛÎèÈä>èÈè�Ûbé�ë�Ýtç�í�Ûvã]Þ�è�øbÝtç¡ä}è�ÜDãdìtä}ï

X
df
= Lp(Ω)

çrè�Ýtä�ç¡ÝtÜgÛbårã+õ

�2Ð�� �:Ù�Ò&Ô
~��M×9�dÓ��>Ð �½äiævöÈæ-Ûvë�ìtÛÎìtÛMë�ß�à ÝtäÄî�ìtäMí�ÛhÝtâ�Ûvï�ë>çrè�ìtÛbÜgÞ�å¡Ýiõ
,.-0/#1023/#4���7989:�; ;%K�: [^T�CE?�;%FNADC

g : R+ → R+
L�=a;%FGLG[ � ;%K�:p8�F�M�L�?PKJF%;h\�?BADCEQDFG;%FNADC =DCEQ LBT�MJM`ADL�:

;%K�=a;u;%K�:�Z^:d:^sDFGLP;S;%RSAtM#ADLBF%;%Fhna:d?^ADC#LP;�=DC`;%L
b1

=DCEQ
b2

LBT#?�K ;%K�=a;%O#[�ADZ
=DC �
u ≥ 0,

b1u ≤ g(u) ≤ b2u.
ñuò�)�ó
80:�;

f : R2
+ → R+ < :�8�F�M�L�?�KJF%;h\>?BADC`;%FGC T`ADT�L>=DC�Q L�=a;%FGLG[ � g��Bi
O�=DCEQU;%K�:PZB:>:BsDFGLB;t;%RSA!M#ADLBF%;%Fhna:

?BADC LP;�=DC`;%L
c1

=DCEQ
c2

LBT#?�K>;%K�=a;�[�ADZ_=DC��
u ≥ 0,

f(u, c1)p ≤ c1
b2γp

, f(u, c2)p ≥ c2
b1γp

,
ñuò}òMó
R K�:PZB:

γ =

(∫

Ω

(∫

Ω

G(x, y)dy

)p
dx

) 1
p

.

�0K�:�C I
	 � g��PidK�=DLp= ? b =DLBLBFo?B= b M`ADL^F%;%FGnD:cL�A b T ;%FoADCUR F%;%K ∫
Ω
g(up) b �aFhC�W < :�;%RS:B:�C c1 =DC�Q

c2.

� Z^A�A�[�k û?â�Ûvøbä}è�ÜuÝYë>è�Ý
γ
ç¡ÜböÈêBàaç¡è�Û��BÞÈë>å¡ç¡Ýmà ñ � ó ö�æ-Ûbårå�ß�ÛbüÈè�Ûbß�õ#�mè�ß�ÛiÛbß2ö�êBàaÛiÜuÝtç¡ï�ë�ÝtÛ ñ � ó

γ ≤ |Ω| 1p sup
x∈Ω
‖G(x, ·)‖L1(Ω) ≤ |Ω|

1
p sup
x∈Ω

∫

Ω

C|x− y|2−ndy,ñuò � ó
ë>è�ß&Ýtâ�Û!årë�ÝgÝtÛ�ì ç¡Ü�üÈè�ç¡ÝtÛ!Ügçrè�øiÛ!Ýtâ�Û!Û�þTî�ä}è�ÛbèBÝ

n − 2
ç¡Ü å¡ÛiÜgÜ�Ýtâ:ë�è

n.
ù½ÛbìtÛaÝtâÈÛ |Ω| ß�Ûiè�ä>ÝtÛbÜ� Ûbê�ÛbÜgé}Þ�ÛvïÄÛMë>ÜgÞ�ìtÛvä}ãJÜgÛbÝ

Ω
õ

ûJä�ë�î�îÈå¡à û?â�Ûiä�ìtÛiï ò å¡ÛbÝáÞÈÜáß�ÛbüÈè�Û�ÜgÛ�ÝtÜ
U1

df
= {u ∈ Lp(Ω) :

∫
Ω
g(|u|p) < c1}

ë>è�ß
U2

df
= {u ∈ Lp(Ω) :

∫
Ω
g(|u|p) < c2}.



NONLOCAL ELLIPTIC EQUATION
� � �

�½äMævö�æ-ÛvÜgâÈë>å¡å2îÈìtäií�ÛhÝtâ�Ûhê�ä}Þ�è�ß�Ûiß�è�ÛiÜgÜDä}ãJÝtâ�ÛhÜgÛbÝ
U1
ð

c1 >

∫

Ω

g(|u|p) ≥ b1
∫

Ω

|u|p = b1‖u‖p,
ñuò � ó
æoâ�çrøYâ�à�ç¡Ûiå¡ß�ÜDÝtâ�Ûhê�ä}Þ�è�ß�Ûiß�è�ÛbÜgÜoä}ã)ÝtâÈÛhÜgÛ�Ý

U1,
ë>è�ß!Ügçrï�ç¡å�ë�ìtå�à�ãdä>ì

U2.û?â�Û�ÜgÛ�ÝtÜ
U1

ë>è�ß
U2

ë�ìtÛ�ë>årÜgäáä>î�Ûbè�õ��mè�ßÈÛbÛbß�ö:ü�þ
u ∈ U1

ë>è�ß�îÈÞ�Ý
ε := c1 −

∫
g(|u|p). �mã

L
ß�Ûbè�ä>ÝtÛiÜoë � ç¡îÈÜgøzâ�ç�Ý^�vøiä}è�ÜuÝYë>è�Ýoãdä>ì

g,
ä}è�Ûvøië>è�üÈè�ß�ë�î�ä}Ügç�Ýtç¡í�ÛhèBÞ�ï¨ê�Ûbì

r
ÜgÞ�øzâaÝtâ:ë6Ý

Lp(‖u‖p/q + (‖u‖+ r)p/q)r < ε
æoâ�Û�ìtÛ 1

p + 1
q = 1.

û�ë�ô�Û
v ∈ Lp Ütë�ÝtçrÜgã�à�çrè�é ‖v − u‖ < r.

Ú ÛhâÈëií�Û
∫

Ω

g(|v|p) ≤
∫

Ω

g(|u|p) + L

∫

Ω

‖v|p − |u|p|.
� ä}è�Ügç¡ßÈÛ�ì�Ýtâ�Û�ÜgÛ�Ý

Ω+ := {x : |v(x)| ≥ |u(x)|}. û?â�Û ÜgÛbøiä>èÈß çrè�ÝtÛbé>ìYë>åhäií�Ûbì Ω+
øië>è�ê2Û

ÛbÜuÝtçrï�ë6ÝtÛißaêBàaÝtâ�Û. �ÛMë>è>zFë>årÞ�Ûvû?âÈÛbä>ìtÛbï ë�èÈßaÝtâ�Ûhù½ú}årß�Û�ìoçrè�Û���Þ:ë�årç¡ÝmàOð
∫

Ω+

‖v|p − |u|p| ≤ p
∫

Ω+

|v|p−1(|v| − |u|) ≤ p‖v‖p/q‖v − u‖
ë>è�ß!Ügç¡ï�çrårë�ìtå¡àaä}è

Ω \ Ω+.
û?âTÞ�Übö

∫

Ω

g(|v|p) ≤ c1 − ε+ Lp(‖u‖p/q + ‖v‖p/q)‖v − u‖ < c1,

æoâ�çrøYâ�ë>ÜgÜgÛ�ìgÝtÜDÝtâ�Ûhøiårë>çrïaõ
 �ä>ìtÛiäií�Ûbìiö>æ-ÛoÜgâÈë>årå�ÜgâÈäiæ
ÝtâÈë�Ý

∂U1 ⊂ {u ∈ Lp :
∫

Ω
g(|u|p) = c1}.

û�ë�ô�Û
u0 = limk→∞ ukñ ç¡è

Lp(Ω)
ó ã]ä>ì;Ügä}ï�Û¨ÜgÛ���ÞÈÛbè�øiÛ

uk ∈ U1
ãdä>ì

k ∈ N. û?â�Ûbè ∫
Ω
g(|uk|p) < c1

ë>è�ß�ãdìtä}ï xOë6Ýtä}Þ
å¡Ûiï�ï�ë�öTë�èÈß�êBàÄÛiÜuÝtç¡ï�ë�ÝtÛ

g(|u|) ≤ b2|u|,
æ-ÛoøMë�è�î:ë>ÜgÜRÝtähÝtâ�ÛDårçrïÄç¡Ý8ä>ê�ÝYë>ç¡è�çrè�é ∫

Ω
g(|u|p) ≤ c1.�+ÝÄï�ÛMë�èÈÜ�ÝtâÈë�Ý

U1 ⊂ {u ∈ Lp :
∫

Ω
g(up) ≤ c1},

ë>è�ß Ýtä}é}Û�Ýtâ�Ûbì�æoç¡Ýtâ Ýtâ�Ûaä>î�Ûbè�èÈÛbÜgÜÄä}ã
U1üÈè�çrÜgâ�ÛbÜoÝtâ�ÛÎî�ìtäTä}ãmõ

�½äMævö�æ-Û�ë�ìtÛÄìtÛMë�ß�à�Ýtä�í�Û�ìtçrãdà�øbä}è�ß�ç¡Ýtçrä>èÈÜvä}ã8Ýtâ�Û!"hìYë�ÜgèÈä>ÜgÛiå%$ Üuô�ç�& '8û?â�Ûiä>ìtÛbï ò õ��;êBí�ç¡ä}Þ�Ügå¡à}ö
0 ∈ Ui, i = 1, 2.

� ÛbÝ
u ≥ 0

ë>è�ß ∫
Ω
g(up) = c1.

û?âÈÛbè

‖Tu‖pLp(Ω) =

∫

Ω

(∫

Ω

G(x, y)f(u(y), c1)dy

)p
dx

ñuò �Tó

≤ c1
b2γp

∫

Ω

(∫

Ω

G(x, y)dy

)p
dx ≤ c1

b2
≤
∫

Ω

up ≤ ‖u‖pLp(Ω),

ë>è�ß Ügçrï�ç¡å�ë�ìtå�à ä>èÈÛ é}Û�ÝtÜ ‖Tu‖Lp(Ω) ≥ c2
ãdä>ì ‖u‖Lp(Ω) = c2.

ù½Ûbè�øiÛ>ö)ÝtâÈÛáë>ÜgÜgÛ�ìgÝtçrä>è ã]ä}å¡åräMæoÜ
ã�ìtä}ï Ýtâ�Û�"hìYë>Ügè�ä}ÜgÛbåo$ Üuô�ç�& '2û?â�Ûiä�ìtÛiï�õ��mã

c1 < c2,
æ-Û½ÞÈÜgÛ½Ýtâ�Û½øbä}è�Û½ÛbþTî:ë>è�Ügç¡ä}èaøMë�ÜgÛ}ö�ä�ÝtâÈÛ�ìgæoçrÜgÛ��

Ýtâ�Ûhøiä}è�Ûhøiä>ïÄî�ìtÛiÜgÜgç¡ä}è�ä>èÈÛ>õ
û?â�Û?å�ë>ÜuÝ/î:ë�ìgÝ/ä}ãÈÝtâ�Û8î�ìtäTä}ã:çrÜ�ÝtäÎÜgâ�äMæ1ÝtâÈë�ÝRë½Ügä}årÞ�Ýtçrä>è

u
ä}ãÈÝtâ�Û-çrè�ÝtÛbé>ìYë>å�Û��BÞÈë�Ýtç¡ä}è ñ � ó çrÜbö}ç¡è

ã]ë>øbÝiö�ë¨øiårë>ÜgÜgçrøië>å�Ügä>årÞ�Ýtçrä}èáä}ã3y]zt{ ñuòMó õTÚ�Û½âÈëií�Û½ä�êÈÝYë�çrè�Ûiß ÝtâÈë�Ý
u ∈W 1,p(Ω).

y-à�øiä>èBÝtç¡èBÞÈä>ÞÈÜ
ç¡èÈøbårÞ�Ügç¡ä}è�ä}ãFÝtâ�çrÜ
�Bä>ê�ä}å¡Ûbí�Üuî:ë>øbÛ}ö(� � 	Fû?â�ï�õ 
 õ��Bõ ��ö)û?âÈïaõ 
 õ �Bõ � ö2î�õ�� � ��ö�æ-Û�âÈëií�Û

u ∈ Lq(Ω)æoç�Ýtâ�Ügä}ï�Û
q > p.

y-à ë!ÜuÝYë>è�ßÈë�ìtß�ê�äTä>ÝtÜuÝgìYë�î ë�ìté}Þ�ï�Ûbè�Ýiö)ÞÈÜgç¡è�é � Ûbï�ï�ë ò æ-Û�øië>è�é>ÛbÝvÝtâÈë�Ý
Ýtâ�Ûvìtç¡é}â�Ý;â:ë�èÈß�Ügç¡ß�Û�ä>ã�Û���Þ:ë6Ýtçrä}è ñuò6ó ç¡Ü;çrè!ãýë�øbÝoçrè

Lq(Ω)
æoç�Ýtâ

q > n,
æoâÈÛbè�øiÛ

u ∈ W 1,q(Ω).ù½äMæ-Û�í�Û�ìiö>ä}è�øiÛ?ë>é�ë>ç¡è�ö>Ügç¡è�øiÛ
W 1,q(Ω) ↪→ C0,α(Ω)

æoâ�Û�ìtÛ
α

df
= 1− n

q

ñ � � 	�ö�û?â�ï�õ 
 õ��Bõ � ö�î�õ�� � � ó
æ-Û�âÈëií}Û

u ∈ C0,α(Ω).
y-àaÝtâÈÛ � ç¡îÈÜgøYâÈç�Ý^��øbä}è�ÝtçrèBÞ�ç¡Ýmà!ä}ã
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λ 7→ h(λ)− λ1/p/γ.
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