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¹Hº[»W¼:½f¾J¿qÀ´ÁEÂ&½JÃ]¿c¼�º-Ä<Å}Æ[Ç²È·ÉWÊ�Ë²ÈhÌ­Í°Å}Î[Ï]Ç²Ë²ÉxÆLÌ­Ê�Ë²È

G Ð Ë²Í H È Ð ÆLÌ­ÈhÏQÑ�Ì­Ë°ÒÓÆLÔ²Å!ÏQÊ�ÕeÕ­ÊfÖ³ÌeË²Ò Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÙÆLÌ­Ê�Ë²ÈxÚ
Q Û q Ì­È³Å}Ü$ÅWË Ð Ë²Í q ≥ 2;

Ω Û Ω
ÌeÈ Ð-Ý Ê�Ç²Ë²Í²ÅWÍ�Í²Ê�× Ð Ì­ËÞÊ&Ï Rn Ô Ð Ü�Ì­Ë²Ò Ð Ø°Ì­ÅWÉxÅxÖ³Ì­ÈhÅ|Õ­Ê1É Ð ÕeÕ�ÑVÄEÌ�Ø°ÈhÉnÔ²Ì­ÆLß Ý Ê�Ç²Ë²Í Ð ÎhÑcàá ¹ Û H : Ω×Rn → R

ÌeÈ Ðãâ�Ð Î Ð ÆLÔ²äxÊ1Í²Ê&ÎhÑVÏ]Ç²Ë²É}ÆLÌeÊ�Ëæå H(y, ·) ÌeÈ³ÉWÊ&Ë�Ü�Åxç Ð Ë²Í è Ð ÆLÅ Ð Ç�ç�Í²Ì�éæÅ}ÎhÙÅxË$ÆLÌ ÐvÝ ÕeÅ|ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω;á3ë Û ÆLÔ°Å}ÎLÅ�Å}ç�Ì­È¦Æ�ÉxÊ�Ë²È¦Æ Ð Ë$ÆLÈ b1, b2 > 0 Ð Ë²Í�ÏQÇ²Ë°É}ÆLÌeÊ&Ë°È k1, k2 ∈ Lq(Ω, R)
ÈhÇ²É�Ô'ÆLÔ Ð Æ�ÏQÊ&Î

Ð�ê Å ê y ∈ Ω Ð Ë°Í Ð ÕeÕ z ∈ Rn
b1
q
|z|q + k1(y) ≤ H(y, z) ≤ b2

q
|z|q + k2(y);

áÞì Û div(Hz(y, 0)) = 0
Ï]ÊvÎ Ð�ê Å ê y ∈ Ω;í ¹ Û ÆLÔ²ÅxÎLÅVÅ}ç�Ì­È¦Æ z1, z0 ∈ W 1,q

0 (Ω, R) ∩ L∞(Ω, R)
ÈhÇ²ÉnÔ�ÆLÔ Ð Æ 0 < z0(y) < z1(y)

Ï]Ê&Î Ð�ê Å ê
y ∈ Ω, div(Hz(·,∇z0(·)) ∈ L∞(Ω, R) Ð Ë²Íî¦ïJð −Gx(y, z1(y)) ≥ div(Hz(y,∇z0(y)) a.e. in Ω;

í ë Û G(y, ·) Ì­È�ÉWÊ�Ë$Ü$Å}ç Ð Ë²Í Ý ÅxÕeÊ&Ë°Ò&È�ÆLÊ C1(Ĩ , R)
ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω, G(·, x)

ÌeÈ�×¸Å Ð ÈhÇ�Î ÐvÝ ÕeÅÊ�Ë
Ω
ÏQÊ&Î Ð ÕeÕ x ∈ Ĩ

Ö³Ì­ÆLÔ
Ĩ Ý ÅWÌ­Ë°Ò Ð ÉWÅ}ÎhÆ Ð ÌeË�ÉWÕ­Ê�ÈhÅWÍ�Ë°ÅxÌeÒ&Ô Ý Ê&ÎLÔ²Ê1Ê�Í�Ê�Ï|ÆLÔ²Å�ÌeË$ÆLÅ}ÎhÜ Ð Õ

I = [0, ess supy∈Ω z1(y)]
Ï]ÊvÎ Ð�ê Å ê y ∈ Ω;
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ñ ú ñ
A. ORPEL

í ì Û Gx ÌeÈ³Ë²Ê�Ë²Ë²ÅxÒ Ð ÆLÌ­Ü�Å|Ì­Ë Ĩ ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω;í�� Û ∫
Ω
Gx(y, 0)dy 6= 0,

∫
Ω
G(y, 0)dy > 0 Ð Ë²Í ∫

Ω
G(y, ess supy∈Ω z1(y))dy <∞.

� ÅjÈhÔ Ð ÕeÕ<ÌeË$Ü$ÅxÈ¦ÆLÌeÒ Ð ÆLÅ|ÆLÔ²ÅjÏQÊ�ÕeÕ­ÊfÖ³ÌeË²Ò)ÉWÕ Ð ÈhÈ>Ê�ÏtÅxÕeÕ­Ì­Ø²ÆLÌeÉ[Ø²ÎLÊ Ý ÕeÅx×¸È³Ö³Ô²ÌeÉ�ÔÞÒ�ÅxË°Å}Î Ð Õ­ÌeßxÅ|ÆLÔ²Å ÝHÐ Õ­Ù
Ð Ë²ÉxÅ|Ê&Ï Ð ×¸ÅW× Ý Î Ð Ë°Å|Å���Ç Ð ÆLÌ­Ê�ËæÚ
î��$ð {

− div(Hz(y,∇x(y))) = Gx(y, x(y))
ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω,

x ∈W 1,q
0 (Ω, R),

Ö³Ô²Å}ÎLÅ
Hz(y, z) = [ d

dz1
H(y, z), . . . , d

dzn
H(y, z)]

Ï]Ê&Î
z = [z1, . . . , zn] ∈ Rn Ð Ë°Í Gx(y, x) =

d
dxG(y, x)

Ï]ÊvÎ
x ∈ R, y ∈ Ω, q ≥ 2 ê�� Ñ Ð î Ö�Å Ð
	 ð ÈhÊ&ÕeÇ�ÆLÌeÊ�ËÞÊ�Ï´ÆLÔ°Ì­È>Ø²ÎLÊ Ý Õ­ÅW× Ö�ÅjÇ²Ë²Í²ÅxÎLÈ¦Æ Ð Ë²Í

Ð Ë�ÅWÕ­ÅW×¸ÅxË$Æ x ∈W 1,q
0 (Ω, R)

ÈhÇ²ÉnÔ ÆLÔ Ð Æ³Ï]Ê&Î Ð ÕeÕ ϕ ∈ C∞0 (Ω, R)
{∫

Ω
Hz(y,∇x(y))∇ϕ(y)dy =

∫
Ω
Gx(y, x(y))ϕ(y)dy

Ï]Ê&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω,

x ∈W 1,q
0 (Ω, R) Ð Ë²Í div(Hz(·,∇x(·))) ∈ Lq′(Ω, R).

� Ô²Å Ð Ì­×�Ê�Ï1ÆLÔ²ÌeÈEØ Ð ØcÅ}ÎtÌ­ÈEÆLÊ>ÈhÔ²ÊfÖ ÆLÔ Ð Æ´Ç²Ë²Í°Å}Î´ÆLÔ²Å ÐvÝ ÊfÜ$Å Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌ­Ê�Ë²Èxå î��$ð ØcÊ�ÈhÈhÅxÈhÈhÅWÈtÈhÊ&ÕeÇ�ÆLÌeÊ�Ë²ÈÏiÎLÊ�× Ð�	 Ë²ÊfÖ³Ë.Ø°ÎLÅ}ÙµÈ¦ØcÅWÉxÌ�
°ÅxÍ ÌeË$ÆLÅ}ÎhÜ Ð Õ³Ê�Ï(ÆLÔ°Å�ØcÊ�ÈhÌ�ÆLÌ­Ü$Å Ð ç�Ì­È ê � Ô²Å���Ç²ÅxÈ¦ÆLÌeÊ�Ë
Ê�Ï·Åxç1ÌeÈ¦ÆLÅxË°ÉxÅÞÊ�Ï
ÈhÊ�Õ­Ç�ÆLÌeÊ�Ë²È�ÆLÊ î��$ð ÌeÈ��`Ç°È¦ÆLÌ�
°ÅWÍ Ý ÑãÆLÔ²Å·Ï Ð ÉxÆ8ÆLÔ Ð Æ Ð ÕeÊ&Æ#Ê�Ï<× Ð ÆLÔ²Åx× Ð ÆLÌ­É Ð Õ:×¸Ê1Í²ÅWÕ­È�Ê&ÏqØ°Ô�Ñ1ÈhÌeÉ Ð Õ Ð Ë²ÍÆLÅxÉnÔ²Ë²ÌeÉ Ð Õ´Ø°Ô°ÅxË²Ê�×¸ÅxË Ð ÌeË$Ü$Ê&Õ­Ü$Å¸Ë²Ê�Ë²Õ­ÌeË²Å Ð Î|ÅWÕ­ÕeÌ�Ø°ÆLÌ­É!Ø°ÎLÊ Ý Õ­ÅW×-È ê�� Ë ÆLÔ°Ì­È·Ø Ð ØcÅxÎ·Ö�Å¸ÈhÔ Ð Õ­ÕtØ²ÎLÅWÈhÅxË$Æ×¸Å}ÆLÔ²Ê1Í²È ÝHÐ ÈhÅxÍ Ê�Ë ÆLÔ²ÅãÜ Ð ÎLÌ Ð ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ8É Ð Õ­ÉWÇ²ÕeÇ²ÈxåEÖ³Ô°Ì­ÉnÔ Ì­È!Ê�Ï�ÈhÌ­Ò�Ë²Ì�
°É Ð Ë$Æ-Ìe×-ØcÊ&ÎhÆ Ð Ë²ÉxÅÓÌeË × Ð Ë�ÑÍ²ÌeÈhÉxÌ­Ø°Õ­ÌeË²ÅWÈ[Ê�ÏBÈhÉxÌeÅxË²ÉWÅ Ð Ë²Í ÆLÔ²Å!È¦Æ Ð ÎhÆLÌeË²ÒÓØcÊ�ÌeË$Æ[Ï]ÊvÎ[Ü Ð ÎLÌ­Ê�Ç²È Ð Ø°Ø²ÎLÊfç1Ìe× Ð ÆLÅ-Ë�Ç²×¸Å}ÎLÌeÉ Ð Õ�ÈhÉ�Ô²ÅW×-ÅWÈÈhÇ²É�Ô Ð È��³Ì­ÆLß&å�
°Ë²Ì­ÆLÅ·Í²Ì�éæÅ}ÎLÅxË°ÉxÅ&å Ð Ë²Í�
°Ë²Ì­ÆLÅ(ÅWÕ­ÅW×-ÅWË$Æ#×¸Å}ÆLÔ°Ê�Í°È ê � Ô²ÅxÎLÅ Ð ÎLÅ Ð Ë�Ç²× Ý Å}Î�Ê�ÏqØ Ð ØcÅ}ÎLÈÈ¦ÆLÇ²Í�Ñ�ÌeË²Ò ÆLÔ²Å3ÅWÕ­ÕeÌ­Ø²ÆLÌ­É3Ø Ð ÎhÆLÌ Ð Õ(Í²Ì­écÅ}ÎLÅWË$ÆLÌ Ð Õ(Å���Ç Ð ÆLÌeÊ&Ë°ÈÓÌeË
ÆLÔ²Å3Í²Ì­Ü$Å}ÎLÒ�ÅxË²ÉWÅ3Ï]ÊvÎL×�å�ÈhÅWÅ&å Ð ×¸Ê&Ë°ÒÊ&ÆLÔ²Å}ÎLÈxå�� ï�� å�� ��� å�� � � å��! � å²ÊvÎ"� # � ê$� ËVÊ�Ç�Î#É Ð ÈhÅ�å G Ì­È#Ë²Ê&Æ#Èh×¸Ê1Ê&ÆLÔVÅxË²Ê�Ç²Ò�ÔÓÆLÊ Ð Ø²Ø°Õ­Ñ��% �¡î

G
ÈhÔ²Ê�Ç²Õ­Í

Ý Å0Ê�Ï¡ÉWÕ Ð ÈhÈ C(Ω × R,R)
ð Ê&Î&�%# � å:Ö³Ô°Å}ÎLÅjÆLÔ°Å0Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅjÎLÅWÈhÇ²Õ�Æ[Ï]Ê&ÕeÕeÊWÖ³È·ÏQÎLÊ�× ÆLÔ²Å!Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅjÊ�Ï

Ð ÈhÊ�ÕeÇ�ÆLÌeÊ&ËVÊ�Ï Ð Ë Ð ÈhÈhÊ1ÉxÌ Ð ÆLÅxÍVÈ¦Ñ�×¸×-ÅxÆhÎLÌ­ßWÅxÍVÈhÅx×¸Ì­ÕeÌeË²Å Ð Î#Ø°ÎLÊ Ý Õ­ÅW× Ï]Ê&Î Gx(y, ·) ÉWÊ�Ë$ÆLÌ­Ë1Ç²Ê�Ç²È#Ê�Ë R
Ð Ë²Í�È Ð ÆLÌeÈhÏQÑ1ÌeË²Ò²å Ð ×¸Ê�Ë²Ò¸Ê&ÆLÔ²ÅxÎLÈxå�ÆLÔ²Å|ÅxÈ¦ÆLÌe× Ð ÆLÌeÊ�Ë
î�'$ð

Gx(y, x) ≤ α{−θ2(−x)f2(y)} Ï]ÊvÎ Ð ÕeÕ x ≤ 0
ÏQÊ&Î>Ë²Ê�Ë²Í²ÅWÉ}ÎLÅ Ð ÈhÌeË²Ò θ2 ∈ C(R+, R+),

Ë²Ê�Ë²Ë°ÅxÒ Ð ÆLÌ�Ü$Å f2 ∈ Lp(Ω, R+), max{n/q, 1} < p ≤ ∞,
θ2(0) > 0 ê)( ÅxÎLÅ�Ö�ÅÞÍ²Ê Ë²Ê&ÆãÌe×-ØcÊ�ÈhÅÞÅxÌ­ÆLÔ²Å}ÎÓÉxÊ�Ë$ÆLÌeË�Ç²Ì­Æ�Ñ Ê�Ï Gx Ì­Ë x Ê�Ë ÆLÔ°Å�Ö³Ô²Ê�Õ­ÅÞÕeÌ­Ë°ÅÞÊvÎÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌeÊ&Ë°È�ÈhÌe×¸Ì­Õ Ð Î³ÆLÊ î�'�ð ê* Ë Ð ÕeÊ�Ò&Ê�Ç²È>Ø°ÎLÊ Ý Õ­ÅW×-È(ÌeËÞÜ Ð ÎLÌ Ð ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ<Ï]ÊvÎL× Ö�Å}ÎLÅjÆhÎLÅ Ð ÆLÅxÍ Ý Ñ�×¸Å Ð Ë²È(Ê�Ï´ÆLÔ²Å0ÈhÇ Ý Ùhå:ÈhÇ�ØæÅ}ÎLÈhÊ&ÙÕ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë Ð ÎLÒ�Ç²×¸ÅxË�ÆLÈxå°Ï]Ê&Î>Å}ç Ð ×-Ø°ÕeÅ|Ì­Ë+� '�� å,� - � å.�%/ � å.�%0 � å.� ï�1
� å,� ï�ï2� ê * ê3�#Ð�Ð Õ Ð Õ Ð Ë²Í54 ê6�·ê �³Ô²Ê�Ç²× ÐÌ­Ë�� ï�� Ð Õ­ÈhÊ Ð Ø°Ø°Õ�ÑÓÜ Ð ÎLÌ Ð ÆLÌ­Ê�Ë Ð Õæ×-ÅxÆLÔ²Ê1Í²È Ð Ë²Í�ÆLÔ²Å[ÉxÊ�×-Ø Ð ÎLÌ­ÈhÊ�ËVØ²ÎLÌeË²ÉWÌ�Ø°ÕeÅ[ÏQÊ&Î³ÈhÇ Ý Ù Ð Ë²Í�ÈhÇ�ØæÅ}ÎLÈhÊ&ÙÕ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë²Èxå�Ø²ÎLÊfÜ$ÅxÍVÌeËÓÆLÔ²Å7
²ÎLÈ¦Æ#Ø Ð ÎhÆ�Ê&ÏqÆLÔ²ÅWÌ�Î#Ø Ð ØcÅ}ÎWå�ÆLÊ!Ê Ý Æ Ð ÌeËÓÆLÔ²Å·Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ(Ê�Ï Ð Ö�Å Ð
	 ÈhÊ&ÕeÇ�ÆLÌeÊ�ËÏQÊ&Î�ÆLÔ²Å|ÈhÅxÉWÊ&Ë°Í�Ê&ÎLÍ²ÅxÎ8��Ç Ð ÈhÌ­ÕeÌ­Ë°Å Ð Î³ÅWÕ­ÕeÌ­Ø²ÆLÌ­É|Å���Ç Ð ÆLÌeÊ&Ë�Ê&ÏEÆLÔ²Å|ÏQÊ&ÎL×
î - ð

L(u)(y) ≡ − div(A(y, u(y),∇u(y))) +B(y, u(y),∇u(y)) = 0
ÏQÊ&Î

Ω ⊂ Rn Ý ÅxÌeË²Ò Ð[Ý Ê&Ç°Ë²Í²ÅxÍVÍ²Ê�× Ð ÌeËãÖ³Ì­ÆLÔãÈh×¸Ê1Ê&ÆLÔ Ý Ê&Ç°Ë²Í Ð ÎhÑ Ð Ë²Í A(x, u,∇u) = {Ai(x, u,
∇u)}i=1..n, A

i, B : Rd × R × Rd → R.
� Ô²ÅWÈhÅ-ÎLÅWÈhÇ²Õ�ÆLÈjÍ²ÊÞË²Ê&ÆjÉxÊfÜ$Å}ÎjÈhÌ­ÆLÇ Ð ÆLÌ­Ê�Ë²ÈjÍ²ÅxÈhÉxÎLÌ Ý ÅxÍÌ­ËÞÆLÔ²ÌeÈ>Ø Ð ØcÅ}Î ê � Ô°Ì­È(Ì­È(Í²Ç°Å|ÆLÊãÆLÔ²ÅjÏ Ð ÉxÆ>ÆLÔ Ð Æ³ÆLÔ°Å Ð Ç�ÆLÔ°ÊvÎLÈ(ÉxÊ�Ë²ÈhÌeÍ²Å}Î(ÆLÔ°ÅjÉ Ð ÈhÅjÖ³Ô²ÅxË Ai, B Ð ÎLÅ

â�Ð Î Ð ÆLÔ°äxÊ1Í²Ê&ÎhÑÓÏ]Ç²Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë²È³È Ð ÆLÌeÈhÏQÑ1ÌeË²Ò¸ÆLÔ²Å[Ï]Ê�Õ­ÕeÊfÖ³Ì­Ë²Ò¸ÉWÊ&Ë°Í²Ì�ÆLÌeÊ�Ë²ÈxÚHÏQÊ&Î Ð ÕeÕ ζ ∈ R, ξ, ξ′ ∈ Rd
9 ¹ |A(y, ζ, ξ)| ≤ k0(y) + b0(y)|ζ|p−1 + a|ξ|p−1,90ë î

A(y, ζ, ξ)−A(y, ζ, ξ′))(ξ − ξ′) > 0,
Ì­Ï
ξ 6= ξ,′



MULTIPLE POSITIVE SOLUTIONS
ñ úWù

9jì
A(y, ζ, ξ)ξ ≥ α|ξ|p − d0(y)|ζ|p − e(y),9 � |B(y, ζ, ξ)| ≤ k(y) + b(y)|ζ|α + c|ξ|r,

Ö³Ì�ÆLÔ�ØcÊ�ÈhÌ­ÆLÌ�Ü$Å¸ÉWÊ�Ë²È¦Æ Ð Ë$ÆLÈxÚ a, c, α å 0 < r < p
(p∗)′ , p

′ = p
p−1 , p

∗ = dp
d−p , Ð

Ë°Í
k0 ∈ Lp

′
, b0 ∈

L
d
p−1 , k ∈ Lq, Ö³Ô°Å}ÎLÅ (p∗)′ < q < ( d

p−ε ∧
p
r ), d0, e, b ∈ L

d
p−ε ,, 0 < ε < 1. ( ÅxÎLÅ&å�ÆLÔ²Å(Ï]Ç²Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë

B(y, u,∇u) = −Gx(y, u)
ÌeÈ�Ë²Ê&Æ�Èh×¸Ê1Ê&ÆLÔ�ÅxË²Ê�Ç²Ò�Ô ê�� ÊvÎLÅWÊfÜ�ÅxÎ�Ö�Å[Ê&×¸Ì­Æ�Ò&ÎLÊfÖ�ÆLÔ�ÉxÊ�Ë²Í°Ì�ÆLÌeÊ�Ë²Èxå²ÈhÊ� 9 ��� Í°Ê�ÅWÈ|Ë°ÊvÆ0Ë²ÅWÉxÅxÈhÈ Ð ÎLÌeÕ�Ñ�Ô²Ê�Õ­Í Ì­Ë Ê�Ç�ÎjÉ Ð ÈhÅ ê.� ÆjÌ­ÈjÖ�ÊvÎhÆLÔ"Ë²Ê&ÆLÌeË²Ò�ÆLÔ Ð Æ Ð Õ­Õ¡Ø²ÎLÊ&ØcÅxÎhÆLÌ­ÅWÈ|Ê�Ï GÉxÊ�Ë²ÉWÅ}ÎLË!ÆLÔ²Å#ÌeË$ÆLÅ}ÎhÜ Ð Õ Ĩ . � Ë0ÆLÔ°Å8Ü Ð È¦Æ�Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÌ­Ë°Ò·ÕeÌ­ÆLÅ}Î Ð ÆLÇ�ÎLÅ#Í²Å}Ü$Ê&ÆLÅxÍ!ÆLÊ·ÈhÌe×¸Ì­Õ Ð Î�Ø²ÎLÊ Ý ÕeÅx×¸Èxå Ð Ç�ÆLÔ°ÊvÎLÈÇ²ÈhÇ Ð ÕeÕ�Ñ0Ì­×-ØcÊ�ÈhÅ�Èh×¸Ê�Ê&ÆLÔ²Ë°ÅxÈhÈxåvÉWÊ�Ë$Ü$Å}ç�Ì�Æ�ÑjÊ&ÎtÒ&ÎLÊWÖ�ÆLÔ!ÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌeÊ&Ë°È´Ê�Ë R. � Æ´ÆLÇ�ÎLË²ÈtÊ�Ç�ÆEÆLÔ Ð Æ´Ö�Å Ð
	 Å}Î

Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌ­Ê�Ë²È[× Ð Í²Å0Ê�Ë G Ð ÎLÅ!È¦ÆLÌ­ÕeÕ´È¦Ç��¸ÉWÌ­ÅWË$Æ·ÆLÊÓÍ²ÅWÍ²Ç²ÉxÅ0ÆLÔ²Å0Åxç�Ì­È¦ÆLÅWË²ÉxÅ0Ê�Ï Ð ÉxÊ�Ç²Ë$Æ ÐvÝ ÕeÅ0ÈhÅxÆ·Ê�ÏØcÊ�ÈhÌ�ÆLÌ­Ü$Å�ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë²È�ÏQÊ&Î î��$ð ê�� Ì­Ë²ÉWÅ8Ö�Å�ÈhÔ Ð ÕeÕ1Ø²ÎLÊ&ØcÊ�ÈhÅ Ð Ë Ð Ø²Ø²ÎLÊ Ð É�Ô!ÆLÊ(ÈhÊ�Õ­Ü ÐvÝ ÌeÕ­Ì­Æ�ÑjÊ�Ï°Ê�Ç�ÎtØ²ÎLÊ Ý ÕeÅx×
ÝHÐ ÈhÅxÍ�Ê�ËÓÜ Ð ÎLÌ Ð ÆLÌeÊ�Ë Ð Õc×¸Å}ÆLÔ²Ê1Í²Èxå²Ì­Ë°ÉxÕeÇ²Í²ÌeË²Ò Ð Í²Ç Ð ÕæÕ­Å Ð È¦Æ Ð ÉxÆLÌ­Ê�ËãØ°ÎLÌ­Ë²ÉWÌ�ØHÕ­Å�å�Ö�Å(ÆhÎLÅ Ð Æ î��$ð Ð È�ÆLÔ°Å� Ç²Õ­ÅxÎhÙµÄ Ð Ò&Î Ð Ë²Ò�Å|Å���Ç Ð ÆLÌ­Ê�Ë�ÏQÊ&Î³ÆLÔ²Å[ÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ
î / ð

J(x) =

∫

Ω

{H(y,∇x(y))−G(y, x(y))}dy

Í²Å�
HË²ÅxÍ Ê�Ë Ð ÉxÅxÎhÆ Ð ÌeË3ÈhÇ Ý ÈhÅ}Æ X î Ò&Ì­Ü$ÅxË3Õ Ð ÆLÅxÎ ð Ê�Ï W 1,q
0 (Ω, R).

� Ô²ÌeÈ(ÎLÅxÈ¦ÆhÎLÌeÉ}ÆLÌeÊ&Ë Ì­È Ð ÈhÈhÊ1ÉxÌ Ð ÆLÅxÍÖ³Ì�ÆLÔ3ÆLÔ²Å!Ï Ð É}Æ·ÆLÔ Ð Æ·ÌeË3ÆLÔ²Å!Ò�ÅxË²ÅxÎ Ð Õ´É Ð ÈhÅ!Í²ÅxÈhÉxÎLÌ Ý ÅWÍ Ý Ñ3Ê�Ç�Î[Ô$Ñ1ØcÊ&ÆLÔ²ÅWÈhÅxÈxå J Ì­È[Ë²Ê&Æ·Ë²ÅWÉxÅWÈhÈ Ð ÎLÌeÕ­Ñ
Ý Ê�Ç²Ë²Í²ÅWÍ|Ê�Ë W 1,q

0 (Ω, R) ê � Å�ÈhÔ Ð ÕeÕ�ÉWÊ�Ë²ÈhÌ­Í°Å}Î<ÆLÔ²Å¡ÈhÅ}Æ X Ê�Ë[Ö³Ô²ÌeÉ�Ô J ÚX → R
ÌeÈ Ý Ê&Ç°Ë²Í²ÅxÍ Ý ÅxÕeÊWÖ ê

� ÌeË²ÉxÅ�Ê�Ç�Î Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌeÊ�Ë²È Ð ÎLÅ�Ë²Ê&Æ¸È¦ÆhÎLÊ�Ë²Ò�ÅxË°Ê&Ç°Ò&ÔqåtÖ�ÅVÖ³ÌeÕ­Õ#Ë²Ê&Æ)Ç²ÈhÅ�×¸ÅxÆLÔ²Ê1Í²È¸Õ­Ì 	 ÅV×¸Ê�Ç²Ë$Æ Ð ÌeËØ Ð ÈhÈjÕeÅx×¸× Ð î ÈhÅxÅ)Å ê Ò ê � ï ��� å)� ï - � å)� ï / ��ð å � Ê&ÎLÈhÅ¸ÆLÔ²ÅxÊ&ÎhÑ Ð Ë²Í"Ì�ÆLÈjÒ�ÅxË²ÅxÎ Ð Õ­Ìeß Ð ÆLÌeÊ&Ë"ÊvÎjÆLÔ²Å)È Ð Í°Í²Õ­ÅØcÊ�Ì­Ë�ÆLÈ-ÆLÊ�ÌeË$Ü$ÅxÈ¦ÆLÌeÒ Ð ÆLÅ�ÉxÎLÌ�ÆLÌeÉ Ð Õ�ØcÊ�ÌeË$ÆLÈ¸Ê&Ï J ê	� Ê&ÎLÅVØ²ÎLÅWÉxÌeÈhÅxÕ­Ñ�å�Ö�Å�É Ð Ë²Ë²Ê&Æ¸Ç°ÈhÅVÆLÔ°ÅV×¸Ê�Ç²Ë$Æ Ð ÌeËØ Ð ÈhÈ·ÆLÔ²ÅxÊ&ÎLÅx×�åæÏ]ÊvÎ[Å}ç Ð ×-Ø°ÕeÅ&å Ý ÅxÉ Ð Ç²ÈhÅ G Ì­È[Ë²Ê&Æ·ÈhÇ��¸ÉWÌ­ÅWË$ÆLÕ­Ñ3Èh×¸Ê1Ê&ÆLÔ Ð Ë²Í Ì­Æ[Í²Ê1ÅWÈ·Ë²Ê&Æ·È Ð ÆLÌeÈhÏiÑ
Ð Ë$Ñ�ÒvÎLÊfÖ�ÆLÔ�ÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌeÊ&Ë°ÈxàqÖ�Å Ð ÕeÈhÊ�Ê�×-Ì­Æ Ð Í²Í²Ì­ÆLÌ­Ê�Ë Ð Õ�ÎLÅxÕ Ð ÆLÌ­Ê�Ë²È|ÈhÌe×¸Ì­Õ Ð Î|ÆLÊVÆLÔ°Å-Ï]Ê�Õ­ÕeÊfÖ³Ì­Ë°Ò�ÚqÆLÔ²ÅxÎLÅÅ}ç�ÌeÈ¦ÆLÈ

µ > 0
ÈhÇ²É�Ô ÆLÔ Ð Æ 0 < µG(y, x) ≤ xGx(y, x)

Ê&Ç²ÆLÈhÌ­Í²Å!ÆLÔ²Å ÝHÐ ÕeÕ´Ö³Ì�ÆLÔ Î Ð Í°Ì­Ç²È r ≥ 0 ê�� ËÉxÊ�Ë²ÈhÅ �$Ç°ÅxË²ÉWÅ&å
J
Í²Ê1ÅxÈ�Ë°ÊvÆ³È Ð ÆLÌeÈhÏiÑ$å°ÌeË�Ò�ÅxË²ÅxÎ Ð Õyå²ÆLÔ²Å î�
 � ð ÙµÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌeÊ&Ë ê� Ô²ÌeÈ�Ø Ð ØæÅ}Î�ÌeÈ�Ê&ÎLÒ Ð Ë²Ì­ßWÅxÍ Ð È�ÏQÊ�ÕeÕ­ÊfÖ³ÈxÚ 
²ÎLÈ¦Æ�Ö�Å�ÌeË$ÆhÎLÊ1Í²Ç²ÉWÅ�ÆLÔ²Å�ÈhÅ}Æ X Ê�Ï Ð ÎLÒ�Ç²×¸ÅxË$ÆLÈ�Ê�ÏÆLÔ²Å Ð É}ÆLÌeÊ�Ë'Ï]Ç²Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ J Ð Ë²Í�Ø°ÎLÊWÜ$Å�ÈhÊ�×¸Å�Ì­×-ØcÊ&ÎhÆ Ð Ë$Æ�Ø²ÎLÊ&ØcÅxÎhÆLÌ­ÅWÈVÊ�Ï X. � Ë � ÅxÉxÆLÌ­Ê�Ë � Ö�Å

Í²Å}Ü$ÅWÕ­Ê&Ø Ð Í²Ç Ð ÕeÌ�Æ�Ñ�ÆLÔ°ÅxÊ&ÎhÑ�å<Ö³Ô²ÌeÉ�Ô ÌeÈ ÝHÐ ÈhÅxÍ Ê�Ë�ÆLÔ²ÅãÌeÍ²Å Ð Ê�Ï�Ç°ÈhÌ­Ë²ÒÞÆLÔ²Å
�°ÅWË²É�Ô²ÅWÕBÉWÊ&Ë �`Ç²Ò Ð ÆLÅ)Ê�ÏÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë²È
G Ð Ë²Í H ÆLÊ�Í²Å�
HË²Å�ÆLÔ²Å�Í²Ç Ð Õ�ÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ ê � Ô²Å�Í²Ç Ð ÕeÌ­Æ�Ñ ÎLÅxÕ Ð ÆLÅxÈ-ÆLÔ°Å�Ì­Ë 
°×0Ç²×�Ê�Ë

X
Ê�Ï·ÆLÔ°Å3ÅxË²ÅxÎLÒ&Ñ.Ï]Ç²Ë²ÉxÆLÌ­Ê�Ë Ð Õ Ð ÈhÈhÊ1ÉxÌ Ð ÆLÅxÍ
Ö³Ì­ÆLÔ Ê�Ç�ÎÓØ²ÎLÊ Ý ÕeÅx×�å8ÆLÊ ÆLÔ²Å3ÌeË$
°×0Ç²×5Ê�Ï·ÆLÔ²Å Í²Ç Ð ÕÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð ÕqÊ�Ë Ð ÉxÊ&ÎhÎLÅxÈ¦ØæÊ&Ë°Í²Ì­Ë°Ò¸ÈhÅ}Æ Xd.

� Ô²Å|ÕeÌ­Ë 	 È Ý ÅxÆ�Ö�ÅxÅxË�×¸ÌeË²Ì­×¸ÌeßxÅxÎLÈ³Ê�Ï Ý Ê&ÆLÔ�Ï]Ç²Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ­ÈÒ�Ì�Ü$Å Ð Ü Ð ÎLÌ Ð ÆLÌeÊ&Ë Ð Õ�Ø²ÎLÌeË²ÉxÌ­Ø°ÕeÅ Ð Ë²Íæå8Ì­Ë
ÉWÊ&Ë°ÈhÅ���Ç²ÅxË°ÉxÅ&åBÆLÔ²ÅxÌ­Î)ÎLÅxÕ Ð ÆLÌ­Ê�Ë.ÆLÊ�ÆLÔ²Å Ý Ê�Ç²Ë²Í Ð ÎhÑ Ü Ð Õ­Ç°ÅØ²ÎLÊ Ý ÕeÅx× ê * È Ð Ë°ÊvÆLÔ°Å}Î)ÉxÊ�Ë²ÈhÅ �$Ç°ÅxË²ÉWÅ�Ê�Ï³ÆLÔ²Å�Í²Ç Ð ÕeÌ�Æ�Ñ Ö�Å�Ê Ý Æ Ð ÌeË Ð Ë�Ç²×¸Å}ÎLÌeÉ Ð Õ#Ü$Å}ÎLÈhÌeÊ�Ë Ê�Ï³ÆLÔ°ÅÜ Ð ÎLÌ Ð ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ´Ø²ÎLÌeË²ÉWÌ�Ø°ÕeÅ&åæÖ³Ô°Ì­ÉnÔ�Ò�Ì­Ü�ÅWÈ Ð ×¸Å Ð ÈhÇ�ÎLÅ¸Ê�Ï¡ÆLÔ°Å-Í²Ç Ð ÕeÌ�Æ�Ñ Ò Ð Ø Ý ÅxÆ�Ö�ÅxÅxË ÆLÔ°Å!Ø²ÎLÌe× Ð Õ Ð Ë²ÍÍ²Ç Ð ÕæÏ]Ç²Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð ÕcÏ]Ê&Î Ð Ø²Ø°ÎLÊWç�Ìe× Ð ÆLÅ[ÈhÊ�ÕeÇ�ÆLÌ­Ê�Ë²È#ÆLÊ î��$ð ê � Ô²ÅxÈhÅ·Ë1Ç²×¸Å}ÎLÌeÉ Ð ÕcÎLÅWÈhÇ²Õ­ÆLÈ Ð ÎLÅ·Ç²ÈhÅWÍVÌeËÓÆLÔ°ÅØ²ÎLÊ1Ê�ÏEÊ�ÏEÆLÔ²Å[Ï]Ê�Õ­ÕeÊfÖ³Ì­Ë²Ò)Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ(ÆLÔ°ÅxÊ&ÎLÅx×�Ú
��������������������� �!�"�!#%$'&)(�&

x0
&+*-,)�.(���/0(

0 ≤ x0 ≤ z1
/21'�3154%6

Ω
å /%687

{− div(Hz(y,∇x0(y))) = Gx(y, x0(y)) 9 4%�:/21'� ê y ∈ Ω,

x0 ∈W 1,q
0 (Ω, R) Ð Ë²Í div(Hz(·,∇x0(·))) ∈ L∞(Ω, R).

� ÅWÉ}ÆLÌeÊ�Ë /�ÌeÈqÍ°Å}Ü$Ê&ÆLÅxÍ·ÆLÊ#ÆLÔ²Å¡Å}ç�Ì­È¦ÆLÅWË²ÉxÅ�Ê�Ï Ð ÉxÊ�Ç²Ë�Æ ÐJÝ Õ­Å¡ÈhÅxÆ<Ê�Ï�ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë²È<ÆLÊ î��$ð ê%; Ç�Î Ð Ø²Ø°ÎLÊ Ð ÉnÔ
Ð Õ­ÕeÊfÖ³ÈãÇ°È)ÆLÊ Ò�ÅxÆÓÌ­Ë°ÏQÊ&ÎL× Ð ÆLÌ­Ê�Ë Ê�Ë.ÆLÔ²Å3ÕeÅ Ð È¦ÆVË�Ç²× Ý Å}ÎVÊ�Ï[ÈhÊ�Õ­Ç�ÆLÌeÊ�Ë²È Ý Ñ Ð Ø°Ø°Õ�Ñ�ÌeË²Ò ÆLÔ²Å ÐvÝ ÊfÜ$Å



ñ ú��
A. ORPEL

ÆLÔ²ÅxÊ&ÎLÅW× ÎLÅ}ØæÅ Ð ÆLÅxÍ²Õ­Ñ0Ï]Ê&Î Ð ÈhÅ���Ç²ÅxË°ÉxÅ#Ê�Ï:Í°Ì­È �¦Ê�Ì­Ë$Æ8ÈhÅ}ÆLÈ Xi
Í²ÅWÈhÉ}ÎLÌ Ý ÅxÍ Ý Ñ Ð ÈhÅ���Ç²ÅWË²ÉxÅ�Ê�Ï:Ì­Ë�ÆLÅ}ÎhÜ Ð ÕeÈxåÊ�ËVÖ³Ô°Ì­ÉnÔ

G
È Ð ÆLÌeÈ 
°ÅxÈ>ÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌ­Ê�Ë²È Ð Ë Ð Õ­Ê�Ò�Ê�Ç²È#ÆLÊ � í ¹ ��� � í���� ê4(ÊfÖ�Ö�Å|ÈhÔ Ð ÕeÕqÉxÊ�Ë²È¦ÆhÎLÇ²ÉxÆ�ÆLÔ²Å[ÈhÅxÆ³Ê�Ï Ð ÎLÒ�Ç²×¸ÅxË$ÆLÈ³Ê�Ï J Ð È�Ï]Ê�Õ­ÕeÊfÖ³ÈxÚ

X = {x ∈W 1,q
0 (Ω, R), 0 ≤ x(y) ≤ z1(y) Ð1ê Å ê Ê�Ë Ω Ð Ë°Í div(Hz(y,∇x(y))) ∈ L∞(Ω, R)}.

� Ê"Ø°ÎLÊWÜ$Å Ð Ë Ð Ç²ç1ÌeÕeÌ Ð ÎhÑ.ÕeÅx×¸× Ð ÉxÊ�Ë²ÉxÅxÎLË²ÌeË²Ò"Ø²ÎLÊ&ØcÅ}ÎhÆLÌeÅxÈÓÊ&Ï X Ö�Å3Ç²ÈhÅÞÈhÊ�×¸ÅÞÎLÅWÈhÇ²Õ�ÆLÈÓÍ²Ç²ÅÞÆLÊ
* ê ��Ð�Ð Õ Ð Õ Ð Ë²Í 4 ê �·ê �³Ô²Ê�Ç²× Ð å°ÈhÊ-Ö�Å|ÉWÌ�ÆLÅ·ÆLÔ²Å[ÎLÅxÕeÅ}Ü Ð Ë$Æ³Í°Å�
°Ë²Ì­ÆLÌeÊ&Ë°È Ð Ë²Í�ÆLÔ²ÅWÊvÎLÅW× ÏiÎLÊ�× � ï�� ê
� �����	�
�	���'�
����� � ÅBÈ Ð Ñ·ÆLÔ Ð Æ x ÌeÈ Ð & 4�� *�(�$ 4%6 Ê�Ï î � ð Ö³Ì�ÆLÔ|ÆLÔ²Å Ý Ê�Ç²Ë²Í Ð ÎhÑ[Ü Ð Õ­Ç°Å g∈W 1− 1

p (∂Ω) ,

1 < p <∞, Ì­Ï

î � ð x ∈W 1,p(Ω, R), B(·, x,∇x) ∈ L(p∗)′(Ω, R), x = g ∈W 1− 1
p (∂Ω),∫

Ω

A(·, x(y),∇x(y))∇ϕ(y)dy +

∫

Ω

B(y, x(y),∇x(y))ϕ(y)dy = 0

ÏQÊ&Î Ð ÕeÕ ϕ ∈W 1,p
0 (Ω, R) .

� �����	�
�	���'�
��� � � Å0È Ð Ñ�ÆLÔ Ð Æ x Ì­È Ð Ë *������ � &+*����)�)& 4�� *�(�$ 4%6 Ê�Ï î � ð Ö³Ì�ÆLÔÞÆLÔ²Å Ý Ê&Ç°Ë²Í Ð ÎhÑ�Ü Ð Õ­Ç°Å
g ∈W 1− 1

p (∂Ω) , 1 < p <∞, ÌeÏ
x ∈W 1,p(Ω, R), B(·, x,∇x) ∈ L(p∗)′(Ω, R), x ≥ g ∈W 1− 1

p (∂Ω),∫

Ω

A(·, x(y),∇x(y))∇ϕ(y)dy +

∫

Ω

B(y, x(y),∇x(y))ϕ(y)dy ≥ 0

ÏQÊ&Î Ð ÕeÕ ϕ ∈W 1,p
0 (Ω, R)

ÈhÇ²É�Ô�ÆLÔ Ð Æ ϕ ≥ 0.

� Ìe×¸Ì­Õ Ð ÎLÕ�Ñ$å Ð � 4�� �)��&+*�� & 4�� *�(�$ 4%6 Ì­È(É�Ô Ð Î Ð É}ÆLÅxÎLÌ­ßWÅxÍ Ý Ñ�ÆLÔ²Å|ÎLÅxÜ$Å}ÎLÈhÅjÈhÌeÒ�Ë²È>ÌeË�ÆLÔ°Å ÐvÝ ÊfÜ$Å0Í²Å�
²ÙË²Ì­ÆLÌ­Ê�Ë ê
�������������������-*����-4%& � (���/0( �"!$# /27�%"$�(�& /&�+4%*�6 72�+7'� 4�� �)� &!*(�)& 4�� *�(�$ 4%6

u
/%687 /)�+4%* 6872�+7 *������)�

&+*���� �)& 4�� *�(�$ 4%6
v
&+*�, � (���/0(

u ≤ v. ����� 6 (����)�+� �+#%$'&+(�&�/ & 4�� *�(�$ 4%6
w

4 9 �"!$# &+*�, � (���/0(
u ≤ w ≤ v/21 � 1	4%6

Ω.
4(ÊfÖ�Ö�Å|ÈhÔ Ð ÕeÕæØ²ÎLÊfÜ$Å

* ��� �,+����
X 6= ∅ /%687

X
��/%& (���� 9 4��	� 4��	$'6.-/� �!4$��� � (10.2 9 4%���43%� �50

x ∈ X, (����)�+���+#%$ &)(�&
x̃ ∈ X&+*�, �.(���/0(

î16jð − div(Hz(y,∇x̃(y)) = Gx(y, x(y)) 9 4%�:/21 � 1
y ∈ Ω.

7 �!4 4 9 1 ÄEÅ}Æ(Ç°È·Ë²Ê&ÆLÅjÆLÔ Ð Æ z0 ∈ X
å:Ö³Ô²Ì­ÉnÔ ÌeÈ(Í°Ç²Å0ÆLÊ

(G1),
ÈhÊ
X 6= ∅ ê �tÌ­ç x ∈ X. � Ñ � í ë �

Ð Ë²Í � í ¹ � Ö�Å3Ô Ð Ü$Å Gx(·, x(·)) ∈ L∞(Ω, R).
Ä<ÅxÆÓÇ²ÈÓÉxÊ�Ë²ÈhÌeÍ²Å}Î î � ð Ö³Ì�ÆLÔ

p = q, g ≡ 0,

A(y, ζ, ξ) = Hz(y, ξ) Ð Ë²Í B(y, ζ, ξ) = −Gx(y, x(y))
Ú

î  ð {− div(Hz(y,∇x̃(y)) = Gx(y, x(y))
ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω,

x ∈W 1,p
0 (Ω, R) .

� ÌeË²ÉxÅ div(Hz(y, 0)) = 0 Ð Ë°Í Gx(y, x(y)) ≤ 0 Ð1ê Å ê Ê�Ë Ω, u = 0
Ì­È Ð¸Ý Ê&Ç°Ë²Í²ÅxÍ3ÕeÊWÖ�ÅxÎ(ÈhÇ Ý ÈhÊvÙÕ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë�Ê�Ï î  ð

. ; Ë�ÆLÔ²Å|Ê&ÆLÔ²Å}Î³Ô Ð Ë²Íqå°ÏQÊ&Î Ð ÕeÕqË²Ê�Ë²Ë²ÅWÒ Ð ÆLÌ­Ü$Å ϕ ∈W 1,q
0 (Ω, R)

å
∫

Ω

Hz(y,∇z0(y))∇ϕ(y)dy −
∫

Ω

Gx(y, x(y))ϕ(y)dy

≥ −
∫

Ω

div[Hz(y,∇z0(y))]ϕ(y)dy −
∫

Ω

Gx(y, z1(y))ϕ(y)dy ≥ 0.



MULTIPLE POSITIVE SOLUTIONS
ñ úfú

� Ê z0
Ì­È Ð0Ý Ê�Ç²Ë²Í°ÅxÍ�Ç�Ø°ØcÅ}Î³ÈhÇ�ØcÅ}ÎLÈhÊ�ÕeÇ�ÆLÌeÊ&Ë�Ê&Ï î  ð . � Ô²ÅxÎLÅxÏ]ÊvÎLÅ � Ô²ÅxÊ&ÎLÅx× ï Ñ�Ì­ÅWÕ­Í²È#ÆLÔ°Å·Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅÊ�Ï Ð ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë x ÆLÊ î  ð ÈhÇ²É�Ô3ÆLÔ Ð Æ 0 ≤ x ≤ z0 Ð�ê Å ê Ê&Ë Ω Ð Ë°Í3ÏQÇ²ÎhÆLÔ²Å}Î 0 ≤ x ≤ z1 Ð�ê Å ê Ê�Ë Ω.

� Ç²×¸× Ð ÎLÌ­ßWÌ­Ë²Ò²Ú x ∈W 1,q
0 (Ω, R)

å
0 ≤ x ≤ z1 Ð�ê Å ê Ê�Ë Ω, Ð Ë²Í − div(Hz(·,∇x(·))) ∈ L∞(Ω, R).� Ô�Ç²È

x ∈ X Ð Ë²ÍæåHÌ­Ë�ÉxÊ�Ë²ÈhÅ ��Ç²ÅxË²ÉWÅ&å X Ô Ð È�ÆLÔ²Å[Ø²ÎLÊ&ØcÅ}ÎhÆ�Ñ î16jð ê
ë º���Á�����ÃQ½�� ¾	��
fÁ��Q½�º � Ë
ÆLÔ°Ì­ÈÓÈhÅxÉxÆLÌ­Ê�Ë
Ö�Å3ÈhÔ Ð Õ­Õ(Í°Å}Ü$ÅxÕeÊ&Ø ÆLÔ²ÅÞÍ°Ç Ð Õ­Ì­Æ�Ñ�å8Ö³Ô²Ì­ÉnÔ Í²ÅxÈhÉxÎLÌ Ý ÅxÈãÆLÔ°ÅÎLÅxÕ Ð ÆLÌ­Ê�Ë²È Ý ÅxÆ�Ö�ÅxÅxË�ÆLÔ²Å�ÉxÎLÌ�ÆLÌeÉ Ð Õ�Ü Ð ÕeÇ²ÅVÊ�Ï J Ð Ë°Í�ÆLÔ²Å�ÌeË$
°×0Ç²×�Ê�Ï�ÆLÔ°ÅVÍ²Ç Ð Õ�Ï]Ç²Ë²ÉxÆLÌ­Ê�Ë Ð Õ JD :

Xd → R
Í²Å2
°Ë²ÅxÍ Ð È³ÏQÊ�ÕeÕ­ÊfÖ³ÈxÚ

î # ð
JD(p) =

∫

Ω

{−H∗(y, p(y)) +G∗(y,− div p(y))} dy,
Ö³Ì�ÆLÔ

G∗(y, ·) Ð Ë²Í H∗(y, ·) î y ∈ Ω
ð Í²ÅWË²Ê&ÆLÌ­Ë°Ò!ÆLÔ°Å �HÅxË²ÉnÔ²ÅxÕ<ÉxÊ�Ë
�¦Ç²Ò Ð ÆLÅ|Ê�Ï G̃(y, ·) Ð Ë°Í H(y, ·),ÎLÅxÈ¦ØcÅWÉ}ÆLÌ­Ü$ÅxÕ­Ñ�å²Ö³Ô²Å}ÎLÅ

G̃(y, x) =

{
G(y, x)

Ì­Ï
x ∈ Ĩ Ð Ë²Í y ∈ Ω,

∞ Ì­Ï
x /∈ Ĩ Ð Ë²Í y ∈ Ω,

Ð Ë²Í
Xd := {p ∈ Lq′(Ω, Rn);

ÆLÔ°Å}ÎLÅ[Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÈ
x ∈ X ÈhÇ²É�Ô�ÆLÔ Ð Æ

p(y) = Hz(y,∇x(y))
Ï]Ê&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω}.Ä<ÅW×-× Ð ï Õ­Å Ð Í²È�ÆLÊ0ÆLÔ²Å(Ê Ý ÈhÅxÎhÜ Ð ÆLÌeÊ&ËÓÆLÔ Ð Æ#Ï]ÊvÎ�Å Ð É�Ô x ∈ X ÆLÔ²ÅxÎLÅ(Åxç�Ì­È¦ÆLÈ x̃ ∈ X È Ð ÆLÌ­ÈhÏQÑ�Ì­Ë²Ò î16jð ê� Ð
	 ÌeË²Ò p(·) = Hz(·,∇x(·)) ∈ Lq′(Ω, Rn)

Ö�Å|Ì­Ë°ÏQÅxÎ�ÆLÔ Ð Æ p ∈ Xd.
�tÌ­Ë Ð ÕeÕ�Ñ$å°Ö�Å|É Ð Ë�Ï]Ê&ÎL×jÇ°Õ Ð ÆLÅÆLÔ²Å[Ï]Ê�Õ­ÕeÊfÖ³Ì­Ë°Ò


 ��� +�������� �HÊvÎ³ÅxÜ$Å}ÎhÑ
x ∈ X, ÆLÔ°Å}ÎLÅ[Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÈ p ∈ Xd È Ð ÆLÌeÈhÏiÑ�ÌeË²Ò
− div p(y) = Gx(y, x(y))

Ï]Ê&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω.
4(ÊfÖ Ö�Å)Ë²ÅWÅxÍ Ð�	 Ì­Ë°Í"Ê�Ï8ØcÅxÎhÆLÇ�Î ÝHÐ ÆLÌ­Ê�Ë"Ê�Ï J Ð Ë²Í"ÉWÊ�Ë$Ü$Å}ç�Ì�Æ�Ñ�Ê�Ï�ÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë²ÈjÉxÊ�Ë²ÈhÌeÍ²ÅxÎLÅxÍ"Ê�Ë

Ð Ö³Ô²Ê�ÕeÅ!È¦Ø Ð ÉxÅ�åcÈhÊÓÆLÔ Ð Æ(Ö�Å!Ç²ÈhÅ!ÆLÔ²Å0Åxç�ÆLÅWË²ÈhÌeÊ&Ë G̃ Ê�Ï G ÆLÊãÆLÔ²Å!ÈhÅ}Æ Ω × Rn Ð Ë²Í�ÉxÊ�Ë²ÈhÌeÍ²Å}Î[Ï]ÊvÎÅ Ð É�Ô x ∈ X ÆLÔ²Å[ØcÅ}ÎhÆLÇ�Î Ý:Ð ÆLÌeÊ�Ë Jx : Lq(Ω, R)→ R
Ê�Ï<ÆLÔ²Å|ÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë Ð Õ J Ò�Ì�Ü$ÅWË Ý Ñ

Jx(g) =

∫

Ω

{−H(y,∇x(y)) + G̃(y, g(y) + x(y))}dy.
6 Ç²Å[ÆLÊ!ÆLÔ°Å[Ï Ð ÉxÆ�ÆLÔ Ð Æ G̃(y, x(y)) = G(y, x(y))

Ï]Ê&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω
Ê&Ë

X,
Ö�Å·Ö³ÌeÕeÕqË²Ê&Æ³É�Ô Ð Ë²Ò�Å[ÆLÔ²ÅË²Ê&Æ Ð ÆLÌ­Ê�Ë�Ï]Ê&Î�ÆLÔ²Å[Ï]Ç²Ë²ÉxÆLÌ­Ê�Ë Ð Õ J ÉxÊ�Ë$Æ Ð ÌeË²ÌeË²Ò G ÊvÎ G̃.�HÊvÎ>Å}Ü$ÅxÎhÑ

x ∈ X Ö�Å|Í²Å2
°Ë²Å Ð Æ�Ñ1ØcÅ[Ê�ÏEÉWÊ&Ë �`Ç²Ò Ð ÆLÅ J#
x : Xd → R

Ê�Ï
Jx Ð È�Ï]Ê&ÕeÕeÊWÖ³ÈxÚ

J#
x (p) = sup

g∈Lq(Ω,R)

∫

Ω

{< g(y), div p(y) > −G̃(y, g(y) + x(y)) +H(y,∇x(y))}dy,
Ö³Ô²ÌeÉ�Ô�É Ð Ë Ý Å|ÈhÌ­×-Ø°ÕeÌ�
°ÅxÍ�ÆLÊ
î 0 ð

J#
x (p) =

∫

Ω

{G∗(y, div p(y)) +H(y,∇x(y))− < x(y), div p(y) >}dy.
* ��� �,+�� ����4%�:/��	�

p ∈ Xd

î¦ï�1$ð
sup
x∈X

(−J#
x (−p)) = −JD(p),

/%687 9 4%�:�!/2, �
x ∈ Xî¦ï�ïfð

sup
p∈Xd

(−J#
x (−p)) = −J(x).
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7 �!4 4 9 1 � Ñ·ÆLÔ²Å¡Í²Å2
°Ë²Ì­ÆLÌ­Ê�ËjÊ&Ï Xd åWÖ�Å¡ÌeË²Ï]Å}ÎEÆLÔ Ð Æ<Ï]Ê&ÎEÅ Ð ÉnÔ p ∈ Xd ÆLÔ²ÅxÎLÅBÅ}ç�Ì­È¦ÆLÈ x ∈ X È Ð ÆLÌ­ÈhÏQÑ�Ì­Ë°ÒÆLÔ²Å-Å �$Ç Ð ÕeÌ­Æ�Ñ p(y) = Hz(y,∇x(y))
ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω Ð Ë°Í�Ï]Ç�ÎhÆLÔ²ÅxÎWå Ý Ñ3ÆLÔ²Å Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌeÊ�Ë²Èj× Ð Í²ÅÊ�Ë

H∫

Ω

H∗(y, p(y))dy =

∫

Ω

{< ∇x(y), p(y) > −H(y,∇x(y))}dy

≤ sup
x∈X

∫

Ω

{< ∇x(y), p(y) > −H(y,∇x(y))}dy ≤
∫

Ω

H∗(y, p(y))dy.

â Ê�Ë²ÈhÅ���Ç²ÅWË$ÆLÕ�Ñ

sup
x∈X

(−J#
x (−p)) = sup

x∈X

∫

Ω

{< ∇x(y), p(y) > −H(y,∇x(y))−G∗(y,− div p(y))}dy

= −JD(p),
Ö³Ô²ÌeÉ�Ô�Ì­È!Ê�Ç�Î 
°ÎLÈ¦Æ Ð ÈhÈhÅxÎhÆLÌ­Ê�Ë ê � Ê ÈhÔ²ÊfÖ ÆLÔ²ÅVÊvÆLÔ°Å}Î!Å ��Ç Ð Õ­Ì­Æ�Ñ�
²ç

x ∈ X Ð Ë²Í Ç°ÈhÅ��³ÅW× Ð Î 	 ï åÖ³Ô²ÌeÉ�Ô"Ò�Ì�Ü$ÅxÈ[ÆLÔ°Å¸Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ¸Ê&Ï
p Ý ÅxÕeÊ�Ë²Ò�Ì­Ë°Ò�ÆLÊ Xd Ð Ë²Í"ÈhÇ²É�Ô�ÆLÔ Ð Æ − div p(y) = Gx(y, x(y))ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω.

* ÎLÒ&Ç°×-ÅWË$ÆLÈ³ÈhÌ­×¸ÌeÕ Ð Î³ÆLÊ!ÆLÔ°Ê&ÈhÅ|ÌeËVÆLÔ²Å[Ø²ÎLÊ1Ê�ÏEÊ�Ï î¦ï21�ð Ò�Ì­Ü�Å

sup
p∈Xd

(−J#
x (−p)) = sup

p∈Xd

∫

Ω

{< x(y),− div p(y) > −G∗(y,− div p(y))−H(y,∇x(y))}dy

= −J(x).

ÄEÅ}Æ·Ç²È·Ë°ÊvÆLÅ0ÆLÔ Ð ÆWåcÍ²Ç²Å0ÆLÊÓÆLÔ²ÅjØ°ÎLÊvØæÅ}ÎhÆLÌeÅxÈ·Ê&Ï X Ð Ë²Í Xd
î ÄEÅx×¸× Ð ï Ð Ë°Í��³ÅW× Ð Î 	 ïJð å:Ö�ÅÖ�Å}ÎLÅ ÐvÝ ÕeÅ-ÆLÊ Ð Ü$Ê�Ì­Í�É Ð ÕeÉxÇ²Õ Ð ÆLÌ­Ê�Ë�Ê�Ï¡ÆLÔ°Å-ÉxÊ�Ë
�¦Ç²Ò Ð ÆLÅ!Ö³Ì�ÆLÔ ÎLÅWÈ¦ØcÅxÉxÆ[ÆLÊ Ð Ë²Ê�Ë²ÕeÌ­Ë²Å Ð Î|È¦Ø Ð ÉxÅ ê * È ÐÉxÊ�Ë²ÈhÅ �$Ç°ÅxË²ÉWÅ·Ê�Ï Ý ÊvÆLÔ Ð ÈhÈhÅ}ÎhÆLÌeÊ&Ë°È#Ò�Ì�Ü$ÅWËVÌ­ËÓÆLÔ²Å·Ø²ÎLÅ}Ü�ÌeÊ&Ç°È�ÕeÅx×¸× Ð Ö�Å·Ò�Å}Æ�ÆLÔ²Å·Í²Ç Ð ÕeÌ�Æ�ÑãØ²ÎLÌeË²ÉxÌ­Ø°ÕeÅ&Ú

������������� � �
inf
x∈X

J(x) = inf
p∈Xd

JD(p).

ì º�� ��Â � 
 
 �H¾	�3Â�¿c¼EÀ´ÃQ½JÃQ¿c¼�
 �:¼<À�¾ ���cÁ�� �H¾vÃi½ �°º * Ø²Ø°Õ­Ñ�Ì­Ë°Ò>ÆLÔ²ÅBÎLÅWÈhÇ²Õ­ÆLÈ´Ê�Ï²ÆLÔ²Å8Ø²ÎLÅ}Ü�ÌeÊ�Ç²È´ÈhÅxÉxÆLÌ­Ê�Ë
Ö�Å(ÈhÔ Ð Õ­ÕcÍ²ÅWÈhÉ}ÎLÌ Ý Å³ÆLÔ°Å>ÎLÅxÕ Ð ÆLÌeÊ�ËãÊ�ÏæÆLÔ²Å(×-ÌeË²Ìe×¸Ì­ßWÅ}ÎLÈ�Ê�ÏqÏ]Ç²Ë²ÉxÆLÌ­Ê�Ë Ð ÕeÈ J Ð Ë°Í JD ÆLÊ0Ê&Ç²Î Ý Ê�Ç²Ë°Í Ð ÎhÑÜ Ð ÕeÇ²Å·Ø²ÎLÊ Ý ÕeÅx× ê
���������������8�	� 9 x ∈ X & /0(�$'&�
 � &

J(x) = infx∈X J(x) �
(���� 6 (���� �!�"�+#%$'&+(�&

p ∈ Xd �	�2$ , � $'& /
%:$'6�$	%"$�
3� ��4 9 JD : Xd → R

/%6 7
{− div(p(y)) = Gx(y, x(y))

p(y) = Hz(y,∇x(y))

/21'� 1	4%6
Ω.

7 �!4 4 9 1 � Ñ��³ÅW× Ð Î 	 ï ÆLÔ²Å}ÎLÅ[Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÈ p ∈ Xd ÈhÇ°É�Ô�ÆLÔ Ð Æ
∫

Ω

{< x(y),− div p(y) > −G∗(y,− div p(y))}dy =

∫

Ω

G(y, x(y))dy,

Ö³Ô²ÌeÉ�Ô�Ò�Ì�Ü$ÅxÈ
î¦ï ��ð

J#
x (−p) + Jx(0) = 0.

� ÈhÌ­Ë°Ò!ÆLÔ°Å ÐvÝ ÊfÜ$Å Ð ÈhÈhÅ}ÎhÆLÌeÊ�Ë Ð Ë²Í�ÆLÔ²Å[Å���Ç Ð Õ­Ì­ÆLÌeÅxÈ Jx(0) = −J(x) Ð Ë°Í î¦ï�1�ð Ö�Å|É Ð Ë�Í²ÅxÎLÌ�Ü$Å[ÆLÔ Ð Æ
î¦ï '�ð −J(x) = −J#

x (−p) ≤ sup
x∈X

(−J#
x (−p)) = −JD(p).



MULTIPLE POSITIVE SOLUTIONS
ñ ú��

�tÌ­Ë Ð ÕeÕ�Ñ$å JD(p) ≤ J(x).
4(ÊWÖ � Ô°ÅxÊ&ÎLÅx× � Õ­Å Ð Í²È>ÆLÊãÆLÔ²Å0ÉxÊ�Ë²ÉxÕeÇ²ÈhÌeÊ�ËÞÆLÔ Ð Æ p ÌeÈ Ð ×¸ÌeË²Ì­×¸ÌeßxÅxÎ·Ê&Ï

JD : Xd → R.� ÊVÅxË²Í ÆLÔ²Å!Ø²ÎLÊ1Ê&ÏBÌ­Æ·ÌeÈ[ÈhÇ��)ÉxÌeÅxË$Æ[ÆLÊVÈhÔ²ÊfÖ ÆLÔ Ð Æ p(y) = Hz(y,∇x(y)) Ð�ê Å ê Ê�Ë Ω.
Ä<ÅxÆ·Ç²È

Ë²Ê&ÆLÅ·ÆLÔ Ð Æ î¦ï �$ð Ð Ë²Í�ÆLÔ²Å|Å���Ç Ð Õ­Ì­ÆLÌeÅxÈ Jx(0) = −J(x) = −JD(p)
Ñ�ÌeÅxÕeÍ

J#
x (−p)− JD(p) = 0,

Ð Ë²Í�ÏQÇ�ÎhÆLÔ°Å}Î ∫

Ω

{H∗(y, p(y)) +H(y,∇x(y))− < ∇x(y), p(y) >}dy = 0.

� Ô²Å ÐvÝ ÊfÜ$Å Ð ÈhÈhÅ}ÎhÆLÌeÊ�Ëæå Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌeÊ&Ë � á ¹ � Ð Ë°ÍVÆLÔ°Å·Ø²ÎLÊ&ØcÅxÎhÆLÌ­ÅWÈ�Ê&ÏEÆLÔ²Å|ÈhÇ Ý Í²Ì­écÅ}ÎLÅWË$ÆLÌ Ð ÕqÑ1ÌeÅxÕeÍ
p(y) = Hz(y,∇x(y)) Ð�ê Å ê Ê�Ë Ω,

Ö³Ô²ÌeÉ�Ô�Ì­È³Ê�Ç�Î>ÉxÕ Ð Ìe× ê
4(ÊfÖ�Ö�Å|ÅxÈ¦Æ ÐvÝ ÕeÌeÈhÔ Ð 	 ÌeË²Í�Ê&ÏEÆLÔ²Å|Ë�Ç²×¸Å}ÎLÌeÉ Ð ÕæÜ$Å}ÎLÈhÌeÊ�Ë�Ê&ÏEÆLÔ²Å ÐJÝ ÊWÜ$Å[Ü Ð ÎLÌ Ð ÆLÌeÊ�Ë Ð ÕcØ²ÎLÌeË²ÉWÌ�Ø°ÕeÅ ê

������������������� &+&+* %
� (���/0( {xm}n∈N ⊂ X
$ & / %"$ 6�$ %:$�
 $ 6 - & ���)*-�)68,+� 4 9 J : X → R.����� 6 9 4%� �+/2,)�

m ∈ N
(���� �!�.�+#%$'&+(�& {pm}m∈N ⊂ Xd �	�2$ , � $ & / %:$'6�$	%"$ 
 $'6 - & ��� *�� 68,+�.4 9

JD : Xd → R
&+*-,)�.(���/0(

î¦ï - ð
lim
m→∞

∫

Ω

{H∗(y, pm(y)) +H(y,∇xm(y))− < pm(y),∇xm(y) >}dy = 0

/%687 9 4%�:/��	�
m ∈ N

î¦ï / ð − div pm(y) = Gx(y, xm(y))
/21'�31	4%6

Ω.
	 4%�!�+4�30�)�

��9 4%���+/2, �
ε > 0,

(����)�+�:�!#%$'&)(�&
m0 ∈ N

&+*�, �.(���/0( 9 4%��/��	�
m > m0î¦ï � ð |JD(pm)− J(xm)| ≤ ε.

7 �!4 4 9 1 �tÌ­ÎLÈ¦Æ(Ö�Å!ÅWÈ¦Æ ÐJÝ Õ­ÌeÈhÔ Ð ÕeÊfÖ�Å}Î[ÅxÈ¦ÆLÌe× Ð ÆLÅ!Ï]Ê&Î J : X → R.
�°ÎLÊ�×/ÆLÔ²Å!Í²Å�
HË²Ì�ÆLÌeÊ�Ë Ê&Ï

X
Ö�Å

Ô Ð Ü$Å[ÆLÔ Ð Æ 0 ≤ x ≤ z1
ÏQÊ&Î Ð ÕeÕ x ∈ X å°ÈhÊ-ÆLÔ²Å[×¸Ê�Ë²Ê&ÆLÊ�Ë²Ì­ÉWÌ�Æ�Ñ�Ê�Ï G Ì­×-Ø°ÕeÌ­ÅWÈ

J(x) ≥
∫

Ω

{
b1
q
|∇x(y)|q + k1(y)−G(y, x(y))

}
dy

î¦ï  ð

≥ −
∫

Ω

(G(y, z1(y)) + k1(y))dy > −∞,

Ð Ë²Í 
°Ë Ð ÕeÕ­Ñ infm∈N J(xm) =: c > −∞. � Ô�Ç²È>Ï]Ê&Î Ð Ò�Ì­Ü�ÅWË ε > 0
å°ÆLÔ²Å}ÎLÅ|Åxç1ÌeÈ¦ÆLÈ

m0 ∈ N
ÈhÇ²É�Ô

ÆLÔ Ð Æ³ÏQÊ&Î Ð ÕeÕ m > m0î¦ï # ð
c+ ε > J(xm).

� Ñ Ð ÎLÒ�Ç²×¸ÅxË$ÆLÈ(ÈhÌe×¸Ì­Õ Ð Î>ÆLÊ)ÆLÔ²Ê�ÈhÅ0Ì­ËÞÆLÔ²Å|Ø²ÎLÊ1Ê�Ï�Ê�Ï � Ô²ÅWÊ&ÎLÅx× ' Ö�Å0È¦Æ Ð ÆLÅjÆLÔ Ð Æ>Ï]Ê&Î(Å Ð É�Ô m ∈ NÆLÔ²Å}ÎLÅ|Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÈ
pm ∈ Xd È Ð ÆLÌeÈhÏiÑ�ÌeË²Ò î¦ï / ð Ð Ë²Í

î¦ï 0 ð
Jxm(0) + J#

xm(−pm) = 0.

; Ç�Î¸Æ Ð È 	 ÌeÈ¸Ë²ÊfÖ ÆLÊ�ÈhÔ²ÊfÖ ÆLÔ Ð Æ {pm}m∈N ÌeÈ Ð ×-ÌeË²Ìe×¸Ì­ßWÌ­Ë²Ò�ÈhÅ���Ç²ÅWË²ÉxÅ�Ï]ÊvÎ JD : Xd → R.

â Ê�× Ý Ì­Ë²ÌeË²Ò î¦ï # ð å$ÆLÔ°Å>Å���Ç Ð ÕeÌ�ÆLÌeÅxÈxÚ Jxm(0) = −J(xm),
î¦ï 0 ð Ð Ë²Í î¦ï�ïJð Ö�Å>× Ð Ñ)Í²ÅWÍ²Ç²ÉWÅ>ÆLÔ Ð Æ8Ï]ÊvÎ

Ð Õ­Õ m > m0

c+ ε > J(xm) = J#
xm(−pm) ≥ inf

x∈X
(J#
x (−pm)) = JD(pm).



ñ ú��
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; Ë ÆLÔ²Å"Ê&ÆLÔ²Å}Î3Ô Ð Ë°Íæå Ý Ñ � Ô²ÅWÊvÎLÅW× � Ö�Å Ò�ÅxÆ
JD(pm) ≥ c

Ï]Ê&Î Ð ÕeÕ m ∈ N. � Ç²×¸× Ð ÎLÌeß}ÙÌ­Ë°Ò�å
infp∈Xd JD(p) = infm∈N JD(pm) = c.

�²ÎLÊ�× ÆLÔ°Å ÐvÝ ÊfÜ$Å¸ÎLÅ Ð ÈhÊ�Ë²Ì­Ë°Ò Ð Ë°Í�ÆLÔ°Å¸Ï Ð ÉxÆ|ÆLÔ Ð Æ
J#
xm(−pm) ≤ c+ ε

Ï]Ê&Î Ð ÕeÕ m > m0
Ö�Å|Ê Ý Æ Ð Ì­Ë î¦ï � ð å Ð Ë°ÍVÆLÔ°Å Ð Ç�ç�ÌeÕ­Ì Ð ÎhÑ Ð ÈhÈhÅ}ÎhÆLÌeÊ�Ë

J#
xm(−pm)− JD(pm) ≤ ε,

Ö³Ô²ÌeÉ�Ô�Ò�Ì�Ü$ÅxÈ î¦ï - ð ê
� º������ ���<Ã 
}½ ��¼EÂ �Þ¾ � 
fÁ��i½	
&º � ËÓÆLÔ²Å·ÈhÅ���Ç²ÅxÕ:Ö�Å·ÈhÔ Ð ÕeÕ:Ø°ÎLÊWÜ$Å(ÆLÔ°Å·Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ(Ê&Ï Ð ×¸Ì­Ë²Ìe×¸Ì­ßWÅ}Î�Ê�Ï
J Ý ÅxÕeÊ�Ë²Ò�Ì­Ë²Ò¸ÆLÊ-ÆLÔ²Å[ÈhÅxÆ X Ð Ë²Í Ý ÅWÌ­Ë²Ò Ð ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë�Ê�Ï î��$ð ê
�������������	� � � ���)�!�:�+#%$'&)(�& / %:$'6�$	%"$�
3� �

x0
4 9 J 4%6

X
&+*�, �.(���/0(

x0
& /0(�$'&�
 � & ��
 #�1

7 �!4 4 9 1 � ÊVØ²ÎLÊfÜ$Å-ÆLÔ²Å)Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ-Ê�ÏBÆLÔ²Å¸×¸ÌeË²Ì­×¸ÌeßxÅxÎjÊ�Ï J Ê�Ë X Ö�Å¸ÈhÔ Ð ÕeÕ¡Åx×-Ø°ÕeÊfÑ ÆLÔ²Å¸ÈhÉ�Ô²ÅW×-ÅØ²ÎLÅxÈhÅWË$ÆLÅxÍ)ÌeË � ï '�� ê � Å³È¦Æ Ð ÎhÆ8Ê�Ç�ÎBØ²ÎLÊ1Ê�Ï:Ö³Ì�ÆLÔ¸ÆLÔ²Å³Ê Ý ÈhÅ}ÎhÜ Ð ÆLÌ­Ê�Ë¸ÆLÔ Ð Æ¡ÆLÔ²Å>ÈhÅ}Æ Pã = {x ∈ X; ã ≥
J(x)} Ì­È[Ë²Ê�Ë²Åx×-Ø²Æ�Ñ3ÏQÊ&Î[ÈhÇ��)ÉWÌ­ÅWË$ÆLÕ�Ñ3Õ Ð ÎLÒ�Å ã ∈ R, Ö³Ô²ÌeÉ�Ô�ÏQÊ�ÕeÕ­ÊfÖ³È·ÏQÎLÊ�×/ÆLÔ²Å!ÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌeÊ&Ë°È·× Ð Í°ÅÊ�Ë

G Ð Ë²Í H. â Ô²Ê1Ê�ÈhÌ­Ë°Ò Ð ×-ÌeË²Ìe×¸Ì­ßWÌ­Ë²Ò"ÈhÅ���Ç²ÅxË°ÉxÅ {xm}m∈N Ï]Ê&Î J ÏQÎLÊ&× Pã Ð Ë²Í Ð Ø²Ø°Õ­Ñ�Ì­Ë°Òî¦ï  ð Ö�ÅÓÌeË²ÏQÅxÎ0ÆLÔ²Å Ý Ê�Ç²Ë²Í²ÅWÍ²Ë²ÅxÈhÈ!Ê�Ï {∇xm}m∈N Ö³Ì�ÆLÔ ÎLÅxÈ¦ØæÅxÉ}Æ0ÆLÊÞÆLÔ²ÅÓË²Ê&ÎL× || · ||Lq(Ω,Rn)
å

Ð Ë²ÍÓÔ²ÅxË²ÉWÅ³ÆLÔ²Å Ý Ê�Ç²Ë²Í²ÅWÍ²Ë²ÅWÈhÈ�Ê�Ï {xm}m∈N Ì­Ë W 1,q
0 (Ω, R).

6 Ç²Å³ÆLÊjÆLÔ²ÌeÈ�Ï Ð É}ÆWå�Ö�Å>× Ð Ñ)Í°ÅxÍ²Ç²ÉWÅÆLÔ Ð Æ î Ç�Ø)ÆLÊ Ð ÈhÇ Ý ÈhÅ ��Ç²ÅxË²ÉWÅ ð {xm}m∈N ÆLÅWË²Í²È¡Ö�Å Ð
	 Õ­Ñ!ÆLÊ Ð ÉWÅ}ÎhÆ Ð ÌeË x0 ∈W 1,q
0 (Ω, R). � Ê|ÆLÔ Ð ÆÖ�Å)Ò�Å}Æ

: xm
strong→ m→∞ x0

ÌeË
Lq(Ω, R) Ð Ë²Í"Ï]Ç�ÎhÆLÔ²ÅxÎWåqØcÊ�Ì­Ë�Æ�Ö³Ì­ÈhÅ)ÉWÊ&Ë�Ü�ÅxÎLÒ�ÅxË²ÉWÅ)Ê&Ï Ð ÉWÅ}ÎhÆ Ð ÌeËÈhÇ Ý ÈhÅ �$Ç°ÅxË²ÉWÅ î È¦ÆLÌ­ÕeÕæÍ°ÅxË²Ê&ÆLÅxÍ Ý Ñ {xm}m∈N ð . � Ê

î�� 1$ð
0 ≤ x0(y) ≤ z1(y) ≤ ess sup

y∈Ω
z1(y)

ÏQÊ&Î Ð1ê Å ê y ∈ Ω
å Ð Ë²Í 
°Ë Ð Õ­Õ­Ñ x0 ∈ L∞(Ω, R). � ÑãÆLÔ°Å(Ø°ÎLÊvØæÅ}ÎhÆLÌeÅxÈ#Ê�Ï H(y, ·), G(y, ·) Ö�Å[Ê Ý Æ Ð Ì­Ë

lim infm→∞ J(xn) ≥ J(x0),
ÈhÊ)Ê�Ç�Î³Æ Ð È 	 ÌeÈ>Ë²ÊfÖ ÆLÊ)ÈhÔ²ÊfÖ ÆLÔ Ð Æ x0 ∈ X. ; Ë Ð ÉxÉxÊ�Ç²Ë�Æ>Ê�Ï î�� 1�ðÌ�Æ>ÌeÈ³ÈhÇ��)ÉxÌeÅxË$Æ>ÆLÊ-Ø²ÎLÊfÜ$Å[ÆLÔ Ð Æ div î Hz(·,∇x0(·))) ∈ L∞(Ω, R).

� Ê¸ÆLÔ²Ì­È³ÅxË°ÍæåHÕ­ÅxÆ³Ç²È>ÉxÊ�Ë²ÈhÌeÍ²Å}Î
Ð ×-ÌeË²Ìe×¸Ì­ßWÌ­Ë²Ò)ÈhÅ ��Ç²ÅxË²ÉWÅ {pm}m∈N ⊂ Xd,

Í²ÅWÈhÉ}ÎLÌ Ý ÅxÍ�Ì­Ë � Ô²ÅWÊvÎLÅW× -²å°Ô Ð Ü1ÌeË²Ò¸Ø²ÎLÊ&ØcÅ}ÎhÆLÌeÅxÈ
î���ïfð − div pm(y) = Gx(y, xm(y))

ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω Ð Ë²Í�Å}Ü$Å}ÎhÑ m ∈ N å Ð Ë°Í
î�� ��ð

lim
m→∞

∫

Ω

{H∗(y, pm(y)) +H(y,∇xm(y))− < div pm(y), xm(y) >}dy = 0.

� ÈhÌ­Ë°Ò-ÆLÔ²Å|ÉxÊ�Ë$ÆLÌeË�Ç²Ì­Æ�ÑVÊ�Ï
Gx Ð Ë²Í î��1ïJð Ö�Å|Ò&ÅxÆ

î�� '�ð
lim
m→∞

(− div pm(y)) = lim
m→∞

Gx(y, xm(y)) = Gx(y, x0(y)).

� Ô²Å}ÎLÅWÏQÊ&ÎLÅ�å³Ö�Å Ê Ý Æ Ð Ì­Ë ÆLÔ²Å Ý Ê�Ç²Ë²Í°ÅxÍ²Ë²ÅWÈhÈ Ê�Ï {div pm}m∈N
ÌeË

L∞(Ω, R) Ð Ë²Í�ÏQÇ²ÎhÆLÔ²Å}Î ÌeË
Lq
′
(Ω, R). ( ÅWË²ÉxÅ·ÆLÔ²ÅxÎLÅ[Åxç1ÌeÈ¦ÆLÈ z ∈ Lq′(Ω, R)

ÈhÇ²É�Ô�ÆLÔ Ð Æ div pm
weak
⇁ m→∞ z.

; Ë�ÆLÔ°Å-Ê&ÆLÔ²ÅxÎjÔ Ð Ë²ÍæåqÆLÔ°Å Ý Ê�Ç²Ë²Í°ÅxÍ²Ë²ÅWÈhÈ|Ê�Ï {∇xm}m∈N ÌeË Lq(Ω, R) Ð Ë²Í {div pm}m∈NÌ­Ë
L∞(Ω, R),

Ò&ÎLÊfÖ�ÆLÔ ÉxÊ�Ë²Í²Ì­ÆLÌ­Ê�Ë²È0Ìe×-ØcÊ�ÈhÅxÍ Ê&Ë
H,
î�� �$ð Ð Ë²Í"ÆLÔ²Å)Ø²ÎLÊ&ØcÅxÎhÆLÌ­ÅWÈjÊ�Ï�ÆLÔ²Å
�°ÅWË²É�Ô°ÅxÕ

ÉxÊ�Ë
�¦Ç²Ò Ð ÆLÅ|Ì­×-Ø°Õ­ÑÓÆLÔ²Å Ý Ê&Ç°Ë²Í²ÅxÍ°Ë²ÅxÈhÈ>Ê�Ï {pm}m∈N ÌeË Lq′(Ω, Rn).
� Ô1Ç²È�ÆLÔ²ÅxÎLÅ|Å}ç�Ì­È¦ÆLÈ Ð ÈhÇ Ý ÈhÅxÙ��Ç²ÅxË²ÉWÅ(È¦ÆLÌ­ÕeÕcÍ°ÅxË²Ê&ÆLÅxÍ Ý Ñ {pm}m∈N Ö�Å Ð
	 Õ�ÑãÉxÊ�Ë$Ü$Å}ÎLÒ�ÅxË�Æ�ÆLÊ!ÈhÊ�×-Å p0
ÌeË
Lq
′
(Ω, Rn).

�²ÎLÊ�× ÆLÔ°Å



MULTIPLE POSITIVE SOLUTIONS
ñ ú��

ÐvÝ ÊfÜ�Å[ÎLÅ Ð ÈhÊ�Ë²ÌeË²Ò¸Ö�Å[Í²ÅxÎLÌ�Ü$Å
∫

Ω

< p0(y),∇h(y) > dy = lim
m→∞

∫

Ω

< pm(y),∇h(y) > dy

= − lim
m→∞

∫

Ω

< div pm(y), h(y) > dy = −
∫

Ω

< z(y), h(y) > dy

ÏQÊ&Î Ð Ë$Ñ h ∈ C∞0 (Ω, R),
Ô²ÅWË²ÉxÅ³ÆLÔ²Å � Ç²ÕeÅ}ÎhÙµÄ Ð ÒvÎ Ð Ë²Ò�Å³ÕeÅx×¸× Ð Õ­Å Ð Í°È�ÆLÊ[ÆLÔ°Å�Å �$Ç Ð ÕeÌ­Æ�Ñ div p0(y) =

z(y)
ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω ê �tÌ­Ë Ð ÕeÕ­Ñ�å div pm

weak
⇁ m→∞ div p0.

4(ÊWÖ Æ Ð
	 Ì­Ë°ÒVÌeË$ÆLÊ Ð ÉxÉWÊ�Ç²Ë$Æ î���ïfð Ð Ë²Í
Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌ­Ê�Ë � í ë � Ö�Å|É Ð Ë�Í²ÅxÎLÌ�Ü$Å[ÆLÔ Ð Æ

0 = lim
m→∞

∫

Ω

{G∗(y,− div pm(y)) +G(y, xm(y))+ < div pm(y), xm(y) >}dyî�� - ð

≥
∫

Ω

{G∗(y,− div p0(y)) +G(y, x0(y))+ < div p0(y), x0(y) >}dy.
� Ô�Ç²Èxå Ý Ñ ÆLÔ²ÅÞØ²ÎLÊ&ØcÅ}ÎhÆLÌeÅxÈãÊ�Ï(ÆLÔ°Å �HÅxË²ÉnÔ²ÅxÕ>ÆhÎ Ð Ë°ÈhÏQÊ&ÎL×�åBÖ�ÅÞÔ Ð Ü$ÅÞÆLÔ²ÅÞÅ ��Ç Ð Õ­Ì­Æ�Ñ ÌeË î�� - ð å Ð Ë°ÍæåÉxÊ�Ë²ÈhÅ �$Ç°ÅxË$ÆLÕ­Ñ
î�� / ð − div p0(y) = Gx(y, x0(y))

Ï]Ê&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω.

� ÑãÆLÔ°Å Ð ÈhÈhÇ²×-Ø²ÆLÌeÊ�Ë²È>× Ð Í°Å|Ê&Ë H Ð Ë²Í î�� �$ð Ö�Å|Ì­Ë²Ï]Å}Î

0 = lim
m→∞

∫

Ω

{H∗(y, pm(y)) +H(y,∇xm(y))− < pm(y),∇xm(y) >}dy

≥
∫

Ω

{H∗(y, p0(y)) +H(y,∇x0(y))− < p0(y),∇x0(y) >}dy.

; Ë Ð ÉWÉxÊ�Ç²Ë$Æ|Ê&Ï¡ÆLÔ²Å!Õ Ð È¦Æ·ÎLÅxÕ Ð ÆLÌ­Ê�Ë Ð Ë°Í Ð ÎLÒ�Ç²×¸ÅWË$ÆLÈ·ÈhÌe×-ÌeÕ Ð Î|ÆLÊãÆLÔ²Ê�ÈhÅ-Ì­Ë ÆLÔ²Å!Ø²ÎLÊ1Ê&ÏBÊ&Ï î�� / ð å:Ö�ÅÒ�Å}Æ
î�� � ð

p0(y) = Hz(y,∇x0(y))
Ï]Ê&Î Ð1ê Å ê y ∈ Ω.

� Ç²×¸× Ð ÎLÌ­ßWÌ­Ë²Ò²å x0 ∈ W 1,q
0 (Ω, R), 0 ≤ x0(y) ≤ z1(y) Ð�ê Å ê Ê�Ë Ω Ð Ë²Í div (Hz(·,∇x0(·))) ∈

L∞(Ω, R),
ÈhÊ
x0 ∈ X. � Ç Ý È¦ÆLÌ�ÆLÇ²ÆLÌ­Ë²Ò î�� � ð ÌeË$ÆLÊ î�� / ð å²Ê�Ë²Å|É Ð Ë�ÈhÅxÅ·ÆLÔ Ð Æ x0

È Ð ÆLÌ­È 
°ÅWÈ î��$ð ê
4(ÊfÖ Ö�Å3ÈhÔ Ð ÕeÕ(Ò�Ì�Ü$Å Ð Ë Å}ç Ð ×!ØHÕ­Å3Ê�Ï(Ø°ÎLÊ Ý Õ­ÅW× î��$ð Ö³Ì­ÆLÔ
ÆLÔ²ÅÞÎLÌ­Ò�Ô$ÆhÙµÔ Ð Ë²Í�ÈhÌeÍ²Å Ý ÅWÌ­Ë²Ò Ë°ÊvÆË²ÅxÉWÅxÈhÈ Ð ÎLÌeÕ�Ñ0ÉWÊ�Ë$Ü$Å}ç Ð Ë°Í!Èh×¸Ê1Ê&ÆLÔ î Ö³Ì­ÆLÔ0ÎLÅxÈ¦ØcÅWÉ}Æ´ÆLÊ(ÆLÔ²Å�ÈhÅWÉxÊ�Ë²Í!Ü Ð ÎLÌ ÐJÝ Õ­Å ð Ê�Ë!ÆLÔ²Å8Ö³Ô²Ê�ÕeÅ8ØcÊ�ÈhÌ­ÆLÌ�Ü$Å

Ð ç1ÌeÈ ê
��� +������ � ��� Ä<Å}Æ³Ç²È³ÉWÊ&Ë°ÈhÌ­Í²ÅxÎ�ÆLÔ²Å[Ï]Ê�Õ­ÕeÊfÖ³Ì­Ë°Ò-Ø²ÎLÊ Ý ÕeÅx×�Ú

(27) − div[|∇x(y)|2∇x(y)]− ∂2x

∂y2
1

(y)(y2 + 18)− ∂2x

∂y2
2

(y)(y1 + 18)

=
(x(y))2

(4− x(y))(5 + x(y))
+ (x(y) + 1)3(2− y1)(2− y2)

ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω := {(y1, y2) ∈ R2; 0 < y1 < 2 Ð Ë²Í 0 < y2 < 2} ê3� ËVÆLÔ²ÌeÈ�É Ð ÈhÅ

H(y, z) =
1

4
|z|4 +

1

2
z2

1(y2 + 18) +
1

2
z2

2(y1 + 18)

Ð Ë²Í
G(y, x) =

25

9
ln |x+ 5| − 16

9
ln |4− x| − x+

1

4
(x+ 1)4(2− y1)(2− y2)



ñ � ò
A. ORPEL

ÏQÊ&Î
y ∈ Ω, Ð ÕeÕ x ∈ R\{−5, 4} Ð Ë²Í z = (z1, z2) ∈ R2. � Æ�ÌeÈtÉxÕeÅ Ð ÎtÆLÔ Ð Æ H È Ð ÆLÌeÈ 
°ÅxÈ Ð ÈhÈhÇ°×!Ø°ÆLÌ­Ê�Ë²È� á ¹ ��� � áÞì � ê ; Ç�Î!Æ Ð È 	 Ì­È!Ë²ÊfÖ ÆLÊ5
°Ë²Í 0 < z0 ≤ z1

Ê&Ë
Ω
ÈhÇ²É�Ô ÆLÔ Ð Æ � í ¹ � Ô²Ê�ÕeÍ²È ê Ä<Å}Æ!Ç²ÈÉxÊ�Ë²ÈhÌeÍ²Å}Î

z0(y1, y2) =

{
y2(2− y1)(2− y2)

ÏQÊ&Î
(y1, y2) ∈ Ω Ð Ë²Í y1 > y2

y1(2− y1)(2− y2)
ÏQÊ&Î

(y1, y2) ∈ Ω Ð Ë²Í y1 ≤ y2

Ð Ë²Í z1(y1, y2) = 1.1z0(y1, y2). � Æ<ÌeÈqÅ Ð È¦Ñ(ÆLÊ�É�Ô²ÅWÉ 	 ÆLÔ Ð Æ z0 ∈W 1,4
0 (Ω, R), div(Hz(·,∇z0(·)) ∈

L∞(Ω, R) Ð Ë²Í
−Gx(y, z1(y)) ≥ div(Hz(y,∇z0(y)) a.e. in Ω.

� Ê&ÎLÅxÊfÜ$Å}ÎWå G(y, ·) ÌeÈ[ÉxÊ�Ë$Ü$Å}ç Ð Ë²Í�ÉxÊ�Ë$ÆLÌeË�Ç²Ê�Ç²ÈhÕ­Ñ Í²Ì­écÅxÎLÅxË$ÆLÌ ÐvÝ Õ­Å¸Ì­Ë [−1, 3] Ð Ë²Í 0 ≤ z1(y1, y2)

< 2
Ê&Ë

Ω
å#ÈhÊ Ö�Å�ÉxÊ�Ë²ÉxÕeÇ²Í²Å ÆLÔ Ð Æ G È Ð ÆLÌeÈ 
°ÅWÈ � í ¹ ��� � í���� ê �tÌ­Ë Ð ÕeÕ­Ñ�å � Ô²ÅWÊ&ÎLÅx× / ÕeÅ Ð Í²ÈVÆLÊÆLÔ²Å¸Åxç�Ì­È¦ÆLÅWË²ÉxÅ)Ê&Ï Ð ÆjÕ­Å Ð È¦ÆjÊ&Ë°Å¸ØcÊ�ÈhÌ�ÆLÌ­Ü$Å¸ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë z ∈ W 1,4

0 (Ω, R)
Ö³Ì�ÆLÔ

div(Hz(y,∇z(y)) ∈
L∞(Ω, R)

Ï]ÊvÎ î��  ð ê
; Ï�ÉxÊ�Ç�ÎLÈhÅ&å´Ö�ÅÓÉ Ð Ë Ò�Ì­Ü�Å Ð Ë Å}ç Ð ×!ØHÕ­ÅÓÊ�Ï Ð Ø²ÎLÊ Ý Õ­ÅW× Ö³Ì�ÆLÔ Ë²Ê�Ë²ÕeÌ­Ë²Å Ð ÎLÌ�Æ�Ñ Ý ÅxÌeË²Ò Ð Èh×¸Ê�Ê&ÆLÔÏQÇ°Ë²É}ÆLÌeÊ�Ë î Ö³Ì�ÆLÔ�ÎLÅxÈ¦ØcÅWÉ}Æ#ÆLÊ-ÆLÔ²Å|ÈhÅxÉWÊ&Ë°ÍVÜ Ð ÎLÌ ÐvÝ ÕeÅ ð Ê�Ë R.

��� +������ � � �,� Ô²Å 6 Ì­ÎLÌeÉ�Ô²ÕeÅ}Æ³Ø²ÎLÊ Ý ÕeÅx× Ï]Ê&Î�ÆLÔ²Å[Å ��Ç Ð ÆLÌ­Ê�Ë

− div[|∇x(y)|2∇x(y)]− ∂2x

∂y2
1

(y)(y2 + 18)− ∂2x

∂y2
2

(y)(y1 + 18) = (x(y))3 + (2− y1)(2− y2)

ÏQÊ&Î Ð�ê Å ê y ∈ Ω := {(y1, y2) ∈ R2; 0 ≤ y1 ≤ 2 and 0 ≤ y2 ≤ 2}, ØcÊ�ÈhÈhÅWÈhÈ Ð Æ)ÕeÅ Ð È¦ÆãÊ�Ë²ÅØcÊ�ÈhÌ�ÆLÌ­Ü$Å0ÈhÊ&ÕeÇ�ÆLÌeÊ�Ë ê�� Ë°Í²ÅxÅWÍæåHÆ Ð
	 ÌeË²Ò z0 Ð Ë²Í z1 Ð È ÐvÝ ÊfÜ$Å&å Ð Ë Ð Õ­Ñ�ÈhÌ­È(ÈhÌe×¸Ì­Õ Ð Î(ÆLÊ)ÆLÔ Ð Æ(Ì­ËÞÆLÔ²ÅjØ²ÎLÅ}ÙÜ�Ì­Ê�Ç²È[Å}ç Ð ×-Ø°ÕeÅ-Ò�Ì�Ü$ÅxÈ·ÆLÔ²Å-Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ!Ê�Ï Ð Æ|Õ­Å Ð È¦Æ|Ê�Ë²Å!ØæÊ&ÈhÌ­ÆLÌ­Ü�Å-ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë z ∈ W 1,4
0 (Ω, R)

Ö³Ì­ÆLÔ
div(Hz(y,∇z(y)) ∈ L∞(Ω, R)

Ï]ÊvÎ�ÆLÔ°Å[Õ Ð È¦Æ>Å���Ç Ð ÆLÌeÊ�Ë ê
�cº������ ���<Ã 
}½ ��¼EÂ � ¿�� � Â�¿cÁE¼:½ ��� � � 
 �$½ã¿����t¿�
fÃQ½JÃ�� � 
x¿ �yÁæ½vÃQ¿c¼�
&º � Ê)ÈhÔ²ÊfÖ ÆLÔ²Å|Å}ç�ÌeÈ¦ÆLÅxË²ÉWÅ
Ê�Ï Ð ÉxÊ�Ç²Ë$Æ ÐvÝ ÕeÅ>ÈhÅxÆ8Ê�ÏcÈhÊ�ÕeÇ�ÆLÌeÊ&Ë°ÈBÆLÊjÊ�Ç�Î8Ø²ÎLÊ Ý ÕeÅx×�å$Ö�Å Ð ÈhÈhÇ²×¸Å � á ¹ ��� � á3ë � Ð Ë²ÍãÆLÔ²Å³ÉxÊ�Ë²Í°Ì�ÆLÌeÊ�Ë²È
Ð Ë Ð Õ­Ê�Ò�Ê�Ç²È#ÆLÊ � í ¹ ��� � í���� Û
í ¹ � Û ÆLÔ²ÅxÎLÅ�Åxç1ÌeÈ¦Æ {ai}i∈N , {ai}i∈N ∈ W 1,q

0 (Ω, R), div(Hz(·,∇ai(·))) ∈ L∞(Ω, R)
ÈhÇ²É�Ô

ÆLÔ Ð Æ³ÏQÊ&Î Ð ÕeÕ y ∈ Ω Ð Ë°Í Ð ÕeÕ i ∈ K+ ⊂ N
0 < ai(y) < ai(y) Ð�ê Å ê ÌeË Ω,

Gx(y, ai(y)) ≥ − div(Hz(y,∇ai(y))) Ð�ê Å ê Ì­Ë Ω;
í ¹	� Û ÆLÔ²Å}ÎLÅ¡Å}ç�ÌeÈ¦Æ {bi}i∈N , {bi}i∈N ∈W 1,q

0 (Ω, R)∩L∞(Ω, R), div(Hz(·,∇bi(·)))∈L∞(Ω, R)ÈhÇ²É�Ô�ÆLÔ Ð Æ�Ï]Ê&Î Ð ÕeÕ y ∈ Ω Ð Ë²Í Ð Õ­Õ i ∈ K+
Ú

0 < bi(y) < bi(y) Ð�ê Å ê Ì­Ë Ω,

Gx(y, bi(y)) ≤ − div(Hz(y,∇bi(y))) Ð�ê Å ê Ì­Ë Ω;
í ¹1Â Û Ï]ÊvÎ³Å Ð É�Ô i ∈ K+

ai < bi < ai+1 Ð1ê Å ê ÌeË Ω;
í ë � Û Ï]Ê&ÎÓÅ Ð É�Ô i ∈ K+

Ú
G(y, ·) ÌeÈãÉWÊ�Ë$ÆLÌ­Ë1Ç²Ê�Ç²ÈhÕ�Ñ Í²Ì�éæÅ}ÎLÅxË�ÆLÌ ÐvÝ ÕeÅ Ð Ë²Í ÉxÊ�Ë$Ü$Åxç.Ì­Ë Ð ÉxÕeÊ�ÈhÅxÍË²ÅxÌeÒ�Ô Ý Ê&ÎLÔ²Ê1Ê1Í Ĩi Ê�ÏtÆLÔ²Å|ÌeË$ÆLÅxÎhÜ Ð Õ Ii := [0, ess supy∈Ω bi(y)] Ð Ë²Í G(·, x)

Ì­È>×¸Å Ð ÈhÇ�Î ÐvÝ ÕeÅÊ�Ë
Ω
Ï]Ê&Î Ð Õ­Õ x ∈ Ĩi;í ì � Û Gx ÌeÈ�Ë°Ê&Ë°Ë²ÅxÒ Ð ÆLÌ�Ü$Å|Ì­Ë Ĩi ÏQÊ&Î³Å Ð ÉnÔ i ∈ K+;



MULTIPLE POSITIVE SOLUTIONS
ñ ���

í�� � Û Ï]Ê&Î Ð ÕeÕ i ∈ K+
Ú ∫

Ω
G(y, ai(y))dy > −∞,

∫
Ω
G(y, bi(y))dy < +∞ ê

4(ÊfÖ ÏQÊ&Î³Å Ð ÉnÔ i ∈ K+
Ö�Å[ÈhÔ Ð ÕeÕqÉxÊ�Ë²È¦ÆhÎLÇ²ÉxÆ�ÆLÔ²Å[ÈhÅxÆ Xi Ð È³Ï]Ê&ÕeÕeÊWÖ³È

(28) Xi = {x ∈W 1,q
0 (Ω, R), ai(y) ≤ x(y) ≤ bi(y) Ð�ê Å ê Ê�Ë Ω.

Ð Ë²Í div(Hz(·,∇x(·))) ∈ L∞(Ω, R)} .
* ��� �,+ �8� � &+&+* %
� ��05��40(����)& � &��

Ω ��� ��� ��� ��	�
 ��� �
	�� � /%687�����
�� ��� ������� � 1 ��4%� �+/2, �
i ∈

K+
2
Xi 6= ∅

/%687
Xi

��/%&�(���� � �!4$��� � (10 �
D
#�1

7 �!4 4 9 1 � Æ·ÌeÈ(ÉWÕ­Å Ð Î(ÆLÔ Ð Æ bi ∈ Xi
ÏQÊ&Î·Å Ð ÉnÔ i ∈ K+ ê 4(ÊfÖ�Ö�Å!ÏQÊ�ÕeÕ­ÊfÖ ÆLÔ²Å0ÈhÉnÔ²Åx×¸Å!ÅW×!ØHÕ­ÊfÑ$ÅxÍ�Ì­ËÆLÔ²Å¸Ø²ÎLÊ1Ê�Ï#Ê&Ï#Ä<Åx×¸× Ð ï ê �´Ì­ç i ∈ K Ð Ë²Í x ∈ Xi.

� ÈhÌeË²Ò î í ¹ � ð Ð Ë²Í î í ¹	� ð Ö�ÅãÌeË²ÏQÅxÎjÆLÔ Ð Æ
ai
ÌeÈ ÐãÝ Ê&Ç°Ë²Í²ÅxÍ�ÕeÊWÖ�ÅxÎ|ÈhÇ Ý ÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë Ð Ë°Í bi

ÌeÈ ÐãÝ Ê&Ç°Ë²Í²ÅxÍ�Ç²Ø²ØcÅ}Î|ÈhÇ�ØæÅ}ÎLÈhÊ�Õ­Ç²ÆLÌ­Ê�Ë�ÏQÊ&Î î  ð . � Ê� Ô²ÅxÊ&ÎLÅW× ï Ñ�Ì­ÅWÕ­Í°È[ÆLÔ²Å)Åxç�Ì­È¦ÆLÅWË²ÉxÅ)Ê�Ï Ð ÈhÊ&ÕeÇ�ÆLÌeÊ�Ë x ÆLÊ î  ð ÈhÇ²É�Ô"ÆLÔ Ð Æ ai ≤ x ≤ bi ≤ bi, Ð Ë²ÍÉxÊ�Ë²ÈhÅ �$Ç°ÅxË$ÆLÕ­Ñ�å
x ∈ Xi.

* Ø²ØHÕ�Ñ�ÌeË²Ò � Ô²ÅxÊ&ÎLÅx× /0ÆLÊ!ÆLÔ°Å[ÈhÅ���Ç²ÅWË²ÉxÅ|Ê�ÏEË²Ê�Ë²ÅW×-Ø²Æ�ÑVÈhÅxÆLÈ
Xi
Ö�Å[Ê Ý Æ Ð ÌeË
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� ��� �
	�
 ��� ��	�� � and ����
�� ��� ���� �� � ��4�� 721������ 6 9 4%��+/2,)�

i ∈ K+
(����)�+� �+#%$ &)(�&:/ %"$'6�$ %"$ 
 � �

xi ∈ Xi
4 9"! 4%6 (����:& � ($#

i
�	�2$ ,)� $'&:/
& 4�� *�(�$ 4%6 9 4%���
 #01 	 4%�!�+4�3%� � 9 4%��/��	�

i, j ∈ K+ : xi 6= xj 9 4%� i 6= j
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