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æ�ç·è é�ê¢ë ì�í»î¾ï�ê]ð�ì
é�ç�ñ�òPó9ô�õ0ö�÷]ö�õ!ø*ù-õ0ú2ûgò�ü'ý
þ�õ2øUÿ�÷¢ó9ô�õ2ÿ�÷¢ó9ý)ú ÷��-ö�ø'ûgö�õ!ø8ó9ý)õ2üÕû���ó9ô�õ=ó9ô�ø'õ2õ��
þ�ý)ÿUõ2ò�ü'ý)ûgò�÷���ó9ô�õ2ø'ÿUû�õ���÷]ü8ó9ý)ú2ý)ó��Pü	��ü8ó9õ!ÿcø'õ!ö�ø'õ2ü'õ!ò_ó9ý)ò�
Wó9ô�õ
��õ2ô�÷���ý)û���ø=û��·ó9ô�õ
��û�þ��?ÿ�÷]þ�õdû��
ü'ô�÷]ö�õRÿÕõ!ÿÕûgø	��÷����)û�������������� �aô�ý)üfü	��ü8ó9õ!ÿ ý)ü-û���ó«÷]ý)ò�õ2þ!��ø'ûgÿ ó9ô�õ2ø'ÿÕû�þ���ò�÷]ÿUý)ú ÷���ø'õ���÷¢ó9ý)ûgò�ü#" $&%
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ÿÕõ2ò�ü'ý)ûgò�÷��+*�÷���,�ÿÕû�þ�õ��-" .�%/�

�aô�õ,õ�01��÷¢ó9ý)ûgò�üaó9û2��õ,ú2ûgò�ü'ý)þ�õ!ø'õ2þ ÷]ø'õ�
�ý��gõ!ò3�1��ó9ô�õ���û����)û ù4ý)ò4
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utt − νQut +
κ

4
QQu = ∇ · F/ε(ε, θ) + b,

�	F���F&�

c(ε, θ)θt − k∆θ = θF/θε(ε, θ) : εt + ν(Aεt) : εt + g
�	F��HG<�

ý)ò
QT = (0, T )× Ω I ù4ô�õ!ø'õ

c(ε, θ) = cv − θF/θθ(ε, θ),
�	F��H.<�

ù4ýÚó9ôJ��û���ò�þ�÷]ø	�=ú!ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü

u = 0, Qu = 0,
�	F�� K �

∇θ · n = 0
ûgò

ST = (0, T )× ∂Ω,
�	F��HL��
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÷]ò�þ0ý)ò�ýÚó9ý�÷��
ú2ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü

u(0,x) = u0(x), ut(0,x) = u1(x),
�	F��Hk<�

θ(0,x) = θ0(x)
ý
ò

Ω.
�	F��ml��
n õ2ø'õ

Ω ⊂ Rn I n = 2
ûgø

3 I ý)üR÷2��û���ò�þ�õ!þ þ�û�ÿ�÷]ý)ò7ù4ýÚó9ôQ÷Õü'ÿÕû�û�ó9ô'��û���ò�þ�÷]ø	�
∂Ω I u

þ�õ2ò�û]ó9õ!ü
ó9ô�õ�þ�ý
ü'ö���÷]ú2õ!ÿÕõ2ò�ó��gõ!ú(ó9ûgø I ε = (εij)

ù4ýÚó9ô
εij(u) = 1

2 (ui/j + uj/i)
ý)ü,ó9ô�õo�)ý)ò�õ¢÷]ø'ý�(2õ!þBü8ó9ø�÷]ý)ò

ó9õ2ò�ü'ûgø I εt = ε(ut)
ý)ü�ó9ô�õQü8ó9ø�÷]ý)òHø�÷¢ó9õ ó9õ!ò�ü'ûgø I ÷]ò�þ

θ > 0
ý
ü�ó9ô�õZ÷���ü'û�����ó9õ ó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ<�

�aô�õÙû�ó9ô�õ!øD01��÷]ò_ó9ý)ó9ý)õ2ü-ý)òq�	F���F&�erU�	F�� G<��ô�÷��_õRó9ô�õs��û����)û ù4ý)ò�
|ÿÕõ¢÷]ò�ý)ò�
4E
F (ε, θ) t õ���÷]ü8ó9ý)ú�õ!ò�õ2øu
�� I

c(ε, θ) t ü'ö
õ2ú2ý)v�ú�ô�õ ÷¢ó-ú2û�õ�w*ú!ý)õ2ò�ó I b I g t õ�x�ó9õ!ø'ò�÷��y��û�þ��6��ûgø'ú2õ2üa÷]ò�þ�ô�õ¢÷¢ó-ü'û���ø'ú2õ2ü I cv I k I ν I
κ t ö�ûgü'ýÚó9ý��gõÙò1��ÿ_��õ2ø'ü#ø'õ!ö�ø'õ2ü'õ!ò_ó9ý)ò�
*ø'õ2ü'ö
õ2ú(ó9ý��gõ��?�Õó9ô�õ2ø'ÿ�÷���ü'ö�õ2ú!ý�v�úÙô�õ¢÷¢ó I ô�õ¢÷ ó4ú2ûgò�þ���ú(ó9ý?��ýÚó�� I��ý)ü'ú2ûgü'ýÚó��7÷]ò�þ0ý)ò_ó9õ2øu�¶÷]ú2ý�÷���õ2ò�õ!øu
��=ú!û�õ�wÕú2ý)õ!ò_ó��

�aô�õ�õ���÷]ü8ó9ý)úUõ!ò�õ2øu
��
F (ε, θ)

ô�÷]üÕ÷7ÿ_���Úó9ý)ö��
õ��¶ù-õ��)�z��ûgø'ÿ ÷¢üÕ÷J�{��ò�ú2ó9ý)ûgòmû��-ó9ô�õ�ü8ó9ø�÷]ý)òBó9õ!ò��
ü'ûgø

ε
�½û�ø'þ�õ2ø»ö�÷¢ø�÷]ÿUõ(ó9õ2ø�� I ù4ýÚó9ô|ó9ô�õ-ü'ô�÷¢ö
õaú�ô�÷¢ò4
�ý
ò�
|01��÷��)ýÚó«÷¢ó9ý?�_õ����Ùù4ýÚó9ô%ó9õ2ÿÕö
õ2ø�÷¢óp��ø'õ

θ
���aô�õ!ü'õ

ú�ô�÷]ò�
gõ!ü#ú2ûgø'ø'õ2ü'ö�ûgò�þ7ó9û%ó9ô�õ|�½÷]ú2ó-ó9ô�÷ óaó9ô�õ1÷���ü8ó9õ!ò�ýÚó9ý)úÙö�ô�÷]ü'õ·ý
ü-ó9ô�õ|
��)û���÷���ÿÕý)ò�ý)ÿÕý�(!õ2øa÷���û��_õ1÷
ú2ø'ýÚó9ý
ú ÷��¾ó9õ!ÿÕö�õ!ø�÷¢óp��ø'õ I �
û]ó9ôdó9ô�õÕ÷���ü8ó9õ!ò�ýÚó9ý)ú%ö�ô�÷]ü'õ�÷¢ò�þdó9ô�õ*ÿ�÷]ø8ó9õ!ò�ü'ýÚó9ý)ú}�g÷]ø'ý�÷]ò_ó9ü·ô�÷��gõÕõ�01��÷��
õ2ò�õ!øu
��0þ�õ2ò�ü'ýÚó��d÷ óRó9ô�õ|ú2ø'ýÚó9ý
ú ÷���ó9õ!ÿÕö�õ!ø�÷ óp��ø'õ I ÷]ò�þQó9ô�õ|ÿ�÷]ø8ó9õ2ò�ü'ý)ó9ý)ú|�_÷]ø'ý�÷]ò_ó9üÙ÷]ø'õ~
��)û���÷��³ÿUý)ò��
ý)ÿÕý)(2õ2ø'ü#��õ��
û!ù ó9ô�õ*ú2ø'ýÚó9ý
ú ÷��¾ó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ<�y�Rü,÷�ø'õ2ö�ø'õ!ü'õ2ò_ó«÷¢ó9ý?�_õ%ÿUû�þ�õ��§û��

F (ε, θ)
ù-õg��ü'õ%ó9ô�õ

*�÷���,1�/��ûgò�ûgö�,g÷dõ���÷¢ü8ó9ý
ú=õ!ò�õ2øu
���" K�%4ý)ò ó9ô�õJ��ûgø'ÿ`û��Rü'ý?x�ó9ô û�ø'þ�õ2øÕö
û�����ò�û�ÿUý�÷��-û����g÷]ø'ý�÷����)õ!ü
εijõ�x�ö�ø'õ!ü'ü'õ2þdý
ò ó9õ!ø'ÿÕüÙû���ú!ø	��ü8ó«÷&�)�)û�
�ø�÷]ö�ô�ý)ú ÷��³ý)ò<�_÷]ø'ý�÷]ò_ó9ü I 
gõ2ò�õ!ø�÷��)ý�(2ý
ò�
Õó9ô�õ|ù-õ����?�/,�ò�û ù4ò�F��/� õ�x1�

ö�ø'õ2ü'ü'ý
û�ò�" .&% I
F (ε, θ) = α1(θ − θc)ε2 − α2ε

4 + α3ε
6,

ù4ô�õ2ø'õ
αi > 0

÷]ø'õ·ú!ûgò�ü8ó«÷]ò_ó4ö�÷¢ø�÷]ÿUõ(ó9õ2ø'ü�÷]ò�þ
θc > 0

ý)ü�÷%ú!ø'ýÚó9ý)ú ÷��
ó9õ2ÿÕö
õ2ø�÷¢óp��ø'õ��
*y��ø8ó9ô�õ2ø I A = (Aijkl)

ù4ý)ó9ô

Aijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk),
ý)üaó9ô�õ���û���ø8ó9ô7ûgø'þ�õ!øaó9õ2ò�ü'ûgø4ø'õ2ö�ø'õ!ü'õ2ò_ó9ý
ò�
2�)ý)ò�õ¢÷¢øaý)ü'û�ó9ø'ûgö�ý)ú n û�û�,gõ�� ü[��÷2ù

ε(u) 7→ Aε(u) = λ
ó9ø�÷¢ú!õ

ε(u) I + 2µε(u),
ù4ô�õ2ø'õ

λ, µ
÷¢ø'õ#�»÷]ÿ2��ú!ûgò�ü8ó«÷]ò_ó9ü#÷]ò�þ

I = (δij)
ý
ü�ó9ô�õ#��ò�ýÚó-ÿ�÷¢ó9ø'ý?x+���mõ·÷]ü'üu��ÿUõ

A
ý
üfú!û�õ!ø'ú2ý?�_õ

÷]ò�þ'��û���ò�þ�õ!þ I
a?|ε|2 ≤ (Aε) : ε ≤ a?|ε|2,�	F�� $<�

ù4ô�õ2ø'õ

a? = min[nλ+ 2µ, 2µ], a? = max[nλ+ 2µ, 2µ].
� ûgø'õ2û��_õ2ø I Q

ü8ó«÷]ò�þ�ü���ûgø4ó9ô�õ1ü'õ2ú!ûgò�þ ûgø'þ�õ2ø�þ�ý��
õ2ø'õ2ò�ó9ý�÷���ûgö�õ!ø�÷¢ó9û�ø�û��z�)ý)ò�õ¢÷]ø'ý�(2õ!þ7õ���÷]ü8ó9ý)ú!ýÚó��=þ�õ��
v�ò�õ!þJ�1�

u 7→ Qu =∇ · (A(ε)) = µ∆u + (λ+ µ)∇(∇ · u).
�aô�õ0ó9õ!ø'ÿ

νQut
ý)ò ó9ô�õ õ���÷]ü8ó9ý)ú!ýÚó��Põ�01��÷¢ó9ý)ûgò ú!ûgø'ø'õ2ü'ö�ûgò�þ�ü�ó9ûZó9ô�õ0ÿÕõ!ú�ô�÷]ò�ý
ú ÷��D��ý)ü'ú!ûgü'ýÚó��


gû��_õ!ø'ò�õ2þq�<� n û�û�,gõ�� üs��÷2ù ÷¢ò�þdó9ô�õ%ø'õ���÷¢ó9õ2þ ó9õ!ø'ÿ
ν(Aεt) : εt

ý)òdó9ô�õ|ó9õ!ÿÕö�õ!ø�÷¢óp��ø'õ|õ�0<��÷ ó9ý
û�ò
ø'õ2ö�ø'õ!ü'õ2ò_ó9ü4ô�õ¢÷ ó4ö�ø'û�þ4��ú(ó9ý)ûgò7þ���õ·ó9ûg��ý)ü'ú2û���ü#þ�ý)ü'ü'ý)ö�÷¢ó9ý)ûgò��

�aô�õg��û���ø8ó9ôdûgø'þ�õ2øÙó9õ!ø'ÿ κ
4 QQu

ú2ûgø'ø'õ2ü'ö
û�ò�þ�üÙó9û=ý)ò_ó9õ2ø�÷]ú2ó9ý)ûgòQõ���õ!ú(ó9üÙûgòZö�ô�÷]ü'õ*ý)ò_ó9õ!øu�½÷]ú!õ2ü
ù4ô�ý)ú«ôU÷]ø'õaõ�x�ö�ø'õ!ü'ü'õ2þ2�<�|ó9ô�õ#ü8ó9ø�÷¢ý
òg
gø�÷¢þ�ý)õ2ò_ó�ú!ûgò_ó9ø'ý�����ó9ý
û�ò κ

8 |Qu|2 ó9ûÙó9ô�õD��ø'õ2õ#õ2ò�õ!øu
��%þ�õ!ò�ü'ýÚó��

f(ε,∇ε, θ) = −cvθ log θ + F (ε(u), θ) +
κ

8
|Qu|2.
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ò�
0þ�õ!ü'ú2ø'ý���ý)ò�
7ó9ô�õ2ø	�
ÿÕûgÿÕõ!ú�ô�÷]ò�ý
ú ÷��-õ��_û�����ó9ý
û�òPû��|� ���_�8��ò�õ7û��4ó9ô�õ!ÿ I ó9ô�õ=ù-õ����?�/,�ò�û ù4ò�*�øu�2ÿUûgò�þ ÿÕû�þ�õ��|" L�% I ý)ü��÷]ü'õ2þQûgò ó9ô�õ1ü8ó9ø�÷]ý)ò ó9õ2ò�ü'ûgø I ó9ô�õ}�gû�����ÿÕõ(ó9ø'ý
ú,ö�ø'ûgö�ûgø8ó9ý)ûgò�ü�û���÷���ü8ó9õ!ò�ýÚó9õ%÷]ò�þQÿ�÷]ø8ó9õ!ò�ü'ýÚó9õ I ÷]ò�þó9ô�õ%÷&��ü'û��)��ó9õ·ó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ|÷¢ü�ü8ó«÷¢ó9õ|�g÷]ø'ý�÷����
õ2ü��4�aô�õ,ý
ò_ó9õ2øu�¶÷]ú2ý�÷���ü8ó9øu��ú(óp��ø'õ1ý)ü#ó9ô�õ2ø'õ|÷]ú2ú!û���ò_ó9õ2þ
��ûgø~�<�Bó9ô�õo
gø�÷]þ�ý)õ!ò_ó|û��-ó9ô�õ�ü8ó9ø�÷]ý)òBó9õ!ò�ü'ûgø1ó9ø�÷]ú2õ<���aô�õUù-õ��)�?��ö�ûgü'õ2þ�ò�õ2ü'ü|û��-üu��ú�ô ÷7ÿUû�þ�õ���ô�÷]ü
��õ2õ!ò7ü8óp��þ�ý
õ2þJ�<�7ü'õ��_õ2ø�÷��³÷���ó9ô�ûgø'ü}�½ü'õ!õ6"?F�%���ûgø#ø'õ���õ2ø'õ2ò�ú2õ2ü����

�#��ø¾ú!û�ò�ó9ø'ý�����ó9ý)ûgò,ú!û�ò�ü'ý)ü8ó9ü¾ý)ò,ö�ø'û���ý)ò4
[
��)û���÷��gý
ò·ó9ý)ÿÕõ�õ�x�ý)ü8ó9õ!ò�ú2õf÷]ò�þ���ò�ý)01��õ2ò�õ2ü'ü¾ø'õ!üu���Úó9ü���û�ø
ó9ô�õD��û���ø8ó9ô*ûgø'þ�õ2ø���ý)ü'ú2û�õ���÷¢ü8ó9ý
ú2ýÚó��,ü	��ü8ó9õ2ÿ��	F���F&�¾ú2û���ö4�)õ2þ%ù4ýÚó9ô|ó9ô�õ-ó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ-õ�01��÷¢ó9ý)ûgòJ�	F��HG����
�mõ�ö�ø'û��_õUó9ô�÷ ó%ó9ô�õ�ü	��ü8ó9õ2ÿ ý)ü|ù-õ����fö�ûgü'õ2þ���ûgø

(u, θ)
ý)òmó9ô�õ�ü'ö�÷]ú2õ

W4,2
p (QT ) ×W 2,1

p (QT )ù4ýÚó9ô
p ≥ n+ 2

��ñ�ò�üu��ú«ô7÷,ú ÷]ü'õ�ó9ô�õ�ü8ó9ø�÷]ý)òUó9õ!ò�ü'ûgø
ε I ýÚó9ü8
gø�÷]þ�ý)õ!ò_ó ∇ε ÷]ò�þ�ó9ô�õ4ó9õ!ÿÕö�õ!ø�÷¢óp��ø'õ

θ÷]ø'õ·ú2ûgò_ó9ý
ò1��û���ü��Q��ò�ú(ó9ý)ûgò�ü#ý)ò=ó9ý)ÿUõ���ü'ö�÷]ú2õ·ú�� �
ý)ò�þ�õ!ø
QT

�
�aô�õ*÷¢ö�ö�ø'û�÷¢ú«ô���ü'õ!þ ý)ò0ó9ô�ý)ü4ö�÷]ö�õ!ø�ø'õ��
ý)õ2ü4ûgò0ó9ô�õ|ö�÷]ø�÷&�
û��
ý)ú,þ�õ2ú!ûgÿÕö�ûgü'ýÚó9ý)ûgò0û��§ó9ô�õ|õ���÷]ü8ó9ý)ú

ö�÷]ø8óg�	F���F��4÷]ò�þ ó9ô�õ1üu����ü'õ�01��õ2ò�ó,÷¢ö�ö��)ý)ú¢÷ ó9ý
û�ò0û��§ó9ô�õ}�¾õ!ø�÷�� ����ú«ô�÷���þ�õ!ø#v�x�õ2þ ö�ûgý)ò_ó�ó9ô�õ!ûgø'õ2ÿ ó9û
ó9ô�õ·þ�õ2ú2ûgÿUö�ûgü'õ2þ7ü	��ü8ó9õ2ÿ ú!û���ö��)õ2þ7ù4ýÚó9ô�ó9ô�õÙó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ·õ�01��÷¢ó9ý)ûgò��

ñ�ò ó9ô�õ1ö�ø'õ2ü'õ!ò_óÙö�÷]ö�õ!ø4ù-õ|ü'ô�÷����§ú2ûgò�ú2õ!ò_ó9ø�÷¢ó9õ1ûgò0ó9ô�õ1ú!õ2ò_ó9ø�÷��³ö�÷]ø8óÙû��»ó9ô�õ1õ�x�ý)ü8ó9õ2ò�ú!õ,ö�ø'û�û�� Iò�÷]ÿÕõ��?��õ!ü8ó«÷����)ý)ü'ô�ý
ò�
Õ÷%ö�ø'ý)ûgø'ý+�
û���ò�þ�ü[��û�øaó9ô�õÙü'û�����ó9ý)ûgò3�<�3��ü'ý)ò�
*ó9ô�õ·ø'õ2ú���ø'ü'ý?�_õ·ý)ÿÕö�ø'û��_õ!ÿÕõ2ò�ó
ó9õ2ú«ô�ò�ý)01��õU÷]ò�þBö�÷]ø�÷���û��)ý)ú%þ�õ!ú2ûgÿÕö
û�ü'ý)ó9ý)ûgò��+�aô�ý)ü·ø'õ�01��ý)ø'õ!þZö�ø'û���ý)ò�
7ü'õ��_õ2ø�÷���÷���x�ý��)ý�÷]ø	� ø'õ2üu�4�Úó9ü I��ûgøaù4ô�ý
ú�ô=ù-õ,ø'õ���õ2øaó9ô�õ,ø'õ ÷]þ�õ2øaó9û�" �&%/�

� 9������C�/9������³õ(ó
Ωt = {t} × Ω I Qt = (0, t) × Ω I St = (0, t) × ∂Ω I ÷¢ò�þ n

ü8ó«÷]ò�þ���û�ø·ó9ô�õ
��ò�ýÚó4û���ó�ù#÷]ø'þ0ò�ûgø'ÿ�÷���ó9û

∂Ω
�4� ûgø'õ!û��_õ!ø I f/i = ∂f/∂xi I ft = ∂f/∂t

�
�mõs��ü'õRó9ô�õ���û���û��)õ��Uü'ö�÷]ú!õ2üaò�û�ó«÷¢ó9ý)ûgò�û��8" k&%¾÷]ò�þ3��û��)þ!�
õ(ó'ó9õ2ø'ü���û�ø-ó9ô�õ��_õ!ú(ó9ûgø	��÷]ò�þ�ó9õ2ò�ü'û�ø	�

�g÷�����õ!þ=ÿ�÷]ö�ö�ý)ò�
gü��
�aô�õ1üu��ÿUÿ�÷¢ó9ý)ûgò7ú2ûgò<�_õ!ò_ó9ý)ûgò0û��_õ2ø4ø'õ!ö�õ ÷¢ó9õ!þ7ý
ò�þ�ý)ú!õ2ü4ý)ü�÷]ü'üu��ÿUõ2þd÷]ò�þ0ó9ô�õ���û����
û!ù4ý
ò�
Õò�û�ó«÷��

ó9ý)ûgò3��ûgøD�_õ2ú(ó9ûgø'ü
a = (ai) I b = (bi)

÷]ò�þ7ó9õ2ò�ü'ûgø'ü
B = (Bij) I B̃ = (B̃ij)

E

a · b = aibi, B : B̃ = BijB̃ij , |B| = (BijBij)
1/2.

�aô�õ4ü	��ÿ_��û��)ü ∇ I ∇· þ�õ!ò�û�ó9õaó9ô�õ[
gø�÷]þ�ý)õ2ò�óf÷]ò�þÕó9ô�õ#þ�ý?�_õ2øu
gõ!ò�ú2õ#ûgö�õ!ø�÷ ó9ûgø'ü���*�ûgø�ó9ô�õ#þ�ý?�_õ!øu
�õ!ò�ú2õ
û��a÷�ó9õ2ò�ü'û�ø�v�õ��)þ

ε(x) = (εij(x)
ó9ô�õÕú!ûgò<�_õ2ò_ó9ý)ûgòBû���ó9ô�õÕú!û�ò�ó9ø�÷¢ú2ó9ý)ûgòZû��_õ2ø·ó9ô�õ2��÷]ü8ó,ý
ò�þ�õ�xZý)ü

��ü'õ2þ I ý/� õ�� I
∇ · ε(x) = (εij/j(x)).

�aô�ø'û���
gô�û���óÕó9ô�õ7ö�÷]ö�õ2ø
Λ

þ�õ!ò�û�ó9õ2üU÷

gõ2ò�õ!ø'ý)ú=ú2ûgò�ü8ó«÷]ò_ó I þ�ý���õ!ø'õ2ò_óÕý)ò��g÷]ø'ý)û���ü*ý)ò�ü8ó«÷¢ò�ú2õ2ü��»ñ�ò

gõ2ò�õ!ø�÷&� I Λ

ú¢÷¢ò0þ�õ2ö�õ!ò�þ0ûgò=ó9ô�õ·þ�÷ ó«÷%û��³ó9ô�õ·ö�ø'û����
õ2ÿ I þ�û�ÿ�÷]ý)ò
Ω

÷]ò�þ7ó9ý)ÿÕõ
T
�

  ï�¡�é¾ì�¢o£Q¤�í�¥y¤�¦q¤�é�ê&§�ç¨�aô�õ�÷���ó9ô�û�ø'ü1ù-û��4�)þ©�)ý�,gõ*ó9û7ó9ô�÷]ò�,qB�ø'û���õ2ü'ü'ûgø��mû�ª�ú!ý)õ2ú«ô�«
÷:ªp¬]ú�(��
,gû!ù4üu,�ý���ûgø#þ�õ(ó«÷]ý��
õ2þ=þ�ý)ü'ú���ü'ü'ý)ûgò�ü��

­
ç   §�§ î�¦©®�ê]ð�ì
é�§'¯�é³í°¦�¯�ð½é ë�¤�§ î�£�ê�§�ç¨±-õ��)û ù ù-õ2�)ý)ü8ó1û���ø|÷]ü'üu��ÿÕö�ó9ý
û�ò�ü�
�ø'û���ö
õ2þmý)ò_ó9û
ü'õ��_õ2ø�÷���ú¢÷¢ó9õ�
gûgø'ý)õ2ü��

²�³�´ �Ùûgÿ�÷]ý)ò
Ω ⊂ Rn I n = 2, 3 I ù4ýÚó9ô=ó9ô�õ|�
û���ò�þ�÷]ø	�

∂Ω
û��³ó9ô�õ·ú���÷]ü'ü

C3 �
²�µ8¶~´ �¾ý)ò�õ¢÷]ø#ö�÷]ø8ó�E�ó9ô�õ,ú2û�õ�wÕú!ý)õ2ò_ó9ü#û��¾ó9ô�õ,ûgö�õ2ø�÷¢ó9ûgø

Q
ü�÷ ó9ý
üu�)��ú!ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü

µ > 0, nλ+ 2µ > 0.
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��3U��j¾�

�aô�õ��Bõ2ò�üu��ø'õUó9ô�õ�ú2û�õ2ø'ú!ý?��ýÚó��dû��-ó9ô�õ�÷���
gõ���ø�÷]ý)úUûgö�õ2ø�÷¢ó9ûgø
A

ý)ò·�	F��H$��1÷¢ò�þP÷&�
ü'û ý)ÿÕö����Qó9ô�õ
ü8ó9ø'ûgò�
|õ����)ý
ö�ó9ý)ú2ý)ó��|û���ó9ô�õ�ûgö�õ2ø�÷¢ó9ûgø

Q
÷¢ò�þUó9ô�õ4ö�÷¢ø�÷���û��)ý
ú2ýÚó��*û���ó9ô�õ�õ��_û�����ó9ý)ûgòUü	��ü8ó9õ2ÿ ù4ýÚó9ôÕó9ô�õ

ûgö�õ2ø�÷¢ó9ûgø
Q I ü'õ2õo" �&%��4�aô�õ|��÷ ó'ó9õ!ø-ó�ù-ûÕö�ø'ûgö�õ!ø8ó9ý)õ2ü#ø'õ�01��ý)ø'õ1÷|ù-õ ÷�,gõ2ø#ú!û�ò�þ�ýÚó9ý)ûgò

λ+ 2µ > 0
�

¸ õ�x�óR÷]ü'üu��ÿÕö�ó9ý
û�ò�ü#ú2ûgò�ú2õ!ø'ò7ó9ô�õ·õ���÷]ü8ó9ý)ú·õ2ò�õ2øu
��+E
²�¹[º�» æ ´ �_ó9øu��ú(óp��ø'õ�E

F (ε, θ)
ý)ü#û��§ú���÷]ü'ü

C3 ûgò
S2 × [0,∞) I ù4ô�õ2ø'õ

S2 þ�õ2ò�û�ó9õ2ü#ó9ô�õ,ü'õ(ó4û��
ü	��ÿÕÿÕõ2ó9ø'ý)úRó9õ2ò�ü'ûgø'ü4û��§ü'õ2ú!ûgò�þ0û�ø'þ�õ2ø4ý)ò Rn ���mõ1÷]ü'üu��ÿUõÙó9ô�÷¢ó

F (ε, θ) = F1(ε, θ) + F2(ε),
ù4ô�õ2ø'õ

F1(ε, θ)
ý)ü�÷%ú!ûgò�ú ÷��_õ|�{��ò�ú2ó9ý)ûgò�ù4ýÚó9ô7ø'õ2ü'ö
õ2ú(ó#ó9û

θ I
F1/θθ(ε, θ) ≤ 0

��ûgø
(ε, θ) ∈ S2 × [0,∞),

üu��ú�ô7ó9ô�÷¢ó
F1(ε, θ)

ý)üD�)ý
ò�õ ÷]øaý)ò
θ
û��_õ!ø�÷|ú!õ2ø8ó«÷]ý)ò=ý)ò�ó9õ2ø	�g÷��

[0, θ1) I θ1 = const. I ÷]ò�þ'
gø'û ù4ü[�)ý�,gõ
θr

��ûgø
θ ≥ θ1

�
²�¹[º�» ­ ´©¼ ø'û!ù#ó9ôdú!û�ò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü�E��aô�õ!ø'õ%õ�x�ý)ü8ó9ü·÷Uö�ûgü'ýÚó9ý?�_õ|ú2ûgò�ü8ó«÷]ò_ó

Λ
üu��ú�ôQó9ô�÷¢ós��û�ø

θ ≥ θ1÷]ò�þ'��÷]øu
�õs�_÷&�)��õ2ü#û��
εij

ó9ô�õ���û����)û ù4ý)ò4
%ú!û�ò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü�÷¢ø'õ,ü�÷¢ó9ý)üuv�õ2þ�E

|F1/εε(ε, θ)| ≤ Λθr|ε|q−1, |F2/εε(ε)| ≤ Λ|ε|q̄−1,

|F1/εθ(ε, θ)| ≤ Λθr−1|ε|q, |F1/θθ(ε, θ)| ≤ Λθr−2|ε|q+1,

|F1/ε(ε, θ)| ≤ Λθr|ε|q, |F2/ε(ε)| ≤ Λ|ε|q̄,
ù4ýÚó9ô

0 < r <
1

2
, 1 < q̄ ≤ qnpn

4n
, 0 < q ≤ (q̄ + 1)

(1

2
− r
)
,

ù4ô�õ2ø'õ

pn = n+ 2
÷]ò�þ

qn
ý)ü�ó9ô�õ|��û���û��)õ��Õõ�x�ö�ûgò�õ!ò_ó8��ûgø�ù4ô�ý)ú«ôÕó9ô�õRý)ÿ~�
õ2þ�þ�ý
ò�
,û��

W 1
2 (Ω)

ý
ò_ó9û
Lqn(Ω)

ý)üfú2ûgò_ó9ý
ò��
��û���ü I ó9ô�÷ ó�ý)ü I qn = 2n/(n− 2)

��û�ø
n ≥ 3

÷]ò�þ
qn

ý
üR÷]ò<�Jv�ò�ýÚó9õ,ò ��ÿ~��õ!ø���û�ø
n = 2

���mõ,ò�û]ó9õ
ó9ô�÷¢ó

0 < q ≤ qnpn
2n

(1

2
− r
)
.

�aô�õ1÷���û��_õ,ú2ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò�üaý
ÿÕö��?�Uó9ô�õ|��û��)�)û ù4ý)ò�
g
�ø'û ù#ó9ô0û��
F (ε, θ)

E

|F1(ε, θ)| ≤ Λ + Λθr|ε|q+1, |F2(ε)| ≤ Λ + Λ|ε|q̄+1.
*�û�ø4õ�x�÷]ÿÕö4�)õ I ý)ò=ó9ô�ø'õ!õ���þ�ý)ÿUõ2ò�ü'ý
û�ò�÷&��ú¢÷]ü'õÙó9ô�õ|÷&�
û��_õ,ú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�ò�ü4÷]ø'õ·ü�÷¢ó9ý)üuv�õ!þ'��ûgø

q̄ =
5

2
, q = 1, r =

3

14
.

� ûgø'õ2û��_õ2ø I ù-õ|÷]ü'üu��ÿÕõ·ó9ô�õ,ü8ó9øu��ú(óp��ø�÷&���)û ù-õ2ø[�
û���ò�þ'��ûgøaó9ô�õ,ö�÷]ø8ó
F2(ε)

û��¾ó9ô�õ|��ø'õ2õ·õ2ò�õ!øu
��<�
²	¹[º�»:½�´ �aô�õ2ø'õ,õ�x�ý)ü8ó4ö�ûgü'ýÚó9ý?�_õÙú2ûgò�ü8ó«÷]ò_ó9ü

c,Λ
üu��ú«ô=ó9ô�÷ ó

c|ε|q̄+1 − Λ ≤ F2(ε).

�aô�õRò�õ�x�ó#÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgòUú!ûgò�ú2õ!ø'ò�ü�ó9ô�õ4ü8ó9øu��ú(óp��ø�÷���ü'ý)ÿUö��)ý�v�ú ÷¢ó9ý)ûgòÕû���ó9ô�õRõ2ò�õ!øu
��Uõ�01��÷¢ó9ý)ûgò6�1�
ò�õ�
��)õ!ú(ó9ý)ò4
·ó9ô�õ4ò�ûgò��)ý
ò�õ ÷]ø�õ���÷]ü8ó9ý)ú4ú2ûgò_ó9ø'ý)����ó9ý)ûgò −θF1/θθ(ε, θ)

ý)òÕó9ô�õ4ü'ö�õ2ú!ý�v�ú4ô�õ ÷¢ófú!û�õ�wÕú2ý)õ!ò_ó��
�aô�ý)ü�÷����)û ù4üaó9ûU÷]ö�ö4�?��ó9ô�õ·ú���÷]ü'ü'ý)ú ÷���ö�÷]ø�÷���û��)ý)úRó9ô�õ2ûgø	�=ý)ò=ó9ô�õ·õ�x�ý)ü8ó9õ!ò�ú2õ·ö�ø'û�û����



�1�����(	��������1���
.=�
�������
�������2� V M V

�mõUö�ûgý)ò_ó1û���ó1ó9ô�÷¢ó}��õ2ú¢÷���ü'õUû���ó9ô�õ�÷]ö�ö��)ý)õ!þZó9õ2ú«ô�ò�ý)01��õ*ù-õÕù-õ!ø'õ6��ò�÷����)õUõ2ýÚó9ô�õ!øÙó9ûd÷&�)�)û ù
F1(ε, θ)

�)ý)ò�õ ÷]ø�ý
ò
θ
ûgø I ÷]ü'üu��ÿUý)ò�


θ
�/
�ø'û ù#ó9ô,ú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�ò I ó9û#ý)ò�ú!û�ø'ö
û�ø�÷¢ó9õ»ó9ô�õ�÷]ø'ý)ü'ý
ò�
#ò�ûgò��)ý)ò�õ ÷]ø'ýÚó��

ý)ò=ó9ô�õ,ü'ö�õ2ú!ý�v�ú·ô�õ¢÷ ó4ú!û�õ�wÕú2ý)õ!ò_ó��
²p¾�¿
´ �aô�õ7õ���÷]ü8ó9ý)ú=õ2ò�õ2øu
��Wú!ûgò_ó9ø'ý�����ó9ý
û�ò −θF1/θθ(ε, θ)

ó9ûZó9ô�õ7ü'ö�õ!ú2ý�v�ú0ô�õ ÷¢óUú2û�õ�wÕú!ý)õ2ò_ó
þ���õ·ó9û*ó9ô�õ·ò�ûgò��)ý
ò�õ ÷]ø'ýÚó���û��

F1
ý
ò
θ
ý)ü#ò�õ�
��)õ2ú2ó9õ2þ I ó9ô�÷¢ó4ý)ü I ù-õ·ü'õ2ó

c(ε, θ) = cv = const. > 0.

�mõ|÷]ø'õ|�)û�û�,�ý)ò�
g��ûgøaó9ô�õ,ü'û��)��ó9ý)ûgò=ý
ò=ó9ô�õ~��û��
û��
õ���ü'ö�÷]ú!õ

V (p) = {(u, θ) ∈W4,2
p (QT )×W 2,1

p (QT )},
ù4ýÚó9ôd÷Õö�÷]ø�÷]ÿÕõ2ó9õ2ø

p
ø'õ���÷¢ó9õ!þ7ó9û

Lp
��ý)ò�ó9õ�
gø�÷���ý��)ýÚó��1�4�aô�õ*÷]ü'üu��ÿÕö�ó9ý)ûgò�ü�ûgò ó9ô�õ|ý)ò�ýÚó9ý�÷��¾þ�÷¢ó«÷�÷]ò�þ

ó9ô�õ·ü'û���ø'ú!õ·ó9õ2ø'ÿUüaú2ûgø'ø'õ!ü'ö�ûgò�þ7ó9û%ó9ô�ý)üaü'ö�÷]ú!õ��
²	À~Á!» ® ´ �aô�õ·ý)ò�ýÚó9ý�÷��
ú!û�ò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü#ü�÷ ó9ý
üu�)�!��ûgø

1 < p <∞ ó9ô�õ,ý)ò�ú��)��ü'ý)ûgò�ü

u0 ∈W4−2/p
p (Ω), u1 ∈W2−2/p

p (Ω), 0 ≤ θ0 ∈W 2−2/p
p (Ω),

÷]ò�þ7ó9ô�õ·ú!û�ÿUö�÷¢ó9ý���ý��
ýÚó��Uø'õ���÷¢ó9ý)ûgò�ü����aô�õ,ü'û���ø'ú2õ·ó9õ!ø'ÿÕüaü�÷¢ó9ý)üu�Q�

b ∈ Lp(QT ), g ∈ Lp(QT ), g ≥ 0
÷�� õ���ý)ò

QT .

�aô�õ�v�ø'ü8ó�ÿ�÷]ý)ò7ø'õ2üu���Úó4ú2ûgò�ú!õ2ø'ò�ü#ó9ô�õ·õ�x�ý)ü8ó9õ2ò�ú!õÙû��§ü'û�����ó9ý)ûgò�üaó9ûÕö�ø'û����)õ2ÿÂ�CBD���
Ã|Ä�Å4Æ�Ç�Å4ÈÊÉUËCÌ�Ë�Í �UÎ<>�7~��Ï:Ï:Ð @sÑ��C�e9��4Ï|�C�}� I �C��BD� I �C*hÒ-�pF&�/rU�C*�Òz��.<� I ��� n � I �e±¨Ó#��öU�|���UÎ6�CÔ�>

Õ 9���Î��C�C�/9�� 0 <
√
κ ≤ ν Ö �CÔ�>�7p>D>:×��{Ï:�CÏyØ�9�7 pn ≤ p <∞ ��Ï�9�=HÐ��C�e9��

(u, θ) ∈ V (p)
��9¨Ñy7p9<;�=?>�@Ù�CBD�

Ø�9�7_���4Ú
T > 0

��Û©9�7p>:9�Ü�>�7 Ö θ ≥ 0
�{�
QT Ö ���UÎo�CÔ�>¨Ø�9�=Q=?9�Ýz�{� Þ'�|Ñy7��/9�7��8>�Ï��C�{@6����>�Ï|Ô�9�=?ÎUE

‖u‖W4,2
p (QT ) ≤ Λ, ‖θ‖W 2,1

p (QT ) ≤ Λ
�/G ��F&�
Ýz�{�CÔ�� Õ 9���Ï������y� Λ

Î<>�Ñ�>��UÎ��Q� ÞJ9��
�CÔ�>gÎ<�����!9	Ø|�CÔ�>�Ñy7p9<;�=?>�@ Ö Ω
���UÎ6�C�{@6>

T
�

�mõfò�û]ó9õfü'ûgÿUõfö�ø'ûgö�õ2ø8ó9ý)õ!ü³û���ó9ô�õfü'û�����ó9ý)ûgò,ù4ô�ý)ú�ô~��û��)�)û ùWþ�ý)ø'õ2ú2óp�?�|��ø'ûgÿ ó9ô�õfú���÷]ü'ü'ý)ú ÷���ý)ÿ~��õ!þ��
þ�ý)ò�
gü��

ß Æ�Ç�Æ�à<à<á�Ç�âãÉUËCÌ�Ësä 9�7��qÏ�9�=HÐ��C�/9��å��93Ñy7p9<;�=?>�@æ�CB��3�CÔ�>|Ø�9�=Q=�9�Ýz�Q� Þ©Ô�9�=?Î�Ï�E
u Ö ∇u Ö ∇2u Ö

ut Ö θ ��7p>sç}è�=?Î<>�7 Õ 9��4�C�{�4Ð49�Ð�Ïs�{� QT Ö ∇3u,∇ut,∇θ ∈ Lp(QT ) Ö pn ≤ p <∞ Ö ���UÎ

|u|, |∇u|, |∇2u|, |ut| ≤ Λ, 0 ≤ θ ≤ Λ
�{�
QT ,

‖∇3u‖Lp(QT ), ‖∇ut‖Lp(QT ), ‖∇θ‖Lp(QT ) ≤ Λ.
ñ�ò*ûgø'þ�õ!ø§ó9ûÙö�ø'û��_õaó9ô�õD��ò�ý)01��õ!ò�õ2ü'ü�û���ó9ô�õaü'û�����ó9ý)ûgò I ó9ô�õaú2ûgò_ó9ý)ò ��ýÚó��|ö�ø'ûgö�õ2ø8ó��|û�� ∇ut

ý)ò
QTý)ü#ò�õ!õ2þ�õ!þ����aô�ý)ü#ô�û��)þ�ü4ö�ø'û���ý)þ�õ2þ

p > pn
�

Ã|Ä�Å4Æ�Ç�Å4ÈÊÉUË�ÉUËsé >��8�CÔ�>_��Ï:Ï:Ð @sÑ��C�e9��4Ï}9	Øoê�Ô�>:9�7p>�@ëG��?F3;:>}Ï����C�QÏ{ì8>:Î�Ø�9�7

pn < p <∞.
ê�Ô�>��q�CÔ�>�Ï�9�=HÐ��C�e9��
��9o�CÔ�>�Ñy7p9<;�=?>�@í�CB��|�QÏ|Ð �4�eî�Ð4>8Ø�9�7~���4Ú

T > 0
�

�mõ,ú2û����)õ!ú(óaò�û!ù ÷%ö�ø'ý)ûgø'ý+��û���ò�þ�ü#ù4ô�ý)ú�ôJ��û����)û ù���ø'ûgÿ ó9ô�õ·ý)ÿ_��õ2þ�þ�ý)ò�
gü��
ß Æ�Ç�Æ�à<à<á�Ç�âãÉUË�ÉUË ê�Ô�>�Ï�9�=HÐ��C�e9�����9�Ñy7:9<;�=?>�@ï�CBD�|Ô���Ï|�Q� Õ ��Ï�> pn < p <∞ �CÔ�>8Ø�9�=Q=?9�Ýz�Q� Þ

Ñy7p9�Ñ�>�7��C�e>�Ï�E ∇3u Ö ∇ut Ö ∇θ ��7:>sç}è�=?Î<>�7 Õ 9��4�C�{�4Ð49�Ð�Ïs�{� QT ���UÎ6Ï����C�{ÏQØ:Ú6�CÔ�>g;:9�Ð �UÎ�Ï

|∇3u|, |∇ut|, |∇θ| ≤ Λ
�{�
QT .
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½ ç º�ð ð{§(ê�¤�é³ï�¤g®§ë ì�ì�ñ'ç�ñ�ò|ó9ô�õfö�ø'û�û���ù-õfü'ô�÷�������ü'õ#÷�ö�÷]ø�÷���û��)ý)úfþ�õ!ú2ûgÿÕö�ûgü'ýÚó9ý
û�ò|û���õ���÷]ü8ó9ý)ú!ýÚó��
ü	��ü8ó9õ2ÿÂ�	F���F&�-÷]ò�þ7ó9ô�õ|�³õ2ø�÷�� ����ú�ô�÷&��þ�õ2ø�v�x�õ2þ7ö
û�ý
ò_ó#ó9ô�õ2ûgø'õ!ÿ'�

�aô�õ,ö�ø'û�û��³ú!û�ò�ü'ý)ü8ó9ü#û��§ü'õ��_õ2ø�÷���ü8ó9õ2ö�ü#ù4ô�ý)ú«ô ÷]ø'õ·þ�õ!ü'ú2ø'ý��
õ2þJ��õ��)û ù}�
ò ��>�Ñ�F���B�÷]ø�÷���û��)ý)ú·þ�õ2ú!ûgÿÕö�ûgü'ýÚó9ý)ûgò=û��D�	F��?F&����ñ��¾ù-õ,ú«ô�û�ûgü'õ·ò1��ÿ_��õ2ø'ü

α, β
ü'ûÕó9ô�÷¢ó

α+ β = ν, αβ =
κ

4
,

ó9ô�õ,ü	��ü8ó9õ2ÿA�	F���F&��ù4ýÚó9ô7ý)ò�ýÚó9ý�÷���ú2ûgò�þ�ý)ó9ý)ûgò�ü��	F��Hk��#÷]ò�þ'��û���ò�þ�÷]ø	�7ú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�ò�ü}�	F�� K �fþ�õ2ú!ûgÿÕö�ûgü'õ2ü
ý)ò_ó9û*ó9ô�õ���û����)û ù4ý)ò4
%ü	��ü8ó9õ!ÿÕü4û��h±8ÓsB�� ü[��ûgø�÷~�gõ!ú(ó9ûgøDv�õ��)þ

w
E





wt − βQw =∇ · F/ε(ε, θ) + b
ý)ò
QT ,

w(0,x) = u1(x)− αQu0(x)
ý)ò

Ω,

w = 0
ûgò

ST ,

�/.��?F&�

÷]ò�þ7ó9ô�õ·þ�ý
ü'ö���÷]ú2õ!ÿÕõ2ò�ó
u
E





ut − αQu = w
ý)ò
QT ,

u(0,x) = u0(x)
ý)ò

Ω,

u = 0
ûgò

ST .

�/.�� G<�

�aô�õ·ú!ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò
0 <
√
κ ≤ ν ÷]ü'üu��ø'õ!üaó9ô�÷ ó

α, β > 0
�

�<��ü8ó9õ!ÿó�/.���F&� I �/.��HG��8��ûgø w,u
ý
üaú2û���ö4�)õ2þ=ó9û*ó9ô�õ}±8ÓsBô��ûgø

θ
E





cvθt − k∆θ = θF/θε(ε, θ) : εt + ν(Aεt) : εt + g
ý)ò
QT ,

θ(0,x) = θ0(x)
ý)ò

Ω,

∇θ · n = 0
ûgò

ST .

�/.�� .<�

�mõ ò�û]ó9õ0ó9ô�÷¢ó=÷Bü'û�����ó9ý)ûgò
(u, θ) ∈ V (p)

ó9ûmü	��ü8ó9õ2ÿõ�/.��?F&�/rU�/.�� .<�|ü�÷¢ó9ý)üuv�õ2ü�ö�ø'û����)õ2ÿõ�CBD�
��ò�þ�õ!ø�÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgò©��� n ���

ò ��>�Ñ3G����¾ûÙó9ô�ý)ü�ü	��ü8ó9õ2ÿ ù-õ4÷¢ö�ö��?�1ó9ô�õ[�¾õ!ø�÷�� ����ú«ô�÷���þ�õ!øzv�x�õ2þ*ö�ûgý)ò�ó§ó9ô�õ2ûgø'õ2ÿ I ø'õ2ú ÷����
õ2þ|ô�õ2ø'õ
ý)ò7ûgò�õ,û��³ó9ô�õ,õ�01��ý?�_÷&�
õ2ò_ó[��û�ø'ÿ_����÷¢ó9ý)ûgò�üD��û�ø#ø'õ¢÷]þ�õ2ø�� ü#ú!ûgò<�_õ2ò�ý)õ!ò�ú2õ<�

Ã|Ä�Å4Æ�Ç�Å4È÷ö+ËCÌ �½ü'õ2õ6" G&%{��� é >�� B ;:>o�!ø#���U� Õ Ô�Ï�Ñ�� Õ >��hùsÏ:Ï:Ð @o>2�CÔ����
T : [0, 1] × B −→ B�QÏ~�2@o��Ñ
Ýz�C�CÔJ�CÔ�>¨Ø�9�=Q=?9�Ýz�{�1Þ~Ñy7p9�Ñ�>�7��C�e>�Ï�E

�½ýC� ä 9�7~���4Ú#ì�×1>pÎ
τ ∈ [0, 1]

�CÔ�>}@6��Ñ
T (τ, ·) : B −→ B �{Ï Õ 9�@sÑ�=?>���>�=HÚ Õ 9��4�C�{�4Ð49�Ð�Ï��

�½ý)ý{� ä 9�7�>�Ü�>�7�Úo;:9�Ð���Î<>:ÎgÏ:Ð4;�Ï�>�� C 9	Ø B Ö �CÔ�>-Ø���@g�{=mÚo9	Ø�@o��ÑyÏ
T (·, χ) : [0, 1] −→ B Ö χ ∈ C Ö�QÏ|Ð �4� Ø�9�7�@2=HÚ3>:î�Ð�� Õ 9��y�C�Q�4Ðy9�Ð Ï��

�½ý)ý
ý{��ê�Ô�>�7p>
�{Ï��ô;:9�Ð���Î<>:Î�Ï:Ð4;�Ï�>�� C 9	Ø B Ö Ï:Ð Õ Ôå�CÔ����!���4ÚJìh×<>:Î
Ñ�9��{�y�g�Q� B 9	Ø
T (τ, ·) Ö

0 ≤ τ ≤ 1 Ö �{Ï Õ 9��4�����{�U>:Î2�{� C �
�½ý?�y�

T (0, ·) Ô���Ï�Ñy7:> Õ �{Ï�>�=HÚ39��U>8ì�×1>pÎ�Ñ49��Q�y�-�{� B �
ê�Ô�>��

T (1, ·) Ô���Ï~���8=?>:��Ï:�D9��U>¨ìh×<>:Î�Ñ�9��{�y�-�{� B �
�mõ,þ�õ�v�ò�õ,ò�û ùJó9ô�õ·ÿ�÷]ö

Tτ
��ø'ûgÿ

V (p)
ý)ò_ó9û

V (p) I
Tτ : (ū, θ̄) −→ (u, θ), τ ∈ [0, 1],
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.=�
�������
�������2� V M W

�<�=ÿUõ ÷]ò�ü#û��³ó9ô�õ|��û����)û ù4ý)ò�
%ó9ô�ø'õ2õ·ö�ø'û����
õ2ÿÕü�E




wt − βQw = τ [∇ · F/ε(ε̄, θ̄) + b]
ý)ò
QT ,

w(0,x) = τ [u1(x)− αQu0(x)]
ý)ò

Ω,

w = 0
ûgò

ST ,




ut − αQu = w
ý)ò
QT ,

u(0,x) = τu0(x)
ý)ò

Ω,

u = 0
ûgò

ST ,




cvθt − k∆θ = τ [θ̄F/θε(ε, θ̄) : εt + ν(Aεt)
E
εt + g]

ý)ò
QT ,

θ(0,x) = τθ0(x)
ý)ò

Ω,

∇θ · n = 0
ûgò

ST ,
ù4ô�õ2ø'õ

ε̄ = ε(ū)
�

ú �)õ¢÷]øu�?� I ÷!v�x�õ!þBö�ûgý)ò_ó1û��
T1

ý
ò
V (p)

ý)ü,õ�01��ý?�g÷��)õ!ò_óÙó9ûQ÷=ü'û�����ó9ý)ûgò
(u, θ)

ý)ò
V (p)

û��fó9ô�õ
ü	��ü8ó9õ2ÿÂ�/.���F&�/r��/.��H.<� I ÷¢ò�þ=ó9ô1��ü4ý
ü4÷%ü'û�����ó9ý)ûgò�ó9ûÕö�ø'û����)õ!ÿÂ�CB��fý)ò

V (p)
�

ñ�ò'�{��ø8ó9ô�õ2ø#ü8ó9õ!ö�ü#û��¾ó9ô�õ·ö�ø'û�û��¾ù-õ,ü'ô�÷&�)�U�_õ2ø'ý)�)��ó9ô�õ1÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgò�ü4û��h�aô�õ!ûgø'õ2ÿû.��?F��
ò ��>�Ñ�. ��ñ�ó,ÿ�÷����
õ*ü'ô�û!ù4ò I ü'õ!õ'" �&% I ó9ô�÷¢ó Tτ ý
üÙù-õ��)�§þ�õ�v�ò�õ!þ I ý/� õ<� Tτ (V (p)) ⊂ V (p) I ÷¢ò�þý)üaõ�01��ý)ú2ûgò_ó9ý
ò1��û���ü-ù4ýÚó9ô=ø'õ2ü'ö
õ2ú(ó#ó9û

τ
��ñ�ò0÷]þ�þ�ý)ó9ý)ûgò I ÷|ò ������ü'û�����ó9ý)ûgò=ý)üaó9ô�õ|��ò�ý)01��õ|v�x�õ2þ7ö�ûgý)ò_ó

��ûgø
τ = 0

�
ò ��>�Ñ�K4��ñ�óÙø'õ2ÿ�÷]ý)ò�ü4ó9û6�_õ2ø'ý��Q�Q÷¢ü'üu��ÿÕö�ó9ý)ûgò��½ý)ý)ý{�-ý)ò ó9ô�õ~�¾õ!ø�÷�� ����ú«ô�÷���þ�õ!ø�ó9ô�õ2ûgø'õ2ÿ I ó9ô�÷¢óRý)ü Ió9û!v�ò�þZ÷]òZ÷Uö�ø'ý)ûgø'ýh��û���ò�þ���ûgø·÷6v�x�õ2þQö�ûgý)ò�óRû��

Tτ
�y�NýÚó9ô�û���ó#�)ûgü'üRû��z
�õ!ò�õ2ø�÷��)ý)ó��=ù-õ%ÿ�÷��0ü'õ(ó

τ = 1
���¾õ2ó#ó9ô�õ2ò

(u, θ) ∈ V (p) I pn ≤ p <∞ I ��õ|÷_v�x�õ2þ7ö�ûgý)ò�ó4û��
T1

�
*»ý)ø'ü8ó#ù-õ,ø'õ2ú ÷�����ó9ô�õ·ø'õ2üu�4�Úó4û���" �&%/E
ü Å4È�È�áåö+ËCÌ�Ësý Ø

(u, θ)
�QÏ~��ìh×<>:Î�Ñ�9��Q�y�D9	Ø

T1
�{�
V (p) Ö pn ≤ p <∞ Ö �CÔ�>�� θ ≥ 0

�Q�
QT

�
�aô�õ=ö�ø'û�û��#ó9ô�÷ ó

(u, θ)
ý
üÕ÷Qö�ø'ý)ûgø'ý8�
û���ò�þ�õ2þ ý)ò

V (p)
ø'õ�01��ý)ø'õ!üÕ÷ ü'õ�0<��õ2ò�ú!õ�û��4õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õ2ü

ù4ô�ý)ú«ô=ù4ý����+��õ,ýÚó9õ2ø�÷¢ó9ý?�_õ��?�Uý)ÿUö�ø'û��_õ2þ����aô�õ�v�ø'ü8óÙ÷¢ø'õ I ÷]ü���üu��÷�� I ó9ô�õ·õ!ò�õ2øu
��=õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õ2ü��
ü Å4È�È�áåö+Ë�ÉUË ù·ì�×1>pÎ�Ñ�9��{�4�D9	Ø

T1
Ï����C�{Ï{ì¨>�Ï-Ø�9�7_���4Ú

t ∈ I �CÔ�>¨Ø�9�=Q=�9�Ýz�Q� Þ';:9�Ð �UÎ
∫

Ωt

(
cvθ +

γ

2
|ut|2 +

γκ

8
|Qu|2 + γc|ε|q̄+1

)
dx+

1

2
a?ν(γ − 1)

∫

Qt

|εt|2 dx dt′ ≤ Λ
�/. � K �

Ýz�{�CÔ�Ï�9�@6>sÑ�9�Ï:�C�C�QÜ�> Õ 9��4Ï:�����y�CÏ c Ö γ > 1 Ö ���UÎ Λ
Î<>�Ñ4>��UÎ��{�1Þ
9����CÔ�>g�{�4�{�C�/��=-Î<����� Ö �CÔ�>gÏ�9�Ð 7 Õ >�Ï

b, g
���UÎo�C�Q@o>�Ô�9�7��)þ�9��

T
�

ÿ Ç�ÆhÆ���Ë ñ�ò�ó9õ�
gø�÷¢ó9ý)ò�
Õó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ,õ�01��÷¢ó9ý)ûgò0ý)ò��/. �H.<�aû��_õ!ø
Qt

÷]ò�þ���ü'ý
ò�
o��û���ò�þ�÷¢ø	�0ú2ûgò��
þ�ýÚó9ý)ûgò�ü[
gý?�_õ2ü

cv

∫

Qt

d

dt
θ dx dt′

=

∫

Qt

θF1/θε(ε, θ) : εt dx dt
′ + ν

∫

Qt

(Aεt) : εt dx dt
′ +
∫

Qt

g dx dt′.

�/.�� L<�
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�����Úó9ý
ö��?��ý)ò�
%ó9ô�õ1õ���÷]ü8ó9ý)ú!ýÚó���õ�01��÷¢ó9ý)ûgò©�	F��?F&���<�
γut I γ = const. > 1

÷]ò�þ ý)ò_ó9õ�
gø�÷¢ó9ý)ò�
Õû��_õ2ø
Qt
gý?�_õ2ü

γ

2

∫

Qt

d

dt
|ut|2 dx dt′ − γν

∫

Qt

(Qut) · ut dx dt′ +
γκ

4

∫

Qt

(QQu) · ut dx dt′

− γ
∫

Qt

(∇ · F/ε(ε, θ)) · ut dx dt′ = γ

∫

Qt

b · ut dx dt′.

�/.�� k<�

�aô�õÕü'õ2ú!û�ò�þZý)ò�ó9õ�
gø�÷��»ûgòZó9ô�õg�
õ���óu��ô�÷]ò�þZü'ý)þ�õÕû��2�/.�� k<� I ÷&��ó9õ2ø·ý)ò�ó9õ�
gø�÷¢ó9ý)ûgò
�<�Zö�÷]ø8ó9ü1÷]ò�þ���ü'ý)ò4

ó9ô�õ|�
û���ò�þ�÷]ø	�=ú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�òJ��û�ø

u I ý)ü

−γν
∫

Qt

(Qut) · ut dx dt′ = γν

∫

Qt

(Aεt) : εt dx dt
′.

�/.��Hl��

�aô�õ*ó9ô�ý)ø'þZý)ò�ó9õ�
gø�÷�� I ÷&��ó9õ2ø1÷]ö�ö�����ý
ò�
�ó9ô�õÕý)ò_ó9õ�
�ø�÷¢ó9ý)ûgòq�<�dö�÷]ø8ó9ü1÷]ò�þZó9ô�õ2��û���ò�þ�÷¢ø	�Zú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�ò
��ûgø

Qu I ��õ2ú!ûgÿÕõ2ü

γκ

4

∫

Qt

(QQu) · ut dx dt′ =
γκ

4

∫

Qt

(Qu) · (Qut) dx dt
′ =

γκ

8

∫

Qt

d

dt
|Qu|2 dx dt′.�/.�� $<�

*»ý)ò�÷����?� I �<�·ý)ò_ó9õ�
gø�÷ ó9ý
ò�
D�<�Ùö�÷¢ø8ó9ü§÷]ò�þ���ü'ý)ò�
#ó9ô�õ-��û���ò�þ�÷]ø	�Ùú2ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò|��ûgø
u I ó9ô�õ-��û���ø8ó9ô·ý)ò_ó9õ�
gø�÷&�


gý?�_õ2ü

−γ
∫

Qt

(∇ · F/ε(ε, θ)
)
· ut dx dt′ = γ

∫

Qt

F/ε(ε, θ) : εt dx dt
′

= γ

∫

Qt

d

dt
F2(ε) dx dt′ + γ

∫

Qt

F1/ε(ε, θ) : εt dx dt
′.

�/.�� �<�

� ü'ý)ò�
��/.��ml��/rU�/. �H�<�fý)ò©�/. �Hk<�a÷]ò�þ0ú2ûgÿ~��ý
ò�ý)ò�
%ù4ý)ó9ô��/.��HL��8
gý?�_õ2üaó9ô�õ,ý)þ�õ2ò�ó9ýÚó��

∫

Qt

d

dt

(
cvθ +

γ

2
|ut|2 +

γκ

8
|Qu|2 + γF2(ε)

)
dx dt′ + ν(γ − 1)

∫

Qt

(Aεt) : εt dx dt
′

=

∫

Qt

(
θF1/θε(ε, θ)− γF1/ε(ε, θ)

)
: εt dx dt

′ +
∫

Qt

(g + γb · ut) dx dt′.

n õ2ò�ú!õ I ��ü'ý)ò�
�÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgò©�C*�Ò-��.��a÷]ò�þ7ó9ô�õ���û���ò�þ��	F�� $<��ù-õ,û���ó«÷¢ý
ò
∫

Ωt

(
cvθ +

γ

2
|ut|2 +

γκ

8
|Qu|2 + γc|ε|q̄+1

)
dx+ a?ν(γ − 1)

∫

Qt

|εt|2 dx dt′

≤ Λ +

∫

Ω

(
cvθ0 +

γ

2
|u1|2 +

γκ

8
|Qu0|2 + γF2(ε0)

)
dx

+

∫

Qt

(g +
γ

2
|b|2) dx dt′ +

∫

Qt

γ

2
|ut|2 dx dt′

+

∫

Qt

(
θF1/θε(ε, θ)− γF1/ε(ε, θ)

)
: εt dx dt

′,

�/.��?F��1�

ù4ô�õ2ø'õ
ε0 = ε(u0)

�
±8����û���ò4
�� üÙý)ò�õ�01��÷��)ý)ó��=ó9ô�õ~��÷]ü8óÙý)ò�ó9õ�
gø�÷��³ûgò ó9ô�õ%ø'ý�
gô_óu��ô�÷]ò�þdü'ý)þ�õ%û��_�/.��?F��1�#ý)üRõ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2þ
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∫

Qt

(
θF1/θε(ε, θ)− γF1/ε(ε, θ)

)
: εt dx dt

′

≤ δ

2

∫

Qt

|εt|2 dx dt′ +
1

2δ

∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ)− γF1/ε(ε, θ)|2 dx dt′,

�/.��?F�F&�

ù4ô�õ2ø'õ I ù4ýÚó9ô*ó9ô�õR÷]ö�ö�ø'ûgö�ø'ý�÷¢ó9õ4ú�ô�ûgý)ú!õ#û��
δ I δ ��ý)ò_ó9õ�
gø�÷���ý
üf÷���ü'ûgøu��õ2þ6�<�2�)õ��
óu��ô�÷]ò�þÕü'ý)þ�õ4û����/.���F��1���

�Rö�ö4�?��ý)ò�
 ÷¢ü'üu��ÿÕö�ó9ý)ûgò�ü!�C*�Ò-�pF�� I �C*�Ò-��G���ó9û7ó9ô�õUü'õ2ú!û�ò�þBý
ò_ó9õ�
gø�÷���ûgòZó9ô�õÕø'ý�
gô_óu��ô�÷]ò�þmü'ý)þ�õ
û����/.��?F�F&�8
gý?�_õ2ü

∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ)− γF1/ε(ε, θ)|2 dx dt′ ≤ Λ + Λ

∫

Qt

θ2r|ε|2q dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ2rp1 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|2qp2 dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|2q/(1−2r) dx dt′,

�/.��?F�G<�

ù4ô�õ2ø'õ·ù-õ·ô�÷��_õ���ü'õ!þ���û���ò�
4� ü#ý)ò�õ�01��÷��)ýÚó��Uù4ýÚó9ô
p1 = 1/(2r) I p2 = 1/(1− 2r)

�
±8��ó9ô�õ·ú!ûgò�þ�ýÚó9ý)ûgò=ûgò

q
ó9ô�õ|��÷¢ü8ó4ý)ò_ó9õ�
�ø�÷���ý)ò©�/.���F�G<�fý)ü#õ2ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2þ3�<�

∫

Qt

|ε|2q/(1−2r) dx dt′ ≤
∫

Qt

|ε|q̄+1 dx dt′.
�/.��?F�.<�

ú ûgò�ü'õ�01��õ!ò_óp�?� I ú2ûgÿ_��ý)ò�ý)ò4
��/.��?F��1�-÷]ò�þ��/.���F�F&�/r��/.���F�.��8
gý?�_õ!ü
∫

Ωt

(
cvθ +

γ

2
|ut|2 +

γκ

8
|Qu|2 + γc|ε|q̄+1

)
dx+

1

2
a?ν(γ − 1)

∫

Qt

|εt|2 dx dt′

≤ Λ + Λ

∫

Qt

(
θ + |ut|2 + |ε|q̄+1

)
dx dt′.

�/.��?F�K �

��ý
ò�ú2õ I �<�6�³õ2ÿÕÿ�÷�.���F I θ ≥ 0 I ÷]ö�ö4�?��ý)ò�
 ¼ ø'û�ò�ù#÷&�)�/� üfý
ò�õ�01��÷��)ýÚó��*ý
ò
�/.��?F�K �h��ý)õ��)þ�ü�ó9ô�õÙ÷]ü'ü'õ!ø	�
ó9ý)ûgò��

�aô�õ1õ2ò�õ2øu
��=õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2ü�÷����
û!ù ��ü#ó9ûUû���ó«÷]ý)ò0ÿÕûgø'õ,ø'õ�v�ò�õ2þ'�
û���ò�þ�ü���ûgø#ó9ô�õ�v�x�õ2þ ö�ûgý)ò_ó��4±8�
ó9ô�õ�ü8ó9ø'ûgò�
dõ����)ý)ö�ó9ý
ú2ýÚó��dö�ø'û�ö
õ2ø8ó�� û��aó9ô�õ�ûgö�õ!ø�÷ ó9ûgø

Q
÷]ò�þWó9ô�õ�ø'õ!üu���Úó%û�� ¸ õ�	¢÷¢üJ"Hl�%-ý)ó~��û����)û ù4ü

��ø'ûgÿÂ�/.�� K ��ó9ô�÷¢ó

‖u‖L∞(I;W2
2(Ω)) ≤ Λ.

ú ûgò�ü'õ�01��õ!ò_óp�?� I
‖ε‖L∞(I;W1

2(Ω)) ≤ Λ,
÷]ò�þ'�<��ó9ô�õ·ý)ÿ_��õ2þ�þ�ý)ò�
 I

‖ε‖L∞(I;Lqn (Ω)) ≤ Λ.
� ûgø'õ2û��_õ2ø I �/.�� K �¨
gý?�_õ2ü

u ∈W2,1
2,∞(QT )

÷]ò�þ ‖u‖W2,1
2,∞(QT ) ≤ Λ.

n õ2ò�ú!õ I
ε ∈W

1,1/2
2,∞ (QT )

÷]ò�þ ‖ε‖
W

1,1/2
2,∞ (QT )

≤ Λ,



V M�
 �ed!� ��3gf_��3 ����.��hd�i]�¾���
��3U��j¾�

ü'û I �<��ó9ô�õÙý
ÿ~��õ!þ�þ�ý)ò�
 I
ε ∈ Lp(QT )

÷]ò�þ ‖ε‖Lp(QT ) ≤ Λ
��ûgø

p =
2pn
n− 2

=
qnpn
n

.
�/.��?F�L<�

�#��ø0ü8ó9ø�÷ ó9õ�
��Mò�û ù ý
ü=ó9û ý)ÿÕö�ø'û��_õZó9ô�õBõ2ü8ó9ý)ÿ�÷ ó9õ!ü3��ûgø
ε
�[�³û ó9ô�ý)ü7ö���ø'ö�ûgü'õZù-õq��ü'õZó9ô�õ

ø'õ2ö�ø'õ!ü'õ2ò_ó«÷¢ó9ý)ûgò|û���ü'û�����ó9ý)ûgò�ü³ó9û�ö�÷¢ø�÷���û��)ý
ú�ü	��ü8ó9õ2ÿUü¾ù4ýÚó9ô1ó9ô�õfø'ý�
gô_óu��ô�÷]ò�þ%ü'ý)þ�õfý)ò1ó9ô�õfþ�ý��gõ!øu
gõ2ò�ú!õ
��ûgø'ÿÂ�½ü'õ2õ��¾õ!ÿÕÿ�÷6l1�HG%ý)ò©" �&%{�����Rö�ö��)ý
õ2þ=ó9û*ü'û�����ó9ý)ûgò�üaû���±¨ÓsBÙ�/.���F��fýÚó[
gý?�_õ!ü

w −w(0) = w0 +

n∑

i=1

∂wi

∂xi
,

ù4ô�õ2ø'õ
w(0) = u1 − αQu0 I ÷]ò�þ wi I i = 0, 1, . . . , n

÷]ø'õ·ó9ô�õ·ü'û�����ó9ý
û�ò�ü#û��³ó9ô�õ,ö�ø'û����)õ2ÿUü

wi
t − βQwi = hi

ý)ò
QT ,

wi(0,x) = 0
ý)ò

Ω, 0 ≤ i ≤ n,
wi = 0

ûgò
ST

��ûgø
0 ≤ i ≤ n− 1,

∂wn

∂n
= 0

ûgò
ST

��ûgø
i = n,

ù4ýÚó9ô
h0 = b + βQw(0) I hi = (F/εki(ε, θ))k=1,... ,n

�
�#ú!ú2ûgø'þ�ý)ò�
*ó9û%ó9ô�õ|�)õ!ÿÕÿ�÷|ÿÕõ!ò_ó9ý)ûgò�õ!þ0÷���û��_õÙó9ô�õ��=ü�÷ ó9ý
üu�)��ó9ô�õ·õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õ

‖w −w(0)‖
W

1,1/2
p (Qt)

≤ Λ
(
‖b‖Lp(Qt) + ‖βQw(0)‖Lp(Ω) + ‖F/ε(ε, θ)‖Lp(Qt)

)�/.��?F�k<�
ù4ýÚó9ô=ó9ô�õ·ú!û�ò�ü8ó«÷¢ò�ó

Λ
þ�õ!ö�õ2ò�þ�ý)ò�
Õûgò

p I T I Ω
�

�mõ|ü8ó«÷]ø8ó#�<�'��ó9ý)�)ý�(2ý
ò�
��/.���F�k��D��ûgø
p = 4

���¾û�ó9ô�ý)ü�ö���ø'ö�ûgü'õ|ù-õ1õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ ‖F/ε(ε, θ)‖L4(Qt)ý)ò=ó9õ!ø'ÿÕüaû��³ó9ô�õ·ò�û�ø'ÿ ‖θ‖L2(Qt)
ù4ô�ý)ú«ô=ù4ý����+��õ|�
û���ò�þ�õ2þ'��÷¢ó9õ!øaûgò7ý)òJ�³õ2ÿUÿ�÷g.�� K��

ü Å4È�È�áåö+Ë?ö+Ë ê�Ô�>8Ø�9�=Q=�9�Ýz�Q� Þo�{�U>pî�Ð4��=m�{�CÚoÔ�9�=?Î�Ï�E

‖F/ε(ε, θ)‖L4(Qt) ≤ Λ + Λ‖θ‖1/2L2(Qt)
.

�/.��?F&l��
ÿ Ç�ÆhÆ���Ë �mõ·ô�÷��_õ

‖F/ε(ε, θ)‖4L4(Qt)
≤ Λ

(
‖F1/ε(ε, θ)‖4L4(Qt)

+ ‖F2/ε(ε)‖4L4(Qt)

)
.

�/.��?F�$<�
�Rö�ö��?��ý)ò4
|ó9ô�õ�
gø'û!ù#ó9ô0ú!û�ò�þ�ýÚó9ý)ûgò��C*�Ò-��G��a÷]ò�þ0õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2�/.���F�L<�8
gý?�_õ2ü

∥∥F1/ε(ε, θ)
∥∥4

L4(Qt)
≤ Λ + Λ

∫

Qt

θ4r|ε|4q dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ4rp1 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|4qp2 dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ2 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|4q/(1−2r) dx dt′

�/.��?F��<�

��ûgø
p1 = 1/(2r) I p2 = 1/(1− 2r) <∞ ����ý)ò�ú2õ I �1��ó9ô�õ|÷¢ü'üu��ÿÕö�ó9ý)ûgò7ûgò

q I
4q

1− 2r
≤ qnpn

n
,

�/.�� G��1�
ó9ô�õ|��÷]ü8ó#ý)ò_ó9õ�
gø�÷��
ý
ò��/.���F��<��ý)ü I þ���õÙó9û'�/. ��F�L<� I ��û���ò�þ�õ!þ3�<�0÷|ú!ûgò�ü8ó«÷]ò_ó

Λ
����ý)ÿUý���÷]øu�?� I ø'õ2ú¢÷����)ý)ò�
ó9ô�õ1÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgò7ûgò

q̄ I ù-õ�
�õ2ó
∥∥F2/ε(ε)

∥∥4

L4(Qt)
≤ Λ + Λ

∫

Qt

|ε|4q̄ dx dt′ ≤ Λ + Λ

∫

Qt

|ε|qnpn/n dx dt′ ≤ Λ.
�/. �HG�F&�



�1�����(	��������1���
.=�
�������
�������2� V M b

ú ûgÿ~��ý)ò�ý)ò�
��/.���F�$�� I �/.��?F��<�-÷]ò�þ��/.��HG F&�8
gý?�_õ2ü#õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2�/.��?F&l����
±8�!��ý)ø8óp��õÙû��D�/. ��F&l��a÷¢ò�þJ�1�7÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgò©�e±8Ó#��ö��fýÚó[��û����)û ù4üD��ø'ûgÿÂ�/.��?F�k<��ó9ô�÷ ó

‖w‖
W

1,1/2
4 (Qt)

≤ Λ + Λ‖θ‖1/2L2(Qt)
.

�Mý)ó9ôUó9ô�ý)ü I ��ü'ý)ò�
|ó9ô�õÙø'õ�
�����÷¢ø'ý)ó��Õö�ø'û�ö
õ2ø8ó���û��¾ö�÷]ø�÷&�
û��
ý)ú�ü	��ü8ó9õ2ÿUü|�½ü'õ2õs�¾õ!ÿÕÿ�÷_l � .!" �&%{��ù-õs
gõ(ó

‖∇u‖W2,1
4 (Qt)

≤ Λ + Λ‖θ‖1/2L2(Qt)
,

ü'û

‖ε‖W2,1
4 (Qt)

≤ Λ + Λ‖θ‖1/2L2(Qt)
.

�/.�� G�G<�
�NýÚó9ô=ó9ô�ý)ü#õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õRù-õ1÷]ø'õ,ø'õ ÷]þ���ó9ûÕö�ø'û��gõ·ó9ô�õÙó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ|��û���ò�þ�ü��

ü Å4È�È�áåö+Ë
��Ësý Øå�/.�� G�G<��Ô�9�=?Î�Ï}�CÔ�>����CÔ�>�7p>2>:×��QÏ��CÏ_� Õ 9���Ï������y� Λ
Î<>�Ñ�>��UÎ��{� ÞJ9����CÔ�>2Î<�����J9	Ø

�CÔ�>[Ñy7:9<;�=?>�@ Ï:Ð Õ ÔJ�CÔ����¨�CÔ�>}Ï�9�=HÐ��C�/9��©9	Ø�ø��U5 �/.�� .<�|Ï����C�{Ï{ì8>�Ï-Ø�9�7~���4Ú
t ∈ I �CÔ�>g>�Ï:�C�{@o����>

∫

Ωt

θ2 dx+

∫

Qt

|∇θ|2 dx dt′ ≤ Λ.
�/. �HG�.<�

ÿ Ç�ÆhÆ���Ë �mõ4ÿ~�4�Úó9ý)ö��?�1ó9ô�õaó9õ!ÿÕö�õ!ø�÷ óp��ø'õaõ�01��÷¢ó9ý)ûgò'�/.��H.<�h�<�
θ
÷]ò�þUý)ò_ó9õ�
�ø�÷¢ó9õ#û��_õ2ø

Qt
��ü'ý)ò4


ó9ô�õ|�
û���ò�þ�÷]ø	�=ú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�ò�ü-ó9û2
gõ(ó

cv
2

∫

Qt

d

dt
θ2 dx dt′ + k

∫

Qt

|∇θ|2 dx dt′ =

∫

Qt

θ2F1/θε(ε, θ) : εt dx dt
′

+ ν

∫

Qt

θ(Aεt) : εt dx dt
′ +
∫

Qt

θg dx dt′.

�/.�� G�K �

� ü'ý)ò�
���û���ò�
4� üÙý)ò�õ�01��÷��)ýÚó��7ó9ô�õ_v�ø'ü8ó·ý)ò_ó9õ�
�ø�÷��§ûgòdó9ô�õ%ø'ý�
gô_óu��ô�÷]ò�þZü'ý)þ�õ%û��g�/.�� G�K �#ý
üRõ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2þ
�<�

∫

Qt

θ2F1/θε(ε, θ) : εt dx dt
′ ≤ 1

4

∫

Qt

|εt|4 dx dt′ +
3

4

∫

Qt

|θ2F1/θε(ε, θ)|4/3 dx dt′,
ù4ô�õ2ø'õ I �1�©�/.��HG�G<� I ó9ô�õ εt ��ý)ò�ó9õ�
gø�÷���ý)ü[�
û���ò�þ�õ2þ'�<�

Λ + Λ

∫

Qt

θ2 dx dt′,
�/.�� G�L<�

÷]ò�þ'��ûgøaó9ô�õ,ü'õ2ú2ûgò�þ0ý)ò�ó9õ�
gø�÷�� I ��ü'ý
ò�
*ó9ô�õ�
gø'û!ù#ó9ô0ú2ûgò�þ�ýÚó9ý
û�ò I ù-õ·ô�÷��_õ
∫

Qt

|θ2F1/θε(ε, θ)|4/3 dx dt′ ≤ Λ +

∫

Qt

θ4(r+1)/3|ε|4q/3 dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ4(r+1)p1/3 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|4qp2/3 dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ2 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|4q/(1−2r) dx dt′

�/.�� G�k<�

��ûgø
p1 = 3/(2r + 2) I p2 = 3/(1− 2r)

�
±8�Qø'õ2ú¢÷����)ý)ò�
��/.�� G��1�R÷]ò�þdõ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õJ�/. ��F�L<� I ó9ô�õ%ø'ý�
gô_óu��ô�÷¢ò�þdü'ý)þ�õ*û��g�/.��HG�k��4ý)üs�
û���ò�þ�õ2þq�1�

ó9ô�õ·õ�x�ö�ø'õ2ü'ü'ý)ûgò©�/.��HG�L����



V�V N �ed!� ��3gf_��3 ����.��hd�i]�¾���
��3U��j¾�

¸ û ù I ��ü'ý)ò�
'�/.�� G�G<� I ù-õRõ2ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ#ó9ô�õ�ü'õ2ú!û�ò�þ�ý
ò_ó9õ�
gø�÷���ûgòUó9ô�õ�ø'ý�
gô_óu��ô�÷]ò�þ�ü'ý)þ�õ�û��s�/. �HG�K ��÷¢ü
��û����
û!ù4ü
∫

Qt

θ(Aεt) : εt dx dt
′ ≤ Λ

∫

Qt

|εt|4 dx dt′ + Λ

∫

Qt

θ2 dx dt′ ≤ Λ + Λ

∫

Qt

θ2 dx dt′.

ú �)õ ÷]øu�?� I ó9ô�õq��÷]ü8ó=ó9õ2ø'ÿjý)ò �/.��HG�K1�Uý)ü0÷��)ü'ûPÿ�÷�ª8ûgø'ý�(2õ!þ·�1� �/.��HG�L<�����4õ2óp��ø'ò�ý)ò4
 ó9û��/.��HG&K ��÷]ò�þ
ý)ò�ú!û�ø'ö
û�ø�÷¢ó9ý)ò4
|ó9ô�õ|÷���û��gõ�
gý?�_õ!ü

cv
2

∫

Ωt

θ2 dx+ k

∫

Qt

|∇θ|2 dx dt′ ≤ cv
2

∫

Ω

θ2
0 dx+ Λ + Λ

∫

Qt

θ2 dx dt′.

¸ û ùJó9ô�õ1÷]ö�ö��
ý)ú ÷¢ó9ý)ûgò=û�� ¼ ø'ûgò_ù#÷������ ü#ý)ò�õ�01��÷��)ýÚó��6��ý)õ��)þ�ü-ó9ô�õ1÷]ü'ü'õ2ø8ó9ý)ûgò��
� ó9ý��
ý�(2ý)ò4
1ó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õ·õ2ü8ó9ý)ÿ�÷ ó9õ!ü��/.��HG�.<�fý)ò©�/.�� G�G<�¨
gý?�_õ!üaó9ô�õ|��û���ò�þ

‖ε‖W2,1
4 (Qt)

≤ Λ.
n õ2ò�ú!õ I �<��ó9ô�õ·ý
ÿ~��õ!þ�þ�ý)ò�
 I ε ý)ü n�� �)þ�õ2øaú!ûgò_ó9ý)ò1��û���ü4ý)ò

QT I ÷¢ò�þ

|ε| ≤ Λ
ý
ò
QT .

�/.�� G<l��
� ûgø'õ2û��_õ2ø I �<�Pó9ô�õ0ý)ÿ~�
õ2þ�þ�ý
ò�
Zû���ó9ô�õ0ü'ö�÷]ú!õ

L∞(I;L2(Ω)) ∩ L2(I;W 1
2 (Ω))

ý)ò
Lp(Qt)

��û�ø
p > 2

ý)ó[��û��)�)û ù4üD��ø'û�ÿA�/.�� G�.<��ó9ô�÷¢ó

‖θ‖L2pn/n(Qt) ≤ Λ.
�/. �HG�$<�
�aô�÷]ò�,�ü4ó9û��/. �HG<l��#÷]ò�þ��/.�� G�$<� I ý)ò�.&�/� ú ÷]ü'õ,ù-õ1ú ÷]ò��{��ø8ó9ô�õ!ø4ý)ÿÕö�ø'û��_õ,ó9ô�õ1õ2ü8ó9ý)ÿ�÷ ó9õ!ü�� ¸ û ùwù-õ
ô�÷��_õ

‖F/ε(ε, θ)‖Lpn (Qt) ≤ Λ,
�/. �HG��<�
ù4ô�ý)ú«ô7ø'õ2üu���)ó9ü[��ø'ûgÿ ó9ô�õ·õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ!ü
∫

Qt

|F1/ε(ε, θ)|pn dx dt′ ≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θrpnp1 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|qpnp2 dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ2pn/n dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|2qpn/(2−nr) dx dt′ ≤ Λ

��ûgø
p1 = 2/(nr) I p2 = 2/(2− nr) I ÷]ò�þ

∫

Qt

|F2/ε(ε)|pn dx dt′ ≤ Λ + Λ

∫

Qt

|ε|q̄pn dx dt′ ≤ Λ.

��û I ø'õ(óp��ø'ò�ý)ò�
%ó9û��/.���F�k<�8
gý?�_õ2ü

‖w‖
W

1,1/2
pn (Qt)

≤ Λ,
÷]ò�þ0üu����ü'õ�01��õ!ò_óp�?� I

‖ε‖W2,1
pn (QT ) ≤ Λ.

�/. �H.��1�
±8��ó9ô�õÙý
ÿ~��õ!þ�þ�ý)ò�
 I ù-õ,ú!û�ò�ú�����þ�õs��ø'ûgÿÂ�/. �H.��1��ó9ô�÷¢ó

∇ε ∈ Lp(Qt)
÷¢ò�þ ‖∇ε‖Lp(Qt) ≤ Λ

��ûgø
pn ≤ p <∞.

�/.��H.�F��
�#��øz�Q��ø8ó9ô�õ2ø�ö�ø'û�ú2õ2þ4��ø'õaú2ûgò�ü'ý)ü8ó9ü�ý)òÕ÷]ö�ö4�?��ý)ò�
Ró9û|±8ÓsBô�/.��H.���ó9ô�õaú���÷]ü'ü'ý)ú ÷���ö�÷]ø�÷���û��)ý)úfó9ô�õ2ûgø	�

�u" k&% I �aô�ÿ'��ñ�Óg� ����F������mõ,ô�÷��gõ



�1�����(	��������1���
.=�
�������
�������2� V&V�a

ü Å4È�È�áåö+Ë��UË ê�Ô�>_Ø�9�=Q=�9�Ýz�Q� Þå;:9�Ð �UÎ�Ô�9�=?Î�Ï�Ø�9�7��CÔ�>�7���Þ�Ô1���/Ô����UÎ�Ï:�/Î<>q9	Ø'�CÔ�>q��>�@sÑ�>�7p���CÐ 7p>
>:î�Ðy���C�e9��·�/.�� .<�:E

∥∥θF1/θε(ε, θ) : εt + ν(Aεt) : εt + g
∥∥
Lpn/2(Qt)

≤ Λ.
�/. �H.�G<�

ÿ Ç�ÆhÆ���Ë �mõ·ô�÷��_õ
∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ) : εt|pn/2 dx dt′ ≤
1

2

∫

Qt

|εt|pn dx dt′ +
1

2

∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ)|pn dx dt′,
ù4ô�õ2ø'õ1ó9ô�õ~v�ø'ü8óRó9õ2ø'ÿ ûgò ó9ô�õ1ø'ý)
�ô�óu��ô�÷]ò�þ ü'ý
þ�õ|ý)ü I �<���/.�� .��1� I ��û���ò�þ�õ2þ��<�

Λ
�y*�û�ø�ó9ô�õ1ü'õ!ú2ûgò�þ

ûgò�õÙù-õ,ô�÷��_õ
∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ)|pn dx dt′ ≤ Λ + Λ

∫

Qt

θrpn |ε|qpn dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θrpnp1 dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|qpnp2 dx dt′

≤ Λ +
Λ

p1

∫

Qt

θ2pn/n dx dt′ +
Λ

p2

∫

Qt

|ε|2qpn/(2−nr) dx dt′ ≤ Λ

��ûgø
p1 = 2/(nr) I p2 = 2/(2− nr) I ù4ô�õ2ø'õ·ù-õ·ô�÷��_õ���ü'õ!þ=ó9ô�õ|��û���ò�þ�ü}�/.��HG�$<�a÷]ò�þ©�/.��HG<l����
��ý
ÿÕý���÷]øu�?� I ��ó9ý��
ý�(2ý)ò4
J�/. �H.��1� I ù-õ,ô�÷��gõ

∫

Qt

∣∣(Aεt) : εt
∣∣pn/2 dx dt′ ≤ 1

2

∫

Qt

|Aεt|pn dx dt′ +
1

2

∫

Qt

|εt|pn dx dt′ ≤ Λ.

�aô�ý)ü#ü'ô�û ù4ü#ó9ô�õ1÷]ü'ü'õ2ø8ó9ý)ûgò��
�aô�õ���û���ò�þ��/.�� .�G<��ó9û�
gõ(ó9ô�õ!ø-ù4ýÚó9ô=ó9ô�õ·ö�÷¢ø�÷���û��)ý
úRó9ô�õ2ûgø	�=ý)ÿUö��?��ó9ô�÷¢ó

θ ∈W 2,1
pn/2

(Qt)
÷]ò�þ ‖θ‖W 2,1

pn/2
(Qt)
≤ Λ,

�/. �H.�.<�
ü'û I �<��ó9ô�õÙý
ÿ~��õ!þ�þ�ý)ò�
 I

∇θ ∈ Lpn(Qt), θ ∈ Lp(Qt),÷]ò�þ

‖∇θ‖Lpn (Qt) ≤ Λ, ‖θ‖Lp(Qt) ≤ Λ
��ûgø pn

2
≤ p <∞.�/.��H.�K1�

¸ û ùEù-õ*÷]ø'õ|ø'õ ÷]þ��0ó9û�ý
ÿÕö�ø'û��_õ|ýÚó9õ2ø�÷¢ó9ý?�_õ����7÷Uö�ø'ý
û�ø'ý��
û���ò�þ�ü��U�³û�ó9ô�ý)ü�ö4��ø'ö�ûgü'õ1ù-õ%ø'õ(óp��ø'ò
ó9û*ó9ô�õ·þ�õ!ú2ûgÿÕö
û�ü'õ!þ7ü	��ü8ó9õ2ÿ ÷]ò�þ0õ2ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õRó9ô�õ·ø'ý)
�ô�óu��ô�÷]ò�þ7ü'ý)þ�õ,û��¾ó9ô�õ

w
��õ�01��÷¢ó9ý)ûgò��/.���F����

ü Å4È�È�áåö+Ë��+Ë ê�Ô�>8Ø�9�=Q=�9�Ýz�Q� ÞJ;:9�Ð �UÎ6Ô�9�=?Î�ÏzØ�9�7}�CÔ�>�7��?Þ�Ô1���/Ô����UÎ6Ï:�eÎ<>g9	Ø��/.��?F&��E
∥∥∇ · F/ε(ε, θ)

∥∥
Lpn (Qt)

≤ Λ.
�/. �H.�L<�

ÿ Ç�ÆhÆ���Ë �Rö�ö��?��ý)ò�
%ó9ô�õ���û���ò�þ
∥∥∇ · F/ε(ε, θ)

∥∥
Lpn (Qt)

≤
∥∥∇ · F1/ε(ε, θ)

∥∥
Lpn (Qt)

+
∥∥∇ · F2/ε(ε)

∥∥
Lpn (Qt)

,
ù-õ|
gõ(ó
∫

Qt

|∇ · F1/ε(ε, θ)|pn dx dt′ ≤ Λ

∫

Qt

|F1/εijεkl(ε, θ)∂jεkl|pn dx dt′

+ Λ

∫

Qt

|F1/εijθ(ε, θ)∂jθ|pn dx dt′ ≡ I1 + I2.



V�V M �ed!� ��3gf_��3 ����.��hd�i]�¾���
��3U��j¾�

±8��ø'õ!ú ÷����)ý
ò�
|ó9ô�õ|
gø'û ù#ó9ô7ú!û�ò�þ�ýÚó9ý)ûgò�ü I ó9ô�õÙó9õ2ø'ÿ
I1

ý)ü#õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õ2þ3�<�

I1 ≤ Λ

∫

Qt

(
1 + θrpn |ε|(q−1)pn

)
|∇ε|pn dx dt′

≤ Λ + Λ

∫

Qt

θ2rpn |ε|2(q−1)pn dx dt′ +
∫

Qt

|∇ε|2pn dx dt′ ≤ Λ,

ù4ô�õ2ø'õ,ý)ò=ó9ô�õ���÷]ü8ó#ý)ò�õ�01��÷��)ýÚó��Uù-õ,ô�÷��_õ|��ü'õ2þ7ó9ô�õ|�
û���ò�þ�ü~�/.��HG�l�� I �/.��H.&K �a÷]ò�þ��/.�� .�F&�:�
*»ý)ò�÷������ I ø'õ!ú ÷����)ý
ò�
J�C*�Ò-�pF&� I �C*�Ò-��G<� I ù-õ�
gõ2ó

I2 ≤ Λ

∫

Qt∩{θ<θ1}

(
1 + |ε|qpn

)
|∇θ|pn dx dt′

+ Λ

∫

Qt∩{θ≥θ1}
θ(r−1)pn |ε|qpn |∇θ|pn dx dt′ ≤ Λ,

ù4ô�õ2ø'õ1ù-õ1ô�÷��_õ_��ü'õ2þ ó9ô�õ1ú!û�ò�ó9ý)ò1��ýÚó��0û��
θ
÷]ò�þ ó9ô�õ1õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ!ü~�/.�� G<l�� I �/.��H.&K ��� ú û�ÿ_��ý)ò�ý
ò�
Õó9ô�õ

÷���û��gõ,õ2ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2ü���ý)õ��)þ�ü-ó9ô�õ|÷¢ü'ü'õ!ø8ó9ý)ûgò��
Ò�ü8ó9ý)ÿ�÷ ó9õg�/.�� .�L<�f÷����)û ù4ü���ü-ó9û*÷]ö�ö��?�Uó9ô�õ���û��)ûgò�ò�ý�,gû��Uó9ô�õ2ûgø	��û��¾ö�÷]ø�÷���û��)ý)úRü	��ü8ó9õ2ÿÕü�" F���%
ó9û

±8ÓsB �/.��?F&�a÷]ò�þ7ó9ûÕú2ûgò�ú��)��þ�õÙó9ô�÷¢ó

w ∈W2,1
pn (Qt)

÷]ò�þ ‖w‖W2,1
pn (Qt)

≤ Λ.

�1����ü'õ�01��õ2ò_óp��� I ó9ô�õ1÷]ö�ö��
ý)ú ÷¢ó9ý)ûgò=û��¾ó9ô�ý)ü-ó9ô�õ!ûgø	��ó9û6±8ÓsB �/.��HG��8
gý?�_õ!ü

u ∈W4,2
pn (Qt)

÷]ò�þ ‖u‖W4,2
pn (Qt)

≤ Λ,

÷]ò�þ'�<��ó9ô�õ·ý)ÿ_��õ2þ�þ�ý)ò�
 I
εt ∈ Lp(Qt)

÷¢ò�þ ‖εt‖Lp(Qt) ≤ Λ
��ûgø

pn ≤ p <∞.
�/.��H.�k��

�NýÚó9ô%ó9ô�ý)ü�õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õ-ù-õaø'õ(óp��ø'ò%ó9ûÙó9ô�õaó9õ2ÿUö�õ2ø�÷¢óp��ø'õaõ�01��÷¢ó9ý)ûgòU÷]ò�þÕõ2ü8ó9ý)ÿ�÷ ó9õaýÚó9ü�ø'ý�
gô_óu��ô�÷]ò�þ
ü'ý)þ�õ,ý)ò

Lp(Qt)
��ò�û�ø'ÿ�� � õ·û���ó«÷]ý)ò I ��ûgø�÷¢ò1�

pn ≤ p <∞ I
∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ) : εt|p dx dt′ ≤
1

2

∫

Qt

|θF1/θε(ε, θ)|2p dx dt′ +
1

2

∫

Qt

|εt|2p dx dt′

≤ Λ + Λ

∫

Qt

θ2rp|ε|2qp dx dt′ + Λ

∫

Qt

|εt|2p dx dt′ ≤ Λ,

ù4ô�õ2ø'õ|ù-õ%ô�÷��_õ~��ü'õ!þQö
û�ý
ò_ó�ù4ý)ü'õ|õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ!ü~�/.��HG<l��#ûgò
ε
÷]ò�þQó9ô�õ

Lp
��õ2ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2ü_�/.��H.�K1� I �/.�� .�k<�ûgò

θ
÷]ò�þ

εt
� n õ!ò�ú2õ I �<�%ø'õ2ú ÷����
ý)ò�
Ù÷]ü'üu��ÿUö�ó9ý)ûgò'�e±¨Ó#��öU� I ó9ô�õ-ú���÷]ü'ü'ý)ú ÷���ö�÷]ø�÷&�
û��
ý)ú�ó9ô�õ2ûgø	�%÷]ü'üu��ø'õ!ü

ó9ô�÷¢ó

θ ∈W 2,1
p (Qt)

÷]ò�þ ‖θ‖W 2,1
p (Qt)

≤ Λ
��û�ø

pn ≤ p <∞.
�/.��H.<l��
�#
�÷¢ý
ò I �<��ó9ô�õ·ý)ÿ_��õ2þ�þ�ý)ò�
 I ýÚó���û����)û ù4ü-ó9ô�÷ ó

θ
ý)ü#ú2ûgò_ó9ý)ò ��û���ü#ý
ò

Qt
÷]ò�þ

θ ≤ Λ
ý)ò
Qt,

�/.�� .�$<�
÷]üaù-õ����¾÷]ü

∇θ ∈ Lp(Qt) ÷]ò�þ ‖∇θ‖Lp(Qt) ≤ Λ
��ûgø

pn ≤ p <∞.
�/.��H.����



�1�����(	��������1���
.=�
�������
�������2� V&V�V

ñ�òmó9ô�õ!��÷]ü8ó|ü8ó9õ2ö I ��ü'ý)ò�
 ó9ô�õ�ü�÷]ÿÕõ=÷]øu
���ÿÕõ!ò_ó9ü*÷]ü1ý
ò��¾õ2ÿUÿ�÷�. �HkQ÷¢ò�þmó«÷&,�ý)ò4
d÷¢þ��g÷]ò_ó«÷�
gõ
û����/.��H.�$<� I �/.�� .��<��ù-õ,õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ

∥∥∇ · F/ε(ε, θ)
∥∥

Lp(Qt)
≤ Λ

��ûgø
pn ≤ p <∞.

�/.�� K��<�
�aô�õ2ø'õ���ûgø'õ I ý��-ù-õ=ø'õ(óp��ø'ò ó9ûQó9ô�õ�ü	��ü8ó9õ!ÿ �/. ��F&�/rU�/. �H.<�1÷¢ò�þ ÷]ö�ö��?�Bó9ô�õ'��û��
û�ò�ò�ý�,gû��Zó9ô�õ!ûgø	� I ù-õ
û���ó«÷]ý)ò

‖w‖W2,1
p (Qt)

≤ Λ
÷¢ò�þ ‖u‖W4,2

p (Qt)
≤ Λ

��ûgø
pn ≤ p <∞.

�/.�� K4F��
�aô�ý)ü³ú!û�ÿUö��)õ2ó9õ2ü�ó9ô�õ�þ�õ!ø'ý?�g÷¢ó9ý)ûgò·û���÷#ö�ø'ý
û�ø'ý1��û���ò�þ�ü���ûgø»÷[v�x�õ2þ|ö�ûgý)ò_ó§û���ó9ô�õ�ó9ø�÷]ò�üu��û�ø'ÿ�÷¢ó9ý)ûgò

T1 IÿÕõ¢÷¢ò�ý)ò�
%ó9ô�÷¢ó#ó9ô�õ|÷]ü'üu��ÿÕö�ó9ý
û�ò��½ý)ý)ý{��û��¾ó9ô�õ��¾õ!ø�÷�� ����ú«ô�÷���þ�õ!ø��aô�õ!ûgø'õ2ÿû.���F·ý)ü#ü�÷¢ó9ý)üuv�õ2þ��
ñ�ò�ó9ô�õ#��÷]ü8ó-ö�÷¢ø8óaû���ó9ô�õRö�ø'û�û���ù-õÙþ�õ2ÿUûgò�ü8ó9ø�÷¢ó9õ·÷¢ü'üu��ÿÕö�ó9ý)ûgòq�½ý{�z�<��ü'ô�û ù4ý)ò�
|ó9ô�÷¢óD��ûgø�v�x�õ2þ

τ ∈ [0, 1] I Tτ ÿ�÷]ö�ü���û���ò�þ�õ!þ7üu����ü'õ2ó9ü4ý)ò_ó9ûÕö�ø'õ!ú2ûgÿÕö�÷]ú2ó#üu����ü'õ2ó9ü#ý
ò
V (p)

�
ò ��>�Ñ'L�� ú ûgÿÕö��)õ2ó9õaú!û�ò�ó9ý)ò1��ýÚó��*û��

Tτ
ý
ü�õ�01��ý?�g÷��)õ!ò_ó�ó9û·ó9ô�õ���û����)û ù4ý)ò�
,ö�ø'ûgö�õ2ø8ó��1���³õ(ó

(ūn, θ̄n)��õ1÷_��û���ò�þ�õ2þ0ü'õ�01��õ!ò�ú2õ,ý)ò
V (p) I üu��ú�ô7ó9ô�÷¢ó

(ūn, θ̄n) ⇀ (ū, θ̄)
ù-õ¢÷�,1����ý)ò

V (p)
��ûgø

n→∞.
�aô�õ2ò'��ûgøaó9ô�õs�g÷�����õ!ü#û��

Tτ

(un, θn) = Tτ (ūn, θ̄n)
ù-õ·ô�÷��_õ

un → u
ü8ó9ø'ûgò�
��?��ý)ò

W4,2
p (QT ),

θn → θ
ü8ó9ø'ûgò�
��?��ý)ò

W 2,1
p (QT )

÷]ü
n→∞ I ù4ô�õ!ø'õ

(u, θ) = Tτ (ū, θ̄).
�aô�õ·ö�ø'û�û��§û��¾ó9ô�õ|÷���û��gõ,ö�ø'û�ö
õ2ø8ó�� I ��÷]ü'õ2þ0ûgò7ö�÷]ø�÷���û��)ý)ú·ü	��ü8ó9õ2ÿUüaó9ô�õ2ûgø	� I ý)ü[
gý?�_õ2ò7ý)ò©" �&%��

ñ�ò�ó9ô�ý
ü�ù#÷���ù-õRô�÷��_õÙõ2ü8ó«÷����)ý)ü'ô�õ2þ�ó9ô�÷ ó4÷�����ó9ô�õ·÷]ü'üu��ÿÕö�ó9ý)ûgò�üaû���ó9ô�õ#�³õ2ø�÷�� ����ú�ô�÷&��þ�õ2ø-ó9ô�õ!û��
ø'õ2ÿt÷¢ø'õ,ü�÷¢ó9ý)üuv�õ2þ����aô�õ,ö�ø'û�û��³û��§õ�x�ý)ü8ó9õ2ò�ú2õ·ý)üaó9ô1��ü�v�ò�ý
ü'ô�õ2þ��

�¾ç�� é³ð ��î�¤�é�¤ §�§2®³ë¢ì�ì�ñ8ç n õ!ø'õÙó9ô�õ·ø'õ ÷]ü'ûgò�ý)ò�
*ý
üD��÷]ü'õ2þ0û�ò7ó9ô�õ·þ�ý)ø'õ2ú2ó#ú2ûgÿÕö�÷]ø'ý)ü'ûgò7û��¾ó�ù-û
ü'û�����ó9ý)ûgò�ü[�<�=ÿÕõ ÷]ò�ü#û��³õ2ò�õ!øu
��=õ2ü8ó9ý)ÿ�÷ ó9õ!ü4÷¢ò�þ=ó9ô�õ1÷]ö�ö��)ý)ú¢÷¢ó9ý)ûgò�û�� ¼ ø'ûgò_ù#÷����/� üaý)ò�õ�01��÷��)ýÚó��<� �³õ(ó
(u1, θ1) I (u2, θ2) ∈ V (p)

�
õÕó�ù-û ü'û��)��ó9ý)ûgò�ü1ú2ûgø'ø'õ2ü'ö�ûgò�þ�ý)ò�
7ó9û0ó9ô�õUü�÷]ÿUõUþ�÷¢ó«÷ ���³û0ü'ý)ÿUö��)ý��Q�
ò�û�ó«÷¢ó9ý)ûgò�ù-õ,ü'õ(ó���ûgø

i = 1, 2

v = u2 − u1, η = θ2 − θ1, εi = ε(ui), εit = ε(uit),

F i/ε = F/ε(ε
i, θi), F i/θε = F/θε(ε

i, θi).
�aô�õ·þ�ý���õ2ø'õ!ò�ú2õ

(v, η) ∈ V (p)
ü�÷¢ó9ý)üuv�õ2üaó9ô�õ�±8ÓsB�E

vtt − νQvt +
κ

4
QQv =∇ · (F 2

/ε − F 1
/ε),

�CK4�?F&�

cvηt − k∆η =
(
θ2F 2

/θε : ε2
t − θ1F 1

/θε : ε1
t

)
+
(
ν(Aε2

t ) : ε2
t − ν(Aε1

t ) : ε1
t

)

≡ R1 +R2
ý)ò
QT ,

�CK4� G<�

v(0, x) = 0, vt(0, x) = 0, η(0, x) = 0
ý)ò

Ω,
�CK4� .<�

v = Qv = 0, ∇η · n = 0
û�ò

ST .
�CK4� K �
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ñ�òdó9ô�õ_v�ø'ü8ó·ü8ó9õ2ödù-õ%û���ó«÷]ý)òdõ2ò�õ2øu
�� õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2ü#��ûgø
v

ý)òQó9õ2ø'ÿUüRû��
L2

��ò�ûgø'ÿ û��
η
�+�³û�ó9ô�ý)ü

õ2ò�þ7ù-õ,ÿ~���Úó9ý
ö��?�q�CK4��F��8�1�
vt

÷]ò�þ0ý)ò�ó9õ�
gø�÷¢ó9õÙû��_õ2ø
Qt

ó9û2
gõ(ó

1

2

∫

Qt

d

dt
|vt|2 dx dt′ − ν

∫

Qt

(Qvt) · vt dx dt′ +
κ

4

∫

Qt

(QQv) · vt dx dt′

−
∫

Qt

(
∇ · (F 2

/ε − F 1
/ε)
)
· vt dx dt′ = 0.

n õ2ò�ú!õ I ý)ò_ó9õ�
gø�÷¢ó9ý)ûgò'�1�0ö�÷]ø8ó9ü_��÷]ü�ý)ò0ó9ô�õ|ö�ø'û�û��»û����³õ2ÿUÿ�÷6.�� G<��÷¢ò�þ0ó9ô�õ~��ü'õ|û���ý
ò�ýÚó9ý�÷���ú2ûgò�þ�ý?�
ó9ý)ûgò�ü}�CK4� .<�¨��ý
õ��)þ

∫

Ωt

(
1

2
|vt|2 +

κ

8
|Qv|2

)
dx+ ν

∫

Qt

(Aε(vt)) : ε(vt) dx dt
′

= −
∫

Qt

(F 2
/ε − F 1

/ε) : ε(vt) dx dt
′.

�CK4� L<�

� ûgø'õ2û��_õ2ø I ó9ô�÷¢ò4,�üaó9û��CK4�H.�� I ù-õ·ô�÷��_õ

1

2

∫

Ωt

|ε(v)|2 dx =
1

2

∫

Qt

d

dt
|ε(v)|2 dx dt′ =

∫

Qt

ε(v) : ε(vt) dx dt
′.

�CK4� k<�

ú ûgÿ~��ý)ò�ý)ò�
��CK4�HL<� I �CK4�Hk�� I ÷]ò�þJ��ü'ý
ò�
Õõ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ

|F 2
/ε − F 1

/ε| ≤ Λ
(
|ε(v)|+ |η|

)
,

ù4ô�ý)ú«ô2��û��)�)û ù4üz��ø'ûgÿ ó9ô�õ#ø'õ�
�����÷]ø'ýÚó��Õ÷]ü'üu��ÿÕö�ó9ý
û�òUûgò
F (ε, θ)

÷¢ò�þÕó9ô�õ[��ò�ý���ûgø'ÿ ��û���ò�þ�üfû�ò
εi, θiý)ò

QT I �1����û���ò�
4� ü4ý)ò�õ�0<��÷&�
ýÚó��Uù-õ1÷]ø'ø'ý?�_õ1÷¢ó
∫

Ωt

(1

2
|vt|2 + |ε(v)|2 +

κ

8
|Qv|2

)
dx+ a?ν

∫

Qt

|ε(vt)|2 dx dt′

≤ (δ1 + δ2)

∫

Qt

|ε(vt)|2 dx dt′ + Λ(δ−1
1 + δ−1

2 )

∫

Qt

(
|ε(v)|2 + |η|2

)
dx dt′.

�Mý)ó9ôd÷¢òB÷¢ö�ö�ø'ûgö�ø'ý�÷¢ó9õ|ú�ô�ûgý)ú!õ1û��
δi

ó9ô�õ
ε(vt)

�¶ó9õ2ø'ÿtý)ü·÷���ü'ûgøu��õ2þ��1�7ó9ô�õ}�
õ���óu��ô�÷]ò�þ ü'ý
þ�õ��+�1�4���
ü'õ�01��õ!ò_óp�?� I ó9ô�õ1÷]ö�ö��)ý
ú ÷¢ó9ý)ûgò=û�� ¼ ø'ûgò_ù#÷����/� ü#ý)ò�õ�01��÷��)ýÚó���ý)ÿUö��)ý)õ!üfó9ô�÷ ó

‖vt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ε(v)‖L∞(0,T ;L2(Ω))

+ ‖Qv‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ε(vt)‖L2(QT ) ≤ Λ‖η‖L2(QT ).

�CK4�Hl��

n õ!ò�ú2õ I �<�=ø'õ!ú ÷����)ý)ò4
|ó9ô�õ,õ����
ý)ö�ó9ý)ú!ýÚó��Õö�ø'ûgö�õ!ø8ó���û��³ó9ô�õ·ûgö�õ!ø�÷¢ó9û�ø
Q I ý)ó[��û��)�)û ù4ü-ó9ô�÷¢ó

‖v‖L∞(0,T ;W2
2(Ω)) ≤ Λ‖η‖L2(QT ).

�CK4� $<�
�aô�õ%õ2ò�õ2øu
�� õ!ü8ó9ý)ÿ�÷¢ó9õ2ü#��ûgø

η
��û����
û!ù°��ø'ûgÿtÿ_���Úó9ý)ö�����ý
ò�
Uõ�01��÷¢ó9ý)ûgò��CK4�HG����<�

η
÷]ò�þZý)ò_ó9õ�
�ø�÷¢ó9ý)ò4


û��gõ!ø
Qt

E
cv
2

∫

Qt

d

dt
η2 dx dt′ + k

∫

Qt

|∇η|2 dx dt′ =

∫

Qt

(R1 +R2)η dx dt′.
�CK4� �<�

±-õ2ú ÷���ü'õ,û��¾ó9ô�õ���ò�ý���ûgø'ÿ���û���ò�þ�ü4ûgò
εi I θi I εit

÷]ò�þ
C3 ��ø'õ�
��4��÷]ø'ýÚó���û��

F1(ε, θ)
ù-õ,ô�÷��_õ

|R1|, |R2| ≤ Λ
(
|η|+ |ε(v)|+ |ε(vt)|

)
.

n õ2ò�ú!õ I ó9ô�÷]ò�,�üaó9û��CK��ml�� I ó9ô�õÙø'ý)
�ô�óu��ô�÷]ò�þ0ü'ý)þ�õ·û��}�CK��H�<�fý)ü#õ2ü8ó9ý
ÿ�÷¢ó9õ2þ3�<�
∫

Qt

(R1 +R2)η dx dt′ ≤ Λ

∫

Qt

η2 dx dt′.
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