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Points de hauteur bornée sur les hypersurfaces lisses
des variétés toriques

par

TEDDY MIGNOT (Grenoble)

1. Introduction. La conjecture de Manin sur le comportement asymp-
totique du nombre de points de hauteur bornée des variétés algébriques a
récemment été démontrée par Schindler pour le cas des hypersurfaces des
espaces biprojectifs par des arguments généralisant la méthode du cercle
telle qu’elle a été utilisée par Birch pour le cas des hypersurfaces des espaces
projectifs. Une idée naturelle est alors de chercher a généraliser la méthode
de Schindler a des hypersurfaces de variétés toriques plus générales dont le
groupe de Picard a pour rang 2.

On considére une variété torique compléte lisse X = X (A) de dimension
n définie par le réseau N = Z" et un éventail A ayant n+2 arétes engendrées
par des vecteurs notés vg,vi,...,Un, Unt1 € R™. De telles variétés ont été
classifiées par Kleinschmidt [K|. Nous supposerons par ailleurs que le groupe
de Picard Pic(X) et le cone effectif Clq de X sont engendrés par les classes
de diviseurs associés aux arétes de 2 vecteurs générateurs de ’éventail, disons
Vg et vp41. Pour des raisons pratiques, nous supposerons que

m n
Vo = — g vp et vpypr = — E Vi,
i=1 i=r+1

pour des entiers r,m tels que 0 < r < m < n. On note Dy et Dy les
diviseurs associés & vg et vp41, et [Dol, [Dp+1] leurs classes dans Pic(X). On
peut alors écrire

Pic(X) = Z[Dg] & Z[Dys1],  Chy = R*[Do] + R* [Dyy],
et la classe du diviseur anticanonique de X est
[—Kx] = (m+1)[Do] + (n —r + 1)[Dp41].
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2 T. Mignot

D’autre part, pour dj,ds € N fixés considérons un diviseur de classe
d1[Do] + d2[Dy+1] et une hypersurface Y de dimension supposée supérieure
ou égale a 3, définie par une section de ce diviseur. On supposera que
I’hypersurface choisie est lisse. La classe du diviseur anticanonique de Y
est alors donnée par

[—Ky] = (m+1—d)[Do] + (n — 7+ 1 —do)[Dpy1],

ol Bo et Dn+1 désignent les diviseurs induits par Dy et Dyyq sur Y. En
utilisant par exemple la construction décrite par Salberger [Sal, §10], on peut
construire explicitement la hauteur H sur X associée a (n; — dy)[Do] +
(ng — d2)[Dp+1]. Elle induit une hauteur sur Y qui est la hauteur associée
a [—Ky], et que l'on notera encore H. L’objectif est alors de donner une
formule asymptotique pour le nombre

Ny(B) =card{P e Y(Q)NU | H(P) < B},

pour un ouvert U bien choisi. Plus précisément, nous allons montrer que
Ny (B) vérifie la conjecture de Manin, i.e. que pour r et n —m assez grands
(condition analogue & celle donnée par Birch [Bi] pour les hypersurfaces de
I'espace projectif), ce cardinal est de la forme

Nu(B) = Cu(Y)Blog(B) + O(B),
ou Cy(Y) est la constante conjecturée par Peyre.
La variété torique X peut étre définie comme le quotient de
X1 = (AT {0}) x ((A™77 x AP\ {0}) € A"
par l'action du tore C* x C* définie par
V(z,y,z) € X1, V(\,pu) e C*xC*, (A p)-(x,y,2) = (A\x, \uy, pz).

Notons 7 : X1 — X la projection canonique. L’hypersurface Y de X est alors
(Y1) ot Y7 est hypersurface de X7 donnée par une équation F(x,y, z) = 0,
o F' est un polynéme homogéne de degré d; (resp. dg2) en (x,y) (resp.
(y, 2)). En notant

F
Vi e {0,...,r}, gm(ac,y,z) =0,

oF
Vie{r+1,...,m}, a—y(m,y,z) :O},
j

(1.1) V= {(m,y,z) € A2

OF
Vie{r+1,...,m}, —(x,y,2) =0,

1.2 Vi =< (z,y,z) € A"?
12 v ={@s o

F
Vee{m+1,...,n+1}, gz(ﬂj’y7z):0}’
k

nous démontrons le résultat ci-dessous :
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THEOREME 1.1. Pour dy > 2, dg > 1, pour tous n,m,r tels que
n + 2 — max{dim V;*, dim V5'} > 13d(dy + dp)20+%
et r > 6dy — 3, il existe un ouvert U tel que
Ny (B) = Cu(Y)Blog(B) + O(B)
lorsque B — oo, ou Cy(Y') est la constante conjecturée par Peyre.

Pour la construction de I'ouvert U, nous renvoyons le lecteur & la for-
mule (6.10). Remarquons que ce théoréme implique en particulier que le
principe de Hasse est vérifié par les hypersurfaces considérées.

Dans la section 2 nous fixons précisément le cadre de notre étude. Nous
y décrivons entre autres les variétés toriques auxquelles nous nous intéresse-
rons, ’expression de la hauteur, et la forme des équations définissant les
hypersurfaces. Nous montrons que le calcul de Ny (B) peut se ramener a
celui de

Nayu(B) = card{(w, y,z) € (ZTT x 2T x 2T MU |2 £ 0,

n—r+1—ds
(y,z) #(0,0), F(dz,y,z) =0, ]m|m+1*d1 max(cﬂ, z\) < B}.
La méthode utilisée pour évaluer les Ny 7(B) est fortement inspirée de celle
développée par Schindler [Sch2] pour traiter le cas des hypersurfaces des es-
paces biprojectifs. Cette méthode consiste dans un premier temps & donner
une formule asymptotique pour le nombre Ngi(P1, P2) de points (x,y, 2)

de UNZ"2 tels que |x| < Py et max(%, |z|) < P, pour des bornes P, Py
fixées.

Dans la section 3, en utilisant des arguments issus de la méthode du
cercle, on établit une formule asymptotique pour Ng 7 (Pr, P») lorsque P et
P, sont «relativement proches» en un sens que nous préciserons. Dans la
section 4 (resp. 5), pour un & € Z" ! (resp. z € Z" ™) fixé, on donne une
formule asymptotique pour le nombre de points (y, z) (resp. (x,vy)) vérifiant
F(dx,y,z) = 0 tels que max(%, |z]) < P (resp. |z| < Pp), en utilisant
& nouveau la méthode du cercle. Les résultats obtenus combinés avec ceux
de la section 2 nous permettrons dans la section 6 d’établir une formule
asymptotique pour Ny y(Pr, P») avec Py, P> quelconques.

Dans la section 7, on utilise les résultats établis par Blomer et Briidern
[B-B] pour conclure quant & la valeur de Ngy(B) & partir des estimations
obtenues dans les sections précédentes. Enfin, dans la section 8, on conclut en
démontrant le théoréme donnant une formule asymptotique pour Ny (B).
On vérifie en particulier que la constante obtenue est bien celle avancée par

Peyre [Pel.



4 T. Mignot

2. Préliminaires

2.1. Notations et premiéres propriétés. Rappelons les définitions
suivantes :

DEFINITION 2.1. Etant donné un réseau N, un éventail est un ensemble
A de cones polyédrique de Ng = N ® R vérifiant :

(1) pour tout cone o € A, on a0 € o;
(2) toute face d'un cone de A est un cone de A;
(3) Pintersection de deux cones de A est une face de chacun de ces cones.

On dit de plus que I'éventail est

o complet si|J,cp0 = Nr,
e régulier si chaque cone de A est engendré par une famille de vecteurs
pouvant étre complétée en une base de Np.

Pour tout éventail A nous noterons Ap.x 'ensemble des cones de di-
mension maximale, et pour tout cone o € A, on notera o(1) 'ensemble des
vecteurs générateurs des arétes de o. Pour un céne polyhédral o de Ng donné
on définit le semi-groupe

Sy =0"NNV,
ot ¢V (resp. NV = M) désigne le cone (resp. réseau) dual de o (resp. N).
La wvariété torique affine sur un corps k associée a o est la variété affine

(2.1) Uy, = Spec(k[Ss]).
On remarque que si 0,7 sont deux cénes de Ng, alors
TCo = U, CU,.

Etant donné un réseau N et un éventail A, on définit une variété algébrique
X = X(A) sur k par recollement des ouverts U, pour o € A. Nous ren-
voyons le lecteur & [E) §§1-3] pour plus de détails sur les variétés toriques.
Remarquons que la variété X (A) est lisse (resp. compléte) si A est régulier
(resp. complet).

Nous allons considérer une variété torique X de dimension n définie par
un éventail A & d = n + r arétes dont les générateurs seront notés dans
cette section v1,...,Upn, Unt1, .-, Untr € Z", et un réseau N = Z". On note
D1,...,Dy, ..., Dy, les diviseurs associés aux vecteurs générateurs (voir
[E), §3.3]). Rappelons que dans le cas ou X est lisse, le groupe de Picard de
X est de rang r. Pour simplifier nous allons imposer une premiére condition
aux variétés toriques que nous considérerons : nous nous intéresserons exclu-
sivement aux variétés toriques complétes lisses dont le cone effectif est sim-
plicial et que tout diviseur effectif soit combinaison linéaire de r diviseurs D;,
disons [Dy41], ..., [Dptr]- Une premiére question naturelle est si ceci peut
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se traduire en termes de propriétés sur les cones de I’éventail. Nous allons
répondre & cette question dans ce qui va suivre.
On souhaite donc avoir, pour tout i € {1,...,n},

[D;] = Z ai,j[Dn+]
=1

avec a;; € N pour tous 4,j. Ceci équivaut a dire qu’il existe des entiers
naturels a;; tels que les diviseurs D; — 29:1 a; Dy, ; soient principaux
pour tous 7 € {1,...,n}. Rappelons que les diviseurs principaux de X sont
exactement les diviseurs div(x") associés aux caractéres x* du tore de X
(voir [F]) pour u € M = NY = Z™ définis par

n+r

div(x") = Z(u, vg) D

k=1
On cherche donc des vecteurs ui,...,u, € Z" tels que pour tous i,j €
{1,...,n},
(2.2) (ui, vj) = i
(i.e. (u1,...,uy) est la base duale de (v1,...,v,) au sens des espaces vecto-
riels) et
(2.3) (ug,vg) <0
pour tout k € {n+1,...,n+r}. Ceci implique en particulier que (vi,...,vy)
est une famille génératrice d'un cone maximal (i.e. de dimension n) de A. En
effet, puisque A est complet, si le cone C(vy, ..., v,) engendré par vy,..., v,
n’est pas un céone maximal de A, alors il existe j € {1,...,n} tel que v,4; €
C(v1,...,v,), donc il existe des coefficients «; > 0 non tous nuls tels que
Untj = 2 iy @;0;. Mais ceci implique

vk e {1,...,n}, <uk7vn+j> = <ukvzaivi> = Qf,
i=1

et donc d’aprés ((2.3)),
Vke{l,...,n}, a; <0,

d’ou contradiction. Donc C(vy,...,v,) est bien un céne maximal de A.
Puisque 1'on a supposé que X est lisse, (vi,...,v,) est alors une base
du réseau Z" dont (ui,...,u,) est la base duale (au sens des réseaux). La

condition impose d’autre part que pour cette base duale (uq,...,uy,),
Vke{n+1,....,n+7r},  (uvg) <O0.
Une condition nécessaire et suffisante pour que ceci soit vérifié est que
Untls-eeyUngr € C(—0v1,...,—Vp)

ou C(—wvy,...,—vy,) désigne le cone de R™ engendré par —vq, ..., —vy,.
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REMARQUE 2.2. Sil’on note
n
VEe{l,...,r}, Uppp=— Zai,kvi,
i=1

avec a; 1, € N, on vérifie qu’alors
I
Vie{l,...,n}, [Di]=_ a;x[Dnisl.
k=1

2.2. Hauteurs sur les hypersurfaces de variétés toriques. Etant
donnée une variété torique compléte lisse X définie par un éventail A & n+r
arétes et un réseau N = Z", dont le groupe de Picard et le cone effectif
sont engendrés par [Dyy1], ..., [Dntr] (cf. section précédente), on considére
la classe du diviseur anticanonique de X qui sera de la forme

n+r r
[~Kx] =) [Di] =Y ni[Dnii]
i=1 k=1
avec ni,...,n, € N. On considére alors un diviseur de classe >, _; di[Dp 1]
avec di,...,d, € N. Une section globale s du fibré en droites associé a ce

diviseur sur X permet de définir une hypersurface de X que I’on notera Y. La
classe du diviseur anticanonique sur Y sera induite par la classe du diviseur
T
(2.4) Do = (nk — di) Dy
k=1

Nous allons donner une construction de la hauteur associée & O(Dp) sur X.
Pour cela, nous utiliserons la construction des hauteurs sur les variétés
toriques décrite par Salberger [Sal.

Soit v une place sur Q, et |- |, : Q* — RT la valeur absolue associée.
On pose, comme dans la section précédente, N = Z", M = NV = Z" et
U(Q,) le tore Hom(M, Q) qui peut étre identifié avec un ouvert dense de
Zariski de X (Q,) a condition de fixer un point de cet ouvert. L’application
log| |, : @) — R induit un morphisme L : U(Q,) — Ng = R™. Pour tout
o € A, L71(—0) est un sous-ensemble fermé de U(Q,). On note alors C,,,
'adhérence de L=!(—0o) dans X(Q,). On utilise ces ensembles C,, pour
construire une norme || - || p,, sur O(D) pour tout diviseur de Weil D sur X,
via la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3 ([Sal, Proposition 9.2]). Soit D = "' a;D; un di-
viseur de Weil sur X et s une section locale analytique de O(D) définie en
P e X(Qy). Le point P € X(Q,) appartient a Cy, pour un certain o € A.
Soit X9 un caractere sur U représentant le diviseur de Cartier correspon-
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dant a D sur Uy, (i.e. (u(0),v;) = —a; pour tout v; € o(1)). On pose alors
Is(P)llp,s = [s(P)X"“ (P)l.,
et cette expression est indépendante du choix de o € A tel que P € Cy .
La proposition suivante nous sera utile par la suite.

PROPOSITION 2.4 ([Sal, Proposition 9.8]). Soit D = S""* a;D; un di-
viseur de Weil sur X tel que O(D) est engendré par ses sections globales.
Pour 0 € Amax, si x "9 désigne lunique caractére sur U qui engendre
O(D) sur Uy (i.e. (u(o),v;) = —a; pour tout v; € o(1)), alors x ") est
une section globale de O(D) et x~9)(P) # 0 pour tout P € U,(Q,). Si s
est une section locale de O(D) définie en P € X(Q,), alors

ls(P) Iy = inf |s(P)x""(P)],
0E€ Amax
ol Amax désigne l’ensemble des cones de A de dimension n. De plus, si D
est ample et 0 € Apax, alors Cy,, est Uensemble des P € X(Q,) tels que
Ix“) =T (P)|, < 1 pour tout T € Apay.

On peut alors définir la hauteur associée & un diviseur D. Si D =
S a;D; est un diviseur de Weil sur X et P € X(Q), la hauteur asso-
ciée a D est l'application Hp : X(Q) — [0, co[ définie par

Hp(P)= [[ IsP)I5,

reVal(Q)

ou Val(Q) désigne ’ensemble des places de @, et s une section locale de
O(D) définie en P telle que s(P) # 0.

REMARQUE 2.5. Comme on peut le voir dans [Sal Proposition 10.12],
pour tout P € U(Q), Hp(P) ne dépend que de la classe de D dans Pic(X).

Par la suite, on notera H la hauteur sur X associée au diviseur Dy défini
par (2.4)). Notre objectif sera alors d’évaluer

Nv(B) = card{P € V(Q) NY(Q) | H(P) < B}

pour un certain ouvert dense V C U de X. Pour évaluer cette quantité il est
plus pratique de se ramener a compter le nombre de points de hauteur bornée
sur un torseur universel (voir [Sal §3| pour la définition) associé¢ & X. Pour
les variétés toriques, la construction du torseur universel est relativement
simple et est donnée dans [Sal, §8|. Nous allons rappeler cette construction.

On considére le réseau Ny = Z"*" et My = Ny = Z"*". A tout généra-
teur v; d'une aréte du cone A on associe I’élément e ; de la base canonique de
No = Z"". On pose alors N1 = Ny et on note Ay I’éventail constitué de tous
les cones engendrés par les e ;. La variété torique X déterminée par (N7, Ap)
est alors I'espace affine A"*". Pour tout o € A, on note d’autre part og le
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cone de No r engendré par les eg; pour ¢ tels que v; € 0. Les cones og ainsi as-
sociés forment alors un éventail régulier Ay de Ny r (cf. [Sal, Proposition 8.4]),
et (Ap, Np) définit une variété torique Xog C Xy. Soit Uy, = Spec(Q[Ss,])
ol Sy, = oy N M. Les morphismes toriques 7, : Uy, — U, définis par les
applications naturelles de o sur o se recollent en un morphisme 7 : Xo — X
qui est alors un torseur universel sur X (cf. [Sal, Proposition 8.5]).

Etant donné que Xy C X; = A%+r, les points de X s’écrivent sous forme

de (n+r)-uplets de coordonnées & = (x1,...,Tn, Tnii,- - -, Tntr). On notera
alors, pour tout diviseur D = 7" a; D,
n-+r

P = H z}t.
i=1
REMARQUE 2.6. Si o € A, on note
= ¥ n
i|vigo(1)
Alors Uy, est I'ouvert de X déterminé par % # 0, et donc Xy est 'ouvert

de X défini par
x € Xg & do € Anax, x= # 0.

En rappelant que Dy = > (ng, —dj) Dy yk, on définit alors les diviseurs
D(o) associés :

DEFINITION 2.7. Soit 0 € Apnax, €t soit X“(”) le caractére de U tel que
u(9) engendre O(Dy) sur Uy. On pose alors

D(J) = Do + Z <—u(a),U¢>Di.

vi€o(1)

X~

REMARQUE 2.8. Les diviseurs D(o) ne dépendent que de la classe de Dy
dans Pic(X).

LEMME 2.9. Soit 0 € Apax. Si O(Dg) est engendré par ses section glo-
bales, alors x~"9) est une section globale de O(Dy), et D(o) est un diviseur
effectif a support contenu dans Uviéu_(l) D;.

Démonstration. Si O(Dy) est engendré par ses sections globales alors,
pour tout o € Apax, il existe une section globale de O(Dg) qui engendre
O(Dy) sur U,. Or, U, est un espace affine, donc a multiplication par un
scalaire prés, il existe une unique section locale qui engendre O(Dy) sur U,.
Donc la section locale () est en fait une section globale.

Par conséquent, d’aprés la description de I'(X, Dy) donnée dans [E, p. 68]
on a

(—u(o),v) > —a;

oua; = 0 pourtouti € {1,...,n} et ap1x = np—d pour tout k € {1,...,r}.
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De plus, on a (—u(0),v;) = —a; pour tout i tel que v; € o(1). Donc D(o)
est bien effectif et & support contenu dans Uvi do(1) D;. =

Nous pouvons a présent définir une fonction hauteur Hy sur Xo(Q) en
posant simplement Hy = H o .

PROPOSITION 2.10. On suppose que O(Dy) est engendré par ses sections

globales. Avec les notation ci-dessus, on a
VPy=x € Xo(Q), Ho(F)= H sup [P,
veVal(Q) 7€ Amax

Démonstration. La démonstration est directement inspirée de la preuve
de |Sa, Proposition 10.14]. On considére un point Py € Xo(Q), P = n(F),
et 7 € Apax tel que P € U,. Alors X‘“(T) est une section locale définie en
P e U, et [[x 7(P)| oy = infoeapa, X4,

Remarquons que puisque P € U;, d’aprés le lemme P £ 0 (étant
donné que D(7) est effectif & support contenu dans Uviga(l) D;), et que
D(o)

Z u\7T)—ulo
5y = X (r)—uo)(p).

Par conséquent, si s désigne la section locale X*“(T), on a
mD(U)

-1
IP)iphy = sw ||

UGAmax

De plus, par la formule du produit, on a Hl,eval(@) 2P|, = 1, d’ou le
résultat. m

De la méme maniére que nous avons construit X, on peut construire un
Z-torseur universel sur la variété X sur Z obtenue a partir des ouverts affines
U, = Spec(Z[Sy]) (voir [Sal, p. 207]). On notera ce torseur 7 : Xg — X. On
considére alors la proposition suivante (issue de [Sal, Proposition 11.3]) :

_ ProrosiTION 2.11. Soit Py = € Xo(Q) qui se releve en un Z-point
Py =2 de Xy. Alors
Ho(Py) = sup [2"(7)],
UeAmax
ot | - | désigne la valeur absolue usuelle sur R.

Plutot que de compter les Q-points de hauteur bornée de X, nous allons
compter les Z-points de Xy en utilisant le lemme ci-dessous :

LEMME 2.12 ([Sal, démonstration du Lemme 11.4a)|). Pour m € N,
sotent
c(m) = card{P € U(Q) | H(P) = m},
cop(m) = card{P € XoN Uo(Q) | Ho(Py) = m}.
Alors ¢(m) = co(m)/2".
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Ainsi, étant donné un ouvert de Zariski V' de X, si 'on note
Nov(B) = card{Py € Yo(Z) N Up(Q) N1 (V) | Ho(Py) < B}

(ot Yy est I'hypersurface de X correspondant a I'hypersurface Y de X ),
on a

Ny (B) = No,v(B)/2".

Nous chercherons donc dorénavant a évaluer Ny v (B). Nous allons le faire
pour le cas des variétés toriques complétes lisses & n+ 2 générateurs (i.e. cas
ou r = 2). Nous allons d’abord, dans la section suivante, décrire ces variétés,
puis construire la hauteur sur les torseurs universels correspondants.

2.3. Cas des variétés toriques a n + 2 générateurs. On considére

n + 2 vecteurs vy, v1, ..., Un, Unt1 € Z" tels que (vy,...,v,) forme une base
de Z" et
' m
Vo = =D i Vi Zi:r+1 a;vi,
n
Un+1 = — Zi:r+1 Vg

oul <r<m<mn,eta; € Z.Onposel ={0,...,r}etJ ={r+1,...,n+1}.
On considére I'éventail A défini par les cones maximaux :

015 = C{(vk)ker, ki (V)ie, 1£5)
pour tous ¢ € I et j € J. D’aprés [K, Théoréme 1], toute variété torique
compléte lisse dont I’éventail A admet n + 2 arétes est isomorphe & une
variété torique de ce type pour un certain (7,m, (@i)ic{r+1,..,m}) fixeé.

Dans ce qui va suivre, nous nous intéresserons exclusivement a la sous-
famille de ces variétés définies par a,41 = --- = a,, = 1 de sorte que
vg = — »_i', v;. Pour cette sous-famille, les hypersurfaces considérées au-
ront la particularité d’étre définies par des polynémes homogénes en cer-
taines variables, ce qui sera utile pour pouvoir appliquer les méthodes de
différenciations utilisées par Schindler [Schi|, [Sch2].

Remarquons que dans ce cas précis, d’apres les résultats obtenus dans la
section si, pour tout i € {0,1,...,n}, D; désigne le diviseur associé a v;,
on a

[Dr] = Do, [Dm] = [Do] + [Dn1], [Dn] = [Dp41]-
La classe du diviseur anticanonique de X est alors donné par (cf. [F])

n+1
[~Kx] =) _[Di] = (m+1)[Do] + (n — r + 1)[Dp41].
=0
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Considérons a présent une hypersurface ¥ de X donnée par une section
globale s de O(D) ou D désigne le diviseur dyDg + daDjp41. Le diviseur
anticanonique de Y est alors le diviseur induit par

(m+1—d)[Do] + (n—r+1—dg)[Dps].

REMARQUE 2.13. Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que le
diviseur anticanonique de Y appartient & l'intérieur du cone effectif. Ceci
revient & dire, d’aprés ce qui précéde, que m+1 > d; et n —r+1 > ds. Par
ailleurs, pour des raisons pratiques quant & la définition de la hauteur, nous
supposerons également que m+r —n —dj; +da > 1.

D’autre part, les sections globales de O(D) sont données par (cf. [E) §3.4])
rx,om)y= g c-x
u€PpNZ™
ou " est le caractére associé a u, et Pp le polytope

Pp={ueZ" |Vke{l,...,n}, (u,vg) >0,
(u,v9) > —dy et (u,vpy1) > —da}.
Chaque section (& coefficients rationnels) s = > cp ~7n auX" 01l @y € Q
définit une hypersurface Y (que I'on suppose lisse) de X, et se reléve en une
fonction f: Xy — R définie par, pour tous (z,y, 2) € Q"2 tels que xg # 0
et zp1 # 0,

r m ( > n+1

<u,’Ui> u,vj <U,Uk>

f@yz) = > o™ I ™ 11 2"
uePpNZ™ =0 Jj=r+1 k=m+1

L’hypersurface de X, définie par Pannulation de cette fonction correspond
alors au torseur universel au-dessus de Y. Par conséquent, en utilisant le
lemme on a que les Q-points de Y correspondent (modulo I'action des
points de torsion de Tig) aux Z-points (,y, z) de X tels que F(z,y,z) =0
ou F est le polyndéme

F(mayv )—CBO n+1f(33 Y,z )

REMARQUE 2.14. On remarque que le polynéme ainsi défini est de degré
homogene égal a dy en (x,y) et de degré homogeéne ds en (y, z), c’est-a-dire,
pour tous A\, u € C,

F(Ox, My, pz) = X u2F(x,y, z).

En effet, le degré de chaque monome en (x,y) est
m
di + <u,’U0> + Z(u,vz) =dj,
i=1

car vg = — y i, v;, et de méme pour (y, z).
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Réciproquement, on peut voir que tout polyndéme en (x,y, z) de degré
homogeéne d; en (x,y) et de degré homogéne dy en (y, z) est un polynéme
correspondant & une unique section globale s de O(D).

REMARQUE 2.15. Dans tout ce qui va suivre on supposera que ['hyper-
surface Y définie par F(x,y, z) = 0 est lisse. En fait, cette propriété est vraie
pour un ouvert dense de Zariski de coefficients (ov,)yep,nzn. D’autre part,
pour un ouvert dense de coefficients (o, )uep,nzn, la variété Vi* (resp. V')
définie par (1.1 (resp. (1.2))) est de dimension n —m + 1 (resp. 7 + 1).

Nous allons & présent construire la hauteur sur X associée au diviseur
Dy = (m+1—d)Dy+ (n—1r+1—d2)Dyy1 (correspondant au diviseur
anticanonique sur Y'). Comme précédemment, d’aprés [F, §3.4], les sections
globales de O(Dy ) sont données par

rXx,0y)= & C-x"

u€Pp,, NZ"
out Pp, est le polytope
Pp, ={ueZ" |Vk e {1,...,n}, (u,vx) >0,
(u,v9) >m~+1—dj et (u,vp41) >n—r+1—da}.
Une base des sections globales est donc donnée par les (Xu)uEPDY, qui se

relévent en des fonctions (fy)ue Ppy, de X’o dans R qui sont exactement les
monodmes en (x,y, z) de degré m+1—d;j en (z,y) et de degré n—r+1—ds
en (y,z). La hauteur H associée a Dy est donc définie sur Xo(Z) C Z"+2
par, pour tout ¢ = (x,y,2) € XO(Z),

r m n+1
Ho(q) = i o, ax [Ttz I sl T 1=l
Z7J7k7ai7/8j7'yk€N L .
>0 ai+ZT:r+1 Bj=m-+1—dy =0 Jg=rl k=m+1
Z;n:mrl Bj +ZZ;;+1 Ye=n—r+1—ds
= max z|®|y|?|z|"
max [al”lyllz]

a+pB=m+1—d;
B+y=n—r+1—dsa

= max{‘x‘mﬂfdl |Z’nf1“+lfd27 ‘x|(m+1fd1)f(nfr+lfd2) |y|nfr+lfd2}

= [ae[™ M max(|y| /], |2))" T

Remarquons enfin que dans le cas présent, X'O(Z) C Z™2? peut étre
décrit comme 'ensemble des (n + 2)-uplets d’entiers notés q = (x,y, 2),

avec & = (20, T1, -+ Tr), Y= (Yr41y--+,Ym)s 2 = (Zm+1,- -, 2n+1), tels que
(cf. [Sal 11.5])
(25) do € Ama)u qg ?é 07

(2.6) pgedyen, . (@%) =1,
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Par la définition de A et des cones maximaux (07;)(; jyerx s, on a

¢i= [ a=aq

I¢oi (1)
Par conséquent, la condition (2.5 équivaut a
(2.7) x#0 et (y,z)#0.

De méme, on remarque que pged,ca . (q%) = pged(x) pged(y, z), et la
condition (2.6) équivaut donc a

(2.8) pged(x) =1 et pged(y,z) = 1.

Ainsi, calculer N(B) = card{P € Y(Q) | H(P) < B} revient a calculer
le nombre de points de

{a=(z,y,2) € Xo(2) | H(z.y,2) < B}.

Par ailleurs, quitte & appliquer une inversion de Mébius (en un sens que nous
7
préciserons ultérieurement), on peut se ramener au calcul de

Nd,U(B) = Card{(w7y7z) S Zn+2 nu ‘ z 7& 0, (yaz) 7é (070)7
F(dz,y,z) =0, Hy(x,y,z) < B}

pour un certain ouvert U que nous préciserons ultérieurement, et pour tout
d € N*, avec

n—r-+1—ds
(2.9) Hy(x,y,z) = |z/mH1% maX<Cgﬂ|, Z) :
x

Nous allons donc chercher & obtenir une formule asymptotique pour Ny 7 (B).

3. Premiére étape. Nous allons établir une formule asymptotique pour
Ny.a(B), pour un d € N* fixé, en nous inspirant de la méthode décrite
par Schindler [Schi], [Sch2|. L’idée générale est de considérer la fonction
hq : N? — [0, oo[ définie par

3.1)  hg(k,1) =card{ (z,y,2) € Z"?NU
(3.1) (k,1) (z,y,2)

(| 21| a1 ) = e Fdz.2) =0}

(o1t U est un ouvert de Zariski de A"*2 que nous préciserons ultérieurement),
de donner des formules asymptotiques pour

SO hatk D), D ha(k D) et Y ha(k,1),

k<P <P k<P <P

| =k,
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afin de pouvoir appliquer un résultat de Blomer et Briidern [B-B| pour en
déduire une formule asymptotique pour

> ha(k,1) ~B—oo Nua(B).

k.m+17d1 lnf'r+17d2 <B

Dans cette premiére partie, pour des réels P, P» > 1 fixés, nous allons
chercher a calculer

(32) Nd(Pl,PQ) = card{(m,y,z) € (P181 X dP; PyBy % PQBg) aVAGE: |
’y’ < d’w‘PZ et F(dxayaz) = 0}7
ott By = [-1,1]"" By = [-1,1]™", By = [~1,1]* ™%, Plus précisément,
nous allons montrer que pour r et n — m assez grands on a
Nd(Pla P2) —_ O.dP17n+17d1 PZTLfT+1fd2
+ O(dv P pper e pin (P Py} ),
ol o4 est une constante (ne dépendant que de d), § > 0 un réel arbitraire-

ment petit et v un réel que nous préciserons. Ceci nous permettra plus tard
d’obtenir une formule pour » ;. p > i< p, ha(k,1).

3.1. Une inégalité de Weyl. Dans toute cette partie nous allons sup-
poser 1 < Py < P;. On notera donc P; = P2 avec b > 1. Nous allons évaluer
N4(Py, P2) en nous inspirant de la méthode du cercle de Hardy-Littlewood.
Pour cela, on introduit la fonction génératrice définie par

(3.3) Sal@)= > > > e(aF(dx,y, z)).

xeZ Tt yezZ™ " zezn—mT!
|z|<P1 |y|<d|z|P2 |2|<P2
pour a € [0,1], et ou e désigne la fonction z +— exp(2imx). On remarque

alors que
1

Nd(Pl, PQ) = SSd(Oé) dOé.
0

Etant donnés « € Z"™! et y € Z™™", on constate que

lyl Y|
<d P > > | = .
lyl < dlz|P < |z ap, & || > ib;

En posant N = [%2] ce qui équivaut a dire que |y| € |d(N — 1) Py, dN Ps)),

on remarque que S(«) peut étre réexprimée sous la forme

Py
a)=> San(a),
N=1
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ou
(3.4) Sanv(e) =Y > > elaF(dz,y, 2)).
N<|z|<Py d(N—1)P2<|y|<dNP; |2|<P;
Si
En={y €Z™ " |d(N —1)P, < |y| < ANP,},
on remarque que

En = U U Cnz.7

ZC{r+1,...m} JC{r+1,...,m}
T#0

avec
(3.5) CN,LJ:{yEgN‘ViGI,inOGtVi¢I,yi<O,
Vied, ly)l >dIN —1)Pet Vj ¢ T, |yj| < d(N —1)Ps}.

On a alors
(3.6) San(a) < > 1Sa.n.z,7 ()]
Z,JC{r+1,....m}
T#0
ou

(3.7) Sanz.g( Z Z Z (aF(dz,y, ).

|z|<P1 y€CN,1,7 |2|<P2

Par une inégalité de Holder on a, pour N fixé,

— r do—1_ —
(38)  [Sanzo(@P? < PITVEETTY NN Sy v g w2
|| <Py

ol 'on a noté

(39) SdNIJm Z Z (XF dz Y, 2 ))

yeCN, 1.7 |2|<P2

Désormais, pour alléger les notations, on posera [n] = {1,...,n}.

Nous allons chercher & «linéariser » le polynéme F' en appliquant un
opérateur A défini de la fagon suivante : pour tout polynéme f & IV variables
on pose, pour tous ti,ty € RV,

Ag, ft2) = [t +t2) — f(t1).
Dans ce qui suit, nous appliquons dy — 1 fois I'opérateur A & F en les
variables (y, z), et nous obtenons un polynéme en do(n —r + 1) + 7+ 1
variables (a:,y(j),z(j))je[[dﬂ]. Puis, en appliquant 'opérateur A dy — 1 fois
a ce polyndme en les variables (w,y(j) )jE[[dz]]? nous obtenons finalement un
polynéme en (r + 1)dy + (m — r)dida + (n — m + 1)da variables du type
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(CC(Z), y(]v”j z(j))iEHdlﬂyjeﬂdQ]] de la forme

(@D, y, 2 ican], iegan)) + Gr((@D, gD, 29) 0 11 eqan))
+ Go((2,yUD, 2Dy icran-17)
ou Gy (resp. G2) est indépendant de (w(dl),y(j’dl))je[[dQﬂ (resp. de (y(®=7),
z(dQ))ie[[dlﬂ), et .I’Cgl)'est linéaire en (m(i),y(j’i))je[[dZ]] pour tout ¢ € [di] et
linéaire en (y(J’Z),z(J))ieﬂdlﬂ pour tout j € [da].
Pour N,Z,J fixés, posons
uN,I,J = CNJ,j X P283 C dPlprg X PQBg, u]l\?,I,J = Z/{N’I’j — Z/{N,I,j,

et

MN’I’j((y(l)’ Z(l))) R (y(t)’ Z(t)))

= 1 Uvzg—a@DzV) - —ay?,20)).
(e1,..e¢)€{0,1}

Si lon note F(y, z) = aF(dz,y, z) (pour x fixé), et

(310)  F((yM,zM),..., (", 2")

z
=Y (R D, 20) ey, 20)),
e¢)€{0,1}*

(517-“:

en utilisant [Schml| (11.2)], on obtient la majoration

2d2-1 D 2d2-1_¢
Sanzael”” <Unz g7 T Z Z
(yWzM)eug ; (Y922 z(2=2)euf - -
2
‘ Z e(]:d271<(y(1)7z(1))7---7(y(d271)7z(d271)))) )
(y(d271)7z<d271>)
eUn,z,7(yM,zW),..,(y(42=2) z(d2-2)))
que l’on peut encore majorer par
(dP Py~ pp—mel)2eizd N 3
[y |<2dP Py [ylP2m?)|<2dPy Py
|z(V]<2P, |z(d2=2)|<2P,
2
> e(Fap—1 (M, 20, (g1, 2B 1y))

(y(d2—1) z(d2—1)
eUnz,7((yD,z0),... (y(4272) 2(42-2))
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Pour tous (y, 2), (v, 2') € LIN,IJ((y(l), 20), L (yl2=2) 2(=2))) op g

]:d2—1((y(1)a z(l))7 ceey (ya Z)) - ]:d2—1((y(1)a z(l))7 ceey (y,a Z,)
= fd2(<y(1)a Z(1)>7 ey (y(d2)7 z(d2)) - ‘Fdzfl((y(l)v Z(l))7 vy (y(d271)7 z(d271)))7

~—

et

donnés par

(y,2) = (9,2, (y,2') =yl 4y () (D) 4 (),
On obtient donc
Sanz.ga(a)2 < (@ PRy e S S

YD) 2(D)  y(da=2) H(da—2)
S eFa@W2W), .y, 2))
y(d2—1) »(da—1) 4)(d2) (d2)
— Fapm1 (W, 2W), . (yl= 7Y, 227 y)),
ol chaque y(i) (resp. z(i)) appartient & une union de boites de taille au plus
dP; Py (resp. P»).
D’aprés [Schml Lemme 11.4],
Far (M, 20), . (g%, 2%))) — Fy 1 (9, 20), . (y( 27D, 2(70))
= aFi(dx,y, 2) + aFy(de,y, 2),
ou l'on a noté
Y= (y(l),...,y(d2)), z (z(l),...,z(‘b)),
@: (y(l)jjy(d271))7 2: (z(1)77z(d271))7

avec F; une forme multilinéaire en (g, 2) de la forme
3 Es(dm)t))) ...t
i=(i1,..iay ) E{r+1,...,n+1}42
ou
, @) 1
ORI E s siie{r+1,...,m},
! zi(J) site{m+1,...,n+1}

pour tout j € [da], et E;(dx) symétrique en 4. Remarquons par ailleurs que
Fy et Fy sont homogenes de degré d; en (x,g).
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Pour z € [Py, Po]%(=™+1) fixé, on note
Sd,i(a) = Z Z €(O[F1(d$,’g,2)+QFQ(d£IJ,’g,2)),
|:1:|§P1 y(1)7..,,y(d2>

et d’aprés ce qui précéde, on a

do—1
|4,z ()[*
< (PIT-H)de—l—l((dPIPQ)m—r)de—l_dz (PQn—m—i-l)zdz—l_dQ Z ’de(a)"

[Z|<P;

En élevant a la puissance 2¢1=1 puis en utilisant une inégalité de Holder et
en posant d = dy + do — 2, cette derniére formule donne

(3.11)  [Sanz.(@))*
< (PR (dP Py 2 T (ppm e N g ()P

|Z|[<P2

Par ailleurs, en appliquant le procédé de différenciation précédent a Sy z(a),
on obtient

[Saz(0) 217 < (P2 S (P Byt 2T

)IEDD

lzW[<P lyUD[<dPiPy  |yld2:D)|<dPy Py |22 <Py

DY S

lytD|<dPiPy el | <Py y(hA)|<dPLPy  [yld2091) |<dPL Py

6( > féi)((w(i), Y9 et jelda]) — ]:C(zi)_l((w(i)7 y(j’i))ie[[dl—u],je[[dﬂ])),
i=1,2

ou pour i € {1,2}, .F,ii) désigne la forme de (3.10]) associée a F(x,y) =
aF;(dx,y, z) pour un 2 fixé. On remarque que

fﬁ)((ﬂ?(i), Y9 i, jeldal) — féi)_l((w(i)7y(j’i))ie[[dﬂ]],je[[daﬂ)

= CE (@, 0, 29 ie ] segan) + 9a((@@, 49D 200,001y icgan))

ol chl) est, rappelons-le, une forme linéaire en (a:(i)7y(j»i))j e[do] Pour chaque
i € [d1], de la forme

a Z Gd,i(é)ugll) o™

Uy
i=(i1,...,iq; ) €IN



Hypersurfaces de variétés toriques 19

avec
I={0,1,...,7}U{(r+1,1),....,(m,1),....(r +1,d2),...,(m,ds)},
: 29 siie{0,1,...,r),
12 uf.” B {y;f’j) si @ ik,l) € {T—}i—l,...,m} x {1,...,da},
avec G4;(2) € Z[d, 2] symétrique en % et dont le degré en d est
fi = card{k € [di] | ir € {0,...,7}}.

On peut donc écrire Gy ;(2) = d/iG;(2) avec G;(2) symétrique en 3.
D’autre part, puisque F» ne dépendait que de x, g, 2, la partie

2 i) G 2 i) G
Fi (@, 49 gy setan) = Fo (@39 ieqa, 1, etan)
est en fait un polynéme en x, 2, (y(j’i))ie[[dl]]de[[drlﬂ de la forme
r'?(@®, 40, 29 ic ] jetda—11) + ha((@®, 999 2000 11 iefan—17)
ou FC(ZQ) est une forme linéaire en (w(i),y(j’i))je[[drl]] pour tout i € [d;], de
la forme
a Z de(%)ugll) . .uz(»:lll)
i=(i1,...7idl)e(1/)d1

avec I'={0,1,...,7r}U{(r+1,1),...,(m,1),...,(r+l,d2—1),...,(m,do—1)}.
On observe en particulier que I’ C(IQ) est indépendant de (y(d2’i), z(di’))ieﬂdlﬂ.
En regroupant les résultats obtenus on trouve

(3.13)  |Sanzg(@) < (PrTY2 =d((dp Ry )2 ~hids

(Pg—m+1)2dld2 Z Z ‘ Z

z (m(i)7y(j7i))i€[[d171]],j€ﬂd2]] m(dl)"y<17d1)’.“’y(d21dl>
" . - . 9 , - :

(I (@D, g9, 200, . setan) + I )((-’B(z)ay(]’2)7z(]))ie[[dl]],je[[dg—l]]))‘-
Avant d’aller plus loin, il convient de faire la remarque suivante :
REMARQUE 3.1. Si l'on avait différencié la forme F' en (x,y) puis en

(g, z) plutot qu’en (y, z) puis en (x,y), on aurait obtenu

i lad_ o gd_
(3.14)  |Sanzg(@)* < (P[>~ ((dPyPy)mT)¥ ~h

(PQn—m—l-l)Qci—dz ) 3 ’ 3

x (y(j’i>7z(j))i6|ld1]],jE[[dQ*l]] z(d2)7y(d211)7'._7y(d27d1)

(I (2, 4V )7z(]))ieﬂd1}],je[[d2]])+Fc§ (2D, 4y )vz(j))ie[[dl—l]],je[[dz]]))‘

avec FCEI)/ = (51).
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Démonstration. On pose

F(x,y,z) = g E Qi § kTiy + -+ i Yt -+ Yjmy ey« + - i
m1,ma,m3EN 'L'E{O,...J’}ml
mi+me=di  je{r+1,...,m}m2
metm3=dz ke{m+1,.. n+1}m3
(avec a; j , symétrique en , j, k). La forme multilinéaire F(dx,y, Z) précé-
dente est alors

d:
(—1)*mglms! Z d™ Z Qi j kTiy - - Tiyy,

mi,ma,mgeN i€{0,...,r}™
mi+ma=d; je{r+1,...,m}m2
ma+m3=ds ke{m+1,...n+1}m3
(e(1)) (o(m2)) (o(m2+1)) (o(ma+ms3))
X Z y]l T yj7n2 Zk’l e Zk?'rn3
UEM(dQ,mQ)

ot M(da, m2) désigne l'ensemble des permutations o de [da] telles que
o(l) < --- < oa(ma) et o(me+1) <--- < g(ma+ mg) = o(dz). La forme

multilinéaire I’ CEI) obtenue en différenciant en (x,q) est alors

(_1)d1+d2m1!(m2)2!m3! Z am™ Z 4,5,k Z Z

m1,mo,m3€EN i€{0,...,r}™ TeM(d1,m1) c€EM(d2,mz2)
mi1+ma=d; je{r+1,...,m}m2
m2+m3:d2 ke{m—ﬁ—l,...,n—i-l}’"li

LT@) (r(ma), (o(1),7(m1+1)) (o(m2),7(m1t+m2)) (o(ma+1))  (o(matms))
i T, i Y kr P .

Il est alors clair que 1'on obtient le méme résultat en différenciant en (x,y)

puis en (g, z). =

Pour z et (az(i),y(j’i))ie[[dl,l]]deﬂdﬂ fixés, si I'on note Iy = chl) + Ff),
on a

G5 | Y @y, D)) era)|

a(d1) gy (1d1) | q(da.d1)

T[S el (X Gustol ol

il uidl) i€liq, =i
~ 1) (di—1)
* ./ Zd:v . d’Z( ) 1/1 léll*l
i'e(I’) 1|zd1:z
ol la somme sur ugdl) porte sur ul(-dl) appartenant a un intervalle de taille

O(Pr1)sii€{0,...,r} et de taille O(dPy P) pour
ie{(r+1,1),...,(m,1),....(r+1,da2),...,(m,d2)}.
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Pour simplifier les notations on pose
(316) 7 (@™, 99 2D) i 1y seta)
— Y G )
el |ig, =i
(3.17) vé?i)((cc(’“),y(j’k),z(j))ke[[drlﬂ,jeﬂdzﬂ)
= Y HuEw Y,

Ydy—1
i'e(I)%h lig, =i

ot les 1) sont les variables définies par |i et

i
1 2
(3-18> Ydi = Vé,i) + ’yc(l,i)'
En notant, pour tout réel z,
]| = inf |z —m],
meZ
on peut alors majorer (3.15)) par
. k ik i _

H mln(H’ia ||a7d,i($( )a y(J )7 z(j))ké[[dl—l]],jé[[dg]] || 1)

el
ou

P siie{0,1,...,r},
Y ldPiPy sii= (k) e {r+1,...,m} x [dy].

Pour tout r=(74);er € [[;c;(NN[0, H;[), X =(z,yld), z(j))ie[[dlfl]],je[[dgflﬂ
fixés, on note A(X, r) 'ensemble des éléments 2(d2) q(d2,1) g (d2,di—1) go]g
que |2(%)| < Py, [y(%H#)| < dP P, pour tout k € [dy — 1] et

Viel, TiHiil < {a7d7i((w(k)v y(j7k)> Z(j))ke[[d1—1]],j6[[d2]])} < (Ti + 1)H'71;

7

on note A(X,r) le cardinal de cet ensemble. On a alors 'estimation
(3.19)
> ’ > e(Fd((x(i)ay(j’i)aZ(j))ie[[dﬂ],je[[dg}]))‘

z(d2)7y(d271>7”_7y(d27‘11*1) aj(dl)7y(17d1)7,”7y<d2ad1)
H; H;
< AX,r min( H;, max| —, ———— ] ).
5 A%, [[omin a2
r el
Par ailleurs, si

(2(d2), (y(dQ,z'))iE[[dl_l]])’ (2/(%2), (y’(d“))ie[[dl—l}]) c AX,r),
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alors, pour tout ¢ € I,

a1 (X, 2%, (g ) g, —1) = 740 (X, 2, (") e, )
= ’yc(lli)(X7 (d2) _ z’(d2), (y(dz,k) . y/(dz’k))

(car 7522 ne dépend pas de (z(%), (y(dQ’k))ke[[dl_l]]) et 70(112 est linéaire en

(z(d2), (y(d”))l-e[[dl,lﬂ)). En notant N (X) le card‘inal de I'ensemble des z(42),
yld2)  yld2di=D) tels que [2(%2)] < Py, |y(@29)| < dP Py et

keldi—1])

Vi € I7 Hafy((iz,ll)((a:(k%y(]’k)a Z(j))ke[[dl—l}],je[[dﬂ])” < Hq,'_17
on a A(X,r) < N (X), et donc (3.19)) donne
> Y (@59 2D ) g ea)

z(d2) y(d2,1) a4 (d2,d1—=1) g(d1) 4(1,d1)  4,(d2,d1)

< N(X) Z H mln(Hi, max(ri, W))

r el
< N(X)(Pl log Pl)T+1(dP1P2 log(dplpg))d2(m_T).
En résumé, si, pour tous Hfi),Héi’j),Héj) >1let B1,By > 1,
M(Oé, (HF)v Héfh])a Héj))ie[[dl—l}],je[[dz]]v Bl_la BQ_I)
désigne le cardinal de I'ensemble des (¥, yU:), z(j))ieﬂdl—lﬂ,jeﬂdgﬂ tels que

]w(i)] < H}i), \y(i’j)\ < Héi’j), ]z(j)\ < Héj) pour tous (7,7) € [di — 1] x [d2]
et

vk e {01} llenih (@D, y9, 29) 10 1y jeran)ll < B,
vk € {r+1,..omix[da], [y (@D, y ), 20 icpa, ap,jeran)ll < By
en reprenant la formule , on obtient (pour € > 0 arbitrairement petit)
S vz, 7(0) 2 < (PyH DA (P pyymr 2Dt (pp-mt 12—
x M(cv, (P, dPyPy, Pa)icla, 1], jefds]> P s (dPLPy) ™).

On en déduit (en sommant sur N € {0,...,Pi} et surlesZ,J C {r+1,
...,m}) le lemme ci-dessous.

LEMME 3.2. Pour € > 0 arbitrairement petit, et pour k, P > 0 des réels
fixés, 'une au moins des assertions suivantes est vraie :

(1) ’Sd(a)| < dmfr+s+d1(r+1)/QJP{)1+2+5P271—7“+1+6P7,‘-@7
(2) M(a, (P1,dPiPy, Pa)iefa,—1], jefdo]s Pr s (dPLP2) ™)

> dd1 (r+1) (P{+1)(d1—1) ((dP1P2)m—T)(d1—1)d2 (P2717m+1)d2 P—2d~n‘
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REMARQUE 3.3. Si k est petit, la condition (1) donne une majoration
de |Sg(e)| plus grande que la majoration triviale,

\Sd(a)\ < dmfrP{n-i-IPQn—r—‘rl

(ceci est dt & la sommation sur N < P; qui induit un facteur P; supplé-

mentaire) ; ¢’est pourquoi nous utiliserons uniquement cette majoration pour
P > phpg.

3.2. Géomeétrie des nombres. Nous allons & présent établir des résul-
tats de géométrie des nombres qui nous serons utiles pour la suite de cette
section. Il s’agit en fait de généralisations de [Dal, Lemme 12.6] et de [Schil,
Lemme 3.1].

LEMME 3.4. Pour deuz entiers ni,nz > 0 et des réels (Nij)ic[n], je[na]s
on consideére les formes linéaires

n2
Vi € [[nl]],Vu: (ul,...,um)a Lz(U) :Z)\i’juj’
j=1

ni
Vj c [[TZQ]], Yu = (ul, e ,unl), L;(u) = Z)\mui.
=1

Soient ay,...,apy,b1,...,bn, > 1 des réels fizés. Pour tout 0 < Z <1, on
note
UZ) =
card{(u1, ..., Ung, Unyt1, - - -, Ungtny) € ZM T2 | V) € [n2], |us| < a;Z
et Vi € [na], |Li(un, ..., tny) — Unysi| < 07123,
Ul(2) =
card{(u1, ..., Un;, Uny 41, - - - Unytny) € ZMT™2 | Vi € [m1], |ws| < b;Z

et Vj € [na], [L5(u1, ... tn,) — tny 1] < aj_lZ}.
510 < Z1 < Zy <1, alors
Zy\™ zy2 1132,
U(Zy) < max| | = | U(Z),2% =——UYZ,) .
() o max((5) V(2. G Y 0(2)

REMARQUE 3.5. Le lemme3.1 de [Schl] présente uniquement le cas ou
ay = -+ = ap, = a et by = --- = by, = b. Cette généralisation aux a; et
b; distincts permet de donner des estimations du nombre de points dans un

réseau dont les coordonnées sont bornées par des bornes distinctes.

Démonstration du lemme. On considére le réseau A de R™*™1 défini
comme ’ensemble des points

ni+n
(xlv"'aZEnza:I:anrla"'7$n2+n1)GR 1

tels qu'il existe (U1, ..., Unys Ungt1y -« - Ungtny) € Z™ T2 tels que
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a1r1 = uq,

UnoTpny = Ung,

—1
bl Tno+1 = Ll(ula <o >un2) + Uny+1,

-1
bn1 Lng+ny = Ln1 (’LL1, s 7un2) + Uny+ng -

Ce réseau est défini par la matrice (i.e. une base de ce réseau est donnée par
les colonnes de la matrice)

art (0) 0 -~ 0
A © s 0 -+ 0
biAdig - bidip, b1 (0)
bm)‘nhl T bm)‘m,nz (O) bm
On remarque que U(Z) est alors le nombre de points (x1, ..., Zp, +n,) de A

tels que |z;| < Z pour tout i € [ng + ng]. Par ailleurs,

ay 0) —a g - —aAn
B = (At)—l _ (O) Qny *anz)il,nz T *an2)‘n1,n2

o --- 0 by (0)

0 -~ 0 (0) byt

définit un réseau {2 ayant les mémes minima successifs que le réseau (2 défini
par la matrice

by! (0) 0
5o (0) by 0 -+ 0
al)\171 R al/\nl,l ai (0)

anz)‘l,m anz/\m,nz (O) Qngy
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On pose
c= (H?; a;j > 1/ tna)
[[:2, bi
et on note A" = ¢A, 2" = ¢~ les réseaux normalisés (i.e. de détermi-

nant 1) associés & A et 2. Par la démonstration de [Schll Lemme 3.1], on a

alors
n2

Za

no Z
U(Zg) <<n1 ngy Max — U(Zl) Cn1+n2 Ut(Zl)
' A4l zZ
d’oul le résultat. m

En particulier, lorsque n1 = ng = n, a; = b; pour tout i et A\; ; = A;;, on
obtient le résultat suivant :

LEMME 3.6. Soit n > 0 un entier et (\;;)i<ij<n des réels tels que
Aij = Aji pour tous i, j. Considérons des formes linéaires

Vi€ [n], Vu = (ur, ... un),  Li(w) =Y Aiju;.

Soient ai,...,a, > 1 des réels fizés. Pour tout 0 < Z <1, on note
UZ) = card{(ul,...,un,un+1,...,u2n) ‘ Vj e [n], |uj| <a;Z
et Vi € [[’I’L]], |Ll-(u1, ce ,un) — un+i’ < CL;lZ}.
Alors
U(ZQ) < (ZQ/Zl)nU(Zl)

Revenons a présent a la situation de la section précédente, et considérons,
pour (x®, y(47) Z(]))ie[[dl—ﬂ],je[[dz]] fixés, les N = (r+1) 4+ da(m —r) formes

linéaires en (m(dl_l),y(j’dl_l))je[[dzﬂ données par les oryc(ll,z pour k € I. Re-

marquons que d’aprés (3.16)) on a, pour tout k € I,
1 i iq i d1—1
%(1,;2((96( )y 29 pan 11, selas]) = Z Gain(Z )-- Edll 1)

icrh—1
: z
Zeldl . d;—1

(o z = (21, ..., 2(®)) et les ug‘j) sont donnés par (3.12)) et donc pour tous

k,l € I le coeflicient Ap; en ul(dlfl)

)\k,l = Z dfi’l’kGi’Lk(%)Ugll) .. .u(dl*Q).

tdy—2
ield172

s’écrit

on observe que, puisque les G;(Z) sont symétriques en i € I,

Mg = A k-
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Pour P > 0 fixé et 6 € [0, 1] supposés tels que PY < P, < Py, on pose Zy = 1,
Z1 = (dPy)"'P? a = Py pour tout k € I; = {0,...,r}, et ay, = dP, P; pour
kely={r+1,...,m} x[da], de sorte que (en remarquant que I = I U I5)

VkEIl, akZQZPl, akZ1 :Pa/d,
Vk eIy,  apZy=dP\Ps, apZy = PyP?,
Vkel, a.'Zy=P", aytZy =d'PrPY,

Vi€l a;'Zy=dPP)"" a.'Zi = (dP) Py P,
En appliquant le lemme on obtient
U(ZQ) < (dpl/PO)T—I-I—I-dz(m—'r)U(Zl),

avec
U(Zy) =
card{(a" Y, (yO D) jepgy) | |2V < Py [yi i < dPy Py,
et Vi € Iy, Jor (=, 599, 20)cqu 1t gl < P
Vk € I, ||a7571,2(($(i),y(j’i),Z(j))ie[[dlflﬂ,je[[dz]])” < (dP1P2)*1}
et
U(Zy) =

card{ (d1—1) (y(j’dl_l))je[[dg]]) ‘ w(d1—1)’ < Pe/d, |y(j,d1—1)| < P9P2,
et Vk € I, !\a’yé,llz((:v(i),y(j’i),z(j))ie[[dl—1]],je[[d2]])|| <d'P2P?,

1 i i j PPy
k€ I, ar ) (2D, 9, 29)icpa, 1 jeqaa) | < d2PT2 Py P

En sommant sur les (z(?), 39, Z(j))z‘e[[drz]],je[[dg]]a on obtient alors
M(a7 (Bgl)’ B(J,l)a Bé ))16[[(11 1], je[[dg]]a (dPIPQ) )

dp; r+1+da(m—r)
“()

x M (a, (H{Z)7Hz(m,Hggj))ie[[drl]],jeudﬂ],d_le2P9,d_2Pf2P2_1P9)
ol
Vie[d —1), BY =P, Vie[d —1], BY) =dpp,, BY =p,
et

(@) P1 SiiE[[dl—2]],
! Pl/d sii=d;—1,



Hypersurfaces de variétés toriques 27

g _ JaPiPy sii€ [di—2],
’ PPy sii=di -1,
HY — p,

Par la suite, on applique le lemme de la méme maniére en prenant
(w(’),y(J’Z),z(J))i(z{dhdl,l} fixés (pour [ variant de 1 & d; — 1), et en consi-
dérant les oryg,z comme des formes linéaires en (x(®1—1 ¢y @d-0) jelde]» €t en
choisissant Zy = d*(lf1)/2P1—(l—1)/2p(l71)9/27 7, = df(z+1)/2p1—(l+1)/2p(z+1)9/27
ap = d(l*U/ZPI(HI)/QP*(Z*UG/2 pour tout k € I, et ap = (1(”1)/2P1(l+1)/2
x PyP~(=D0/2 hour k € I, de sorte que

Vkejl, angzPl, aklePe/d,
Vkel,,  apZy=dPPs, apZy = PyPY,
Yk € Ilv a];le — d_(l_l)PflP(l_l)e, alzlzl _ d_(l+1)P1_(l+1)Pw,
Vk € I, a];1Z2 _ d—lp;lp;lp(l—l)e’ allel _ d_(lH)Pf(l“)P{le.
On obtient alors (& 'étape [) la majoration
M(a, (BY), Bém, B§])>ie[[d1—1]],je[[d2}]a d—(l—l)Pl—lP(l—l)G’ d—zpl—zp2—1p(1—1)9)
dP, r+1+da(m—r) ; y )
< (P@> M (o, (H, HY )aH:Ej))ie[[dl—l]],je[[dg]],
d‘(l“)Pf(lH)P”’, d‘(l“)Pf(lH)Pgle)

ou
(@) _ P1 SiiE[[dl—lﬂ,
! PY/d siie{d —1+1,...,d —1},
B(J’Z)— dP Py SiiE[[dl—l]],
2 PPy siie{d—1+1,...,d —1},
By = P,
et

H(i)_ P Siie[[dl—l—l]],
Y\ PYd osiie{dy—1,...,dy —1},

gUa _ JdPiP siiedi—1-1],
2 PPy siic{d —1,...,d —1},

HY = P,
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Finalement, au rang [ = d; — 1, on obtient

(3.20)  M(a,(Py,dPi Py, P)icpa, -1, jefan], P1 ' (dPLP) 1)

dpP, (r4+14dz2(m—r))(d1—1) 0 0
< < ) M(a, (P”/d, P" Py, Ps)ic[d,—1], je[do]

po

d_(dl_l)Pfdl P(dl—l)e’ d—dl Pfleglp(dl_l)e).

Nous allons & présent chercher & établir des majorations analogues avec les
nyg = (m —r)(dy — 1) + (n — m + 1)-uplets de variables donnés par les

(y\), z(j))ie[[dl—l]] pour j € [dz], en considérant toujours les formes linéaires

(1)

omdlk,. Fixons donc (az(i),y(j’i),z(j))ieﬂdl_l}]’jeﬂdrlﬂ vérifiant les m — r iné-
galités

(321) o ap (@D, 49D, 2D)icra, 1y jeqa,-n)
< d—dl Pl_dl P2—1P(d1—1)6'

pourl € {r+1,...,m} (les formes 70(1,1()l,d2) ne dépendant pas des y(92:) z(@2)),
On considére les variables (y(@2:9), z(dQ))ieﬂdl,lﬂ et lesny = (r+1)+(da—1)
x (m — r) formes linéaires a’yc(ll,z, k # (I,d3), correspondantes. On applique
le lemme [3.4) en choisissant Z, = d=41/2p /2 p}/2 pi=06/2 7, — g=d/>
x Py 2py P pldtnef2 g — g /2ph/2 pl2 p(di10/2 pour tout k €
Ji={m+1,...,n+1}, a = ddl/2P1d1/2P21/2P*(dl*3)9/2 pour k € Jo =
(r+1,...m} x [dy — 1], by = db/2=1pH/2pl2p=(=10/2 pouy | e Ty =
{0,...,r} et by = dh/2PAPP3Rp=(di=09/2 pour ke I, = {r +1,...,m}
X [da — 1] de sorte que
Vk € Jq, aplo = P, ap/ll = Pe,
Vk € Jo, aply = PGPQ, apZi = PQH,
vk € Il, bEIZQ — d_(dl_l)Pfdlp(dl_l)e, b];lzl — d—(dl—l)PfChPQ—lPdle,
Vk € Ié, blzlz2 — gD P17d1P271P(d1—1)0’ bjzlzl — g Pfdl P272Pd19
et de plus

Vke i, a;'Zy=d P Py tphl

Vk e Jo, ap'Zy=dhphpytpdi-le

Vk € Ih, kalzP(’/d,

Vkel,  bpZ = PP’
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On trouve alors

P2 no Z’ng Hk Jak
U(Z2) <<max<< > U(Zy), %L € Ut(Zl) ’
P Zi! er]lujé b
avec
Zy*  1lkes o _ [TicsanZe _ Py? pldi—1)(m—r)6
Z1" Mrenu b renur 062 Pmid plda—Dm=r)
ol

U(Zy) = card{((y'">", 21%)), .1y, 1) | 12%)] < P, |y©29| < PP,

et Vk € 11, avy) (@ ()ay”’i),z( ietar-11,jerap) | < a7V LA PE-D0
vk € I, oy 2 (@D, g9, 20)icpa, g jeqap)ll < A0 PrY Ryt PADY,
U(Zy) = card{ (¥ ®")icpa, 17, 2% | |2(#)] < P, |y < P,

et Vk € I, ||O‘7d,k((33( )’y(]7l)7z(]))iE[[dl—l}]ajG[[dQ]])" <d B Vprhpytphl,

vk € I, o) (D, 59, 29)icpq, g seqaa)|l < d- PT O P2 PRY,

U'(Zy) = card{ (z'™), y(j’dl))je[[dg—l]]) ‘ 2] < PP/d, |y h)| < PPy,
et Vk € Ji, ||04(7d k) (@D, 49, 290) a1, jelan—1) || < A= PPy PHY,
Vk € Ja, Ha(’m,k ((5'9( )ay(j’i)aZ(j))ieudl]],je[[drl]])H <d7dlp1_dlpz_lp(dlfl)9}~
Rappelons que
iV (@9, 90 29D, je[dgﬂ)
= Z’Y @y )7 z(j))ie[[dlq]],je[[dg]])ui(cdl)'

kel

Or d’apreés la remarque on a Fél) = Fél)l. On pose

m
Z )\k‘,ltl(d2)u](gdl)+ Z ajy§dl7d2)'

ke UI} j=r+1
leJ1UJs
Alors,
1 i i) (d
V@D, YD 2Dy geqay) = Y et
leJiUJs
(vé?l))t((w(i),y(j’) 2Dketart.jeti-11) = D A
keluI;
(1)

Par conséquent les formes lincaires (7,;)" sont exactement celles que 1'on
aurait obtenu en différenciant en (x, y) puis en (g, z) et en sommant ensuite
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sur chaque (2%, y9%1). En particulier si 'on considére les formes

D (@D, 49D, 2D ety

comme des formes en (yj’i,z(j))ieﬂdl_l]] pour un certain j € [do], alors
ces formes linéaires vérifient la condition de symétrie du lemme [3.6] et on
peut alors appliquer ce lemme comme nous 'avions fait pour les formes en
(y7, w(i))jeﬂdQ_lﬂ, pour finalement obtenir, en posant
M (o (Hfi)aH(j’i) H:)Ej))ie[[dﬂ],je[[dru]aBf17351)
= card{(z y U Z(J))z’e[[dl]],je[[dru] | V(i,5) € [di] x [d2 — 1],
12| < H1(i)’ ly ()| < Héi’j), 120)| < Hz(j)
1 i (i _
et ¥k € {r+1,...,m}, oy (@D, 49, 20 icpay sepa,-n)ll < B,
Vee{m+1,...,n+ 1} x[di], ||04(%(1,112)t((f'3(i)»y(j’i),Z(j))ie[[dl]],je[[dz—l]])ﬂ <By'},

et en choisissant
HYY = P'Py, HY = PPJa, HY =P,

la relation suivante :

n
222 Hk)EJ ag Ut 7
i y . 1 kel Ul
(@D ,y0D 2) 14,1, jeldg—1] 1

vérifiant (3.21)

d?‘+1 Pnz pldi— 1)(m—r)6

Pnle P2(d2—1)(m—r)

< M (o (B 1B e et ap, PP PR amh Py Py PRI
pldi=1)(m=r)0 / p, (n—m~+1)(d2—1)+(m—r)(d2—1)d1
()

Py?
+1
< d" B0

Pn19 Pz(dg—l)(m—r

X Mt (a’ (P@/d’ ‘P297 Pg)ieﬂdlﬂ,je[[dgfl]h d_dl_P]__dIPQ_dQP(d+1)07 d—lel—dIPQ—dQPda)

_ g P2(n7m+1)d2+(mfr) (d1—1)d2

P(na(d2—1)+n1+(da—d1)(m—r))0
x M'(a, (P’/d, P*, P )Zeﬂdl]] jelda—1]> 4" hpr le_dQP(d"'l) N le_le_dQPd(’)

En procédant de la méme maniére pour tous les ns-uplets de variables
(y\o), z(]))ie[[dl—l]] pour j € [dz2], on obtient finalement
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(322)  M(a, (P°/d, P’ Py, Pa)ica, 11, jefaap &~ @0 Py P18,
g P ;- pléi =10

P2dzn2
Po(d2—1)n2
d't pr e emd)l g o, (PP fd, PP, P?)icpay), jeta, -1 Hi H)

< maX{P_n29M(aa (Pe/da P29>Pe)ie[[d1—1]]7j6[[d2ﬂ>H27H1)>

ou l’on a noté
Hl — d*dl Pl—dl P2—d2P(J+1)9’ HQ _ d*(dlfl)Pl—dl P2—d2 P(J+1)9.
En regroupant le lemme3.2]et les majorations (3.20)) et (3.22), on obtient :

LEMME 3.7. Pour € > 0 arbitrairement petit, et pour k, P > 0 des réels
fixés, pour tout o € [0, 1], l'une au moins des assertions suivantes est vraie :

(1) |S4(0)] Knpme AT+ r+1)/2 pmt2se pnoriiie p—r
(2) M(a, (P%/d, P* Pa)ie[[ch 1], jelda] Ho, Hi)
( 9)(d1 1)(r4+1)4+2(d1—1)d2(m—r)+d2(n— m—l—l))P—Qd
(3) M'(av,(P?/d, P*, P%);c1a], jelds—17 H1, H1)
> (PP)(di(r+1)+2d1 (d2=1)(m—r)+ +(da—1)(n-m+1)) p—2%K
Considérons & présent un élément (x(?), ¢, Z(j))ie[[dlflﬂ,je[[dg]] compté

par M(a, (P?/d, P29,Pe)ieﬂd1_1ﬂ’jeﬂd2ﬂ,HQ,H]_) et supposons qu’il existe
ko € I tel que

oz%(l,llzo (&), y0), z(j))ie[[dlflﬂvjeﬂdﬂ]) 70

On pose ¢ = 7&}120(($(i)7y(j’i)az(j))ie[[dl—l]],je[[dg]})- Rappelons que d’aprés
E10)

. 5 di—
7((11130(( (),y(Jk) (J))ke[[dl—l]],je[[dg}]): Z Gdzko Z (1) . Z(d11_11)

ierh—1
_ s ), (di—1)
= Z dliko Gy o (2)uy,” - "“idffl _
iefhi—t
Par conséquent, si kg € I; alors d divise ¢ et on a ¢ < dp(d+1)0 (car |2()] <

Po/d, |yUd| < P2 |20)] < P?) et si a est Pentier le plus proche de agq,
lag —a| < d—(d1—1)Pfd1 Pz—dzp(d”ﬂ)q

Dans le cas ol kg € Iz on a ¢ < P(d~+1)9, et si a est 'entier le plus proche
de agq,

lag —a| < d~h Py Pz—dzp(fiﬂ)q
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En procédant de méme avec les éléments (), 40 z(j))ze[[dl]] jelda—1]

comptés par Mt(a, (P, P%0, PY )iclda], je[do—1]> P P py d2 p(d+1)0 ), on voit
que le lemme [3.7] implique :

LEMME 3.8. Pour € > 0 arbitrairement petit, et pour k, P > 0 des réels
fixés, pour tout o € [0,1], l'une au moins des assertions suivantes est vraie :

(1) [Sa(a)| Knrm.e dm—r+e+d1(r+1)/23P{n+2+sP2nfr+1+aP—n’
1l existe q et a tels que d|q, 0 < q < ,0<a<qet
2) il l d|g, 0 dP+e o
|aq _ a| < d*(dlfl)Pl—Ch P2_d2P(J+1)0,
(3) il existe q et a tels que 0 < g < P(Jﬂ)e, 0<a<gq,pged(a,q) =1 et
lag — a| < d~ Py py e pld+1e,
(4) card{ ”) z(J))le[[d1 1], je[da] ‘ \az ] < P‘9/d |yﬂZ | < P20
20| < P et VE €1, ’76(1,12((33( ),y(m)vZ(j))z‘e[[dru],je[[dg]]) =0}
> (P?) (=D +D)+2(di=1)dy (m—r)+ds (n—m-i—l)P—QJH’
(5) card{ (2™, y"), 20));cray jefap-y | 1] < PP/d, [yU9| < P,
1 7 7
29 < e T, (0 (@, y 90, 2Dy jeqa, 1) = 0}
> (Pe)dl (r+1)+2d1(dg71)(m77")+(d271)(nfm+1)P72‘in'
Avant d’aller plus loin, nous introduisons le lemme ci-dessous qui sera
utile & plusieurs reprises par la suite :

LEMME 3.9. On considére p,q,7 € N et (L;)ic[,) des formes linéaires a
p + q variables. Pour des constantes A, B et (C;)icr fixées on note

M(A, B, (Ci)ielp) = card{(x,y) € Z" x Z* | [z| < A, |y| < B,
Vi€ [r], [Li(z,y)| < Ci}
Alors pour tout € > 1,

Démonstration. On subdivise le cube [—B, B]? en (2£)? cubes de taille
B/&. Prenons un tel cube C et considérons

EC) =card{(x,y) € Z° x 27| || < A, y € C, Vi € [r], |Li(z,y)| < C;}.
Si (x,y), (z',y’) sont deux points de E(C), alors
@ —a'| <24, |y-y|< B/,
et pour tout i € [r],
|Li(x — 2’y —y')| < 2C;.



Hypersurfaces de variétés toriques 33

On a donc
E(C) < M(2A,B/¢, (2Ci)icr))
pour tout cube C, d’ou le résultat. =

Considérons a présent le cas (4) du lemme Remarquons avant tout

qu’il est facile de voir, en appliquant d; — 1 fois le lemme (avec L; = 'yc(lli),

C; = 1/2% et ¢ = PY) que le cardinal considéré peut étre majoré, a une

constante multiplicative prés, par

(3.23)  (PY)=Dd(m=r) card{(2®), y@:D), 20014, _1j, jeqay) | 12P] < 2P/,
lyUD| < PO [20)] < PO et Vk €1, '757]3(("1:(2)’y(‘j’i)vz(j))ie[[dl—l]],je[[dgﬂ) =0}.

Quitte a agrandir 6, nous pouvons remplacer la borne 2P? sur (9 par P?.
D’autre part, si ’on pose, pour tout k € I,

i y d
W (@D, 990 2 D) 1 o) = Y. GiklZ ’Edll 2
iefd1—1

alors

75(571/3((93(i)7y(j’i)7 Z(j))z‘e[[dl—l]],je[[dg]]) = d’Y;(ql)((de(i)a y(j’i), z(j))ie[[dl—lﬂ,je[[dzﬂ)

pour tout k € Iy, et

() (2, ), 20))

Vd k ie[[dl—l}],je[[dg]]) = 7]21)((dm(i)a y(j’i), z(j))ie[[dl—l]],je[[dg]])

pour tout k € I». Par conséquent,
(3.24) Card{(x(i)vy(j’i)vZ(j))ie[[dl—l]],je[[dz]} | |=’U(i)| < Pe/d |’y(j’i)\ < Pe
29 < PP et vk € I, 700 (29, 59, 29))icpa, 17, jeqaa) = 0}
< card{(x TS (j))ie[[d1 1], 5€[d2] ‘ W) < PO |yUd| < PO
29] < P? et vk € I3 (@9, 9, 20)icp, 11 ean) = 0}

On considére la variété affine £q définie par I’ensemble des éléments

(@), 40, Z(j))ie[[d1—l]],jeﬂd2]] de lespace affine de dimension (d; —1)(r + 1)
+ (d1 — 1)da(m — r) + da(n — m + 1) vérifiant les équations 7,21) = 0 pour
tout k € I. En posant k = K6, d’aprés (3.23), la condition (4) du lemme [3.§]

implique (pour la démonstration voir [Br, Théoréme 3.1])

dim L1 > (dy — 1)(r +1) + (d1 — D)da(m — ) + da(n —m + 1) — 29K.
On considere par ailleurs la sous-variété affine V|* de A(%JFZ définie par les
(x,y,2) € AE+2 tels que
oF oF

=0 Vj e 1,... =0.
85[31‘ ’ .7 {T+ 9 7m}7 ayj

Vi € {0,...,r},
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Notons D le sous-espace de l'espace affine de dimension (dy — 1)(r + 1) +
(dy — 1)da(m — r) 4+ da2(n — m + 1) défini par les (r 4+ 1)(dy — 2) + (m —r)
X ((d1 — 1)da — 1) + (da — 1)(n — m + 1) équations

v( %] ) € Hdl - 1]] X IIdQ]] y(%]) — ,y(l,l)7
2 = = z(d2),

On a alors
dim(£,ND) > dim Ly — ((r+1)(d1 — 2) + (m —r)((d1 — 1)dp — 1)
+(dy— 1)(n—m+1)) >n+2—-2K.
D’autre part, £, ND est isomorphe a V;*. Donc, en résumé (4) implique
dim V> n+2 — 29K
De la méme maniére, en notant V5" la sous-variété de Agfz définie par

F F
Vie{m+1,...,n+ 1}, %:0, Vije{r+1,...,m}, gy
i j

on vérifie que la condition (5) implique

=0,

dim Vg >n+2 — 29K
Par conséquent, on choisira
(3.25) K = (n+ 2 — max{dim V{", dim V;'} — £) /24

(pour un € > 0 arbitrairement petit) de sorte que les assertions (4) et (5) ne
soient plus possibles. On posera par ailleurs

(3.26) P =Php.

Rappelons que I’on considére des réels 6 tels que P? < P, < Py, et donc,
si P = sz, alors 0 < 1/(bdy + d2). D’autre part, pour un tel 6, pour a, g tels

que 0 < g < dP(JH)e, d|qet 0<a< g, on définit les arcs majeurs

1 _ —(d1—1) p—1+(d+1)0
(3.27) MV(O) = {a € [0,1] | |ag — a| < d~(@=Dp=iHdrhoy,
(3.28) me)y = (J L om0

1<g<dpd+1)e 0<a<q
dlq

De méme, pour a, q tels que 0 < ¢ < P10 ot < a < ¢, on définit
—di p—1+(d+1)8

(3.29) M2 (0) = {a e [0,1] | |ag —a| < d~PpHHEIY

(3.30) m>e) = |J U m&o).

1SqSP((i+1)0 0<a<q
pged(a,q)=1
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On notera m(#) = [0,1[\ (MM () UM (9)) I'ensemble des arcs mineurs.
Avec ces notations, le lemme [3.8] devient :

LEMME 3.10. Pour ¢ > 0 arbitrairement petit, pour tout o € [0, 1], l'une
au moins des assertions suivantes est vraie :

(1) |Sa(@)| <nmre dm—r+€+d1(T+1)/23P1m+2P2n—7”+1P_K9+57
(2) Le réel o appartient a M(0) = 2m<1)(0) um@ ().

3.3. Les arcs mineurs. On considére & présent 6 > 0 arbitrairement
petit Oy < 1/(bd; + da) tels que

- b o
(3.32) 1> (bdy + d2)(5(d + 1)8 + 6).

REMARQUE 3.11. Pour que les conditions (3.31)) et (3.32)) puissent étre

vérifiées, il est nécessaire d’avoir
- b - .
K—-2(d+1 ——(bdy +d9)5(d+ 1) =5b(d + 1).
(1) > g (b + do)5(d+ 1) = 5b(d+ 1)
Soit encore
K > (5b+2)(d+1),
ce que nous supposerons dorénavant.

Avec ces conditions, on a le lemme suivant :

LEMME 3.12. On a la majoration
S ‘Sd(a” do < qm—rtetdi (r+1)/2d~P1m+1P£1—r+1P7176.
aem(d)
Démonstration. On considére une suite (6;); telle que
1 b
0 Op—1>--->61 >0 O < ——, 0K >20+14 ——
T > br-1> - > 01> 0o, TS yiitvd T > ++bd1+d2’
et
Vie{0,....,T =1}, 2(d+ 1)1 —0;) < 6/2.

Un tel choix de 07 est possible, étant donné que

b
S %l & K> (204 1)(bdy +da) + b
b dy 2 g, & K @04 Dbdi+d) 4,

ce qui est assuré par la condition K > (5b + 2)(d 4 1) de la remarque
Quitte a supposer P assez grand, on suppose de plus que T est tel que
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T < P92, Alors, d’aprés le lemme

S |Sd(Oé)| da < qm—rtetdi (7"+1)/2JP{”+2P271*7"+1P—K9T+5

0 -
Oé%f):n( T) << dmfr‘i’s“rdl(T+1)/24P{n+1P2n_T+lP7176-

Par ailleurs,

Vol(i)ﬁ(l)(ei)) < d—(dl—l)P—l—i-?(cz—i-l)Gi’

Vol(M®@)(6;)) < d~% p~1H+2(d+1)6;
et donc i

Vol(9M(6;)) < d—(d=1) p=1+2(d+1)o;
Par conséquent,
| 154(c))] da < TR HD)/2T=(d =) pmtl prertl p-1-3/26,

€M (0i41)\M(6:)
On obtient le résultat en sommant sur tous les i € {0, ..., T—1} et T < P%/?. u

Ainsi, l'intégrale de S(«) sur les arcs mineurs donne une contribution

L 1. N _ d _ _
négligeable par rapport a @m—rtetdi(r+1)/2¢ pmtl prn=r+lp=1_ Nous allons
& présent nous intéresser & la contribution des arcs majeurs.

3.4. Les arcs majeurs. Pour des raisons pratiques, nous allons intro-
duire de nouveaux arcs majeurs. Pour tout 6 € [0, 1], a,q € Z, on pose

(3:33) M, ,(6) = {a € [0,1] | |ag — a] < qd~ " P71V,
(3:34) meo = U U oo

qupuiﬂ)e 0<a<gq
pged(a,q)=1

Remarquons que ce nouvel ensemble 9V (6) contient M(0). Par ailleurs, si
0o € [0, 1] vérifie les conditions (3.31) et (3.32), on a le lemme suivant :

LEMME 3.13. Pour dy > 2, les ensembles My, ,(6o) sont disjoints deuz a
deuz.

Démonstration. Supposons qu'il existe o € My, ,(6p) N M,/ (0p) avec
(a,q) # (a’,q). On a alors (puisque pged(a, ) = pged(a’,¢') = 1)
1 a d
e
qq

qg ¢
On aurait donc

!/

o= 9] < gq-t prr+(um,
q|

+

a
S‘—a
q

1< Qqq/d—dlp—1+((i+1)eo < 942—d p—1+3(d+1)0 < o p—1+3(d+1)6o

9
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ce qui est absurde car d’apreés (3.32)),
1 1

= < = . m
5(d+ 1)(bdy + da) 3(d+1)
Puisque 9M(0y) C M'(0y), le lemme implique le résultat suivant :
LEMME 3.14. On a

Na(P1, P) = Z Z S Sa(a) da

1<q<dp(¢i+1)90 0<a<q f)ﬁfl’q(eo)
- pged(a,q)=1

0y <

+ O(dm—r+€+d1 (r+1)/2CZP1m+1P2nfr+1P—1—6).

Par la suite, étant donné a € My, (6p), on pose a = a/q + B avec
18] < d=4 p~14(d+10% ot on note

(335) Sa’q7d = Z Z Z €<aF(db17b2,b3)>,
bi1€(Z/qZ)r+1 bae(Z/qZ)™—T b3e(Z/qZ)*—™+1 q

(3.36) I(8)= \ e(BF (u, v, w)) du dv dw.

(u,v,w)EBl X Bo X Bs
[v|<|ul

On établit alors le lemme suivant :
LEMME 3.15. Soit oo € M, (0o). Alors

Sd(a) _ dm—rplerIPanT+lq—(n+2) qu’dl(ddl Pﬂ)
+ O(dm7T+1P{n+1P27L—7’+1P2(CZ+1)90 P2_1)
Démonstration. On remarque dans un premier temps que
(3.37) Sd(a) =

> > > e<ZF<db1,bz,b3)> Ss(by, by, bs)

b1€(Z/qZ)"+1 boe(Z/qZ)™ " bse(Z/qZ)n—m+1

S (bl,b27b3 Z Z Z BF dx Y, Z ))

x=b1 (¢9) y=b2(q) 2=b2(q)
|z|<P1 |y|<d|z|P: |z|<P2

ou

Soient (x'y’, z’) et (", y", 2") tels que
(qz" + b1,qy" + by, g2’ + b3) € PLB1 x dP1PBy x PylB3
et |qy’ + by| < dlgx’ 4 b1| Py,
(qzc" + by, qy” + bo, qz” + bg) € PiBy x dP\PyBy x Py1B3
et |qy” +bo| < dlgz” + bi|P,
‘m/_m//‘SQ’ |y,—y”|§2, |z/_z//|§2,
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Dans ce cas,
|F(qx’ + b1, qy’ + ba, qz" + b3) — F(qx” + b1, qy” + bz, qz" + b3)|
< qdP PHTIPE 4 gt phT Pl 4 g ph Pl <« gddh Pt et

Remarquons que lorsque q¢ > P», 'égalité du lemme est triviale. On
suppose donc que P > q. En remplacant S35 par une intégrale on obtient

S3(b1, by, bg) = | | | e(BF(dqi, v, q)) die db dib
lgu|<P1 |qo|<d|qu|P: |qw|<P>

B P r+1 dP; P m-r /p n—m-+1
sofusrtat= () (22) ()
q q q
P r+1 dP; P m=r /p o\ nTm
ol (2 ()
q q q
En rappelant que |5]| < d*le*H(Jﬂ)gO, et en effectuant le changement de
variables

w=qP'a, wv=qdPP)"'o, w=qP; W,
on trouve (puisque P = Pt pg?)

S3(by, by, bs) = ™" Pl pportl = (nt2)
% S S S e(BF (dPiu, dPy Pov, Pyw)) du dv dw

lu|<1 |v|<[u| |w|<1

B P r+1 dP; P m—r P n—m-+1
colwertet ) (2)(52) (3) )

P r+1 dP; P m—r P n—m
o((3) (57 () )
q q q
= ¢ P prortl =) g p)

n O(dmfrJrlle—i-lP2n—r+lp2—lq7(n+2)P2(J+1)€0)'

Puis, en remplacant S5 par cette expression dans (3.37)), on obtient le résul-
tat. m

En regroupant les lemmes [3.14] et [3.15] on trouve
Nd(Pl, PQ) _ dmfrplm-&-lp2n—7"+l Z qf(n+2)

1<g<dP(@+1)%

X Z Sa,q,d S I(dleﬁ) d,@
0<a - 3 ~
ngd_(afgzl |8|<d—d1 p—1+(d+1)0
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+ O(dm—r—i-lle+1P2nfr+1P2(d+1)90P271 VOl(f)ﬁ/(go)))
m—r r d m n—r —1-6
+0(d +e+di(r+1)/2 Pl +1P2 1 p1-0y,

En remarquant que

VOI(Q:R/(G())) < Z Z d_d1P_1+(J+1)90
(d+1)6, 0<a<gq
tsa=dr * pged(a,q)=1

< 2h p—1+3(d+1)bo

et que
| 1d"peydg=d="P™ | 1(8)ds,
|8|<d—d1 P—1+(d+1)6g |8|<Pd+1)0g

et en notant
(3.38) Ga@ = > ™ 3 S

1<q<@Q 0<a<q

pgcd(a,q)=1

(3.39) J@)= | I1(8)ds,

1BI<¢

on a
(340)  Ny(Py, Pp) = d™ "= pprtizdi pporil=dag (g pld+io) j( p(d+1o)
+ O(dm=T+8-d1 pmetl pr—rt1 po145(d 1) p-1y
+ O(dm—r+8+d1(r+1)/2dP1m+IPQN—7"+1P—1—5).
Or, d’apres on a supposé 5(d + 1)fy + & < 1/(bd; + dy), donc
T3 pmeAl pnerl po145(d+1)0 pol o gmor+3—di pmtl pror+l p-1-6,

On définit & présent

(3.41) Sa=Y_ >, ¢S,
g=1 0<a<q
pged(a,q)=1
(3.42) J= | 1(8)dp.
BER

Afin de pouvoir remplacer J (P(JH)QO) par J dans ([3.40)), nous allons établir :

LEMME 3.16. L%ntégrale J est absolument convergente, et pour tout ¢

assez grand, .
[J=J(P) <o

Démonstration. On choisit 0 € [0, 1] vérifiant les mémes conditions (3.31))
et (3.32) que 6. Soit B tel que |5 > ¢; on considére P, Py, P tels que
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2|8 = P10 ot on prend d = 1. Alors P18 € My 1(0), et d’apreés le
lemme |3.15

(3.43) Sl(P_lﬁ) _ P{vz+1p2mr+1_,(5) + O(P1m+1P2nfr+1P2(d~+1)€P2fl)‘
D’autre part, P~!3 appartient au bord de 9 1(6), donc, puisque les M 4(6)
sont disjoints, pour tout € > 0 arbitrairement petit, par le lemme ap-
pliqué 4 d=1on a

(3.44) S1(P713) « pmt2pp-rtlp-Kote

Par conséquent, en regroupant (3.43) et (3.44]), on trouve

I(8)| < PLP~K0F= 1 O(py ! P21

—KO+e +2(d’+1)9)

+O(P TS

_ piaia

Or, d’aprés (3.32)),
1 - -
— —2(d+1)0 > 3(d+1)0+ 6
e = 2d 4 10> 3(d+ 1)0+4,

donc X . i
P—W‘FQ(CI‘H)@ < p3(d+1o—0 ‘B|73.

Par ailleurs, d’aprés (3.31)),

- b

et donc

b
Pod i —K0+e

< P—Q(d~+1)9 < |ﬂ|_2-
On en déduit S|5\>¢> [1(B)| dB < ¢~1, d’oti le résultat du lemme. m

De méme, pour pouvoir remplager Gd(dP(‘iH)gO) par &4 dans (3.40)), on
établit :

LEMME 3.17. Pour di > 2, la série G4 est absolument convergente, et
pour tout Q) > d assez grand, on a

G4 — G4(Q)] < max{d1+1/2"+ g1 o—?

pour & > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. On choisit 6 € [0,1] vérifiant et (3.32). Soit ¢ >
@ > d quelconque et a tel que 0 < a < ¢q et pged(a,q) = 1. On choisit
Py, Py > 1 tels que ¢ = dP419 ayec P = PlleQdQ. D’aprés le lemme
si o =a/q, on a

‘Sd(Oé)| _ dmfrplm-HPQn—T-i-qu(n%ﬂ) Sa’%dI(O)
+ O(dmfrJrlP1m+1P2n—7"+1P2(d+1)0P2—1).



Hypersurfaces de variétés toriques 41

Par ailleurs, si ’'on pose 6/ = 6 — v avec v > 0 arbitrairement petit, on voit
que a = a/q ¢ M(¢'). En effet, supposons qu’il existe a’, ¢ tels que d|¢/,
¢ < dPU@+DY < gpd+1)0 — o 0 < o' < ¢, et ac SDTS’)(], (0"). Si aq’ = qd/,
on a done, puisque pged(a,q) =1, a|a’ et donc si a’ # 0, on a ¢ = (a'/a)q,
ce qui est absurde car ¢ > ¢'; et si a = a’ = 0, alors ¢ = 1, ce qui contredit
encore ¢ > ¢'. Alors
1<l|ad —dq| < qdf(dlfl)PfH(d'H)e’ < dQ*le’”Q(J“)a,

ce qui est absurde car 6 < 1/(2(d + 1)) d’aprés (3-32). De la méme maniére,
s’il existe a,q tels que ¢ < P+ o gpld+1)0 q, 0 < d < ¢,
pged(d’, ¢ ) =1et a € mtg??q, 0",

1< |ag —dq| < qd—dlp—1+(ci+1)a’ < dl=d p=1+2d+1)0
Par conséquent, d’aprés le lemme @L
1S4(a)| < dm—r-i—a-l—dl(1“+1)/2€zplm+2p2n—r+1P—Ke’-t,-g
et on obtient (étant donné que I(0) < 1), pour v assez petit,

|Sa,q,d| < qn+2dd1 (r+1)/2d+aP1P—K6”+e + (dqn+2p2(1i+1)6p2—1)

< ddl(r+1)/2d~+eqn+2pﬁ—f{9+25 + (dqn+2p2(d+1)9—ﬁ)'

Or, par les conditions (3.31]) et (3.32)), pour 6 = (5’((5—1— 1),

b ~ ;5 ,
prais K02 o p2(d+1)o-d'(d+1o _ =2

)

d+1)8

. N
p Thaa ¢ p3dHI=6 =3,

Donc
q—(n+2) |S

a,q,

< dd1(r+1)/2d+€q—2—6’ —I—dq_3

et ainsi

80— Ga@] <Y > g "8l

¢>Q 0<a<gq
pged(a,q)=1

< max{ddl(rﬂ)/ﬁﬁ, d} Z Z g7

¢>Q 0<a<q
pgcd(a,g)=1

< max{ddl(rﬂ)/ﬁ‘*'a, QY.

REMARQUE 3.18. Observons que S4(d) < d?, et donc le lemme précé-
dent nous donne

1G4 < d* + max{ddl(rﬂ)/ﬁ%, A} < max{ddl(”rl)/?i, d?}.
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En utilisant les lemmes [3.17] et [3.16] et en notant
(3.45) og=d" NG,
on obtient finalement le résultat suivant :

PRrROPOSITION 3.19. Pour P, = P2b avec b > 1, 52; dy > 2 et si l'on
suppose que K = (n + 2 — max{dim V", dim V'} — ¢)/2% est tel que

K > max{bd; + da, (5b+2)(d1 + d2 — 1)},
alors
Nd(Pla PQ) — O.dplerlfleanr%lfdz
+ O(d™ " max{d™ (r+1)/2d+67 PN }le-l-l—dl—épg—r—i-l—dg—é)

pour un réel § > 0 arbitrairement petit.

REMARQUE 3.20. Remarquons que dans le cas o P < Py et P, = P/,
on obtient exactement la méme estimation de Ny(Pp, P») lorsque

K > max{d; + udy,7(d; +dy — 1)}.

4. Deuxiéme étape. Dans cette section nous allons établir, pour un
x € 7' fixé, en notant k = |x|, une formule asymptotique pour

Nio(Py) = card{(y, z) € (dkP2By x PB3) NZ" "+ | F(dx,y, z) = 0},

lorsque & appartient & un ensemble ouvert particulier que nous préciserons.
A cette fin on pose

(4.1) Sizl)= > Y elaF(dz,y,2)),
yezm-" zcgn—m+l
ly|<dkPy [2|<P2

et on remarque que
1

Nd,:c(PQ) = SSd,zc(a) da.
0

4.1. Somme d’exponentielles. En appliquant le méme procédé que
dans la section [3.1] on a, pour x fixé,

|Sd,ac(0‘)|2d271 < ((dkpg)m_r)?irl—dz (PQ"*m+1)2d2’l—d2

n+1
. i) 0 —1
x>y, [T min{H;, llevae; (7, 2D)ieq, a1 17
y@® 2z yld2=1) 2(da—1) j=r+1
D |<dkPy  [y(92-D|<dkP;
‘z(l)‘gpz ‘z(d2*1)‘§p2
avec

j =

dkPy sije{r+1,...,m},
Py sije{m+1,...,n+1},
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et
. . 1 do—1
Y (Y, 2D )iega,17) = > Fuoiguyy - upy ).
i=(i1,-0dy—1)E{r+1,...,n+1}92 71
ol

y; siie{r+1,...,m},
U; = ..
zi siie{m+1,....,n+1}

et les coefficients Fgg ;; sont symétriques en (¢,5) € {r+1,...,n+ 1},
A partir de 14, on montre comme dans la section que

‘Sd w(a)’2d271 < ((dk’P2)m_T+€)2d27l—d2+l(Pg_m+1+8)2d271_d2+1
X My g(o, dkPs, Py, (dkP2) ™, Py 1),
ou l'on a noté, pour tous réels strictement positifs Hy, Ho, By, Bo,
Md,:ﬂ(a7 H17 H27 Bl—17 B2_1> — Card{(y(1)7 ’z(l)7 . ?y(d2—1)7 Z(d2_1)) ‘ ‘y(l)| S HI’
‘Z(Z)’ < H2 et Vj = {T + 1’ te 7m}) Ha'Yd,a:,j((y(Z)7 z(l))ie[[dz—l]DH < Bl_la
i€ {m+ 1. n+ 1} lovie (87, 2D )iepa-n) | < By '}
On en déduit :

LEMME 4.1. St P > 1, kK > 0 et € > 0 arbitrairement petit, 'une au
moins des assertions suivantes est vérifie :

(1) |Saz(@)| < (dkym=r+eppri=riep=r,
(2) Md,m(a, dkPQ, _PQ7 (dkPZ)il, P2_1)
> ((dkpg)m_T)dE—l(P2nfm+1)d2—1p_2d2—1ﬁ.

Or pour (y®@, Z(i))z‘eﬂdQ_Q]] fixés, le réseau défini par les (y(%2—1), z(d2~1)
et les formes linéaires ayqg ; est symétrique (c’est-a-dire si vqgq;(u) =
Zle{r—&-l,..‘,n—l-l} Ajug, alors Aj; = Arj). On peut donc appliquer le lemme
, avec des parametres a;, Z, Z' bien choisis. Par des arguments analogues
a ceux employés dans la section|3.2| on obtient alors

My o (v, dk Py, Py, (dkPy) ™", Py )

< <P9> My (v, dkP? PO, (dk) =1 Py 2 pld2=1)0  prd> plda=1)0),

On remarque par ailleurs (en utilisant le lemme [3.9) que
Mg (o, dkP? PP (dk)~' Py % pld2)0 pyd2 pld2=1)f)
< (dE) =DM (o, PP, PP, (dk) 1Py 2 pld2=18 | prrda plda—1)6),

On a donc le lemme suivant :
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LEMME 4.2. Si P > 1, k > 0 et ¢ > 0 arbitrairement petit, ['une au
moins des assertions suivantes est vérifiée :

(1) Sue(@)] < (k)™= pyri=rep=r,
(2) Md,:z:(a, P97 P9, (dk)flpz—c&‘[‘:)(51271)97 P2—d2P(d271)0)
> (P9)(n=r+D)(d2=1) p-27271k
Remarquons & présent que s'il existe jo € {r + 1,...,n + 1} tel que
'Yd7a37jo((y(i),Z(i))ie[[dQ_l]]) # 0 pour un certain (y(i)>z(i))ie[[d2—1]] tel que
’y(i)‘ < Po; ‘Z(i)\ < 4 pour tout i € [da — 1], et
oo (4, Z(i))ie[[drl]])ﬂ < Py plda—1)f
alors en posant q = Ygz.jo (¥, 29)icpa,—17), on a ¢ < d¥ kS P71 e ]

existe a tel que
lag —al < PQ_dZP(dTl)e.

Quitte & changer 0, on peut supposer ¢ < dhghpld-10 < g < g et
pged(a, q) = 1. Dans ce qui suit, on posera

(4.2) mi;;(@) = {a € [0,1]| 2|lag — a| < Py %2 pld2=1)0}
(4.3) Mme® () = U U ).
g<dd1kd1 p(d2—=1)¢0  0<a<g
pged(a,q)=1

On en déduit :

LEMME 4.3. St P > 1, k > 0 et ¢ > 0 arbitrairement petit, ['une au
moins des assertions suivantes est vérifice :

(1) [S4z(a)| < (dk)m77'+€P2n+1—T‘+EP7K7
(2) o € MH(9),
(3) Card{(y(i)vz(i))ie[[dzfl]] | ‘y(i)| < P |z(i)\ < pY,

et vj € {T + 17 e, n + 1}7 ’yd,w,j(<y(i)7 z(i))iE[[dz—l]]) = 0}
> (PG)(n—r+1)(d2—1)P—2d2*1n'

On définit, pour x fixé,

F
(44) Vi, = {(.y,z) eC Vi e {r+1,...,m}, gy,@,y,z) 0
J

OF
et Vke {m+1,...,n+1}, —(x,y, 2) _0},
82k
Remarquons que dim Vy' ;. = dim V5", pour tout d > 1. On note

(4.5) Ay ={z e C™ | dim V5, < dim V5 — (r + 1) + A},
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ol A € N est un paramétre que nous préciserons ultérieurement. Par abus
de langage on notera

ANZ) = Ay Nzt

Supposons & présent que = € A3(Z) et que I'assertion (3) du lemme
est vérifiée. Posons par ailleurs Ko = k/6. Si L9 g4 est la sous-variété affine
de A(n=+D(d2—1) dafinie par les équations

Va2, (¥?, 2D)icra,—1p) =0,
alors, d’apres la démonstration de [Br, Théoréme 3.1],
dim'CQ,d,w > (n —r—+ 1)(d2 — 1) — 2d2_1K2.

On considére d’autre part 'intersection avec la diagonale

D ) y(l) — ... = y(d2_1)’
S ¥ R O

On a
dim(ﬁzd@ NDy) > dim£2,d,z —(n—r+1)(de—-2)>n—r+1- 2d2_1K2.

Par ailleurs, £ g4 N Dy est isomorphe & V5, ., et donc, puisque x € A7)
et dim V5';, = dim V5, on obtient

227Ky > n—r+1—dim V5, >n+2—dimVy — A
On posera donc dorénavant
(4.6) Ky = (n+2—dimVy — \)/2%"1,
et le lemme [£.3] devient alors :

LEMME 4.4. Soit x € AY(Z). Si e > 0 est un réel arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifice :

(1) [Sae(@)] < (dk)m-rHepytimree pia,

(2) o € M®(9).

Pour tout le reste de cette section on fixera P = P». Avant d’aller plus
loin, nous établissons une propriété de I’ensemble Aé‘ :

PROPOSITION 4.5. L’ensemble Aé\ est un ouvert de Zariski de ATC'H, et
de plus,

card{[- Py, " N (AD)* Nz} « PrHiA,

Démonstration. On commence par montrer que {x € Agl | dim V5", > A}
est un fermé de Zariski de ATCH.
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Notons Y le fermé de Agl x P¢" définit par

OF
Y = {(:c,y,z) EAEFI xPE"IVje{m+1,...,n+1}, g(m,y,z):()
J

F
et Vke {m+1,...,n+ 1}, gz(m,y,z):()}_
k

La projection canonique 7 : Y C A(’;’l x P " — Agfl est un morphisme
projectif, donc fermé. Par conséquent, d’aprés |[G-D), Corollaire 13.1.5],
{z e AL | dim Y, > X\ -1}
est un fermé, et puisque dim Yy = dim V5, — 1, 'ensemble
{w e ACT | dim V5, > A}

est un fermé de Zariski de Ag’l.
On remarque a présent que

Yn(A) xpe)= || = '),
zE(AF)°
donc
dim (A)° +dim V5 — (r + 1) + A — 1 < dimY = dim V5 — 1,
ce qui implique dim (A43)¢ <7+ 1 — A, et donc
card{z € [Py, " N (A)¢(2)} < P12

(cf. démonstration de [Bil, Théoréme 3.1]). =

4.2. Méthode du cercle. On fixe un réel § € [0, 1]. On suppose que

(4.7) Ky > 2(dy — 1).

On notera

(4.8) o(d, k,0) = (dk) Py=~17,
(4.9) As(0, K3) = 0(Ky — 2(dy — 1)).

Comme dans la section précédente, nous allons séparer l'intégrale sur
[0,1] de S(«) en intégrales sur les arcs majeurs et les arcs mineurs. Com-
mengons par traiter le cas des arcs mineurs.

En utilisant le lemme[f.4] par des arguments analogues a ceux employés
par Birch pour la démonstration de [Bi, Lemme 4.4] on obtient :

LEMME 4.6. Pour tout © € A(Z), on a

S |Sd,:c(04)‘ do < (dk)ch+m—r+£P2n+1—r—d2—A2(67K2)+5'
agmd.z(9)
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Soit & € A3 (Z). Définissons la nouvelle famille d’arcs majeurs :

(410) M) = {a € [0,1]] 2lag — af < gP; B PEV,
(11w = U o).
g<(dk)d1 pld2—1)8  0<a<q
pged(a,g)=1

LEMME 4.7. Si (dk)lePQ_d2+39(d2_1) < 1, alors les arcs majeurs MT,(6)
sont disjoints deux a deux.

Démonstration. Supposons qu’il existe o € mta‘f;;"(e) N mtj:q“”,(e) pour
(a,9) # (d,q'), ¢,4" < ¢(d,k,0),0 < a < q,0<a <q etpged(a,q) =
pged(d’,¢') = 1. Alors

a a

—dy+6(da—1)
< q q/ SPQ 2 2

et donc
1 S qqlPQ_dQ"l‘e(dQ—l) S (dk)2d1P2—d2+39(d2—1)’

d’ott le résultat. m
Remarquons que puisque M () € M'E= (), d’aprés le lemme ona:
LEMME 4.8. Soit x € A3(Z). Alors

Nyz(P2) = Z Z S Saz(a)da

q§¢>(d,k‘,9) 0§a<q m/d,m 0
ngd(a,q):l ac a,q ( )

+ O((dk)dl+m_r+aP2n+1_r_d2_AQ(G’KQH_E).

On considére a présent € Z" ! quelconque, et on suppose a € Dﬁfﬁzf (9).

On pose 8 = o — a/q et donc | < 1y @H®==1f,

LEMME 4.9. On a
Saz(a) = (dk)" TPy~ g IS, (@) [ (4 PSR )
+ O((dk)2d1+mfrp2n—r+29(d2—1))7

avec

(412)  Sygalx) = 3 e<aF(dw,b2,b3)>,
(ba.b)e(@/qzym—x(z/qzyr-mt N

(4.13) I(B) = | e(BF (z, kv, w)) dv dw.

(v,w)e[—1,1]m—"x[—1,1]n—m+1

Démonstration. Lorsque P < g, I’égalité est trivialement vérifiée. Nous
supposerons donc que P, > ¢. On peut écrire
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(4.14) Syz(a) = D e(ZF(d:c, by, b3)>S3(b2, bs),

(b2,b3)e(Z/qZ)™— " x(Z/qZ)—™+1
ou

Ss(by,bg) = > > e(BF(dr,y,y)).

y=b2 (q) 2=b3 (q)
ly|<dkP> |z|<P>

Si qy’ + bQ, qy” + by € [—dk‘PQ, dkPQ] et qz’ + b3, qz” + b3 € [—Pg, PQ]
avec
‘y/ . y//’ <1, |z/ _ z//‘ <1,
on a
|F(dz,qy’ + ba,qz' + b3) — F(dz, qy” + ba, qz" + b3)| < q(dk)™ Py>~".
Ainsi,
S3(bo, bg) = | e(BF(dx, ¢, q)) d div

qUEe [—dk‘PQ ,dk:PQ}me
q@e[—PQ,Pz}n_m+1

+ O (qB|(dk) ™ P2 (dk Py )™ (Po/q)" ™)
+ O((dkpg/q)m_r(PQ/q)n—m).

En rappelant que |3| < 3P, d2+(dz=1)6  q < @(d, k,0) = (dk)¥ Pd2=1)0 ot en
considérant le changement de varlables qv = dkPrv, gqw = Pow on trouve

S3(by, bz) = (dk)™ " Pyl (=D L (ah P2 g)
4 O(q—(”—r) (dk)m—r+d1 P;—T+(d2—1)9)_

En remplacant S3 par cette nouvelle expression dans (4.14]), on obtient le
résultat. m

On pose dorénavant
(4.15) $(Py,0) = LpIB~1)
(4.16) n(@) =1—50(dy —1).

LEMME 4.10. Pour « € A3(Z), et € > 0 arbitrairement petit, on a

Nuo(Py) = (dk)™" PR 026, (6(d, k, 0))Jao(B(Py, 0))
+O((dk)dl+m 7’+€P2n r+l—d2—A2(8, K2)+6)+O((dk)4d1+m—rP2n—r+1—d2_q7(9))

ou
(417)  Guale(dk,0)= > g N5, (=),

q<¢(d,k,0) 0<a<q
pgcd(a,q)=1

(4.18) Jaw(@(Po,0) = | Is(d"B)dp.
1BI<é(6)
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Démonstration. On notera
d — n—r+1—do—A2(0,K2)+e
E = (dk:) 1+m 7"+6P2 ( )

)

By = (dk)2drtm—r py =201 yoy (gprde gy ),
D’aprés les lemmes [£.9] et
Naw(P2) = (dk)™ TPy~ th N~ =t 3" S, ()

q<¢(d,k,0) 0<a<gq
pged(a,q)=1
x | L PEp)ds + O(E) + O(By).

‘,B|SP2_d2(Z)(P2,9)

Par un changement de variable, on a

| L@PPpias=ryt | 1o(d"8)ds = Py “Jia((P2.0)).
BI<P; 23(P2,0) |BI<6(P2,0)
On remarque par ailleurs que
Vol (0)) < > ST Py (g py DY

q<e(d,k,0) 0<a<qpged(a,q)=1

et donc

Ey < (dk)‘ldl+m—7’p2”—7"—d2+59(d2—1) _ (dk)4d1+m—rp271—r+1—d2—77(9)

I

ce qui clot la démonstration du lemme. =

Par la suite, on pose

(4.19) Gaz=> g " N S 4(=),
q=1 0<a<q
pged(a,q)=1
(4.20) Jaw =\ Io(d" B) dB.
R

LEMME 4.11. Soit x € A)(Z), et € > 0 arbitrairement petit. Si dy > 2,
alors lintégrale Jq 4 est absolument convergente, et

| Ta.e(B(P2,0)) — Jug| < PIERD7E) max (P (dk)7} .
De plus, |Jq.q| < (dk)®.

Démonstration. On consideére S tel que |3| > ¢(6). On choisit alors des
parameétres P et 6’ tels que

(4.21) 8] = § P71,
(422) P*Kggl — P71+29’(d271)(dk)2d1'
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Ces deux égalités impliquent
o — log(2|3])
(da — 1)((2+ £2;) log(2|8]) + 2d; log(dk))’
donc en particulier
(4.24) 0 > min{l, m}'
Par ailleurs, ’égalité implique
P—2+49’(d2—1)(dk)4d1 <1,

(4.23)

donc, pour do > 2,
P_d2+39/(d2_1)(dk')2d1 < 1’

et ainsi, d’aprés le lemme les arcs majeurs zmif; (0") correspondant & P et
¢’ sont disjoints deux a deux. Le réel P~ appartient au bord de Mo1(0),
et donc par le lemme [4.4] on a I’estimation

‘Sd,sc (P—d2 6)| < (dk,)m—rpn—r—kl—KgG’-i-a‘
D’autre part, le lemme [£.9] donne
Sd,w<P7d25) _ (dk)mfrpnfr%ll(ddl 6) + O((dk)mfr+2d1Pn—r+20’(d271)).
On a ainsi
u(ddl ﬁ)| < P—K20’+s + (dk:)2d1P_1+29/(d2_1) < P—K29/+s
_ K 4 e
< ’B‘ dg—1 7T 07(dy—1)

log(2|8])

Remarquons que, puisque 6’ > Inin{l, Tog (dF) },

’ﬂ‘el(d;rl) < max{|B|¥, (dk)*'}

pour ¢’ > 0 arbitrairement petit. On a donc

aa(@0) = Jazl < | 18] %T max{|8, (dk)*'} dB
18]>(6)
< $(0)" "% max{d(0)°, (dk)}
< Py ) ma{( Ps” (k)Y

avec €’ arbitrairement petit. D’autre part, en choisissant P, < 1, cette
inégalité donne

| Jaz(P(0)) — Joz| < (dE)®,
et puisque |Jy.(A(A))| < 1 lorsque Py < 1, on a immédiatement

|Jaw| < (dk)*". =
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LEMME 4.12. Soit x € A)(Z), et € > 0 arbitrairement petit. Si dy > 2,
alors la série Gy est absolument convergente, et
Sa(@(d,k,0)) = Gl < (dk)>HepyEBl=H),
De plus, |S4 2| < (dk)2dr+e,

Pour démontrer ce lemme on introduit pour x fixé et P > 1 la nouvelle

série génératrice
Sia(@)= D D elaF(dz,y, ).
ly|<P |z|<P

De la méme maniére que pour le lemme on établit :

LEMME 4.13. Si e > 0 est un réel arbitrairement petit, l'une au moins
des assertions suivantes est vérifice :

(1) |8)4(@)] < protorrefal,

(2) a € Me2(9).

Démonstration du lemme . Soit ¢ > ¢(d,k,0) e = a/q avec
0 <a < qet pged(a,q) = 1. On a donc Sy gd(x) = S (a) avec P = q.
On considére @ tel que ¢ = (dk)¥ gD Si 9" = ¢ — v pour v > 0 arbi-
trairement petit, alors o ¢ M4 (9"). En effet, s'il existait o/, ¢’ G 7 tels que
0<d <dq,pged(d,¢)=1, ¢ < (dk)h¢’ (d2 D<getac zm (07), 0
aurait

1< ag' —dq| < g~ H0 (D),
ce qui est absurde pour dy > 2. Donc, d’aprés le lemme précédent,
’Sa,q,d(wﬂ < qn+1—r+£—K29/.

Par conséquent,

Gaw(d(d, k,0)) — Gqal < > ¢ TN [S, ()

q>¢(d,k,0) 0<a<q

< Z q—(n—r—i—l) Z qn+1—r+€—K20’
g>¢(d,k,0) 0<a<q

< Z quz/(dgfl)JrlJrs(dk)dlKQ/(Cb*l)
q>¢(d,k,0)

<< (dk)dlK2/(d2_1)d)(d, k, 9)—K2/(d2—1)+2+8
0(2(da—1)—K:
< (dk)2d1+6P2( (d2—1)=Kz)+e

Par ailleurs, en prenant P, < 1 cette majoration donne

|6d7w(¢(d7k,9)) — Gd,w’ < (dk)le-‘rs,
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et en considérant la majoration triviale |S44(¢(d,k,0))| < (dk:)2d1, on
trouve finalement |&4 4| < (dk)?417¢.

On déduit des lemmes [4.12] et [£.11] le résultat suivant :
LEMME 4.14. Soit x € AY(Z), 0 € [0,1] et P» > 1 tels que
(dk)2d1 P;d2+39(d271) <1
Si Ko > 2(dg — 1), alors
Naw(P2) = SapJaa(dk)™ Py~ H17% 4 O(Ey) + O(FEs)

avec
Ey = (dk)4d1+mfrP2n*7"+1*d2*7](9)

)

_ —r+1—ds—A2(0,K.
Es = (dk)2d1+m r+€P2n r+ 2—Ao(0,K2)+e

et € > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. Nous avons déja vu, avec le lemme
Nual(P2) = (dk)™ P}~ (6(d k. 0))Jua (5(6)) + O(EL) + O(Ey).
ol

By = (dk)itmoriepyrio b s o g

Par ailleurs, d’aprés les lemmes et [4.11} on a

’6d,m(¢(da k7 9))']6!,3:((;5(0)) - 6d,de,m’
< [Gaz(8(d, k,0)) — Gual |[Jaw| + [San(d(d,k,0))| | Jaw(6(0) — Jua|
< (dk)2da+2e pfRde=1)=Ka) | gpy2dite pOd=)=F0) O PE (dk)7)

et en multlipliant par (dk)””‘*"PQ”_TH_al2 on obtient un terme d’erreur

_ —r+1—ds—A K:
(dk>2d1+m T—i—EP;T r+1—dy 2(07 2)+5 :E3

Y

d’ou le résultat. m

En fixant 6 > 0 tel que 6 < m (de sorte que n(f) > 0), on obtient :

COROLLAIRE 4.15. Soit € A(Z). Si Ko > 2(ds — 1), il existe un réel
6 > 0 arbitrairement petit tel que

Naa(Po) = Gaadaa(dh)™ "By H17% 4 O((dk) =i prri=ss)

uniformément pour tout k < d_1P2(d2_1)/(2d1),

REMARQUE 4.16. La condition d'uniformité k& < d—1P{?~D/GM) qs
coule de la condition (dk)%¥ P, 24300271 1 qu lemme m

Dans ce qui va suivre, pour P, = P}* avec u > 1, on introduit la fonction
(4.25) g2(u,6) = (1 — 5dy Ju — 8)715(dy — 1)(3dy /u + 26),
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ainsi que

(4.26)  Ngo(P1, Py) = card{(x,y,2) € Z""? | x € A}(Z), |x| < Py,
ly| < d|z|Py, |2| < Py, F(da,y,z) = 0}.
On a alors le résultat ci-dessous :
PROPOSITION 4.17. Si Ko > 2(de — 1), d2 > 2, P» = P}* avec u > 5dy,

et de plus
Ky —2(dz — 1) > g2(u, 0),
alors
Nap(Pr, Pp) = ( Z Gd,de@dm_T’w‘m—T) P2n—r+1—d2
xeP1B1NAY(Z)
+ O(dmr 5 pmetl=di prordl—da—9)
pour 6 > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. La propriété est triviale lorsque d?% > PP2_3/ 50

que dans ce cas, d’une part en utilisant les lemmes et on a

- - —r4+1—d
(X Susdued™ o) B
x€P1B1NAY(Z)

, puis-

—r+2d1+2e pm+1 pn—r+1—d

<<dm r 1 splm szn, r 2
—r+5d +1 —r4+1—ds 3—2d

< @S et prertl—de g2,
—r+5d +1—di pn—r+1—da—5

& dmrsh ptl—di pnorl—d =3

et d’autre part,

Nyo(Py, Py) < d™ " Pl ppertl  gr=r+ddi pmtl pnortlp=5/2 p3/2+50/2

< dm—r+5d1 Pim+1_dl P2n—r+1—d2—§'

P2—3/5—5

Supposons & présent que d? < P . Si @ est tel que

(4.27) @2 p2d py A3t g
alors d’aprés le lemme
Nao(Pr, ) = ( > Gd,de,mdm_rlwlm_T) Py L 0(6)+0(&3)

xeP1 By Q.Aé\ (Z)
avec

Ady+m—r pn—r+1—ds—n(0
E= Y (dafyhtmorpyrirem?
:DEPll’j’lﬁA%(Z)
4ddy +m—r padi+m+1 pn—r+1—da—n(6)
<L d™ Pl . P2

?

_ d4d1+m7TPm+1—d1 P2n—’l“+1+5d1/u—d2—n(€)
- 1
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53 _ Z (dk)Zdl+m—r+5Pn*T+1*d2*A2(9,K2)+E
- 2

a:EPlBﬂ‘IA%‘ (z)
lz|=k

2d1 +m—r+e pm+1—d; pn—r+1—da+3d1/u—A2(0,K2)+2¢
<d pmti=dip; .

Rappelons que 1(6) =1 — 56(d2 — 1). On choisit alors
1

b= 5 =)

(1 — 5d1/u— (5),

de sorte que d’une part, en utilisant I'inégalité d*% < PP2_3/ 5+5, on a

d2d2P12d1 P2—d2+39(d2—1) _ d2d2P12d1 P2—d2+3(1—(5d1)/u)/5 _ d2d2P_1P23/5 < po

9

la condition est donc satisfaite, et de plus
5dy /u —n(0) = —4.
Par ailleurs, puisque Ky — 2(d2 — 1) > go2(u, d), on voit que
Ko —2(dy — 1) > 071(3dy Ju + 26),
et donc Aq(0, K2) — 3dy1/u > 26, d’ott le résultat. =
4.3. Le cas do = 1. Lorsque dy = 1, on peut obtenir des résultats
semblables & ceux du corollaire [£.15] et de la proposition en utilisant des

résultats de géométrie des réseaux. On introduit la définition suivante issue
de [Wi, Definition 2.1] :

DEFINITION 4.18. Soit S un sous-ensemble de R™, et soit ¢ un entier
tel que 0 < ¢ < n. Pour M € Net L > 0, on dit que S appartient a
Lip(n,c, M, L) s’il existe M applications ¢ : [0,1]"7¢ — R™ vérifiant

|o(x) — d(y)|2 < Ll — yll2,

||-||2 désignant la norme euclidienne, telles que S soit recouvert par les images
de ces applications.

On a le résultat suivant (cf. [M-V], Lemme 2]) :

LEMME 4.19. Soit S C R™ un ensemble bordé dont le bord S appartient
a Lip(n,1, M, L). L’ensemble S est alors mesurable et si A est un réseau
de R™ de premier minimum successif A1, on a

card(S N 4) — Z;léi; ‘ < c(n)M(i + 1) n_l,

ot c(n) est une constante ne dépendant que de n.

Soit ® € A3(Z) fixé de norme |x| = k. Puisque dz = 1, le polynéme
F(dz,y, z) est une forme linéaire en (y, z) que l'on peut réécrire
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n+1
F(dz,y,z) Z Aj(dz)y; + Z
j=r+1 j=m+1

avec A;(dx) ou Bj(dz) non tous nuls (car € A3(Z)). On note alors Hy g
I'hyperplan de R~ défini par F(dz,y,z) = 0. On note Cyg le corps
convexe By g N Hg g ol

Bd,w = {(y,z) ’ |y‘ < dk, |z’ < 1}7

et Ajg le réseau Zrrtl 0 Hg .. Nous allons appliquer le lemme a
S = PC44 et A= Ag g vus respectivement comme un sous-ensemble et un
réseau de Hy, que l'on identifiera & R"™". Pour cela nous allons montrer
que OCy 4 € Lip(n — 7, 1,277 (dk)™ " (n — 7 — 1)y/n —r + 1).

Une face du polytope Cy, est obtenue en prenant l'intersection d’une
face F du polytope By, avec Hy .. Considérons par exemple I'intersection
(supposée non vide) de la face F = {z € By | 2nt1 = 1} avec Hy 4. Pour
simplifier les notations, on pose

aj =Aj(dx) pourje{r+1,...,m},
{ﬁj = Bj(dx) pourje{m+1,...,n+1},
de sorte que Hy, a pour équation o41¥ry1 + -+ + n¥Ym + Bmt12ms1 +
-+ Bnt1znt1 = 0 (les ag ou les By étant non tous nuls). Par ailleurs, on
peut subdiviser Cy 5 en une union de 2”*’”+1(dk‘)m*’” polytopes Cy z.a.e Plus
petits en posant

Cd,n: = U U Cd,m,a,sa

a=(ar41,....,am)E{—dk,...,.dk—1}""" e=(e1,....en)€{—1,0}n—m+1

Cd,:c,a,e :Hd,mﬂ (( ﬁ [aj’aj +1]> X ( ﬁ [gj’ej_‘_l]))'
. j 1

j=r+1 j=m+
On peut par conséquent subdiviser chaque face F N Hy, en considérant
F N Cyg.ae pour tout (a,e). Pour un couple (a,e) fixé, et pour tout z €
FNCyqg.ae, on a alors
Or41Yr4+1 + -+ + OmYm + Bm—l—lzm-l-l et /ann + 6n+1 =0
avec max{max,y1<j<m ||, max,+1<j<n |55]} # 0 puisque F N Hy 4 # 0.

Supposons, par exemple, que

max{Hrlng?;m \aj\,mfllg_csn yﬁj|} = |Bal;

alors

2y = /8n+1 Z Z 72:3’

j= r+1 Jj=m+1
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et on peut définir I'application ¢r g : [0,1]"F = Cygae C R* L par

(Z)]-',a,s(tr—l—la v atn—l)
= <ar+1 + g1, am by Emt1 g1 - -5 En—1 T tn—1,
B m n—1 6
SO S G- Y j(sj—kt)l)
w2 B 2 B

On remarque que F N Cygae N Hiz C ¢Fr.ac([0,1]"71) et que

167.a.e(t) = dFacd)ls < Vn—r+1[drac(t) = 67.ae(t)llo
n—1
gmmax(l, Z logl > 5] )Ht—t’noo
=m+

DBl T2 1)
<(n—r—Dvn—r+1|t—=t]s.
Donc 9Cy, € Lip(n — 7, 1,27 " (dk)™ ", (n — r — 1)y/n —r + 1) et par
conséquent
OPyCy 4 € Lip(n, 1,27 (dk)™ " (n —r — 1)Vn —r + 1 Py).
De plus, puisque Ag . C Z"~"+1 le premier minimum successif de ce réseau
est supérieur ou égal & 1. Ainsi, puisque

(4.28) Nio(Po) = {(y,2) € PaByoNZ" " | F(dz,y, z) = 0}
= card(Agqe N PCq ),
le lemme {4.19| nous donne un analogue du corollaire 4.15|:
LEMME 4.20. On a

(4.29) Nyo(P2) = m

uniformément pour tout x tel que |x| = k.

—|—O((dk)m rPn r— 1)

En sommant sur les € € Pi1B1 N AQ\(Z), on déduit alors de ce lemme un
résultat analogue a la proposition[f.17]:

PROPOSITION 4.21. Sidy =1, Po = P et u > dy, alors

Vol Cd _ _ _ _r—
Nao(Pr, P2) = Z M)PZ" "4+ O(dm TPt d1P2n r=3)
:I:GP131|"1A§‘(Z) d,x
pour un certain § > 0 arbitrairement petit.
Les résultats des propositions [£.17] et [£.21] se révéleront cruciaux pour
donner plus tard des estimations de Ngo(Pi, P») indépendamment de w.

Mais avant cela, nous allons, dans la prochaine section, chercher a établir
des résultats analogues & ceux obtenus plus haut pour z fixé.
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5. Troisiéme étape. Nous allons & présent chercher & évaluer, pour

I € N* fixé, la somme
Z hd(kv l)7
k<P,

ol hg est la fonction définie par (3.1). On fixe donc

o)

11 sera alors nécessaire de distinguer les cas L%J < |z| et u&lJ > |z|.

5.1. Premier cas. On suppose ici L%J < |z| = I. On choisira donc

de fixer z de norme |z| = [. Plutot que calculer directement ), _p ha(k, 1),
nous allons, dans un premier temps, chercher a évaluer

(5.1) Naz(Pr) = card{(z,y) € Z" [ || < Py, ly| < dl|e|, F(dz,y,z) = 0}.
On introduit la série génératrice
(5.2) Sazla)= > > el(aF(dz,y,z)).
|| <Py |y|<d|x|
Alors comme précédemment Ny ,(P;) = S(l) Sa,z(a) do.

5.1.1. Sommes d’exponentielles. Comme dans les sections précédentes,
on commence par établir une inégalité de type Weyl. A cette fin, on remarque
que

lyl lyl
|y|<d|m|l<:>]:c|>dl & x| > ¥ + 1.

On pose N = L%J (ce qui équivaut a |y| € [d(N —1)I,dNI][), et on remarque

ue
! P1—1

Sdz ZSdZN

ol
(5.3) Sazn(@)= > > e(aF(dx,y, z)).
N4+1<|2|< Py d(N—-1)I<|y|<dNl

Comme dans la section 3.1, étant donné que le polynome F(x,y,z) est
homogeéne de degré dy en (x,y), on obtient sans difficulté la majoration

|Sd,z7N(O[) ’2d1—1 < (P17‘+1)2d1—1_d1 ((lel)m_T)le_l_dl

m
Xy e > [ min{ ;. llaya,z ; (9, ) iega,—) 171}
1) 41 2(@1-1) 4y(d1-1) =0
|m(1)|§p1 |m(d2—1)|§p1
lyM|<dip |yl h1i-D|<dip
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avec
- Py SijE{O,...,?‘},
Toldip sije{r+1,...,m},
ainsi que
. 4 1 di—1
Va2, (D, 4 D) icpa, 1) = Z Fd,z,i,jugl) e Uz(dll_l )
i=(i1,0yiq; —1)€{0,...,m}d1 71
ou
{xi siie{0,...,r},
Ui = ..
yi siie{r+1,...,m},
et les coefficients Fy . ; j sont symétriques en (i1, ..., %4,-1,J) € {0, ... ,m}d2.

Remarquons que 'on peut écrire
Fuaij=diF,;
avec
fi; = card{k € [di] | ix € {0,...,7}}

(en posant 44, = j). A partir de la, on montre, comme dans la section
que

|Sd,z,N(a)|2d171 < (Plr+1+s)2d1*1—d1+1((dlpl)m—r—i-e)le*l—dl—l—l
X Mg (v, Py, dlPy, P (dIP) ™),

ol pour tous réels strictement positifs Hy, Hs, B, Ba,
(54)  Mgz(a, Hi, Hy, By', By Y)

= card{(zM,yD, .. 2B y =Dy v e [d — 1], || < Hy,

‘y(l)| < Hj et V] € {07 s 7T}7 ‘|a7d,z,j((w(i)7y(i))ie[[dzfl]])u < B1_17

et Vj € {’I” +1,... 7m}7 HO‘PYZ,]'((x(Z)v y(i))ie[[dl—l]])” < BQ_I}

On en déduit, en sommant sur N, le lemme ci-dessous :

LEMME 5.1. Pour tous P > 1, kK > 0 et pour tout € > 0 arbitrairement
petit, 'une au moins des assertions suivantes est vérifie :

dy—1)(r

( (r+1)
(1) |Saz(@)| < d 2T P2te(gnym-rtepr,
(2) My (o, Pr,dlPy, Pt (dlPy) ™)
> d(dlfl)(r+1) (Plr—ﬁ-l)dlfl ((dlpl)mfr)dl—lpfgfh—ln'
On fixe alors (as(i), y(i))ie[[dQ_Q]] et on applique le lemme avec les vari-
ables x(@1—1) 4(d1-1) ¢t les formes linéaires aYd,z,; pour j € {0,...,m}, et

en choisissant Zy =1, 71 = dileIPG, aj = P; pour tout j € {0,...,7}, et
aj = dlPy pour j € {r+1,...,m}, de sorte que
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vj e {o,...,r}, a;jZy = P, a;Zy = P?/d,
Vie{r+1,....m}, a;jZy=dlP, a;Zy = IPY,
vj e {0,...,m}, a;'Zy =Py, a;'Zy =d ' PP,

Vie{r+1,...,m}, a;'Zy=(dP)", a;'Zi=d?P7 7P,

avec P > 0 fix¢, et 0 € [0, 1] tel que PY% < Py. En appliquant ce procédé aux
autres familles de variables (¥, 4@ on obtient finalement

Mdz(a Pl,dlpl, (lel) )
dP, (dl 1)(m+1)
< ( v )

x Mz (a, P?/d,1P?, d= (=D pret pldi=1)f g=dij=1 prdi pl=1)0)
En appliquant le lemme on a par ailleurs
Mg (e, P?/d, 1P a~ (=1 prdipldi=1)0 g=dij=1 prdi p(di=1)%)
< =Dm=1)7g (o, PY/d, PP, d~(h=1) prdpldi=1)0 g=dij—1 p=di p(di—1)0)
On a donc le lemme suivant :

LEMME 5.2. Pour tous P > 1, k > 0 et tout € > 0 arbitrairement petit,
lune au moins des assertions suivantes est vérifice :

(dy =1)(r+1)
(1) |Sd,z(04)| < dm rt+e+ 5d1—1 lm—r+6P1m+2+sP—n,

(2) Md,z (Oé, Pe/d’ PG, d_(dl_l)Pfdl P(d1—1)9’ d—dl Pfdl P(dl—l)e)
> (PP) (D (d-1) p=29 7T
On introduit a présent les nouvelles familles d’arcs majeurs :

(5.5) M=) = {a € [0,1] | 2lag — a| < d~ (@D plh=Do)

(5.6) M= () = U L o=,

qule P(d1 -1)6 0<a<q
dlq

(7) MO ={o € [0,1[| 2lag —a < d~PEPATY,
G8)  mPre) = J U mre)

q<ld2 p(d1-1)¢  0<a<gq
pged(a,q)=1

(5.9) M= () = M= () UMD = (0).
On a alors comme dans les sections précédentes :

LEMME 5.3. Si P> 1, k >0, et € > 0 est arbitrairement petit, l'une au
moins des assertions suivantes est vérifie :
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_ (d1=1)(r+1)
(1) |Sd7z (Oé)‘ << dm r+e+ 2d171 lm—T+€P{7L+2+€P—K’

(2) a € M*(0),
(3) card{(2"), y)icpq,—1y | [ < PP/d, [y < P,
et Vj € {7" =+ ]-7 SNt 1}’ ’Yd,z,j((:r(i)’y(i))ie[[dl—lﬂ) = 0}
> (PO)(mAD(di-1) p=21 7Tk,

Pour un z fixé, on définit

F
5.10 Vi, =13 (z,y) eC™ | Vie{o,...,r ,iw,y,z =0
2

8.%

F
et Vje{r+1,...,m}, gy(m,y,z):O}.
j

On note par ailleurs
(5.11) A ={zeC" ™ |dimV{, <dimV}" — (n —m+1) + pu},
ol i € N est un paramétre que nous préciserons ultérieurement. Par abus
de langage on note
AN (Z) = Al n zr—mt
On a alors une propriété analogue a la proposition [4.5] :

PROPOSITION 5.4. L’ensemble AY est un ouvert de Zariski de AL "1,
et de plus,

card{z € [— Py, P]" ™+ n (AN Nz « Py,
On commence par remarquer que le cardinal de la condition (3) peut étre
majoré par
Card{(w(i)vy(i))ieﬂdrl]] | |~’13(i)| < Paa |y(i)’ < Pe,
etVie{r+1,....,n+1}, ’yz,j((a:(i),y(i))ieudl_lﬂ) = 0},
ou
’Yz,j((w(i)a y(i))ieﬂdlfl}]) = Z Fz,i,juﬁ) e Uz(jll,_ll)-
i=(i1,..,iq; —1)€{0,....,m}d1 =1
Puis, comme dans la section précédente, en choisissant x = K10 avec
(5.12) K= (n+2—dimVy—p)/20t
on déduit du lemme :

LEMME 5.5. Soit z € AY(Z). Si e > 0 est un réel arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

- (d-D(r+1)
(1) ’Sd,z (Oé)’ < dm r4e+ od1—1 lmfrJrsle-&-Q—&—anKlg,

(2) o € M=(6).

Pour tout le reste de cette section, on fixera P = P;.
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5.1.2. Méthode du cercle. On fixe un réel 6 € [0,1]. On suppose de plus
que

(5.13) K1 > 2(d; — 1).
On notera

(5.14) ¢1(d,1,0) = di> Pl —1°,
(5.15) A0, K1) = 0(K; — 2(dy — 1)).

On supposera de plus que 6 est tel que
Al(e, Kl) > 1.

Comme précédemment, nous allons vérifier que les arcs mineurs fournissent
bien un terme d’erreur.

LEMME 5.6. Pour tout z € A (Z), et sidy > 2, on a
[ 15:(0)]do < dm—r+s+%ld2+mfr+splm+2—d1—A1(6,K1)+e.
agMm=(0)
Démonstration. Considérons une suite
0<l0=0<b01 < - <Op1<bOp=1
telle que
(5.16) 20i41 —0;)(d1 — 1) <e

et T < Pf pour € > 0 arbitrairement petit (et P, assez grand). Puisque
z € A{(Z), par le lemme |5.5{on a

(d1—=1)(r+1)
S |S7 ( )| << M—r—+¢€ 5d1—1 lm r+5P17n+2 K10T+€

agIM=(6
e (or) m—rtet A-DED m+2—dy— Ay (0,K1)+e
< d od1—1 lm7T+SP1 1 1\U, 1 )

Par ailleurs, on remarque que
Vol(9#(6)) < Vol(MmW)=(8)) + Vol(m?=(9))
< Z Z q—ld—(dl—l)Pfd1+(d1*1)9

quldQPI(dl_l)g 0<a<gq

+ Z Z qfldfdlpl—dl—i-(dl—l)e

<ld2p(d1*1)9 0<a<q
=0 pgcd(a,q)=1

< d(27d1)ldgpl_d1+2(d1—1)9'



62 T. Mignot

On a alors, pour tout i € {0,...,T — 1},

| |S4,2()| dex
aeM= (0i+1)\mz (91)

_ (dy=1)(r+1) )
< d" T T e PR oL (0 (61.4))

(dy—1)(r+1)
< dm—r—&-s-ﬁ-%—l—@—dl)lm_r+d2+5P{n+2—K10i+6—d1+2(d1—1)9i+1

m—ret- () 4 (9-d)) p—r-tdate pm+2-di—A1(6,K1)+
1

<d
et on obtient le résultat souhaité en sommant sur les i € {0,...,7 —1}. =
On introduit une nouvelle famille d’arcs majeurs :
(5.17) M=) = {a € 0,1] | 2|ag — a| < qgd~N Py ph=10Y
Gy wtre= U we

q§¢1 (d7l70) O§a<q
pged(a,q)=1

et on vérifie que MH*(9) C M®*(A). On a alors le résultat analogue au
lemme :

LEMME 5.7. Si dy > 2 et [*2P]
E)ﬁfld,;f (0) sont disjoints deur & deu.

d1+30(d1—1 .
130 1) 1, alors les arcs majeurs

Démonstration. Supposons qu’il existe o € fmiff;f(ﬁ) N fmﬁjfj,(e) pour

(a,q) # (d',¢), ¢.4' < ¢1(d,1,0), 0 < a < q, 0 <d < ¢ et pged(a,q) =
pged(a’,¢') = 1. Alors
1 S qq/dfdlpfdl‘i’a(dl*l) S d27d1l2d2P1*d1+39(d1*1) S l2d2pfd1+39(d1*1)

)

d’oul le résultat. m

Comme précédemment, on déduit des lemmes [5.7] et [5.6] que

(5.19) Naz(P)= > > | Siz(e)da

q<¢1(d,l,0) 0<a<q ,ecop'®Z(g
pged(a,q)=1"" @

— (d—1D)(r+1) —di—
+O(dm et T ld2+m*7’+€P1m+2 d A1(0,K1)+€).

On considére o € EUIZL%Z(Q). On pose f = a — a/q et donc on a |B] <

—_ —d d1—1)0 ~ N 2 .
d lel 118 Do 1a méme maniére que nous avons établi le lemme

on démontre :
LEMME 5.8. On a
Sqz(@) = dm i Pttt g i(2) L(dM PR )
4 O(dmfr+1l2dg+mfrplm+20(d1—1))
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avec
a
(520) Sa,q,d(z) = Z 6<F(dblab27z))a
(b1 b2)e@/an) T x(zfazym—r N
(5.21) I,(8) = S e(BF (u,lv, z)) dudv.
(u,w)e[-1,1]" T x[-1,1]m ="
|v] <[l

Par ailleurs, en posant
(5.22) a(0) =3P,
(5.23) (o) =1 56(d — 1),
on démontre un analogue du lemme [£.10] :

LEMME 5.9. Pour z € A{(Z), et e > 0 arbitrairement petit, on a

Ny (Py) = d" "B P he, L (61(d,1,0)) T (41(6))

(dq1—1)(r+1)
+ O(dm7T+E+12dTld2+m—r+5P17n+2—d1—Al(e,Kl)-f'é)

+ O(dm—r+3—d1 l4d2+m—rplm+1—d1 —77(9))

i

ol
(5.24) Gaz(¢(d,1,0) = > g " 3" S, 4a4(2),
a<e(d,1,0) 0<a<q
pgcd(a,q)=1
(5.25) L(60) = | IL.(B)dp.
1BI<a(0)
On pose & présent
(5.26) Gaz=» ¢ ™V N Si4a(2),
q=1 0<a<q
pgcd(a,g)=1
(5.27) J. =\ I.(8) dp.
R

LEMME 5.10. Soit z € AY(Z) et € > 0 arbitrairement petit. Si dy > 2 et
0 < m, alors lintégrale J, est absolument convergente, et

|T2(6(0)) — Jo| < 1d2te pa0/2420(d =),
De plus, |Jz| & [d2te

Démonstration. On consideére 3 tel que |8] > ¢(6). On choisit alors des
parameétres P et 6 tels que
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(5.28) 8] = 3PP,
(5.29) R

Ces deux égalités impliquent

donc en particulier

(5.31) 0> min{l, log(181) }

log (1)
Par ailleurs, d’aprés (5.29) on a
P—2+39/(d1—1)l2d2 — Pgl(dl—l—Kl) < 1,

2(d; — 1)~ log(2]8])
95) log(2|B]) + 2da log(l)’

(5.30) —

donc, pour d; > 2,
P—d1+39/(d1—1)l2d2 < 1

et ainsi, d’aprés le lemme H les arcs majeurs M, (') correspondant a P et
¢’ sont disjoints deux a deux. Le réel P~% 3 appartient au bord de Mo 1(0"),
et donc par le lemme [5.5] appliqué & d = 1, on a

|Sl z( dlﬁ)| < M- r+aPm+2 K19’+s‘
Par le lemme
SLz(Pidl /B) _ lmferJrlIz(ﬁ) + O(lmfrJr?dz Pm+2€’(d171))'
On a ainsi
’Iz(ﬁ)’ < lapl—K19/+£ 4 l2d2p—1+29’(d1—1) < ZEPI—K19/+£

€ 67 d1—1 _(dK—11)+6’ d6—1
<1 |ﬁ’ (d1-1) 1 (d1-1) |

Etant donné que 6’ > min{1, 1?§gl(§)\ }, on en déduit que

B]7@ D < max{|, 1}
pour € > 0 arbitrairement petit. D’autre part, d’aprés (5.30)),

817 @ (5[ | g T < g0k,
On a ainsi
T2 ($(0)) — J| < 127 S ]ﬁ\ 2 )+ ds
1B]>¢(6)
< 1 te ()2 TR & it p

avec € arbitrairement petit. D’autre part, en choisissant P; < 1, cette iné-
galité donne

29((11 1) K19/2+6

| T2(6(0)) — J.| < 127,
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et puisque |J.(4(0))] < 1 lorsque P; < 1, on a immédiatement
|J.| < 1927¢.

On introduit pour z fixé et P > 1 la nouvelle série génératrice

Sy 2 Z Z (aF(dz,y, z)).

lz|<P |y|<P
De la méme maniére que pour le lemme on établit :

LEMME 5.11. Si e > 0 est un réel arbitrairement petit, l'une au moins
des assertions suivantes est vérifiée :
! M m+1+e—K160
(1) [Sg. (@) < d2fimt prriteiug,
(2) a € UquldQP(d1*1)9 U0§a<q, peed(a,q)=1 imi,q(@.
De la méme maniére que pour le lemme [£.12] on en déduit :

LEMME 5.12. Soit z € AY(Z) et € > 0 arbitrairement petit. Si di > 2,
alors la série G, est absolument convergente, et
(d1=1)(r+1)

|6d,z(¢1(d I 9)) B 6dz| <d 2d171*+2+6l2d2+6P19(2(d1—1)—K1).
(d—1)(r+1)
De plus, |6, < d 20171 te2dy e
Démonstration. On considére ¢ > ¢(d, k,0), o = a/q avec 0 < a < q et
pged(a,q) = 1. Alors S, 4a(z) = S} () avec P = g. On considére 0’ tel
que q = di%q(h=D% Si §” = ¢’ — v pour v > 0 arbitrairement petit, et s'il
existait @, ¢’ € Z tels que 0 < o’ < ¢/, pged(d’,q') =1, ¢ < dl?2¢?" (0= < 4
et v € MZ, (6"), on aurait

1< lag' —dgq| < g~ B+ A,

ce qui est absurde pour d; > 2. Donc, par le lemme précédent,
(d1=1)(r+1)

‘Sa,q,d(z) | <d 241 qm+1+a—K19"

Par conséquent,

(S4,2(61(d1,0) = Gazl < D ¢ Y|S0 ga(2)]

q>¢1(d,l1,0) 0<a<q
< d% Z q,(m+1) Z qm+1+87K19/
q>¢1(d,l,0) 0<a<q
< e > q “a e e g
a>(d,1,0)
< d%”%lwﬁsﬂm(dl_1)_K1)+E-
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En prenant P; < 1 cette majoration donne
(d—D)(r+1)
|6d,z(¢1(d7 l, 9)) _ 6d,z| < d 28T +2+8l2d2+8,
et en vue de la majoration triviale |S,.(¢1(d,(,0))| < d?12%, on trouve
finalement
(d1—=1)(r+1)
‘6d7z| <d 20t
On déduit des lemmes [5.12] et £.10] :

LEMME 5.13. Soit z€ A} (Z), 0€[0,1] et Py >1 tels que 1?2 P
< 1. Si de plus K1 > 4(d; — 1) et di > 2, alors

Nyo(P) = &g J dm = hym=rpmti=d L O(Ey) + O(Es)

+2+4¢
l2d2 +e m

d1+36(d1—1)

—T +3—d] 4d +m—r +1—d] —n(0
E !m l 2TMm Pm 77( )’

(d1—1)(r+1)
By = dm77'+ldﬁ+El3d2+m—7‘+€P{n+1—d1+29(d1—1)—K19/2+5

et € > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. Par le lemme
Ny (Py) = d™ = dm=rprti=hg, (61(d,1,0))J.(61(0))+O(E1)+O(Es),
ou

B = dm—r+a+(d1—1)(r+1)/2d1*1ld2+m—r+apm+1—d1—A1(91K1)+€ < Es.

Par ailleurs, d’aprés les lemmes [5.12] et [5.10]

’6d,z(¢1(da [ 9))JZ(¢1(9)) - 6d,zJZ‘
< Gaz(¢1(d,1,0)) — |+ 1Saz(¢1(d,1,0))]|T=(61(0)) — J-|
(D4 o

<d 2T l3d2+25P19(2(d1’1)’K1) + d2l3dg+2sP19(2(d171)7K1/2)+s

et en multipliant par dm_T_dllm_TP{”+1_d1, on obtient un terme d’erreur

dm—r—dl—i-(dl;‘lll#—l—}i-a [3da-+2e pm1—di+20(d1—1)—K16/2+
1 )

d’oul le résultat. m

En fixant 0 > 0 tel que 6 < on obtient le corollaire suivant :

5(d 1y
COROLLAIRE 5.14. Soit z € AY(Z). Si K1 > 4(d1—1) et dy > 2, il existe
un réel § > 0 arbitrairement petit tel que
Nd,z (Pl) — Gd’szdmfrfdl lmfrpm-l-l—dl

(d1=1)(r+1)
4+ O(d™ " max{d 241! e dgfdl}lm*”‘ldQP{nH_dl_d),

uniformément pour tout [ < Pl(dl_l)/(Qd?)_
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On pose a présent P = sz avec b > 1, et on introduit la fonction

5d -1 4d
(5.32) g1(b,6) = (1 — TZ — 5) 5(dy — 1) <l)2 + 25>,
ainsi que le nombre

(5.33)  N{)(PPy) = card{(z,y, 2) € 22 | z € AL(Z), |z| < Py,
ly| < dlz|Py, |2 < Py, [y| < dlz| |2|, F(de,y, z) = 0}

—cund{(e.9.2) € 27°% | x € A (2). o] < P

ly| < d|z|Py, |2| < P, {%J <lz|, F(dz,y,z) = 0}-

On a alors la proposition suivante qui est I’analogue de la proposition [4.1

PROPOSITION 5.15. Si K1 > 4(dy — 1), P, = P} et
K1/2 — 2(d1 — 1) > gl(b, 5),
alors

~05711) (Plv P2) —_ ( Z 6d,zjz|z|m_r) dm—r—dl P1m+1—d1
zEP2BsNAY (Z)

m—r (dl_dl#""s 3—d m+1—diy—8 pn—r+1—ds
4+ O(d™ " max{d 271~ , A>T Py P, ),

pour & > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. On sait d’aprés le lemme que

V(P Py
=( X Saslafal ) dm P L 0(8) + O(E)
ZEPQB:;I'IA’L{(Z)

avec

P
Ey = dmr3mdh i Z [Ada+m—r P1m+1—drn(9)

=1 zEPngﬂAT(Z)
|z|=1

< dmfr+37d1 le*H*dl *77(9)P24d2+n—r+1

_ gm—r+3—d; pm+1—di+5d2/b—n(0) pn—r+1—ds
—d P P
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et

dq—1)(r+1
&3 = dm_r+< 12d1)£1 S+

Py
3dy+m—r+e pn—r+1—di+20(d1—1)—K10/2+e¢
Y e
=1 ZGplBﬂ"lA‘f(Z)
|z[=1
_ g (=D (r+1) _ 1y
<<dm r4 Sdi—1 -‘ré‘PlTrL—i-l d1+29(d1 l) K19/2+4d2/b+2€P2n—7’+1—d2'

Rappelons que n(6) =1 — 56(d; — 1). On choisit alors

1 5dy
h=— " (1-22_5
sl )

de sorte que

M o) =
Puisque K1/2 —2(dy — 1) > ¢g1(b,6), on a
—20(dy — 1) + KTIG > LZQ + 24,
d’oti le résultat. m
5.2. Deuxiéme cas. On suppose i présent [ = L%J > |z|. Dans cette

partie nous fixerons l'entier [ et z de norme |z| <, et nous allons évaluer

(5.34)  Ngy.(P1) = card{(z,y) € Z™" | |z| < Py,
dlfz| < ly| < d(l + 1)z, F(dz,y, =) = 0},
Pour cela on introduit la série génératrice

(5.35) Saz(a) = Z Z e(aF(dz,y,2)),

|| <Py di|e|<|y|<d(+1)|=|
de sorte que Ng; ,(P1) = S(l) Saz(c) da.

Les résultats que nous obtiendrons dans cette section seront sensiblement
identiques & ceux de la section précédente, & quelques modifications prés.

5.2.1. Somme d’exponentielles. Pour un y donné, on note N = LMJ et

dl
M = L%J Alors

dllz| < |yl <d(l+1)|x|] & M <|z|<N.
On note aussi, pour N, M € {0,..., P},
(5.36)  Sanmiz(a)= Z Z e(aF(dx,y, z)),

M<|x|<N dNI<|y|<d(N+1)l
dM (14+1)<|y|<d(M~+1)(I+1)
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et on a
P P

(5.37) Sarz(@) =Y > Sqnaiz(a).
N=1M=1

En appliquant la méthode de différenciation de Weyl des sections précé-
dentes on montre que

’Sd,N,M,l,z(OZ) |2d1*1 < (P17’+1+5)2‘11*1—d1+1 ((dlpl)m—r+s)2d1*1—d1+1
X Mg (e, Py, dlPy, P (dIP) ™Y,
ou My (o, Py, dlPy, Pfl, (dIP;)~1) a été défini dans (5.4]). Puis, en sommant
sur M et N, on en déduit :

LEMME 5.16. Pour tous P > 1, kK > 0 et tout € > 0 arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifice :

(d —=1)(r+1)
(1) |Sd’l7z (O[)’ < dm_"’"!‘ 12d171 +5P{n+3+€lTI’L7T‘+€P7H’

(2) My z(ov, Py,diPy, P (dIP) ™)
> (P{—i-l)dl—l((dlpl)m—r)dl—lp—lefln'

Par les mémes arguments que ceux employés dans la section précédente,
on en déduit 'équivalent du lemme [5.5] :

LEMME 5.17. Sie > 0 est un réel arbitrairement petit, et si z € A} (Z),
l'une au moins des assertions suivantes est vérifice :

(d1=1)(r+1)
(1) |Sd,l,z(04)| < dm_H_12li17*q+alm—r+ePfl+3+sP_K19’

(2) o c M (),
ot [’'on a noté
(5:38)  a(0) = m() M),
(539)  MDNO) = {a €[0,1[| 2/ag - a| < d" (BTN phmNoy,
Ga0)  wme= U ;e

g<dld2 p(d1—-1)0 0<a<gq
dlq

(5.41)  MZA0) = {a € [0.1]| 2laq — o] < d~ 4P PA),
(42 mPhe = U =@

q<ld2 p(d1-1)6  0<a<g
pged(a,q)=1

A partir d’ici, on fixe 4 nouveau P = P;.

5.2.2. Méthode du cercle. Pour les arcs mineurs, les calculs effectués pour
établir le lemme [5.6] donnent aussi
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LEMME 5.18. Pour tout z € AY(Z), on a

(dq=1)(r+1)
— e o pa — —d1—A1(0,K
S |Sd,l7z(04)| da <K dm et 2d1—1 ld2+m T+€P1m+3 1 10, 1)+E.

agM! ()
Pour les arcs majeurs, on a les équivalents des lemmes [5.8| et [5.9] :
LEMME 5.19. On a
Sapz(a) = dmr T Pl (mi g, (2)1 (M PR B)
+ O(dm—r+1l2d2+m—rplm+29(d171))

avec

(5.43) Suaq(z) = 3 e (aF(dbl, b, z)> :
(b1,b2)€(@/qZ)y x (Z)qzym—r N1

(5.44) I.(B) = S e(BF(u,lv, z)) du dv.

(u,w)e[-1,1]" 1 x[-1,1]™""
[u|<|v|<(1+1/1)|u]

LEMME 5.20. Pour z € AY(Z) et e > 0 arbitrairement petit, on a
Nagz(Pr) = d" =00 PP 08,2 (91(d, 1, 6)) Jiz(61(6))

dy—1)(r+1
19) (dmfr+s+% ld2+m—7"+5P1m+3—d1—A1 (0,K1)+s)

+ O(dm—r—i-?)—dl l4d2+m—rplm+1—d1—77(9))

)

on
(5.45) Gaz(p(d,1,0) = > D N S a(2),
q<¢(d,1,0) 0<a<gq
pged(a,q)=1
(5.46) D(80)= | L.(8)ds.
1B1<5(0)
Si ’on note
(5.47) Tz =\ 12(8) dp,
R

on montre comme pour le lemme [5.10]:

LEMME 5.21. Soit z € A{(Z) et € > 0 arbitrairement petit. Si di > 2,
alors lintégrale J) , est absolument convergente, et

[12(8(60)) = Jyel < /e pIAOSTIATII,
De plus, |J,| < [4d=/3+¢,
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Des lemmes [5.20] [5.21] et [5.12] on déduit

LEMME 5.22. Soit z € AY(Z), 0 €[0,1] et P, > 1 tels que 1?2 P
< 1. Si de plus K1 > 7(d; — 1) et dy > 2, alors

Nyi2(P1) = Gy did™ =4 m=r prti=di 4 O(Ey) + O(E3)

di +39(d1 1)

avec

_ gm—r+3—dj jddo+m—r pm+1—d; —n(0
Ey=d 174d2 P 1=n( )’

—r+(d1—1 1)/2%1 -1 4£;10ds /3+m— m+1—di1+70(d1—1)/3—K10/3+¢
By = @1 (r+1)/ +e710da/3+m r+sP1 ( )/ /

et € > 0 arbitrairement petit.

COROLLAIRE 5.23. Soit z € AY(Z). Si K1 > 7(d1—1) et dy > 2, il existe
un réel 6 > 0 arbitrairement petit tel que

Nd,l,z (P1) = 6d,le,zdm7T7d1 lm,,ﬁplm_’_l_dl

(d1=1)(r+1) o
+O(d™ Tmax{d 2T ° @Brdiymorddz pmtl-dizo)

uniformément pour tout | < P(dlfl)/(2d2)‘

On pose a présent P, = Pb avec b > 1, et on introduit la fonction
-1
1
548)  gi00) = (122 _5) s(ar—1)( 0% 4 95),
b 3b
ainsi que

(5.49) Ny (P, Py) = card{(m, y,z) € 22| z € AM(Z), || < Py,

iyl < dz|Py, 2] < Py, um > |2, F(de,y, z) = 0}-

On a alors la proposition suivante qui est 'analogue de la proposition [5.15]:
PROPOSITION 5.24. Si K1 > 7(dy — 1), dy >2, P = P} et
K1/3 = §(dy —1) > g1(b,0),

alors

P
fo(Pl,PQ)zdm’"dl(i S ST Pt

=1 ZGPQBgﬂA;f(Z)
|z|<i

(1 —D)(r+1)
- te 3-d m+1—di—0 pn—r+1—d
m—r d 1 1 2
+ O(d™ " max{d 27~ A>T NP P, )

pour & > 0 arbitrairement petit.
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6. Quatriéme étape. L’objectif est a présent de regrouper les résultats
obtenus pour en déduire une formule asymptotique pour Ny(Pi, Py) avec n
assez grand et P, P> quelconques.

On définit dans un premier temps b; comme le réel minimisant la fonction

(6.1) b — max{2%(bd; + da), 24(5b + 2)(d + 1),

24 =1(4(dy — 1) + 2g1(b, 8) + [bdy + dy + 87)

x 2071(7(dy — 1) + 3¢} (b, 8) + [bdy + da + 6])}
et on notera m; le minimum correspondant. On définit de méme wu; le réel
minimisant
(6.2) s max{2%(dy + udy), 7.29(d + 1),

2%271(2(dy — 1) + g2(u, 6) + [dy + udg + 6])}

et my le minimum correspondant. On note m = max{m;, mo}. Un calcul en
b = 10ds et u = 10d; montre que

(6.3) 2%t < < 13dy(dy + dp)20 1%,

A partir d’ici on fixe

(6.4) pw=[bidi +da+ 9], A=[di+wuids+9].
On commence par établir le lemme suivant :

LEMME 6.1. Si n4+2—max{dim V;*, dim V5*} > m, alors pour tout P, > 1,

P
> ed,szdm*’”*dllz\m*’#fj Yo Sagddm T

ZGPQBgﬂA’Lf(Z) =1 ZEPQBgﬁA'Lf(Z)
|z|<l
(r+1)(d1 =1)
S — — _ ——— _ — —do—
= A" UG TPy TR L O(d™ T max{d 2hT T g3y pyr ey,

Démonstration. On choisit P; tel que P = Ple. D’aprés les propositions

b-I5) et [5.24] on a
(6.5) Na(z,ll)(Pth) + ~5721)(131,132)

Py
= ( Z 6d,sz|Z’m_r + Z Z 6d,le,zlm_T>

zEP2BsNAY (Z) I=1 ze P,B3NAY (Z)
ER

% dm*T*dl P{fl-i—l—dl

o(dmr dw_ld)l(idfﬂ_l)"rs dedl Pm+1—d1—(5Pn—T+l—d2
+O( max{d 2 , P 4 ).
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Notons & présent

(6.6) NdJ(Pl,PQ) = card{(:c,y,z) S Zn+2 z e A!IL(Z), |ac| < Pl,

wax(| 2| 21} < o Flamy.2) = 0}

et

(6.7)  Ngi(P1, P2) = card{(w, y,z) € 72

z € A{(2), |z| < Py,
max M, |z| | < Py, F(de,y,z) =0.

d|z| -

On remarque d’une part que

(6.8) Ngi(P1, Pp) < Né}l)(Pl, Py) + Nc(l?l) (P, P2) = Ny (P, Py)

< Ngi1(P1, Py +1),
et d’autre part, en utilisant la proposition
Noa(Pu,P2) = Na(PLP)+O( Y. dmrppetipy)
ZGPQBSH(A‘;)C(Z)
— Nd(Pl, PZ) + O(dm—rPIerlfdlPznfr+1fd275)7

par définition de p.
Par ailleurs, comme n + 2 — max{dim V;*, dim V;*} > 2¢(5b; + 2)(d + 1),
la proposition donne

Nd(Pl; PQ) — O_ddm—r—dl Pifn+1—d1 P;_T+1_d2
+ O(dm—r max{ddl (7’—{-1)/24—4—57 d3—d1 }le-l-l—dl—épzn—’r—i-l—dg—&)‘
On a donc
INSY (P, P) + N (Pr, o) — Na(Pr, P)|
& Ng(P1, Py 4+ 1) — Ny(Py, Py) + O(d™—" pntizd pportl-da=d)
< O_dplerlfdl((Pz + 1)n—r+1—d2 _ P2nfr+1fd2)
+0(d™" max{dth(7’-&-1)/2‘]i-4-€7 3~ }P{nJrlfch P2nfr+17d275)
< dnr maX{ddl(H—l)/Q‘i—&-s’ d3—d1 }P{nJrlfdl P2nf7“+1fd275’

étant donné que og = d™ "N ST K A0 max{ddl(’”*l)ﬂd, d?}, d’aprés
la remarque [3.18
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Par conséquent,

Py
( Z 6d,z<]z|z|m—7"+z Z 6d,zl]l,zlm_r) gm—r—di P1m+1_d1

zEPBsNAY (Z) I=1 zeP, B3N AL (Z)
|z|<i

— JdF)lerlfdl P2nfr+17d2
(r+1)(d; —1)
+ O(dm—r max{d 2d1—1 +E, dS—dl }le—l-l—dl P2n—7'+1—d2—6)
et en simplifiant par leﬂ_dl on obtient le résultat. m

On démontre de méme :

LEMME 6.2. Sin+2—max{dim V{*, dim V5*} > m, alors pour tout P; > 1
et do > 2,

Z Gd,m Jd@dmfr ‘$|mfr
xec P B, f-‘IA%‘ (Z)

— O.dpl’fn+1—d1 + O(dmfr max{ddl (7’+1)/23+€’ d4d1 }Pim-i-l—ch —(5)'

Pour le cas do = 1, en notant v} = dy + 6, mp = 7d12471 et N =
[di + u} + ] on trouve :

LEMME 6.3. Si n + 2 — max{dim V;*,dim V;'} > m' = max{m;,m}},
do =1 et P, >1, alors

Vol(Cy )
Z det (Ad,w)

:1:€P1B1Q.A%‘ (Z)
= O-dplerlfdl + O(dm—r max{dd1(r+1)/2d171+s’ d3—d1 }P{nJrlfdlfé).

Nous sommes en mesure de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 6.4. Sidy > 2, P, > P5 et n+ 2 — max{dim V", dim V5'}
>m, alors
Nd71(P1,P2) _ O_dP1m+1fd1P2nf7“+lfd2
+ O(dm—’l‘ max{d%+ﬁ’ d3—d1 }Pimrklfdl P27177'+17d275) )

Démonstration. On suppose dans un premier temps que b > by. Alors,
puisque n + 2 — max{dim V;*, dim V;*} > m et puisque les fonctions g¢; et ¢}
sont décroissantes en b,

K1/2 — 2(d1 — 1) > g1(61,5) > gl(b, 5),
K1/3— %(dy — 1) > g)(b1,0) > g1 (b, 6)
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Par conséquent, on peut appliquer les propositions et et on a

N (P, Po) + NP1, Py)

Py
(X SwklmTEY. Y GadidT)

zEPB3NAY (Z) =1 zeP,B3sNAY (Z)
|z|<l

% dm—T‘—dl PlTTl+1—d1

(r)(dy =1) |

+O(d™ " max{d 21"! , d37d1}Pf”l_dl_éP;_TH_dQ)
— O_dplrn+1—d1 P2n—7“+1—d2

(r+1)(d1—1)
- gt 3—d +1—di pn—r+1—da—§
+O(d™ " max{d »m-T 1 @3md) ppritiod prortlodaoo)

par le lemme précédent. En utilisant 1’égalité apparaissant dans , on a

N +1-d —r+1-d
Ngi(Py, Po) = ogP" - pprrize

(r+1)(d1—1)
- Jr—+e 3-d +1—dy pn—r+1—da—5
—|—O(dm "max{d =21-! ATy P" Py 2 )

Si ’on suppose a présent b < by, on a
K > max{b1d; + do, (5b1 + 2)(d + 1) > max{bd; + dy, (5b + 2)(d + 1)}.
Par la proposition [3.19] on a donc

Ny(Py, Py) = ogPP - pyrtizde

(r+1)(d1 —1)
_ A te 3o 1—di =8 pn—r+1—ds—5
+ O(d™ " max{d 24! , @3~y prtl=di=o pnortl-ds ).

Or comme dans la démonstration du lemme [6.1]

Ng1(P1, P) = Ny(Py, P)

m—r %""5 3—d; m+1—dy pn—r+1—da—0
+ O(d™ " max{d 2% AP P; ). =

Si 'on note

(6.9) Nd,2<P1,Pz>=card{<m,y,z>ez"” z € A}(2). |2] < P,

qucm , rz\) < Py, F(dz,y.2) = o},
on a un résultat analogue :

PROPOSITION 6.5. Sidy,dy > 2, Py < Py et n+2—max{dim V}*, dim V5'}
> m, alors

v +1—di pn—r+1-d
Nyo(Py, Py) = ggPm i pporti=da

+0 (dmfr max{ddl(rJrl)/ZJJrs, d5d1 }le-&—l—dl—épzn—r—i-l—dg) )
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Sidy >2,dy=1, P, <P et n+ 2 — max{dim V}*, dim V;*} > w’, alors
Nya(P1, Po) = gqP - pp=r
+ O(d™ " max{dh TN/ e gimdiy pintledio pror),
Considérons a présent I'ouvert de Zariski
(6.10) U=Ay x AP x A ¢ AL

On note alors

(6.11) Ndy(Pl,Pg) = card{(:c,y,z) €eZ""?nU | |x| < P,

‘y‘
LA < —
max({d‘w’ Jz| ) < Py, F(de,y,z) =0¢,

PROPOSITION 6.6. St dj,dy > 2 et n + 2 — max{dim V}*,dim V5'} > m,
alors

On en déduit :

\T 1-d —r+1—d
Nou(Py, P) = ogP" 1 pprtinds
(r+1)(dy —1)
+ Os(d™ " max{d 2mT T @0y e pportleda i (py py) )

pour & > 0 arbitrairement petit. Pour di > 2, do =1, P < Py et n+ 2 —
max{dim V;*, dim V5} > m’, on a

Nay (Py, Py) = ogP" = pp=r
+ Os(d™" max{d%ﬁ, A=y Pt Pt min{ Py, Pa}0).
Démonstration. On suppose P; > P,. On évalue le terme d’erreur :
|Naw(Pr, P2) — N1 (Pr, P)| < ™" pyrit=h=d pporii=d

car u1 > 1. Si P < P,, on obtient le méme résultat pour |Nd7U(P1,P2) -
Nao(Pr, P)|. =

7. Cinquiéme étape

7.1. Un résultat intermédiaire. Nous allons & présent utiliser la for-
mule obtenue pour Ng (P, P») dans la proposition pour trouver une for-
mule asymptotique pour Ng7(B). Pour cela, nous allons appliquer une ver-
sion légérement modifiée (tenant compte de la dépendance en d des fonctions
de comptage) de la méthode développée par Blomer et Briidern [B-B] pour le
cas des hypersurfaces diagonales des espaces multiprojectifs, et reprise dans
[Sch2l §9].
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Pour tout d € N*, on considére une fonction f; : N> — [0, 0o[. Confor-
mément aux notations de [B-BJ, on dira que f; est une (81, 52, Cy, D, o, v, §)-
fonction si elle vérifie les conditions suivantes :

(1) On a
Y falk,l) = CaKP' L + O(d" K L min{ K, L} )
k<K,I<L
pour tous K, L > 1.
(2) 11 existe des fonctions ¢1 4,24 : N = [0, 00[ telles que
> falk,1) = cq1 (k)L + O(kPd?LP>~0)
I<L
uniformément pour tous L > 1 et k < d~1L%, et
D falk,1) = cga()EM + OIPd? K71 =0)
k<K
uniformément pour tous K > 1 et | < d 1K<

Nous allons alors démontrer, en nous inspirant des arguments de [Sch2, §9],
la proposition suivante qui est une adaptation de [B-Bl, Théoréme 2.1| pour
le cas d’une famille de fonctions dépendant d’un paramétre d :

PROPOSITION 7.1. Si (fq)aen= est une famille de (B1, B2, Cq, D, o, v, 9)-
fonctions avec (Cg)gen telle que Cq < d¥, alors, pour tout d,
> fa(k,1) = C4Plog(P) + O(d" log(d) P).
kP1iP2<P
On consideére (fy)gen+ une famille de (81, B2, Cq, D, , v, 0)-fonctions avec

Cyq < d¥, et on définit
L)=>">" falk,D).
k<K IL<L

LEMME 7.2. Pour tout d € N*¥,
> car(k) = CakKP' + O(d°KP =), Y can(l) = Cal® + O(d?L70).
k<K I<L

Démonstration. D’aprés la condition (1),
(7.1) Fy(K,L) = CuKA L + O(d° K LP? min{K, L}~°).
Pour L > 1 et K < L%, la condition (2) implique

Fu(K, L) = 3 (D fatks 1)) = 3 (can (k)L + O(kPa L7
k<K I<L k<K

=L% > cqu(k) + O(d KPH LR,
k<K
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En choisissant L tel que K < L* et KPt1L=9 = O(K#179), on obtient alors,
en utilisant la formule (|7.1]),

Z cai(k) = CaK" + O(dUK’Bl_(S). L]

k<K
LEMME 7.3. On fize un réel u tel que
(7.2) 0< Bip<1/2,
,6’1>
7.3 1+a=7| < —
(7:3) M( B2 B2’
51) d

7.4 D—-pF+1+9 —
(7.4) < & B2 202
On pose

Tgr= > > fa(k,1).

k<d=1Pr p1/2<iB2<P/kP1

Alors

Tay = B1pCaPlog(P) + O(d"* log(d) P).
Démonstration. On remarque dans un premier temps que
Ty1 = Z Z falk, 1) — Fy(d~ P, p1/(252)
k<d—1Pr pP1iP2<pP
avec
Fy(d='pr, pY/@B2)y = O(qv PP1#+1/2) = O(dV P).
D’autre part, par 'hypothése (7.3), pour tout k < d=1P*,
gltobi/B < q—(tabi/B2) p(itabi/B)n < g1 pe/Be.
et donc k < d—1(PY/B2 /kPr/B2)  La condition (2) donne alors
Td,l — Z (Cd’l(k)(Pl/ﬂz/kﬁl/bb)ﬁQ + O(deU(Pl/ﬁz/k51/52)52—5))
k<d—1Pn

+0(d°P)

_( 3 Cd],;ﬂ(f))P_i_O(( 3 kDfﬂlwﬁl/ﬁQ)dUPka/BQ)

k<d—1pw k<d—1Pn
+O(d°P)
k
= < Z Cd],{;lﬁ(1 )>P + O(PH(D*ﬂlJrlJrJﬁl/ﬁz))duP1,5/52
k<d—1Pw
+O(d"P)

:< 3 Cd;é’“)>13+0(dvp).

k<d-1pnr
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Il nous faut a présent évaluer > ;-1 pu ca1(k)/k'. Par sommation par
parties, et en utilisant le lemme précédent, on a

d-lpw

Cd, k _ o

> W S umam | ek
de*lp,u, de71P# 1 k’gt
— P p—1h (Cddfﬁl proL O(dvfﬁ1+6pu5175#))

d-1pr
+p1 | PO + 0@t ) dt
1
= Cy + O(d TP P7o1) + B,Cylog(P*) + O(d® log(d))

= B1Cqlog(P*) + O(dv*?). m

LEMME 7.4. On suppose 0 < pu < min{ﬁ, 2—;52}, et on définit
Tya = > Yoo falk D).
d—1Pr<k<pPl/(281) P1/2<iP2<P/kP1
Alors
Tap = (1/2 = B1u)CaP log(P) + O(d"** log(d) P).

Démonstration. On fixe d € N*. On considére un entier J assez grand et
on définit 6 > 0 via

(1+6)7 = apt/@-,
On considére alors des réels d~'P* < K < K’ < P25 ayec K' = K(146).

On définit
V()= ) S falk),

K<k<K' p1/2<if2<P/kA1

V(K)= Y > fa(k, 1),

K<k<K' p1/2<iP2<P/(K")A1

Vi(K)= > > Ja(k, 1),

K<k<K' pl/2<iP2<P/KP
et on remarque que
V_(K) < V(K) < Vi(K).
Par ailleurs,
Vi (K) = Fy(K', PYP2 | KPPy — (K, PYP2 P B2)
— Fy(K', PY@%)) + Fy(K, PY%),
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Or
Fy(K', PVB2 JKKP/B2y — Fy(F, VP2 FP1 62
= Cy((K"' —KPYPK =P+ O(d¥ (K" PK=% min{K', PY/B2 g =P1/B2}=9)
= Ca((146)" = 1)P 4+ O(d" (1 + 0)71 P11,
d’aprés (7.2). En remarquant que (1 + 6)%1 =1+ 810 + O(6?), on obtient
Fy(K', PY%2 [ KO P2) — Fy(K, PYP2 [P/ 2
= Cyf10P + O(d* T P1H0) 4 O(dV6%P).
De la méme maniére on trouve
Fd(K/,Pl/(zﬁQ)) — Fy(K, pl/(2,82))
= CyB10KP PY2 £ O(dV P10 + O(dV0*P).
On en déduit
Vi(K) = CyBOP + Cyf10 K% P2 1+ O(d" P =19) + O(dV 6> P).

Par des arguments analogues, on obtient la méme estimation pour V_(K),
et donc

V(K) = Cafr0P + Cap1 0K P2 4 O(d" O P1) + O(dU6%P).
On pose & présent, pour tout entier j tel que 0 < j < J,
K; =d 'P*(1+0).

Alors
Tap= Y V(K
0<j<J
J—1
= CyBr(JO)P + CyBr0P'? > Kjﬁl + O(dU T JPYH) 4 O(d¥ JO*P).
5=0
Or
p B _ B p1/2—pin _
Br _ pgg—Pr 51H<1+9) 1 — 45 ﬁwd P 1
9;01(] 0d— p T -1 dp O

= ;pl/2 + O(d_ﬁlPﬁll‘) + O(P1/20),
1

On obtient alors
Tyo = Caf1(JO)P + CyP + O(dv=Pr pt/2+6umy
+ O(dY0%P) + O(d"F° TP~ + O(d" J6>P)
= CyB1(JO)P + O(d’JO>P) + O(d" P) + O(dv 0 J P1=10).



Hypersurfaces de variétés toriques 81

On choisit & présent

J= {P“5/2<<2161 - u) log(P) + log(d)>J.

Par définition de 6 on a
1
Jlog(6+1) = ( - > log(P) + log(d),
21

et donc

0=J"1 ((2;1 - u) log(P) + log(d))

+0 <J2 ( (2151 - ) log(P) + 10g(d)>2>.
On en déduit

70 = ((2;1 - > log(P) + log(d))
10 <Pﬂ5/2<<21ﬁl _ u) log(P) + 1og(d)>).

Ty = Cabr (2,8 )PlOg(P) + Cyp log(d)P

+ O(d"* log(d) P ~#9/2 1og(P)) 4+ O(d" P),

Par conséquent

et le lemme est démontré.

Démonstration de la proposition @ On écrit

ST fak )= T falk D+ S falk, 1) — Fy(PY/ 200, p1/252)

kB11P2 <P EB11P2 <P EP11B2<pP
P1/2<12 PY2<kP1
= > fak D)+ D fa(k 1)+ O(dP).
kf1iP2<p EPriP2<pP
P1/2<B2 P2 <kP1

On remarque alors que

1
> falk ) =Tar+Tas = 5 CaPlog(P) + O(d"* log(d) P),
kP1iP2<p
Pl/2<162
d’aprés les deux lemmes précédents. Par symétrie, on obtient exactement le
méme résultat pour 3y s18, < p p1/2-ps fa(k,1), et la proposition est démon-
trée. m a
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REMARQUE 7.5. Par les mémes arguments et sous les mémes hypothéses,
> falkl) = C4Plog(P) + O(d"** log(d) P).
EBL(1+1)P2<P
Cette remarque nous sera utile dans ce qui va suivre.

7.2. Formule asymptotique pour N,y (B). L’idée est d’appliquer la
proposition a la fonction hy(k,l) définie en . Pour cela nous allons
montrer que cette fonction est bien une (81, B2, Cy, D, a, v, §)-fonction (pour
des constantes Cy, 6, 81, B2, o, v, D que nous préciserons).

Remarquons avant tout que, d’aprés la proposition la fonction h
vérifie bien la condition avec f1 = m+1—dy, fo =n—1r—+1—dy,
Cyg=ogetv=m—r+max{(r+1)(d —1)/21~! + ¢,5d;}. D’autre part,
par les corollaires et pour tout z € AY(Z) et P, < P1, on a

Nd,z (Pl) — 6d7szdm_T_d1 lm—'rPIerlfCh + O(dvlm—r+4d2 P17n+17d176)’
Nd,l,z (Pl) — 6d7le7zdm—7"—d1 lm—'r‘Plﬂ’H-l—dl + O(dvlm—r+4d2 P{ﬂ-‘—l—dl—ﬁ)

uniformément pour tout z,l < Pl(dl_l)/(%) et z € AY(Z). En notant

75 Nagu(Py) = cand{ e,9.2) € 24200 | Fide,.2) =0, 2] < 7.

= e ) 1)

Nava(Pr) = Y ha(k, )= > Naz(P)+ Y Nagz(P1)

k<Py ze A (Z) ze A (Z)
|z|= |z[<l

+ O(dm—rln—r—ﬁ—lP{nJrlf)\)

— ( Z Gd,zjz + Z 6d,z<]l,z)lm_rdm_r_d1 P{n+1*dl

zeAY(Z) ze A (Z)
|z]=l |z|<l

+ O(dvlnfr+1+4dgplm+l—d1—5)
uniformément pour tout [ < Pl(dl_l)/ (2d2) e méme, d’apreés le corollairem
Nd,m (PQ) — 6d,w Jd,mdm_rkm_rpgn_r—i_l_dQ + O(dvkm—r+4d1 P2n—7“+l—d2—5)

uniformément pour tout k < P2(d2_1)/(2d1) et ¢ € A3(Z). En notant

(7.6) de,U,k(Pg) = card{(w,y, z2) e Z"INU ‘ F(x,y,z) =0, |z| =k,

(| 2 1) < )



Hypersurfaces de variétés toriques 83

on voit que

Nyu(Py) = Z hq(k,1) Z Nyo(Py) + O(d™ "™ pr=ri=m
<P meAg(Z)
|z|=k
= Z Sy wl]dwk,m—rdm—rPanrJrlfdz
weA)(Z)
|x|=Fk

+ O(dvkm+1+4d1 Pnfr+17d276)
(d2—1)/(

uniformément pour tout k < d~ 1P 241)  par conséquent, hg vérifie

bien la condition avec
car(k) = > Gqatiak™ Td"T,

xeA)(Z)
|lz|=k
Cdg( ( Z GdzJ + Z Gdzjlz)lm TgmT d1
zeAY(Z) ze A (Z)
M= j2|<t

D =max{m +1+4di,n —r+ 1+ 4ds},

o = min do—1 dr—1
- 2d; T 2dy |’

On a donc montré que hy est une (m+1—dy,n—r+1—ds, o4, D, a,v,9)-
fonction, et donc en notant

~(§,1&(B) = card{(w,y, z) € Z"INU

4 # 07 (y,z) 7& (070)7

|y| n—r+1—ds
F(dx,y,z) =0, |z|m1-% max<{ dw |J |z |> < B}

x #0, (y,2z) # (0,0),

|y| n—r+1—ds
Fldz.y.2) =0 a1 max( | ] 4112l +1) <5}

la proposition [7.1] et la remarque [7.5] donnent
Ny (B) = 0aBlog(B) + O (" log(d) B)

1572&(3) = card{(w, y,z) EZ"TANU

pour ¢ € {1,2}. Par ailleurs, on observe que c(l()]( B) < Nyy(B) < Nc(llg,(B),
et on en déduit finalement :
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PROPOSITION 7.6. Sidj,d2 > 2 et n + 2 — max{dim V{*,dim V5'} > m,
ou sidy >2,dy=1 et n+2—max{dim V", dim V5'} > w', alors pour tout
B>1,o0na

Ny (B) = 04Blog(B) + O(d"*? log(d) B)

pour un certain § > 0 arbitrairement petit.

REMARQUE 7.7. Nous avons vu (dans ) que m < 13do(dy+dp)291+42,
De la méme maniére on montre que m’ < 13da(d; + d)2% 792, Par con-
séquent, la formule asymptotique ci-dessus est en particulier vraie lorsque
n + 2 — max{dim V;*, dim V;*} > 13dy(dy + dg)2%1 9.

8. Conclusion et interprétation des constantes. Nous sommes &
présent en mesure de donner une formule asymptotique pour
Ny(B) =} card{(z,y,2) € UNZ""? | pged(x) = 1, pged(y, ) =1,
F(x,y,z) =0, H(z,y,z) < B}.
On remarque en effet que si Ny .(B) désigne
card{(dz, ey,ez) € UN (dZ"' x eZ" "1 | F(dx,ey,ez) =0,
H(dz,ey,ez) < B}

—card{ (@.y.2) € UN @ % 277 | Fldmz) =0,

|y| n—r+1—ds
’w|m+1fd1 max{ d| ‘ 7 ‘z|} < B/(dm+1d1€nr+1dg)}
X

= Noy (B/(d" I =henmrHimd))
et
Ny (B) = card{(kz, ly,lz) € UN(KZ™ T x1Z™" x1Z"~™ 1) | pged(z) = 1
pged(y, z) =1, F(kx,y,z) =0, H(kx,ly,lz) < B}
(pour d, e, k,l € N), alors
Nge(B)=> > Nii(B
dk el

Par inversions de Mobius successives, et en utilisant la proposition on
obtient

Ny(B) = ;Niu(B) = 7 > uld) Y i(e)Nae(B)

deN* ecN*

Z NdU(B/(dm+1 dy e r4+1— dg))

m\r—~ .b\r—‘
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L p(d)p(e)
T4 Z dmH1—di gn—r+1—ds 4B log(B)

d,eeN*
p(d)p(e) o
( dmt1l—dign—r+l—ds d log(d)B
d,eeN*

_ i (%\; en_”(fl)_@) <d§ W’“‘f&ao Blog(B) + O(B),

car v = m —r + max{(r +1)(d; — 1)/2471 +£,5d1} < (m+1—dy) + 2,
pour r choisi assez grand, i.e. pour r > 6d; — 3. Par ailleurs on peut réécrire

ple)  _ 1
Z en—T+1—d2 - H (1 B pn—r—l-l—dg)

ecN* peEP
et
m—r—di __
dm+l d1 - J Z m+1 d1 d t= JG

deN* deN*
pour
(8'1) 6= Z dT'+1

deN*

On obtient donc finalement

PROPOSITION 8.1. Pourd; > 2, ds > 1, n4+2—max{dim V{*, dim V' } >

13da(dy + d2)2M%%2 et r > 6dy — 3, on a
Ny (B) = oBlog(B) + O(B)
lorsque B — 0o, ot l'on a noté o = 1J& [Lep(1— 1/pn—rtizdz),

Nous allons & présent donner une interprétation des constantes intro-
duites, et démontrer que I’expression obtenue est bien en accord avec les for-
mules conjecturées par Peyre [Pe] ; nous aurons ainsi démontré le théoréme

Rappelons que 'on a noté 7 : Xy — X la projection du torseur universel

Xo = (A™1\ {0}) x (A" 1\ {0}) sur la variété torique ambiante X. On
considére un point (x,y, z) € Yj tel que (a: y,z) # 0, ou

xj 51j€{0,...,r},
ti=qy; sije{r+1,...,m},
zj sije{m+1,...,n+1},

et on note P = 7(x,y, z). La forme de Leray wy, sur un voisinage de (x, y, z)

sur lequel 75 0 est alors donnée par
( 1)n+2—] —
wr(z,y,x) = aFidto N ANdtg A Nt (e, y, 2).

i, (@Y, 2)

Pour toute place v € Val(@) la forme de Leray induit une mesure locale wr, .
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On suppose & présent que le point (x,y, z) est tel que, par exemple,
20 # 0, zm+1 # 0 et 3Zi (x,y, z) # 0. Pour toute place v de Q, on considére
le morphisme

1

. -1
p: XQU —)A&V s

€1 Ly Yr+1 Ym Zm+2 Zn
W(w,y,z)b—>(,...,, e , ey )
) Ty TORm—+1 TORm+1 “Am+1 Zm+1

Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert de P, noté V,
sur lequel p est bien défini et induit un difféomorphisme analytique sur p(V).
On pose W = 7~1(V). Si I’on note
u=(Luy,...,ur), U= Vrt1,--,Um), W= (L, Wnt2,...,Wnt1),
la mesure de Tamagawa w, est définie par
duty ... duy,dveg1y .. dvg ydwy o, .. dwy,
OF

hy(u, v,w)‘m(u, v,w)‘y

PxWy =

I’

ol wy41 est implicitement défini par F(u,v,w) =0, et
h(w,v) = B (w)h() (u, v, w)

pour

|’U‘ n—r+1—ds
hD(w) = w7 h®) (w, v, w) = max | —2, |wl, ,
v 1% 1% |u|y

ou pour tout vecteur ¢ = (z1,...,2N),

||, = 121%}5\[ @il

8.1. Etude de l’intégrale singuliére J. Rappelons que lintégrale J
est définie par

J = S S e(BF(x,y,2))dxdydzdp
R |y|<|z|<1
lz[<1
et cette intégrale est absolument convergente. Nous allons montrer que J
coincide avec
0o(Y) = S W, 00-
=1 (Y)N{lyl<[z|<1, |2]<1}
Il nous suffit de le vérifier localement, i.e. de montrer que pour tout ou-
vert V' de {(z,y,2) | |y| < |x] < 1, |z| < 1} sur lequel, par exemple,
OF (g, 4y, z) # 0, Vintégrale

C()Zn-kl

| wree= — de dy dz

Vinm=1(Y) V'inr=1(Y) } Oznt1 z,Y, Z)|
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(avec dz = dzp+1 - - - dzy) coincide avec

Jyr = S S e(BF(x,y,z))dxdydzdp.
RV’

Considérons donc un tel ouvert V'. On note t = F(x,y, z), et 2,41 est alors
défini implicitement par x,y, 2,¢ sur V'. On note z,11 = g(=x,y, 2,t). Par
changement de variables, on a alors

S X(t,m,y,%)e(ﬁt)

Jyvr = S S OF N
RR[—l,l}nJrl 8zn+1(x7yvg($7y7zat))|

dxdydzdtdp

ol
. 1 si(x,y,2,9(x,y,2,t) €V,
X(t’w’y’z):{ .( Y, 2,9(x,y,2,1))
0 sinon.

La fonction ¢ = x(t,®,y, 2)e(t)/| 525

tions bornées, donc, par application des résultats d’analyse de Fourier (voir
[W-W. 9.43]) on a

(m7yag(w7y727t))‘ est a varia-

JV’ = S 5F X(Oawyyaz) x daf:dydi _ S W, 00-
[—1,1]n+1 ‘an+1 (w,y,g(w,y,z,O))‘ Vina—1(Y)

Remarquons que ces calculs constituent un équivalent du travail effectué par
Igusa [Ig, §IV.6] pour le cas des intégrales de fonctions indicatrices.

Nous allons a présent interpréter cette constante J en termes de mesures
de Tamagawa. Plus précisément, en notant 7., = weo, nous allons démontrer :

LEMME 8.2. On a
(m+1—di)(n—r+1—ds)
Oo-
4
Démonstration. Il nous suffit de montrer que par exemple pour I'ouvert
V défini précédemment on a 70 (V) = 2(m +1—di)(n —r + 1 — da) oo (V).
Par définition de la mesure de Leray,

Too =

dxdydz
1 (V)n{|z|<1, [y|<|z], |z|<1} | Ozn41 N 90

On remarque que

| \
max |z;] <1 < |zg| < ( max .
i i ’330|

On applique alors les changements de variables x; = xou;, y; = 2m4170v; et
2k = Zm+1wi dans l'intégrale ci-dessus. On voit que
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[zol < (Jul)™*

ly| <=l <1
& 4 [2mrallv] < Jul

2] <1 2
|[2mt1] < fw]

o |:L.O|m+1—d1 S h(()}))(u)—l
[zt [P < DD (v, w) L,

Donc

raolV) = | I !

8zn+1 Y, Z)}
X | 20|zt "% dag dzms du dv dib
|1.0|m+1—d1 Shg)(u)_l
21" <D (w0,w)
4 du dv dw
(m+1—di)(n—r+1—ds) hoo (uvw‘azﬂ(az,y,z)‘

4
B (m+1—d1)(n—r+1—d2)§/woo' -

p(V)

8.2. Etude de la série Singuliére S. Rappelons que & est définie par

G = Z gl 6d avec G4 = ZAd(q)
deN* q=1

ou

—(n a
Aalg) = ¢ > e(qF(dbl,bQ,b3>>.
n+2

a€(Z/qZ)* (b1,b2,b3)e(Z/qZ)

Nous avons le résultat classique ci-dessous :
LEMME 8.3. Pour tout d € N*, la fonction Ay est multiplicative.
Puisque &, est de plus absolument convergente (cf. lemme [3.17)), on a

Gd—Had,p ol Odp = ZAd

peEP

On remarque par ailleurs que pour tous d, k € N*

3 e(‘LF(dbl, by, b3)>
n+2 p

(b1,b2,b3)€(Z/p*1Z)
a
= Z €<ka(p”Up(d)b1’b2’b3)>

(b1,b2,b3)€(Z/p*Z)n+2
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et donc
Aa(p") = Ao (0°)
PP )
Par conséquent, pour tout d € N*, on a

p(d)

g1 S H Byenta)
peEP

ou pour tout v € N*,

Remarquons que By = 0 pour tout v > 2. La série ) ;- éli(—f)lGd étant
absolument convergente, on a alors

M =TI 5) = TT(X 50)

deN* peP v=0 peP v=0
~T1(X (a0t - 27)).
p
pEP k=0
Tp

Notons & présent
(8:2)  My(k) = card{(w,y, 2) € (Z/p"Z)"** | & # 0 (p),
F(z,y,2) =0 (")}
LEMME 8.4. Pour tout entier N >0, on a

al Ay(p* M, (N
kZO<A1(pk) - pr(f1)> = pN(7(1+1))7

et donc

M,(N)
/AT 2
7= W NG

Démonstration. On pose ¢ = p~. Il est immédiat que

qg—1
_ t
MY Y e(qF(bl,bg,b3)>
n+2

t=0 (b1,b2,b3)€(Z/qZ)
= card{(z,y, 2) € (Z/qZ)""* | F(z,y,2) =0 (q)},
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et de méme

q—1
t
Yy e(qF<pb1,b2,b3>)
n+2

t=0 (by,by,b3)€(Z/q7Z)

= pHeard{(x,y,2) € (Z/qZ)"*? | £ =0 (p), F(z,y,2) =0 (q)}.
On a donc

q—1
B t
=q ! Z Z <€<F(b1’ b, b3)>
t=0 (b1,b2,b3)E(Z/qZ)"+2 q 1 t
- pm@(qF(pbl,bQ,bg)»
- a
=q! Z Z E <€<F(b1, by, bg))
qilg  0Sa<qr  (bi,b2,b3)€(Z/qL)"+2 Q1
a
—F(pb1,b2, b
r+1 <q1 (pb1, by 3)>>

pgcd(a,q1)=1
a
—F(by,b2,b
<p’“ e 3)>

N
—N pN (n+2)

k(n+2

a€(Z/p*Z)* (blvbzabs)e( /pFZ)"+?

_'r+1<

F pb17 b27 b3)>>

@»‘ S

=Y (gt - ).

Nous allons & présent interpréter les constantes az’, en termes de mesures
de Tamagawa 7, définies par

1\ 2
Tp=<1—p> Wp.

Pour cela nous commencgons par établir deux lemmes intermédiaires :

LEMME 8.5. Pour tout N € N*, on note

Wy (N) = {(z,y,2) € (Zp/p")"* |2 £0 (p), (y,2) £ 0 (),

F(z,y,z) =0 (p")}
ainsi que My (N) = card W (N). Il existe alors un entier Ny tel que pour
tout N > Ny,

S B M;(N)
WLp = pN+D)
a:,y,z)GZgJr2

(
xZ#0 (p), (y,2)#Z0 (p)
F(z,y,z)=0
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Démonstration. Soit (x,y,z) € Z'*2. On note

[:Bayaz]N = (:L',y,z) mod pN

Alors
S Wr.p = Z S WL,p(ua v, ’LU)
(z.y,2)€Z31?, 220 (p) (xy,z)modpYN  (u,vw)ezZit?
(yvz)ito (p)7 F(a:,y,z):O :I!;c_éO (p)7 (y,z);?éO (p) [U,U,’UJ]NZ({B,y,Z)

F(x,y,2)=0 (pV) F(u,v,w)=0

= Z S wrp(u, v, w).

(a:7y7z)EW;( ) (U v 'w)GZ’“LQ

[uv,w]n=(z,y,2)
F(u,v,w)=0

Puisque Y est lisse, il existe un N > 0 assez grand tel que, pour tout

(z,y,2) € (Zp/p")"*? tel que  # 0 (p), (y,2) 0 (p), et F(x,y,2z) =0,

C_ilfjl,k Up 8931 T, Y,z 7Up 3y] Z,Y,=z 7Up 82’k T, Y,z

soit non nul et constant sur la classe définie par (x,y, z). On peut supposer

que N > cet que ¢ = vp(aan1 (z,y,2)). On consideére (u,v,w) € Z2*? tel

que [u,v,w|y = (z,y, 2), et (v, v, w') € Zg” quelconque. On a alors

oF
F / / /:F
(u+u,v+v,w+w) (uv'w—l—g pr (u, v, w)u,

=0
" 9F KR
+ uvwv—i— w, v, w)w), + G(u,v,w, v, v, w
]_Zayj( ) k%lak( )k ( )

ou G(u,v,w,u " w' ) est une somme de termes contenant au moins deux

facteurs u;, v} ou wy. Donc, si (u',v',w') € (pNZ,) 2,

Flu+u,v+v,w+w)=Fluv,w)(pV o).
Par conséquent, 'image de F(u, v, w) dans Z,/p"¥*¢ dépend uniquement de
(u,v, w) mod p" = (z,y, 2) ; on note alors F'*(x,y, z) cette image.
Si F*(x,y, z) # 0, alors U'intégrale

S wr,p(u, v, w)
(u,v,w)ezZrt?
[wv,w]Ny=(x,y,2)
F(u,v,w)=0
est nulle, et ’ensemble

{(u, v, w) mod plte | [u,v,w|y = (x,y, 2), F(u,v,w) =0 (pN+C)}

est vide.
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Si F*(x,y,z) =0, par le lemme de Hensel, les applications coordonnées
X0y sy Xo Yort, oo, Yo, Zint1s - - -5 £y, définissent un difféomorphisme de

{(w,v,w) € )" | [u,v, w]y = (x,y,2), Flu,v,w) =0}

sur (z,y, 2) + (pVZ,)"L, ott 2 = (21, ., 2n). Par conséquent,

S wr,p(u, v, w)
(u,v,w)ezZn?
[u,v,w]N=(x,y,2)
F(u,v,w)=0
- S pedugyp -+ durp dvp g1 p - dvgp dwpg1p - - - dwnp
(m7y72)+(pNZP)n+1
_ c—N(n+1
_ N,

N-+c

D’autre part, puisque F(u, v, w) mod p ne dépend que de (x,y, 2),

p_(N+C)(n+l) Card{(u’ v, ’LU) mod pN+C ‘ [’U/, v, w]N - (m7 Y, Z),
F(u,v,w) =0 (pV+9)} = p~ W) p(n+le _ je=N(n+1)

Finalement
| s X e
(a:,y,z)EZngQ, xZ0 (p) (x,y,2)EW, (N)
(y,2)Z0 (p), F(x,y,2)=0 F*(x,y,2)=0

= Z p~ NVFICHD card{(u, v, w) mod p™V*e |

(x,y,2)EWS(N)
N+C)}

[u,v,w]y = (z,y, 2), Flu,v,w) =0 (p
_ M7 (N +c)
p(N+)(n+1)”
d’ou le résultat. m

LEMME 8.6. On a

1
S WLp = <1 B pnfr+1fd2 S WL,p;
(wy,2)€2; "> (z,y,2)€Zy ">
xZ0 (p), (y,2)Z0 (p) xZ#0 (p), F(x,y,2)=0
F(x,y,z)=0

et d’autre part

. Mj(N) 1 .

lim —=(1———7F—|0,.
N—o00 pN(n—i-l) pn77"+17d2 p

Démonstration. La premiére partie du lemme résulte du fait que

p—(n—’r-l-l—dg)

wL,p(m7pyapz) = wL,p(xay,z)'
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Pour la deuxiéme partie, on considére un entier j tel que N > jds 4+ 1 et on
considére ’ensemble

N(j) = card{z € (Zy/p"Zy)", (y,2) € (W Zp/p"Zp)" " F! | £ 0 (p),
(y,2) 20 (), Flz,y,2) =0 (")}
On remarque que, pour tout N > jds,
N(j) = card{z € (Z/p"Z)"*", (y,2) € (Z/p" L))" |z £ 0 (p),

(y,2) Z0 (p), F(z,y,2z) =0 (pN %)}
= p(rDidet(n=r+D)(Gd2=3) pr*(N — jdy).

Soit Ny comme dans le lemme précédent, et soit jo = [(N — Ny)/da]. Alors

Mp(N)
= Y N@G)+O(card{(m,y,2) € (Z/p"Z)"*? | (y,2) = 0 (p*)})
0<jd2<N-—Np
_ Z p(r+1)jd2+(nfr+1)(jdz*j)M;(N o ]dg) + O(pN(n+2)fj0(nfr+1)).
0<jd2<N—Np

Or, d’aprés le lemme précédent,
M(N = jd)  M;(N)
p(N—jd2)(n+1) - pN(n+1)”

M,(N) = Z p—j(n—r-l—l)—i-jdzM;(N) + O(pN () —jo(n—r+1))
0<j<N—-No
1-— p*(N*NOJrl)(nfrJrlfdQ)

_ M;(N) + O(pN(n+2)_jO(n_T+1)),

1— p*(ﬂ*T‘Fl*dg)

et puisque o, = limy o0 M,(N)/pN™+1) on obtient le résultat. m
On déduit des lemmes et que

(8.3) o), = S WL p-

(z.y,2)€Zp
xZ0 (p), F(x,y,2)=0

On conclut alors en utilisant le lemme ci-dessous :

LEMME 8.7. On pose
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Alors

S wLyp = S wL7p(w7yaz)
(x,y,2)€ZnT> Yo (Qp)N{|z|p=1, hZ(x,y,z)<1}
x#0 (p), I'(x,y,2)=0

= a(p)wp(Y(Qp))-

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout ouvert V de A&;l C
X(Qé)) tel que pour tout P = m(x,y,2z) € V on a (par exemple) xozy+1 7# 0
Ja

et m(m, y,z) # 0 (les autres cas se traitant de fagon analogue), I’égalité

S wrp(x,y,2) = a(p)w,(VNY)

a1 (V)nm=1(Y)
Nlzlp=1,h}(zy,2)<1}

est vérifiée. Remarquons que, pour un tel ouvert V,

(1 _ ;>wp(v ny)

B < 1) S dutp ... duppdvegtp ... dvgp dWmsop - .. dwyp
vny

b p | OF_(qy, v w)| hl(w)h2(u,v, w)
8Z'n+l 9 Y p D D 9 bl

En appliquant deux fois le lemme 5.4.5 de [Pe], on obtient alors

1\2 1 —1 1 1
(1 o p> <1 o pm+1—d1> (1 o pn—r+1—d2> wp(V)

_ S dx dy dz
B OF
a1 (V)nm=1(Y) Ozn+1 (%yaz)‘p
m{hél)(w)ﬁl, R (z,y,z)<1}
- S wL,P(aj7 Yy, Z)-

=Y (V)NT~1(Y)
N{AY (@) <1, h2(,y,2)<1}

Or, étant donné que wr, ,(px, py, z) = p*(mH*dl)wLyp(ac, Y,z),on a
S WL,p

(m,y,z)er~ 1 (V)Nm=1(Y)
ﬂ{hg) (w)<1, h2(w,y,2)<1}

1 -1
= <1 - pm+1d1> S WL p(T, Y, 2),

Xo(Qp)Nm=1(Y)
N{lzlp=1, hj(z,y,2)<1}

et on obtient le résultat souhaité. m
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On déduit de ce lemme et de la formule (8.3) que

<1 R pid ) (1 B ;)2%<Y<@p>> = (Y (Qy)).

8.3. Conclusion. Rappelons que la formule asymptotique conjecturée
par Peyre [Pe], dans sa version corrigée par Batyrev et Tschinkel [B-T|, pour
le nombre Ny (B) de points de hauteur bornée par B sur 'ouvert U de Zariski
de la variété Y (pour la hauteur associée au fibré anticanonique wy') est

aY)B(Y)tu(Y)B log(B)rg(PiC(Y))—l

ou

1 1
alY) = - €*<wy ’y> d ,
W)= Gy -1 §Y)v Y
eff

Aeg(Y)" = {y € Pic(Y) @ RY |Vz € Aeg(Y), (z,y) > O},
B(Y) = card(H'(Q, Pic(Y))),
m¥)= J[ »¥@)).

veVal(Q)

(
(
Dans le cas présent on a

Pic(Y) = Z[Do] ® Z[Dpy1] ~ 72, rg(Pic(Y)) = 2,

—[Ky] = (m+1—d)[Do] + (n —r+ 1 —da)[Dypi1],

Aeg(Y) = R [Do] + R [Dy1] = (RF)?.
Par conséquent,
aY)= | e tmtlmdh=inrii=dlb g gy,

[0,00[
1
T mtl-d)n—r+1—ds)

D’autre part, Pic(Y) ~ Z?2, et le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit trivialement
sur Pic(Y), donc

BY) = 1.

Par ailleurs, d’aprés ce qui a été vu dans les sections précédentes,

[T @) =6 IT (1~ i)

pEP pEP

et
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Ainsi,

T. Mignot

a(Y)B(Y )7 (Y)Blog(B)8Fic)-1

1 1

peP

et on retrouve bien la formule de la proposition [8.I] Nous avons donc dé-
montré le théoréme [ 11
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