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1. Introduction. On définit la surface de Chatelet S, r comme modele
minimal propre et lisse de variétés affines de A?@ de la forme

X2 _aY?=F(X,1)
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ou F' est une forme binaire a coefficients entiers de degré 4, de discrimi-
nant non nul et ¢ un entier qui n’est pas un carré. Ces surfaces introduites
par Chatelet [10], [11] sont arithmétiquement tres riches puisqu’elles cor-
respondent a ’exemple historique donné en 1971 par Swinnerton-Dyer de
variétés ne satisfaisant ni le principe de Hasse ni I'approximation faible. Elles
sont également des désingularisations minimales de surfaces de del Pezzo de
degré 4 de type de singularité 2A; conjuguées [7, remarque 2.3]. Les surfaces
de del Pezzo ont été parmi les premieres a étre considérées dans le traite-
ment de la conjecture de Manin ([3], [19], [23] ou encore [26] entre autres)
puisque les plus simples dans la classification birationnelle d’Iskovskih [25].

L’objet de cet article est de décrire la répartition des points rationnels
sur les surfaces de Chatelet dans les cas ou S, r := S avec F' produit de deux
formes linéaires F} et F5 non proportionnelles par une forme quadratique F3
irréductible sur Q[i] et a = —1. Tous les éléments quant a la géométrie de
ces surfaces dont nous auront besoin ont été démontrés dans [I5] et [16] et
sont résumés dans [9] et [7] dans le cas ou F est scindé. Ils s’adaptent au cas
présent sans difficulté. En particulier, le systéme linéaire anticanonique |w§1\
est sans point base, ce qui donne lieu & un morphisme ¢ : S — P4 On
s’intéresse alors a la quantité

N(B) = #{x € S(Q) | (Hs o ¢)(z) < B},
ott Hy est une hauteur sur P*(Q) qui sera définie en section 6.1. Le rang
du groupe de Picard de S vaut ici 2 [9], si bien que la conjecture de Manin

prend la forme
N(B) ~ cgBlog(B)

pour une certaine constante cg > 0. Peyre [30] dans un premier temps, puis
Batyrev et Tschinkel [1] dans un cadre plus général, ont proposé une expres-
sion conjecturale de la constante cg s’exprimant en termes d’une mesure de
Tamagawa sur 'espace adélique associé a la surface S (voir aussi la formule
empirique donnée par Peyre dans [31], formule 5.1]).

D’apres [15] et [16], Pobstruction de Brauer—Manin est la seule obstruc-
tion au principe de Hasse et a I'approximation faible pour les surfaces de
Chatelet et en particulier les surfaces considérées spécifiquement dans cet
article ne satisfont pas nécessairement 1’approximation faible mais satisfont
le principe de Hasse. Il s’agit ici du troisieme cas, apres [7] et [§], pour lequel
la conjecture de Manin dans sa forme forte conjecturée par Peyre dans [31]
formule 5.1] est établie par des méthodes de descente sur des torseurs pour
une classe de variétés ne satisfaisant pas I’approximation faible.

Les travaux de La Breteche, Browning et Peyre [7] utilisant I’approche
par les torseurs versels (introduits par Colliot-Thélene et Sansuc [12]-[14]
et utilisés dans ce cadre pour la premiere fois par Salberger [34]) ont permis
dans un premier temps d’établir la conjecture de Manin dans le cas de



La conjecture de Manin 33

factorisations de type un produit de formes linéaires non proportionnelles [7],
puis les travaux de La Breteche et Browning ont fourni le cas d’un produit
d’une forme linéaire et d’une forme cubique irréductible sur Q [6], et enfin
les travaux de La Breteche et Tenenbaum ceux d’une forme irréductible sur
Q] de degré 4 ou d’un produit de deux formes quadratiques irréductibles
sur Q[z] [8].

On acheve dans cet article la preuve de la conjecture de Manin dans le
cas des surfaces de Chatelet avec a = —1. Le théoréme suivant améliore
notamment la borne N(B) < Blog(B) obtenue par Browning [9].

THEOREME 1.1. Lorsque a = —1 et F = 1 FyF3 avec Fy et Fy deux
formes linéaires non proportionnelles et F3 une forme quadratique irréduc-
tible sur Qli], on a

N(B) ~ coBlog(B),
B—oo

ot cg = cg est la constante conjecturée par Peyre.

REMARQUE. On peut se convaincre assez aisément que les méthodes
développées ici permettraient de généraliser le résultat a tous les a < 0 mais
au prix d’un certain nombre de complications techniques comme expliqué
dans [8, Introduction]. Le cas a > 0 semble nécessiter une approche différente
du fait du nombre infini d’unités du corps quadratique réel Q (v/a).

La méthode utilisée ici suit celle développée par La Breteche, Browning
et Peyre dans le cas précédemment cité. En particulier, la résolution de ce
probleme repose essentiellement sur ’estimation asymptotique de sommes
du type

(1.1) SX)= Y, r(E)r(Fa(x)r(F(x),

XEZ2NXR

pour une région R C R? convenable et ou r(n) désigne le nombre de
représentations d’un entier n comme somme de deux carrés. On rappelle
qu’on a ’expression

r(n) = 43" x(d),

ou x désigne le caractere de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode
pour estimer ces sommes est inspirée de [5] ou le méme genre de sommes
est étudiée mais pour la fonction 7 nombre de diviseurs a la place de la
fonction r. Pour la vérification de la conjecture de Peyre, on s’inspire ici
de [8] et de [7]. Cependant, a la différence du cas traité dans [7], on établit
que le traitement de la conjecture de Manin se fait au moyen d’un passage
sur des torseurs distincts des torseurs versels dont on donne une description
précise en section 7.
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2. Estimations de sommes liées a la fonction r. Plus précisément,
on considere x = (z1,22), F1 et Fy deux formes linéaires binaires dans
Z]z1,x2], F3 une forme quadratique dans Z[xy, z2] et R est une région de
R? vérifiant les hypotheses suivantes que 1’on notera NH:

(i) Les formes Fj et Fj ne sont pas proportionnelles.

(ii) La forme quadratique Fj est irréductible sur Q[i].
(2.0) (iii) Pour tout x € R et pour tout i € {1,2,3}, F;(x) > 0.

(iv) Larégion R est convexe, bornée avec une frontiere continiment

différentiable.
On définit
XR = {Xx|x € R}

et on pose Fy(x) = a121+b122, F2o(X) = asw1+boxs et F3(x) = azzi+bszi+
c3x1x9, avec a;, b; et cg entiers. Lorsque J, L € Z[x1, 2] sont deux formes
binaires homogenes, on note disc(.J) le discriminant de J(x, 1) et Res(J, L)
le résultant de J(x,1) et de L(z,1). On considere alors
(21) A= diSC(Fg) == C% *4@3[)3 75 0, Alg == Res(Fl, FQ) = a162 *agbl 75 0,
et

Aig = ReS(Fl',Fg) = agb? + bga? — c;:,aibi = Fg(—bi, (li) 75 0
pour i € {1,2} et, pour d = (dy,ds, d3) € N3,

A(d) = {x € 2% | d; | Fi(x)},
ou l'on note systématiquement (sauf mention contraire) d;|F;(x) pour
dy | Fi(x), da | Fo(x) et d3| F3(x). On introduit alors la quantité essentielle
p(d) = p(d, F1, Fy, F3) = #(A(d) N [0,d[?)
ou l'on note systématiquement d = d;dads.
On pose également
Loo = Loo(Fl,F27 Fg) = max{||Fl||},

ou || F;|| désigne le plus grand coefficient en valeur absolue de la forme Fj,

Too = Too(R) = sup max{|x1], |z2|}
XER
et

T/ = T/(F17F27F37R) = sup maX{|F]‘ ’FQ | |F3 }
XER

On note enfin
E={neZ|HeN, n=2"(mod2?)}
ainsi que En sa projection modulo 27,
Epn ={k € ZJ2"Z | I € N, k = 2° (mod 2™¢+2nh))
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et
1+ loglog 2
log 2
La borne S(X) < X? fournie par [2], ot la quantité S(X) a été définie
en (|1.1]), est alors améliorée par le résultat suivant.

(2.2) n=1 = 0.086071....

THEOREME 2.1. On suppose que les formes Fy, Fy et F3 et la région
R wérifient les hypothéses NH (2.0). Soient ¢ > 0 et X > 1 tels que
X176 > 1. Alors

LE (roor’ 4+ 12.) X2 >

S(X) = mPvol(R)X? H op + O; < (log X

ot

3
oo (1 X®) 3 X(p) s p(ptr, p2, o)
P — 2(v1+va+u3)
P ) S p

lorsque p est impair et
02 =38 lim 272 x € (Z)2"7)? | Fi(x) € Exn}.
Le produit Hp>2 op est bien absolument convergent.
On introduit alors I’ensemble
D ={(d,D) eN° | d;| Dy, 2 Di}
et pour (d,D) € ©, X > 1, on pose
(2.3) S(X,d,D) =S(X,d,D;R, Fy, F», F3)

- 2 o))

Cette somme est directement liée a un probléme de comptage sur la variété
affine de A® d’équations

(2.4) Fi(x) =di(s] +t7) (i=1,2,3),

ou les (z1,x2) sont restreints a une certaine région.

On introduit ensuite les entiers /1, {3, £3 et les formes primitives F}', Fy
et F3 telles que

(2.5) F;, = (;F;.
On consideére alors
D — < Dy Dy D3 )
(D1,41) (D2, £l2)" (D3, 43) )’

(2.6) a(D, A) = (Dl, A12A13)(D2, A12A23)(D3, A(Alg, A23))
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avec A = (A, Aqg, Aq3, Agg) et
a/(Da A) = a(D,a A/) = ( ,17 /12All3)(D§7 /IQAIQS)(DgaA,( /137 ,23))a

ou

037 010y (345 (3L
On a alors le résultat suivant, crucial en vue de I'obtention de la conjecture
de Manin.

THEOREME 2.2. Soient ¢ > 0 et X > 1 tels que ¥’ X'=¢ > 1. Si les
formes Fy, Fy et F3 et la région R vérifient les hypothéses NH (2.0) et
(d,D) € ©, alors

S(X,d,D) = * vol(R)X? [ [ 0,,(d, D)
LE D? (roor’ +12)d’ (d, A) X?
vo.( (log(X))7 = )

= (A, Ay, Ay, Ad) = <A @ ﬁ A23>

OIL\L
1+v2 N] Nz N3
I/ vo+vs )( p , p )

X X
op(d, D) :< D ) Z 2(N1+ N2+ N3)

veNs

avec Ny = max{v,(D;),v; + v,(d;)} lorsque p > 2 et
(27)  02(d, D) = 05(d) =8 lim 272U Ix € (Z)2"Z)? | Fi(x) € diEan}.

De plus,
[[or(d. D) < LE, D%d'(d, A).
p

REMARQUE. Le méme raisonnement que dans [3], section 6] permet, mu-
tatis mutandis, de se ramener au Théoreme griace & un changement de
variables. Le fait que A(D) ne soit pas un réseau (contrairement au cas
de [7]) est pallié en le reliant & une réunion de réseaux de la méme maniere
que dans [I7]. Ainsi, on ne détaille pas ici la démonstration du Théoréme

Pour terminer cette section, dans 'optique de vérifier la conjecture de
Peyre, il est bon de réinterpréter la constante obtenue dans le Théoreme 2.2
On définit, pour A € N3, u € N3 et p premier différent de 2

Nau(0")=#{(x,8,t) € (Z/p"Z2)" | Fi(x)=p™ (s7+t7) (mod p"), p"i| Fy(x)}
et
1 —bn—A1—A2—A3 n
(2.8) wap(p) = lim p Nau(P")-
Ces quantités sont bien définies et correspondent aux densités p-adiques
associées a la variété définie par (2.4). Pour le cas p = 2, on introduit
Nq(2") = #{(x,s,t) € (Z/2"Z)® | Fi(x) = d;(s? +t?) (mod 2")}
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et
(2.9) wa(2) = lim 275" Ngq(2").

n—o0

Notant enfin ws(R) la densité archimédienne associée au probleme de comp-
tage ([2.4]), on obtient le résultat suivant, qui traduit le fait que le principe
de Hasse est vérifié sur les torseurs décrits en section 7.

THEOREME 2.3. Supposons que les formes Fyi, Fy et F3 et la région R
vérifient les hypothéses NH (2.0) et que (d,D) € ©. Pour tout nombre
premier p > 2, on a wx u(p) = op(d,D) avec A = (vp(dy), vp(da), vp(d3))
et = (vp(D1),vp(D2),vp(D3)), wa(2) = 02(d) et woo(R) = 73 vol(R).

3. Propriétés des fonctions p. La fonction p a été abondamment
étudiée, notamment dans [17], [27] et [28] ou [5]. II résulte du théoreme
chinois que la fonction p est multiplicative dans le sens que si I'on se donne
deux triplets d=(d,d2, d3) et d'=(d}, d,, dj) tels que (didads, djdsds) =1,
alors

p(didy, dady, dzds) = p(d)p(d’).
Il suffit donc de I’étudier sur les triplets de nombres premiers. Le lemme
immédiat suivant tiré de [5, lemme 1] permet de se ramener a ce cas.

LEMME 3.1. Soient Fy, Fy € Z[x1,x2] des formes linéaires non pro-
portionnelles et F3 € Z[x1,x2] une forme quadratique. Avec les notations

de , pour d € N2, on a
p<d7F17F27F3) _ p(d/7Ff7F;7F§<)
(dqdads)? (dydhdy)? 7
ou d" = (di/(d1,41),d2/(da, l2),ds/(d3,(3)).

On a alors le résultat suivant.

LEMME 3.2. Soient Fy, Fs des formes linéaires primitives non propor-
tionnelles et F3 une forme quadratique primitive irréductible sur Q.

(a) Pour tout nombre premier p, on a
p(p”,1,1) = p(1,p",1) = p”.
(b) Sip1t2disc(F3), alors
disc(F:
p(1,1,p") = ¢(p") (1 + (18(;53)» [ﬂ +p2 2D < (v 1)p.
De plus, si p est un facteur impair de disc(F3), on a
P(L Lpu) < (I/ + 1)pu+min{\_Vp(disc(Fg,)/Q)J,l_u/QJ}

et sip=2,
p(1,1,2") < (v +1)2".
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(¢) Lorsque max{vi, o} < [v3/2] et p impair, on a
p(pyl’pyg’pug) < (1/3 + 1)p2(111+1/2)+u3pmin{ I_l/p(diSC(F3)/2)J,I_Z/3/2J}.
De plus, lorsque max{vi, 2} =v3 =1 et pt A19A13493, on a
P, p ) < ),
Enfin, lorsque max{vy,v2} < [v3/2], on a
p(271,2"2,2%) < 22t

(d) Lorsque [v3/2] < min{vy, e} et pour tout nombre premier p, on a

p(p¥r, p*2, p*?) < p* Fr2+2v3+min{r,ve,vp(A12)}

(e) Lorsque vj < [v3/2] < vz < vy avec {i,j} = {1,2} et pour tout
nombre premier p, on a

p(puljpyszug) < V3p2uj+ui+ug+j1/3/2j (pmin{[u3/2'\,fup(Aig)/ﬂ} + prp)’

ot

rp = min{vi — [/2], [vp(Ais) 21} + min{ [v/2], [vp(disc(Fy)) /2] }.
(f) Pour tout nombre premier p, on a
p(p”t, p*2, p?) < min{pQ(VerVs)er7p2(u1+us)+uz7 (vs + 1)p2(”1+”2)+31’3/2}.

Démonstration. La preuve des points (a) & (e) se trouve dans [5], lemme 3].
Démontrons donc le point (f). En négligeant les deux conditions p** | F (x)
et p3 | F3(x), on obtient les majorations

p(p",p* p™) < PP p(1,p", 1) = pPt Y,

On obtient aussi la majoration

p(p*t, p2,p*) < pPlratraltn

en inversant les roles de Fy et Fy. En oubliant les deux conditions sur les
formes linéaires, on obtient

(", p"2, p) < PP p(1,1, )
et on conclut grace au point (b). m

Suivant toujours [5], section 3], on peut déduire de ces deux lemmes que
la fonction
p(d)

) =i

est proche, au sens de la convolution, de la fonction R : d — R(d) = ra(ds)
avec

(3.1) ra(€) => xa(k)

k|
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ou xa(n) = (%) est le symbole de Kronecker et A a été défini en 1) On
note également h la fonction arithmétique satisfaisant

f(d)=(h*R)(d)=>_ h<d1 @2 d3>R(k).

ki’
et 1 ko ks
kild;
LEMME 3.3. Soient Fy et Fy deux formes linéaires mon proportionnelles

et F3 une forme quadratique irréductible sur Q. Avec la notation (3.1), on
a pour tout A > 0,

Z |h ]log ]ﬁ/ﬂgk’g) Lio.

KkeNs hikaks
En particulier,
h(k)x (k1 k2ks)
3.2 = L(1 _— Lt .
(3:2) [ow=L0xax) ) ke <L
p>2 keN3

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la preuve [5, lemme 4] dans
le cas A = 1 s’adapte immédiatement pour fournir le résultat. m

On définit également pour un polynoéme g € Z[X] la quantité

py(n) = #{x € Z/nZ | g(x) = 0 (mod n)}.
Il s’agit d’une fonction multiplicative qu’il suffit donc d’étudier sur les puis-

sances de nombres premiers. On aura besoin du résultat suivant (voir [,
lemme 1] par exemple).

LEMME 3.4. Soient g € Z[X] de degré d > 2 et p un nombre premier qui
ne divise pas le contenu de g et tel que p* || disc(g). Alors, pour tout v > 1,

pg(P”) < dmin{p/‘/27p(lfl/d)u’py,l}'

4. Démonstration du Théoreme [2.1]

4.1. Extraction des valuations 2-adiques. On effectue ici un raison-
nement préliminaire similaire a celui effectué dans [6l, section 3] afin de pou-
voir utiliser des décompositions semblables a celles de [24] section 3|. En
utilisant les formules T(Zn) = r(n) et r(n) =0sin =3 (mod 4), on obtient

Y Y (RE)(R) — Y st ),

ko>0xeZ?2NXR ko>0
2k0||x
S X) =Y r(Fux)r(Fa(x))r(Fs(x)).

xEZ2NXR
2f(w1,22)
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En regroupant les termes selon la valuation 2-adique de Fj(x), on a
=2 D S@hx),
ko>0 keN3
avec Sk(X) la restriction de S*(X) aux x tels que
va(F3(x)) = ki, 27%F(x) =1 (mod 4)
et 21 x. On a clairement 2% < Fj(x) < (X’)9e(F3) | donc k; < log(X'). On
remarque également que min{k;, k;} < va(A4;; ).
LEMME 4.1. Lorsque
(Fy(x)) =k;, 27%F(x)=1 (mod 4)
et 21 x, il existe une matrice M € Ma(Z) inversible dans Q et x' € Z* avec
i =1 (mod 4) tels que x = Mx'.

Démonstration. En raisonnant comme dans [0, section 3], on peut sup-
poser sans perte de généralité que a1 est impair. La premiére condition
(4.1) 27M P (x) =1 (mod 4)
équivaut alors & lexistence de 2} = 1 (mod 4) tel que x; = cxo + 2M 1)
ot ¢ € {£1} tel que ¢ = a; (mod 4) et ¢ € [0,2"F2[NZ tel que

ajc = —by (mod 2M1+2),

Si k1 = 0, on a alors automatiquement 2 { x, et sinon, cette condition devient
équivalente au fait que xo soit impair.
Intéressons-nous a présent a la deuxieme condition

2R Fy(x) =1 =2} (mod 4).
Si on suppose la premiere condition vérifiée, cette condition est équivalente a
Fylcxy + 282 20) = 2722 (mod 2F272),

On considere alors F3(X,Y) = Fo(cY 4+ /2" X, Y) = 252 (aX 4 bY') pour kb,
a et b trois entiers tels que (2,a,b) = 1. Si kb > ko, alors les deux premiéres
conditions n’ont pas de solution commune. Si k) < ks on pose

(4.2) V=ky— k), >0
et FY(X,Y)=2"MF)(X,Y) de sorte que
Fll (2, 29) = 2% 2, (mod 2F2+2).
On peut écrire 29 = apz’y (mod 252 +2) pour un unique as € [0,25+2[NZ
pour obtenir
(4.3) FI(1,a) = 2% (mod 2F212).
Finalement, lorsque la premiére condition est vérifiée, la deuxieéme est Vériﬁée

si, et seulement si, k), < ko et 29 = o) + ka2 L, pour ay solution de
De plus, si k1 # 0, ag doit étre choisi impair.
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Posons F4(X,Y) = F3(cY +2M X,Y) = 283 (c X% +d XY +eY?) pour kj,
¢, d et e quatre entiers tels que (2,¢,d,e) = 1 et k§ = ks—k} lorsque k% < ks.
Légalité

2 R Fy(x) =1 = 272 (mod 4)
conduit alors de méme a montrer que si la premiere condition est remplie,
la troisieme lest si, et seulement si, k5 < k3 et s'il existe ag € [0, 2k 2N 7
solution de
(4.4) F(1,a3) = 2% (mod 2% +2)

1

tel que z2 = azx) + 2%3122! a3 devant étre choisi impair lorsque k; # 0.
Dans le cas ol les trois conditions sont remplies simultanément, d’apres ce
qui précede, soit il n’existe pas de solution, soit il existe as solution de
et ag solution de tels que

1 "
Ty = aox (mod 2M272) et x5y = azz] (mod 283 F2).
Donc
H /1! 1
oy = ag (mod 2mintkz kg }+2)
, "o
et par conséquent x5 est de la forme z9 = ax) + gmax(ks ’k3)+2:v’2 avec a = «g

si ko > k3 et o = aig si kg > ko et pour un certain entier z5,. On vient donc
de montrer que si les conditions

v (Fy(x)) = ki, 27%Fi(x) =1 (mod 4)

et 2 1 x admettent des solutions, ces dernieres peuvent s’écrire x = Mx'
avec 24 = 1 (mod 4) et

d2k ¢ 1 0
M = Ma = <0 1) <a 2max{k/2/,k‘é'}+2)

(Cl2k1 + co CZmax{k’Q’,ké’}+2)
= )

o 2max{k/2/,ké’}+2

ol a € [0, 2max{k k51421 N 7, vérifie
FY(1,a) = 2% (mod 2¥:+2),
(4.5) FY(1,a) = 2% (mod 2¥5+2),
a =1 (mod 2) lorsque k1 > 1.
On remarque pour conclure que
|det (M)| = 2k tmaxths k532 g
On majore alors
(4.6) n(k) = n(ki, k2, k3),
le nombre d’entiers a dans [0, 20*{k2k5342[ 0 7 vérifiant .
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LEMME 4.2. On a n(k) < 1 avec n(k) défini en (4.6]) et ou la borne ne
dépend que de la valuation 2-adique de A* := A19A13A93A.

Démonstration. On commence par traiter le cas ou k; > 1, dans lequel
on sait que « doit étre impair. On a clairement
r = —biag (mod 2M),
n(k) < # < x e z/2kmadkks}+2y | B3 1) =0 (mod 2F2),
F3(z,1) = 0 (mod 2%3)
ou a; désigne l'inverse multiplicatif de a; dans Z/2k12. Alors, si k1 >
max{ks, k3}, on a
ok1+max{ks,ks}
——
En utilisant le fait que min{k;, k1} < v2(A;1) pour i € {2,3}, on en déduit

’I’L(k) < _ 2max{k:2,k3}.

n(k) < 224 <« 1.

Passons aux cas ou max{ks, k3} > k1. On traite tout d’abord le cas k3 > ko.
Par le Lemme
2k1+k3

n(k) € = p— e (27) € 2% ppy0) (2) < 2D <1,

Enfin, de la méme maniere, dans les cas ou ko > k3, on obtient
n(k) < 2Mpp, 1) (27) < 2M < 1.

Il reste & majorer n(k) lorsque k; = 0. Dans ce cas, on procede de
méme que ci-dessus pour les « impairs, mais on doit ajouter tous les « pairs

de [O, gmax{ka,ks} [ N Z qui vérifient 1) Avec la notation 1) le nombre
de ces «a est majoré par celui des 3 tels que

F{(1,8) =0 (mod 2k3).

Par le Lemme cette quantité est majorée par 2v2(disc(F: 3)) <« 1, ce qui
acheve la preuve.

On relie maintenant la quantité n(k) et la constante o9 qui apparait dans
le Théoreme 2.11

LEMME 4.3. On a

5 1 n(k)
92 = Z 92k Z ok1+max{ky Ky} 2
ko>0 k1,ko,k3eN3

ou les entiers kb et k% se déduisent de ko et ks comme en (4.2)) et (4.4).
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Démonstration. En partitionnant (Z/2"Z)* selon la valuation 2-adique
de (z1,z2), on obtient 1’égalité

b 8
72 = N 22
x Y #{xe(z/27P2)? | 21x, Fi(x) = 2" (mod 2™en)},

0<ko<n
0<k1,k2,k3<n
ol my p; = min{k; +2,n — ko} pour ¢ € {1,2,3}. On vérifie aisément grace
au Lemme que la contribution des termes tels que pour au moins un
des k; (1 < i < 3) on ait k; +2 > n — kg a la triple somme intérieure
est négligeable. On peut donc s’intéresser uniquement aux triplets tels que
max{ky, ko, ks} <n — ko — 2, ce qui revient a estimer

oy =8 lim 272"
n—oo

X > #{x € (2/2"*07)? | 24 x, Fj(x) = 2% (mod 2F+2)}

0<ko<n
0<k1,k2,ks<n—ko—2

On a vu en (4.1) qu’on pouvait supposer a; impair et que les conditions
vo(Fy(x)) = ki, 27%Fj(x) =1 (mod 4), 2{x
impliquent 'existence de 2f =1 (mod 4) tel que

x1 = cxy 4+ 2M2) (mod 2M1+2)

avec ¢ € {£1} et ¢ = a1 (mod 4). Par conséquent, 1 est entierement
déterminé par la valeur de x5 modulo 2112, On sait ensuite que si on pose
xo = axy (mod 2maX{k/2/’k/3/}+2), alors « est une des n(k) solutions de
dans [0, 2m@<{k3 5342 N 7, Posant k = max{ky, k%, k2}, on constate alors
que les trois conditions de congruence ne dépendent que de la classe de x
modulo 282, Autrement dit,

oy = 8 lim 272" Z 92(n—ko—k~-2)

n—00
0<ko<n
0<k1,k2,ks<n—ko—2

x #{x € (2/2""?Z)* | 21 x, Fi(x) = 2% (mod 2"7?)},
soit

1 1
=23 o D, gme

ko>0 k1,k2,k3>0
x #{x € (Z/2""°7)* | 21 x, Fi(x) = 2" (mod 2"7?)}.



44 K. Destagnol

Dans le cas par exemple ou k = k1, cela fournit une contribution

1 1 by — [N
2 Z 22k Z 22191—1-22 1ty 3}n(k)’

ko=>0 0<ka,k3<k1

1 n(k)
2 Z 22k Z 2k1+max{k”,ké’}+2 :

ko=>0 0<ka,k3<k1

soit

On traite les deux autres cas de la méme fagon et en regroupant les trois
contributions, on obtient finalement la formule

_y 1 n(k) 2 n(k)
72 = Z 92ko Z ok1+max{ky k3 }-+2 - g Z ok1+max{ky k5}" -
ko>0 k1,k2,k3>0 k1,k2,k3>0

On écrit ensuite

(4.7) S(X)= Y > Sic(27F X)

0<ko 0<max(k;)<loglog X
YT setw
ko>0 max(k;)>loglog X

D’apres ce qui précede,

(4.8) Sk(X) = SkalX)
ou « parcourt les n(k) solutions de et ou
(4.9) Sk,a(X) = Z r(F (Mx))r (Fo(Mx'))r(F3(Mx')),
x' €Z*NXRm
x| =1[4]

avec Ry = {x' € R? | Mx' € R}. L’ensemble

MZ? = {(Mx' | x' € 7%}
est un réseau de covolume det(MZ?) = det(M). On considere alors une base
réduite (e, e2) de Ry, ¢’est-a-dire une base telle que e; soit un vecteur non

nul de norme minimale et eo un vecteur de Ry \ €1Z de norme minimale.
Notant ||x|| = max{|z1|,|z2|}, on écrit alors tout x € Z?N XR sous la forme

(4.10) x = Mx' = \ej + pey
pour deux entiers A et p. On pose alors
(4.11) F{(\, p) = Fi(\e1 + pe2),  Fm = F{FF;.

On montre & présent que le second terme de (4.7)) est un terme d’erreur
acceptable dans 'optique du Théoreme Pour ce faire, on a besoin des
deux lemmes suivants.
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LEMME 4.4. Pour touse >0et X >1, ona E K (det(M)LOO)E, ot

pe I (20 ILTL (1)

4<p<X
. 1 - )2 Py, 2) =0 (mod n),
pFM<n>—@(n)#{< L) € @ | MO }

d; € {0,1} et Fa défini en (4.11]).

Démonstration. On a

11 H<1+ x(p ><<1.

1=1,2 p<X

Notons ¢(f) le contenu d’un polynéme f & coefficients entiers. Lorsque p
divise ¢ := ¢(FY)c(Fy)c(Fy), on a une contribution majorée par

H(l N P?M(Z)X(p)> _ H<1 N (p+ ;)X(p)>

4<p 4<p

|6 p|o
H(l + ) < 390) « §° < (det(M)Lao)°.
plo

L’inégalité élément'aire o F{FyFy (p) < p}l, (p) + p?}é (p) + p;é (p), 'Vz‘xlable pour
tout nombre premier p, implique que les premiers p qui ne divisent pas §
contribuent pour

1 <1+pFM(p) ><< 1T

4<p<X 4<p<X
pfé pfé

On peut alors aisément majorer cette contribution par

(P () + Py () + Pl ()X (P)
exp (4 o) ) )

pto
Or, d’une part pour i € {1 2}

Z pF’ Z X(p ZX;([)P)+O(1)
1o

4<p<X 4<p<X
pfo pfo

< loglog(det(M)Ls) + O(1).

< (P (P) + Py (P) + Py (p))x(p)>
, .
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D’autre part,

P (P)x(p) (o
Y BT« Y PrEnEXE) log(det(M)Loo) + O(1).
4<p<X p 4<p<X p
pfé pfé
Pour pouvoir conclure, il nous reste donc a montrer que
3 PF; (1) (P)X(P)

) < loglog(det(M)Ls) + O(1)

4<p<X
o

sous 'hypothese que Fj est irréductible sur Q[i]. On voit tout de suite que
disc(Fj(x, 1
PRy (P) =1+ <( ;( ))>

ol (5) désigne le symbole de Legendre modulo p. On décompose
disc(F4(z,1)) = e3ugvs

ou g3 € {—1,1}, vz est un carré et us est positif sans facteur carré. On a
alors par multiplicativité

_ Uu
Pry(en)(p) =1+ x(p)1 =)/ <1>3>

Comme la forme est irréductible sur Q[i], on a ug # 1 et on obtient donc
un caractere de Dirichlet modulo u3 non principal et distinct de x, ce qui
permet de conclure la preuve. =

LEMME 4.5. Soit ¢ > 0. Lorsque X > 1 etk € N3, on a
X2
(k1 +max{ka,k3}) 1+
(4.12) Sk (X)) < 27maxtiats LZO<2maX{k17k27k‘3} X E)’

ot Sk est définie en (4.8)).
Démonstration. On reprend ici les notations (4.10). Un cas particulier
du résultat de Davenport [18, lemme 5] permet d’obtenir les estimations
A [/ llewll, < [x[/lez]]-
D’ou, avec les notations (4.11)),

SaX) < D r(F (O w)r(EFS(A, 1) (F5(\, ).
ALX/ e
p&X/e2]|

On introduit alors, en notant rg = %r, une fonction multiplicative r; définie
de la maniere suivante :

=1 iv=1
vp premier, Yy > 17 Tl(pl/) _ {TO(p) + X(p) S1 v y

(1+v)3 sinon.
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Pour tous k, m et n entiers, on a ainsi
ro(k)ro(m)ro(n) < ri(kmn).
On en déduit la majoration

SeaX) < Y (P )

ALX/lex]|
nX/ ezl

ou Fyp est un polynome de Z[z, x2] de degré 4 défini en (4.11)). Alors
IF/ < (deg(F)) + 1)V L

ou ||[M|| désigne le plus grand coefficient de la matrice en valeur absolue.
Ici, a partir de I'expression de la matrice M, on voit immédiatement que
IM|| < 2kitmaxdhaks}l Done

||FM|| < 24(k1+max{k2,k‘3})L?o)o < (2k1+maX{k27k3}Loo)4-
On déduit finalement de [4), corollaire 1] et du Lemme que
X2
Sk,a (X) < 26(k‘1+max{k2,k‘3})Lio< + X1+€>
lex]] - ez
pour tout € > 0. Or, on sait que pour tout réseau I" de base réduite (by, bg),
det(I") < ||by]| - ||b2|| < det(I).

Donc, avec les notations (4.10)),

1 1 1
< <
lex - [lezf| — det(M) = 2max{kihaks}’

ce qui fournit finalement
2
Sica(X) < 2etkitmaxikaks}) e <X + X1+€)
“ o0\ gmax{ki,k2,ks} :

On conclut la preuve grace au Lemme [1.2] u

On déduit de (4.8) et du Lemme Iestimation

X2 X 14e
22k0+max{k1,k2,k3} + 2(1+€)k0 > '

SK(27MX) < 25(’“1+ma"{’“2’k3})Lio<

On T'utilise pour estimer le deuxieme terme de (4.7)). Traitons par exemple
le cas de la somme

S1 = Z Z Z Sk(Q_kOX).

0<ko k2,k3<loglog X ki>loglog X
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Quitte a prendre € assez petit, par des majorations élémentaires on a

2
) < Z Z ge(ky+max{ks.ks}) [ ¢ < X +X1+z—:)
%0 o oo
ko,ks<loglog X ki>loglog X 2maX{ vhaka}

X2
< Li(logX) Y 2%M (2,“ +X1+€>
k1>loglog X
< LioXQ(log X)leog(Q)flog(Q) < LioX2(logX)3slog2777'

On traite de la méme facon le terme d’erreur et les autres cas de sorte
qu’avec les notations (4.9)),

€ 2
(113)  S(X) =3 S s +o<m>.

ko>0 0<k1,k2,k3<loglog X

On pose alors X' =7/ X, Y = (' X)"/?/(log X)¢ pour une constante C' > 0
que lon fixera plus tard et F;m(x’) = F;(Mx’). Valables lorsque l'on a
0<m < (X)? et 272(Mm = 1 (mod 4), les décompositions suivantes
permettent de restreindre les intervalles dans lesquels varient les variables
de facon acceptable :

(i) la décomposition r(m) = 4A,(m) +4A_(m) avec

Ag(m)= > x(d), A-(m)= > x(e),
dlm elm

d<v/ X' m>eV X’

appliquée & F pm(x');
(ii) la décomposition r(m) = 4D, (m) +4D_(m) avec

Dim) = Y xd), D_(m)= 3 x(e)
ddg‘r)n(’ me>‘7enX’

appliquée & F3 nm(x');
(iii) la décomposition r(m) = 4B;(m) + 4C(m) + 4B_(m), avec

By(m) =Y x(d), Cm)= > x(d), B-(m)= > xle),
dlm dlm elm
d‘SY Y<d§|X’/Y m>e‘X’/Y
appliquée & Fy pm(x').

On notera que, dans A_, D_ et B_, on a respectivement e < VX', e < X’
et e <Y. On introduit alors les quantités
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Sit+(Xika)= Y Bi(Fim(x)Ax(Fom(x))Dx(Fsm(x')),

x'€Z2NXRm
x| =1[4]

So(Xika)= Y CLimE))r(Emx))r(Fm),

x' €72 NXRwm
1=1[4]

de sorte que

(4.14) X)=4*>" 3" Siii(X;k a) +4ZSOXka
o £,+,+

4.2. Traitement de Sy. La contribution des sommes So(X; k, o) est
So(X) =) > D So27F Xk, ).
ko>00<k1,k2,k3<loglog X «

On montre dans cette section que la somme Sy constitue un terme d’erreur
convenable dans 'optique du Théoreme

LEMME 4.6. Soient e >0 et X > 1. Avec la notation (2.2), on a
LE roor’ X2
(log X)7=="
Le reste de la section est consacrée a la démonstration de ce lemme. On
s’inspire ici de la méthode utilisée dans [4, section 4]. On a clairement

So(Xik,a) < Y [CFLMm))|r(Fam(x)r(Fsm(x')).

x' €Z2NXRm
) =1[4]

So(X) <

On pose alors
E={meZ|3d|m,Y <d< X/Y},
By ={meZ|3x € 27MXR, F(x) =m},
B, = EN Ey,,
de sorte que
So(27M Xk, a) < Z Som(27FX)|C(m)]
meBy,

ou

Som(X) = Y r(Ea(x)r(F(x)).

xXE€Z’NXR
Fi(x)=m

On en déduit donc que

So(X) < (loglog X)* >~ >~ Som(27X)|C(m)].

ko>0 mEBkO
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D’apres [4) lemme 6], on a, lorsque 250 < /X,

Z Clm)| < r’2’k0X(logllogX')9/4

mEB, (IOgX )77

On en déduit, pour tout X > 1, la majoration

' X (log log X')?1/4
(log X7)

—k —k
(4.15)  So(X) < kzgoz " max |So,m (275 X)| + X.

On montre alors le lemme suivant qui permet de conclure que la contribution
de Sy donne un terme d’erreur convenable.

LEMME 4.7. Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que
So.m(X) < L reoX (loglog X')°.

Démonstration. On adapte ici la démonstration de [4, lemme 5]. Sup-
posons que a1 # 0. Alors

m — blxg
T = —7"
a1
et par conséquent
Aam + Bon
Fy() = 220522 ()
1

avec Ay = a9, By = a1by — agsb1 et n = x5. Donc

Asm? + Bsn? + Cymn
Fy(x) = =y = Fj(m.n)
1

avec Az = a3, By = agb% + bga% — c3bra; et C3 = c3a1; — 2a3b;. On peut
remarquer que ByB3 # 0. On pose alors
/ By / Bj

Bl — 22 B —
27 ged(Aam, Bs)’ ® 7 ged(Azm?2, Bs, C3m)’
Agm A3m2
/ o / —
AQOn)__ngC4wﬂufb)’ Ay(m) ged(Asgm?, Bs, Csm)’
Ci(m) Cam

- ng(Agmz, Bg, Cgm) '
On introduit enfin A := 2 x 3 X a1 Ba B3 A* avec la notation du Lemme et
la fonction multiplicative ro définie pour p premier et v entier naturel par

ro(p”) = {
de sorte que

Som(X) <167(h)> D ra(Gm(n)) < L, > 12(Gm(n)),
n<Roo X n<Roo X

(v+1)? sip|houv >2,
ro(p¥) =1+ x(p) sinon,
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Gm(n) = (Ay(m) + Byn)(Aj(m) + Byn® + Cy(m)n).

On rappelle qu’un nombre premier est dit fize par un polynéme P a coef-
ficients entiers si P(n) = 0 (mod p) pour tout entier n. Le polynéme G,
étant irréductible et primitif de degré 3, seuls p = 2 et p = 3 peuvent étre
des premiers fixes. Deux applications successives éventuelles du lemme 5
couplées a la remarque 8 de [2] montrent qu’il existe a € {0,1}, b € {0,1,2}
et 0 < pu <4 tels que

G (3% x 2bx + k)

39 x 2¢#
soit sans premier fixe pour un certain entier £ < 10. On déduit finalement
la majoration

Gmg (1‘) =

Som(X) < Li, > ra(Gma(n)).

N&KTrooX

Pour roo X > L5 (X')¢ et € € ]0,1[, une application de [2, théoréme 2]
permet d’obtenir ’estimation

Som(X) < LEreeX H <<1 _ mep2(p)> Z Tg(pl’);;cym,z(p”))

PLroc X v>0
En utilisant le Lemme on obtient
r2(p”)PGm . (PY) 6 27 v+1)2
pa) DG 62l
v>1 p” p p v>3 /
6 27 1167 _ 1200
“p p p p

On déduit de tout cela que les nombres premiers p qui divisent le discrimi-
nant de G, 2 ont une contribution a Sp , (X)

12
<LireX ] (1 + 00).
. p
pldisc(Gm,2)

Une étude attentive du passage de Fy,, & Gy, 2 ainsi que [2], lemme 1] montrent
que disc(Gpm2) < LEImS. On en déduit donc

1200
LireX ] (1 + ) < L5 mo0 X (log log X')1200,
. p
pldisc(Gm,2)
puisqu’il est nécessaire que m < X' pour que Sp,,(X) soit non nulle.

On traite maintenant la contribution des p qui ne divisent pas le dis-
criminant. Pour ces nombres premiers, on a une meilleure majoration de
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PG »(P”) < 1, qui donne de la méme fagon qu’en (4.16) les majorations

3 r2(p") PG (DY) <Y (’/;;1)2 < iz

v
v>2 p v>2 p

Cela permet de négliger tous les exposants v > 2. On en déduit donc

So.m(X) < LS 700 X (log log X')1200

L ()

PLroo X
pidisc(Gm,2)
soit
-1
SO,m(-X) < LgorooX(loglogX’)moo H (1 + (TQ(p) )me,Q(p)>
PLroo X p
pidisc(Gm,2)
< LiraX (loglog X)2° ] (1 | XP)PGn, (P) )>
PLroo X p

< LZ roo X (loglog X')1200+0(1)

On raisonne ici comme lors de la preuve du Lemme et on utilise le fait
que pg,,,(P) = pa,,(p) pour tout p > 5 et le fait que Gy, est irréductible
sur Q[¢]. Dans le cas contraire, lorsque n < L_(X')¢, on a

r2(Gm2(n)) € Gm2(n)® < L (X')® < L rs X°.
La derniere majoration découle de I'inégalité ' < 2L7. Dol
Som(X) € Lir0oX® < LE 10 X (loglog X)OW)
pour € assez petit. m

Pour conclure, on tire finalement de (4.15]) et du Lemme[4.7]la majoration

So(X) <

LE_roor’ X% (loglog X')?1/4+c0 Z o2k

/
(log X")n =

. LE oo’ X ?(loglog X' )21/4+‘30
(log X")7 ’

ce qui fournit

LE roor’ X2

(log X7)1—=

Puisque I’hypothese ' X1=¢ > 1 garantit que log X’ > log X, cette estima-
tion est convenable pour obtenir le Lemme Ceci acheve le traitement

de So.

So(X) <
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4.3. Traitement des S; 1 + et fin de la preuve du Théoréme
On traite ici le cas de S— _ _(X;k, a) qui est le plus délicat, les autres cas se
traitant de maniere similaire. On utilise dans la suite les notations V; =Y,
Vo =+VX', V3= X' et on pose
F(Mx') > r'd;Y 1,

Fy(Mx') > (r')/2dy X ~1/2,
F;(M

)
Ry =4xe€Z’NR )
M,4,d M x') > r'ds/X,
) =1 4]
On a
S__ _(X;k,a)= Z x(d1dad3)#(Anm(d) N XRR/I’;:;’),
deN3
d;<V;

ou Am(d) = A(d, Fim, Fom, Fzm). On applique alors le lemme de géo-
métrie des nombres suivant qui est di a Daniel [I7, lemme 3.2] et La Breteche
et Browning [5, lemme 5].

LEMME 4.8. Soient ¢ > 0, Fy, Fy et F3 des formes vérifiant les hy-
pothéses NH (2.0), X > 1, V1, Vo, V3 > 2 et V.= V1Vo V5. Alors il existe
une constante absolue A > 0 telle que

2 P(d)
EN:S # (A(d) N XRyq) — vol(Ra) X dydody)?
d;<V;

L LE (oo XVV + V) (log V)4,

avec Rq C R une région de frontiere continument différentiable dépendant

ded et ot XRya={x€Z*NXRa|z1=1 (mod 4)}.

Démonstration. Le lemme se démontre pour des formes primitives et on
passe aux formes vérifiant NH (2.0) comme dans [5]. Les éléments de la
preuve sont dans article [I7] de Daniel ainsi que dans [27], [28] et [2]. T1
faut simplement préciser en plus la dépendance par rapport aux formes et
noter que la dépendance de la région par rapport a I'indice de sommation
ne change absolument rien dans la preuve. m

On obtient ici ’égalité

(4.17)  S__ _(X;k, o)

X2 vol(Ry ™) p(d)
= dided d
d%;; dvdods) oy 4 (d1dads)?
d;<V;
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ou

- T/dl (7“/)1/2d2 T/dg
Rd :{XGR‘Fl(X)> Y, (X)>W,F3(X)>7 .

Posant

T = 2ekithatha) pe (o X\/V 4+ V)(log V)4,

un calcul élémentaire fournit alors immédiatement

T pthithorkope x2( Tt P
> (log X)C/2=4 ~ (log X)¢—4

Si 1’ < roo(log X)AH!, estimation précédente avec C' = 2A4 + 8 donne

T << 28(k21+k2+k3)L€ X2 T‘oor’ + T/TOO
> \(log X)4 (log X)7

2€(k1+k2+k3)L6 x2_loo" ool
< (log X)*"

On remarque alors en utilisant [2, théoréme 1] que
T<S - (Xika) < Y 7(Fim@)7(Fom()7(Fm(x))
T; <Too X

< Z 70(F1,m (%) Fo v (%) F3m (%))

i <rooX
< ofhthaths) 12 12 X2 (log X)?,
ou l'on a introduit la fonction multiplicative

(") {227(19”) siv=1,
T =
o (v+1)  sinon.

Cela permet d’obtenir, si 7/ > 74 (log X)4*!, la majoration
T < 2€(k1+k2+k3)LioTooT‘/X2(lOgX)3_A_1
< 2hthatho) I poor' X (log X )4,
ce qui implique que dans ce cas également

Tool”
(log X)4~

Pour conclure le traitement du terme d’erreur, il ne reste plus qu’a rem-
placer X par 2750 X puis & sommer pour obtenir une contribution

c 2 QkOXQ e(ky+ha-ths)
< L roor’ Z 0 Z 28\ T2 I (k).
(lo Y ki Doglog X

k1+ko+k
T<<2€( 1+ka+ 3)L;X2
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En utilisant le Lemme [.2] on obtient
loe X 3elog2 X2
% < LiOTOOT’/
(log X) log X

pour € < 1/log2. Ceci est satisfaisant dans 'optique du Théoreme

< L‘goroor’X2

On passe maintenant & I’étude du terme principal de (4.17). On exploite
pour ce faire les deux lemmes élémentaires suivants sur les séries de Dirichlet
associées a des convolutions pour étudier

P(dl, d2a d3)

(4.18) S(Vi, Vo, V3) = Z X(d1dads) (d1dads)?

d;<V;

LEMME 4.9. Soient A > 0, g, w deux fonctions arithmétiques et C, C’,
C" trois constantes telles que

|w(d log 2)h _ 9(d) ¢’
<C t = =C+0(—= )
Z et D "5 =CHO| qopama
d<zx

Alors

(g*w)(n > w(d) (C’"(C’JrC'))

MEERY oy 2Y b i HdVA

; Z; d (log 2x)4

Démonstration. La preuve se trouve dans [6, lemme 5]. m

LEMME 4.10. Soient g, w deuz fonctions arithmétiques et C, C', C"
trois constantes telles que

-~ [w(d)|log 2d 9(d)
Do SO et Y 5 =Clogz+0(C)).

d<zx
Alors

wéd) +0(C"(C+ ).

NE

n<x

it

1

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle du lemme précédent
et nous ne la rédigeons pas ici. m

LEMME 4.11. Si on note V,,, = min{V;}, pour tout A >0, on a
S(Vi, Vo, V3) (0]
v = (5) T (i)

Démonstration. On utilise les notations du Lemme pour écrire

h* R)(dy,ds,d
S(‘/lvvé,‘/é) = Z X(d1d2d3)( )( 1, @2 3)7
i<V, didads
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ou
x(didads)(h * R)(d1, d2, d3)
dy do d di do d
= Zx(l = 3)h<1, =, 3>X(6162€3)m(63)-
eilds €1 €9 €3 €1 €2 €3

Supposons que V3 > V5 > V4. On commence alors par sommer sur dg et eg
si bien qu’on doit estimer la somme suivante :

35> x(ds/e3)h(d1/e1, da/ ez, ds/es)x(es)rales)
ds '
d3<V3 e3|ds
Le Lemme .9 avec g = xra = x*(xxa) et w = xh ot h est vue simplement
comme fonction de sa troisieme variable fournit alors que cette somme est
égale a

%L(LXXA) Z X(k3)h(d1/;17d2/62,k3)
ka>1 3
1 ’h(dl/el,dz/eg,kg)’(10g2k‘3)A
+O<(10g V3)A 2 ks ’

k3>1

ou l'on a utilisé le fait que L(1, x) = m/4. On somme alors désormais sur ds
et e2. Par une nouvelle application du Lemme avec toujours w = yh ou
h est vue comme fonction de la deuxieéme variable uniquement cette fois et
avec g = ¥, le terme principal ci-dessus devient

(w)QL(Lm) 5 Xlhoko)h(dhfer, ko k)

4 feo kg >1 kaks

1 h(dy/e1, ko, k3)|(log 2k2)"
+O(<logV2)A > | ok |

Pour traiter le terme d’erreur de la sommation sur ds et ez, on utilise le
Lemme avec ¢ = 1 et w = |h| vue comme fonction de sa deuxiéme
variable pour obtenir une contribution

log Vs 3 |h(dy/e1, ko, k3)|(log 2k3)* (log 2ko) 4
(1082V3)A koks '

ko,k3>1

2,k3>1

On effectue alors la méme manipulation sur la somme sur d; et e;. Le Lemme
B-3] permet d’obtenir que les quantités de la forme

Z |h(k1, ka2, k3)|(log 2k3)4 (log 2k2)4 (log 2k )4
k1koks

ki,k2,k3>1



La conjecture de Manin 57

ont une contribution

Z |h(k1,k2,]€3)|(10g 2]{51]{22/{?3)3A

< levfioks

£
< L.
k1,k2,k3>1

Cela permet de conclure la preuve grace a l’expression (3.2)) obtenue dans
le Lemme 3.3 »

On est alors en mesure de terminer la démonstration du Théoreme 211
Il ne reste plus qu’a introduire le terme vol(R ') dans 1} Pour ce
faire, on pose

X(didada)p(d)vol(Ry™ )
4.19 S'(X:R) = :
( ) ( ) d;/, (d 1ds d3)2
On s’inspire alors de [8], section 7.3] et on écrit
vol(Rg ™) =1
R
En réinjectant dans (4.19) et en intervertissant les sommations, on aboutit a

S'(X;R) =\| 3 W s
R dy <min{Y,Fy (x)r'~1Y} ( 1642 3)

do<min{VX’ Fy(x)r'~1/2/X}
d3<min{X',F3(x)r'~1 X}

Le Lemme permet d’obtenir I'estimation

R;,f,f(x) dx.

3
S'(X;R) = (Z) vol(R) [] oy + O(LEI(X))

p>2
avec
I(X) = 1(X; 1, 2, Q)
1
- SS 1 . —1 —1/2,/X —1 ax.
7= log(min{ £ (x)r'~ 1Y, Fa(x)r X, F3(x)r'-1X})
On établit alors I’estimation
7,2 IE
4.20 I(X S
( ) ( ) <<€ (log X)”

Lorsque Lo > (log X )1/ ¢ le Lemme puis le changement de variables x =
T~z permettent d’obtenir les majorations

S'(X;R) < L \Vax < r2 L5, || dz <12 LS.
R 2| <1

Ces derniéres sont alors suffisantes pour établir (4.20). Dans le cas ou on
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a Lo < (log X)'/%, on peut majorer I(X) par la somme des I;(X) pour
1 < <3 avec

1
LX) = SRS log(Fy(x)r"~ 1Y + 2) ax,
1
2= ) mer X g
1
LX) = XSESR log(F3(x)r'~1X + 2) dx.

Traitons par exemple le cas du dernier terme ci-dessus. En effectuant un
changement de variables X = rz, on a

1
I3(X) <72 dz.
3(X) S | SS<1 log(F3(z)r2 r'=1X + 2) z

On peut alors constater qu'un changement de variables u = Ez (voir [5]
section 6]) fait apparaitre I'inverse de det(E), et ainsi on peut intégrer plutot
sur la forme J définie par J(z) = F3(Ez) (voir [§]) et obtenir par exemple

1
x© dz
sl RV T aE]

-
< .
log(r2,r'~1X)

Mais les inégalités 7'/(2Ls) < Too < 2Loor’ démontrées en [5l, section 5]
ainsi que ’hypothese 7/ X1=¢ > 1 fournissent la majoration

1 1

< 1> b
log(r2,r'=1X) — log(wogxw)

qui permet de conclure également dans ce cas a la majoration (4.20). On
traite de maniere tout a fait analogue les autres cas, ce qui permet d’obtenir

2 T 3VO
(4.21) S__ _(X;k,a) = X <> 1(R)Hap

ok1+max{ky k3 }+2 \ 4 4

p>2
X2
o.(rsr2 =),
" ( °°T°°<1ogx>n>

En combinant (4.13)), (4.14), le Lemme (4.21)) et le Lemme on con-
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clut a ’estimation

2-2k0+9 X 2 (I I(R
Z Z (2k1+max{k k”(}+)2< ) ol HUP

ko>0 keN3 p>2

2—2k0X2
LE . / 2
+ O¢ ( (oot + T“)i(log X} >>

qui permet d’achever la preuve du Théoreme

5. Démonstration du Théoréme : interprétation de la con-
stante. Pour A € Z, a € N et p™ une puissance d’un nombre premier, on
pose

Sa(A;p") = #{(2,y) € (Z/p"Z)* | p*(2® +y*) = A (mod p™)}.
Si a < n, on a clairement
Sa(A;p™) = p**So(A/p*;p" %)

lorsque a < v,(A), et So(A;p™) = 0 sinon. Il suffit donc de traiter le cas
a = 0, ce que fournit le lemme suivant issu de [4, section 2].

LEMME 5.1. Lorsque p =1 (mod 4), on a

p" +np™(1l—1/p) si vp(A) > n,

SO(ASPn) = { (1 + I/p(A))pn(l _ 1/]3) Sinon.

Lorsque p = 3 (mod 4), on a

p2[n/2] si vp(A) > n,
So(A;p"™) = ¢ p"(1+1/p) sivy(A) <n et 2|vy(4),
0 S1non.

et pour p =2, on a
n siva(A) >n —1,
So(A4;2™) =< 21 sipy(A) <n—1 et 272 A =1 (mod 4),
0 S1Mon.

5.1. Le cas p = 1 (mod 4). On raisonne de maniére similaire & [5],
section 4] a différence qu’on utilise le Lemme On pose

M,(p") = #{x € (Z/p"Z)* | vp(Fi(x)) = 13},
M (p") = #{x € (Z/p"Z)* | vp(Fi(x)) > v;}.



60 K. Destagnol

Lorsque n > v; + v9 + v3, on a clairement

(51) M/( ) an 2v1—2v9— 21/3p(p1/17p1/27p1/3)’
M,(p") = D (—nateten . (o).
ec{0,1}3

Avec la notation (2.8) et posant m; = max{\;, u;}, on a alors

, 1\?*
Napu(p") = p>riitheths (1 - p)

X Z M, (p") H(1+Vj—)\)+0(44n)

m;<v;i<n 1<5<3

En utilisant I'identité (5.1)), en divisant par p®?tM 22423 et en faisant ten-
dre n vers l'infini, on obtient

( vitel pV2+€2 pl/3+€3)

61 +ex+e3 pP\D ) )
w _
A,u(p) (1 ) Z Z 2(V1+61+1/2+62+V3+63)

m;<v; ec{0,1}3
X H (1+I/j—)\j).
1<5<3

On effectue alors les changements de variables n; = v;4e€; — \; pour obtenir

orulp) = (1- ;)3 )3

p(pnl+>\1 ’ pn2+)\2 , pn3+)\3)

p2(n1 +A1+n2+A2+n3+A3)

m;—Xj<n;
> 2 : (_1)e1+62+63 H (1 + nj — ej)'
0<e;<min{1,\;+n;—m;} 1<5<3

Or,

Z (—1)6(1+n—e):{1 siA+n—m>1,

0<e<min{l,A\+n—m} L+m—A siA+n—m= 0’

t (1+m — ) =#ZN[0,m — \. Donc

3
' p(p™, p™2,p™?)
H #Z N [0’ mi — )\Z] X p2(m1+m2+m3)

p(pmax{m1 Ai1+ng} 7 pmax{mz A2+n2} ’ pmax{mg JAz+n3 })

- Z pQ(maX{ml,/\1+n1}+max{m2,)\2+n2}+max{m3,)\3+n3})
g Sml —A

et finalement
max{ml,)\lJrnl} pmax{mg,)\2+n2} pmax{mg,)\ngng})

p(p
wA '“‘(p) < > Z 2(max{mi,\1+n1 }+max{ma,Aa+n2}+max{ms,A3+ns})
n; >0 p
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On a donc bien obtenu lidentité wy ,(p) = o,(d,D) pour tout nombre
premier p = 1 (mod 4).

5.2. Le cas p = 3 (mod 4). Avec les mémes notations que lors de la
section précédente, lorsque p = 3 (mod 4), on aboutit de la méme maniere a

1 3
Naju(ph) = p>rtiietis <1 - p)

(pl/l +e1 , pl/2+62 , pl/3+63)

_ €1+62+e3p 4 4n
x Z Z (-1) p2(vitertvatestrstes) +0mp™).

m;<v; ec{0,1}3
2|vi—A;

Passant a la limite et effectuant le méme changement de variables que dans
le cas précédent, on obtient

orulp) = (14 1)3 )

p n;>m;—X\;

% Z (_1)61-&-624—63‘

0<e; <min{l,\;+n;—m;}

p(pn1+/\1 ’ pn2+)\2 ’ pn3+/\3)

p2(n1 +A1+n2+A2+n3+A3)

ei=n; [2]
Or,
(=)™ sid+n—m>1,
Z (-1)¢=1<1 sid+n—m=0et2|m-— A\,
OSeSm;nE{ié]-Fn—m} 0 sid+n—m=0et2¢tm—A\.

On conclut alors comme lors de la section précédente a 1’égalité souhaitée
wx,u(p) = op(d, D) pour tout nombre premier p = 3 (mod 4).

5.3. Le cas p = 2. Le Lemme fournit immédiatement la relation
wa(2) = lim 272" 4x € (Z/2"7)? | Fi(x) € difan} = 02(d),
n—oo

ou oy(d) est définie en (2.7)) et wq(2) en (2.9).

5.4. Le cas de la densité archimédienne. Enfin, pour terminer le
traitement de la constante, il reste a regarder la densité archimédienne. On
remarque pour commencer que

wr (00) = 28w} (c0)

oll wh(co) est défini de la méme fagon que wg(oo) avec les conditions

supplémentaires s;,t; > 0 pour tout 1 < ¢ < 3. On utilise la forme de
Leray en paramétrant par les ¢;. La forme de Leray est par conséquent ici
donnée par

(—23t1t2t3)_1 dsy dsg dsg dzy dxs.
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En effet, la variété est définie comme le lieu des zéros des polynomes

F.
sty =T @yl a<icy)
(]

et on a
0fi Ofr Ofs
ot1 oty ot —2t1 0 0
0 0 o)

det anQl an; 87{3 = det 0 —2t9 0 = —23t1t2t3.

0fi 0Ofr Ofs 0 0 —2t3
Ots Ots Otg

On utilise ici le fait que

(5.2) JSZ 4 7

' SVA-s2 2

En substituant ¢; = \/d; ' F;(x) — s2, on obtient finalement

Vd i(x)

CE
S dSZ'
0

di ' Fy(x) — s}

wi (00) = 237§€< ) dz1 dxy,

1<i<3
soit
wr(o0) = w3 vol(R).

Cela acheve la preuve du Théoreme

6. Démonstration du Théoréme [1.1]

6.1. Passage aux torseurs et reformulation du probleme de
comptage. On note Z™ ’ensemble des vecteurs de Z" premiers entre eux
dans leur ensemble. On introduit également la norme de R® suivante :

(6.1) 1x[| = max{|xol, [x1], |z2], 6~ |zs], 6 |24},
ou
(6.2) § = v/(lax| + [b1])(Jaz| + [b2])(Jas| + [bs| + [c3]).-

On introduit la hauteur exponentielle sur P4(Q), associée & la norme définie
en (6.1]), définie par

Hy ]P)4(@) — ]R*Jr, [IL’O R T 1) B A 334] — |](x0,:c1,x2,a:3,x4)||,
avec [xo : o1 : X9 : xg : x4) choisi de telle sorte que les x; soient des entiers

premiers entre eux. On introduit aussi Tgp1 C A?Q = Spec(Qly, z, t,u,v]) le
sous-schéma défini par ’équation

(6.3) y? + 2% = t2Fy (u, v) Fa(u, v) F3(u, v)
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avec les conditions (y, z,t) # 0 et (u,v) # 0. Il s’agit d'un G2 -torseur pour S
[T, définition 4.1]. On pose

D={deN|p|ld=p=1(mod4)}.
Lorsque dy € D, tous les diviseurs de dy sont aussi dans D. On introduit
ensuite

r(n;m) = #{(a,b) € Z* | n = a* + b*, (m,a,b) = 1}.
Alors clairement r(n; 1) = r(n) et r(y?n;y) =0siy ¢ D.
Utilisant une inversion de Mobius pour traiter la condition de copri-
malité, on aboutit, pour y € D, a la formule

(6.4) r(y*niy) = > (k) ( )

kly
Enfin, considérant I’ensemble
(6.5) Yi={eec{-1,4+1}3 | c1ene3 =1, 6, = 1}
et pour € € XY et T' > 1 la région
RE(T) = {(u,v) € B2 | [ul, o] < VT, &:F(u,0) > 0},
on en déduit le lemme suivant.
LEMME 6.1. On a N(B) = Ni(B)+ O(B) ou

=D uk) DN Y (PR (w0 (o) F (u,0),

keD {<B/ke€X (uw)EZ2NRE(B/kL)
LeD

ou l’on note Fi+ =g, ;.

T(B)

Démonstration. Le lemme 2 de [9] nous garantit que N(B) = 1

avec
ﬂm:#{@ztumeﬁxzzW*MMw%%wMSR}

y? + 2% =12 F(u,v)

Puisque pour un (y, z,t;u,v) compté, on a
| (v*t, uvt, u?t,y, 2))|| = max{u?, v?}|t],
on en déduit, par symétrie sur le signe de ¢, que
N(B) = 3#{(y, 2z, t;u,v) € (Z3 x Z*) N Top1 | 0 < max{u?,v?}t < B}.

Un raisonnement élémentaire montre que la contribution des (u,v) tels
que Fi(u,v)Fs(u,v)F3(u,v) = 0 est O(1), ce qui permet d’écrire N(B) =
Ni(B) + O(B) avec

- %Z Z Z r(tQFl(u,v)Fg(u, v)Fs(u,v);t).

t<B¢g;e{—1,+1} (u,v)EZ2NRe(B/t)
teD e1€2e3=1
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En posant k¢ = t, la formule (6.4)) fournit que N;(B) est égal a

% Z w(k) Z Z Z T(EQFf(u, V) Fy (u, v) Fyf (u,v)).

keD {<B/ke;e{—1,4+1} (u,v)EZ2NRE(B/k?)
LeD g1€2e3=1

On en déduit alors immédiatement la formule de ’énoncé du lemme avec
€1 = 1. Le passage a la somme sur € € X sera utile en section 7 puisque
I’ensemble X' sera utilisé pour décrire certaines classes d’isomorphie de
torseurs. =

Dans la suite, on notera pour éviter d’alourdir les notations
w(ged(ag, ..., an)) = wl(aog, ..., an).

L’idée est maintenant de passer d’un probleme de comptage sur Tg, a un
probleme de comptage sur des variétés affines de A® de la forme ({2.4),
autrement dit d’exprimer le probleme de comptage sur certains torseurs
qui seront explicités en section 7. On introduit pour ce faire, lorsque d =
(di,dg,ds), d = didads, n = (n1,ng,n3) et d' = (d}, d,, dj), les notations

o(d,n) = gw(d;n1,n2,n3) H 2W(d,ni,nj)—W(d,7’Li,nj,nk)’
{igk}y={1,2,3}
1<J
d(d,d',n) = ¢(d, n)2“(d'1d/21”1/d1 ma/dz)
On a alors le lemme suivant ou I'on rappelle que 1'on note 9 = r/4.

LEMME 6.2. Soient ng, ni, no et n3g quatre entiers supérieurs ou €gaux
a 1 avec ng € D. Alors

p1(drdads) p(dydy) p(dy)
>y v

ro(noningns) =
) d(d,d’,n)

d,d’eD3 m;|C(n;)
d1dads|no, did) dyn;

« no ni n2 n3
"\ didads ) O\ dydydimy ) O\ dodidimy ) O\ dsd dyms )

ot (1,7, k) parcourt l'ensemble des permutations de {1,2,3} et ot

(6.6) C(ni) = 11 p (1<i<3).
p=3(mod 4)
vp(ni)=1(mod 2)
vp(nimnang)=0 (mod 2)

Démonstration. Utilisant la formule d’éclatement pour deux entiers (voir
par exemple [5, lemme 10]), on obtient

ro(noningns) = Z w(d)ro (?)T()(nﬂ:;n?))'

d|(n1n2n3,no)
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Dans la somme, les entiers d sont sans facteur carré et dans D lorsque
ng € D. On compte alors le nombre de décompositions d = didods avec
dy |n1, d2 | ng et ds|ng. Notant

N(d,n) = #{(d1,ds,d3) € N> | d; | n; et d = didods}

le nombre de telles décompositions, on a ¢(d,n) = N(d,n) lorsque d est sans
facteur carré. En effet, ¢(-,n) et N(-,n) sont deux fonctions multiplica-
tives. Il suffit donc de montrer qu’elles coincident sur les nombres premiers.
Soit alors p un nombre premier. Si p|ningns, on a clairement

N(p,n) = #{i|p|ni} = c(p,n).
Cela permet bien de conclure a I’égalité souhaitée. Par conséquent,

_ p(didads) no nm ng 13
ro(noninang) = Z c(d, n) "\ dydods ) O\ dy dy ds )
dy1dads3|no

di|n1,da|ne, d3|ns

n@@) _ H pyp(ni)7 nZ(S) _ H pup(ni),
p=1(mod4) p=3(mod4)

Posant

on a par multiplicativité,
Gr ag(mrzne) (s w0
' Ndidyds)~ °\dy dy a3 ) O 1 72730

On utilise alors la formule d’éclatement pour trois entiers donnée par [7,
lemme 9] pour le premier terme du membre de droite de (6.7)):

1 1 1
(i ng) N () ()
0 di do dj ow(dy,n2/dz)+w(ds,ns/ds)

X T ngl) T nél) T ngl)
Ndidydy )\ dodidly ) O\ dsdd}y )

Concernant le deuxieéme terme du membre de droite de (6.7]), en remar-
quant que rg ne prend que les valeurs 0 ou 1 sur des entiers n’ayant que des
facteurs premiers congrus a 3 modulo 4, on a les égalités

(O @@y _ (o (s ny’
O s IO\ Gy ) O\ Cng) ) O\ Cn)

(3) 3) (3)
= 2 () )oGr)
mq mo ms

did’|n/dy,
d,eD

La seconde égalité découle du fait que pour tout m; divisant stricte-
ment C(n;),



66 K. Destagnol

(3) 3) 3)
ro <”1> ro (”2) ro <”3> —0.
mi me9 ms

En regroupant les facteurs par multiplicativité, on obtient bien la formule
souhaitée. m

On note dans la suite

Fi,e = 6F4+ = CEiFZ', F3’e = 62F3+ = €2€3F3,

)

pour tout entier naturel e. On introduit également

68) AV = JI » aP= ] » <i<j<3)
p|A¢j plAij
p=1(mod 4) p=3 (mod 4)

et I’ensemble

AB G (o
i 0 Tk ] (mlamj) | {Z ],k} {1 3}}
u2(m;) =1, \/mimams € N

Posant R = R®(1) et pour d € N fixé,
(6.10) fa(n) = ) u(k)r(ds?),

sk=n

m; | [A

(6.9) M = {mEN3

on déduit alors des Lemmes [6.1] et [6.2] le lemme suivant.

LEMME 6.3. Avec les notations et ., on a

1
B) =55 > wle)u(d) Y fa(n Z > 2.
e>1 n<N €€X kqk1k|ged(A2s,d) kak)|ged(A12,A13,A23,d)

deD n€D kakak) |gcd(A13,d) kskl|Avo
k4k3k3|gcd(A12,
, € E>

pu(key) (k) po(ksy) o (k) p(Kg) ;N
" (k) 9 (ko) e (k)T (ka) Fo(ks) Z Z (dyd3)lds)
dd’eD’ meM

d=dydads,d}|Ajp
kskl|d

otu N = 6B/ (d%/*e) et

S(e"'VT,e,E) = S(e 'VT,e,E;R, Fi ., Fo, Fs)
pour T > 1 et avec
e1 = dldédéml, ey = dgdlldémg, e3 = dgdlldémg,
Ey = [ey, kakokh, kaksky, kakl, dikskL],
By = [ea, kyk1 K}, kakskh, kakl, dokskL),
E3 = [es, kak1 k], kakakly, kak}).

(6.11)
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Démonstration. Pour (u,v) premiers entre eux, on a
(6.12) ged(Fi(u, 0), Fy(u,0)) | Ay (1<i<j<3).

Or, grace au Lemme on obtient pour r(C2F; (u,v)Fy (u,v)F5 (u,v))
I’expression suivante :

1 3 3 pu(didads) p(dydy) p(ds)
20 d,d'eD? meM ’(d,d’,Ff(u,v),F;‘(u,v),F;r(u,v))
dydads |62, dyd)di | F (u,0) m;| Fi(u,v)

2 P + +

i (B (Ffwo)\ (B
d1d2d3 e1 €2 €3

En effet, par (6.12)), un triplet m tel que m; | C'(F;(u,v)) pour tout 1 <i < 3

avec la notation est dans M. Par ailleurs, pour un triplet m € M tel
que m; | Fi(u,v) pour tout 1 <4 < 3 mais m; { C(Fj(u,v)) pour un certain j,

on a
Fif(u,v) Fy (u,v) Fyf (u,v)
r r r =
dldédgml delldgmg dgdlldémg
L’entier d = didads divise £, donc est nécessairement dans D. On écrit alors
¢ = ds et grace au Lemme [6.1] on obtient

1
Ni(B) = 55 > uldpuk) Y r(ds?)
dk<B s<B/(dk)
k,deD sED

B
Y st San( )
dsk
d,d’eD3 meM
d=d1dods

ou, pour 7" > 1, on a posé

F (uo)y ( Fyf (up)y FiF (uw)
Sd d’ (T) = Z Z T( 161 )T( 262 )T( 3@3 )
[l ec)y) (u,v)GZzﬂRE(T) Cl(da dl, Ff(ua /U)7 F;(u, U), F;(u, /U))
1|11 (u,v), e2|Fa(u,v),
e3| F3(u,v)

Avec la notation (6.10) et grace a (6.12), on aboutit & la formule
1 ! g/ / B
NiB) =05 S pdfalr) Y Y (i) Saam <dn .

dn<B d,d’ep3 meM
dn€D dzdldzdg,dglAik
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Alors, en utilisant & nouveau (/6.12]), on obtient

Sd.a'm(T)

1
- Z Z Z (k) 9w (k5)+w (k1) +w(kz) +w(ks)

e€X kika|ged(Aas,d) ka| ged(A12,A13,A23,d)
koks|ged(Ais,d)  ks|ged(A12,dqd))
kska| ged(A12,d)

T e

(u,v)EZ2NRE(T)
€1 |F1 (U,U),€2|F2 (’LL,U)
33‘F3 (uuv)
ou la somme intérieure porte sur les couples (u,v) tels que

(6.13)

k1 = ged(d, Fo(u,v), F3(u,v))/ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v), F3(u,v)),
ko = ged(d, Fi(u,v), F3(u,v))/ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v), F3(u,v)),
ks = ged(d, Fi(u,v), Fo(u,v))/ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v), F3(u,v)),
k4 = ged(d, Fi(u (u,v), F3(u,v)),

ks = ged(dydb, Fi(u,v)/dy, Fa(u,v)/ds).

Plusieurs inversions de Mobius successives fournissent alors

Sa.a'm(T)

)

-y > 3 (k) k) (ko) po (K (ks
- 3w(k4)2w(k5)+w(k1)+w(k2)+w(k3)

€€ kaki k) |ged(Ags,d) kak!|gcd(A12,A13,A0s,d)
kakokl|ged(A13,d)  kskl|ged(Ai2,d]d))
kakskl|ged(Ar2,d)

T e e

(u,w)EZ2NRE(T)
€1 |F1 (U,U),eg |F2 (u,v)
es|F3(u,v)

ou la somme intérieure porte désormais sur les couples (u,v) tels que

kak1 Ky | ged(d, Fo(u,v), F3(u,v)),
kakokl | ged(d, Fi(u,v), F3(u,v)),
(6.14) kaksky | ged(d, Fi(u, v), Fa(u,v)),

kaky | ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v), F3(u,v)),
k5kf”) |ng(d/1 /2>F1(u7v)/d17F2(u7 )/d2)

)
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On a (e,E) € © et on peut alors réécrire cette somme sous la forme

(6.15)  Sg,a,m(T)
-y 3 3 (k) (k) (k) e (k) po (K5 )

w(k:4)2w(k5)+w(k1)+w(k2)+w(k3)

ecy k4k‘1k/1‘gcd(A23,d) k4kfl\gcd(A12,A13,A23,d)
kakokl|ged(Arz,d)  kskl|ged(Aiz2,did))
k4k‘3k’3\gcd(ﬂ127d)

o B L) (522)

(u,w)€Z2NVTRE(1)NA(E)

Reste encore a supprimer la condition de coprimalité sur les couples (u,v)
au moyen d’une derniére inversion de Mobius. Avec la notation (2.3)), la
somme intérieure de ([6.15]) est alors égale a

Z w(e)S(e VT, e, E).
e=1

On obtient ainsi le lemme avec N = B/(de?). Mais on peut remarquer que
S(\/B/(de’*n),e,E) est nulle si 'on n’a pas

B B B
d1 < (lax|+[b1])y/ 2 @< (lag| +[ba])y/ o B< (\a3!+|b3|+103!)%-

En effet, on a par exemple

B
Fie(u,v) < (Jar] + [br])e max{[ul, |[v]} < (Jas + [ba])y/ -~

dans la région considérée. Avec la notation (6.2]), on a donc en réalité
(6.16) d3/*nl/? < §BY/2,

Mais pour que S(y/B/(de?n),e,E) soit non nulle, il faut aussi imposer
de’n < B et par conséquent, d*/2en'/2 < BY2, ce qui, combiné avec 1}
implique

d®/4en < 0B

et démontre bien le lemme énoncé. m

6.2. Fin de la preuve du Théoréme On obtient alors le théoreme
suivant.

THEOREME 6.1. Lorsque B — 00, on a

N(B) = cyBlog(B)(1+ o(1))
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e=1
<Y volR) Y > p(didy) p(ds)

eex ddep® meM
d=dydadg, d}| A

3 5 (k) p(ky) (ks ) (k) p(ks) o5 (e, E, )
3w(l~c4)2w(k5)+w(k1)+w(k2)+w(k3) ) )

k‘4k1k/1|gcd(A23,d) k4k2|g€d(ﬂ12,ﬂ13,ﬂ23,d)

kakokl|ged(A13,d)  kskl|ged(Ai2,did))

kaksk)|gcd(Arz,d)

avec

(6.17) ¢(e,E,e) Hcr (e,E,e),

ol

3 v1+va+turs N1 N2 N3
a;(e,E,e)=<1—X(p)> Zx(p) p (", ™2, ™)

2(N1+N2+N3) ’
p veN3 p

N; = max{vy(E;),v; +vp(e;)} et
o5(e,e) =8 lim 272U lx € (2)2"2)? | 18I Fi(x) € eymi&an}.

La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce théoreme. Il permet
de démontrer le Théoreme modulo le fait que la constante ¢y soit bien
la constante conjecturée par Peyre, ce qui fera I'objet de la section suivante.
On utilise évidemment le Théoreme pour estimer la somme

S(\/Ta €, E) - S(\/T7 €, E; Rv Fl,ea F2,ea F3,e)
et obtenir le lemme suivant.

LEMME 6.4. Soit ¢ > 0 tel que r'(v/T)'=¢ > 1. Alors, avec les notations
du Théoreme

T
_ .3
S(VT,e,E) = w3 vol(R)T 1;[ ot(e,E,e) + O, p,, <W>
De plus,
o¢(e,E,e) < (de)°d (E, A),

uniformément en tous les paramétres d, d’, m, k, k/, ¢;, e, e, E et d.

On raisonne alors comme dans [5), preuve du lemme 9] afin d’obtenir une
majoration uniforme de S (\/T, e, E), mis a part qu’on utilise une majoration

différente pour la quantité det(G¢(A)) qui y apparait. On remarque ici qu'il
faut bien faire attention au fait qu’on travaille avec les formes F; . et qu’'on
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a notamment une dépendance des coefficients en la variable e. On a ainsi le
lemme suivant.

LEMME 6.5. Pour T > 1 et (e,E) €D, on a

S(VT,e,E) < ¢(F))c(Fy)e(F3)(A*)3(deLoso ) ged(d, e)d' (E, A)
T

> <Too(R)2d + 7,00<R)1+5T1/2+a>7

ot ¢(P) est le contenu d’un polynéme a coefficients entiers.

Démonstration. On raisonne ici comme dans [5], section 6]. Avec les no-

tations (2.5)), on pose
El = Ei El = Es
" ged(ELLb) ged(Ey, el;)’ 37 ged (B4, b2) ged(Es, e243)”

Des calculs élémentaires garantissent

E
El// — E//E// /! > .
17278 = 9cd(By, bely) ged(Es, bels) ged(Fs, b2e2(3)

Mais revenant a la définition de FEj/gcd(Eq,bel), avec la notation du
Lemme on obtient
Ey S 1 di
ged(Ey,bely) — A* ged(dy,bely)
En procédant de la méme fagon avec les indices 2 et 3, on aboutit finale-
ment a

e 1 d
~ (A*)3 ged(dy, bely) ged(ds, bels) ged(ds, b2e?ls)

Alors
/! > 1 d
~ c(Fy)ce(Fy)c(F3)(A*)? ged(dy, be) ged(da, be) ged(ds, b2e?)”
Puisque d = didads est sans facteur carré, ds 'est aussi et donc
A 1 d
= o(F)ce(Fy)c(F3)(A*)3 ged(dy, be) ged(da, be) ged(ds, be)
Pour finir, on utilise le fait que
ged(dy, be) ged(ds, be) ged(ds, be) = ged(didads, be) = ged(d, be).
pour conclure a l'inégalité
s 1 d .
= c(Fy)e(Fy)c(F3)(A*)3 ged(d, be)
Cela permet de finir la démonstration du lemme exactement comme dans
[5, lemme 9]. =
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On a ensuite besoin de quelques résultats issus de [6, lemme 14] concer-
nant la fonction fy définie en (6.10) pour d € D. Si d € D est sans facteur
carré, alors, pour x > 2, on a

(6.18) > fd _ 4o d}f(d) (log z + O(log®(2 + w(d)))),
ned

o (d) :[|[<1+;>_1.
ld

Pour e > 0 et 0 < 0 <1, on déduit de ces résultats la majoration

| fa(n)] 1—6 | fa(n)] 1—6
6.19 < _— df | .
( ) n§<x o = z nix " Lawz ogx
neD neD

On en déduit & présent la conjecture de Manin pour les surfaces de
Chatelet considérées. On utilise la formule asymptotique obtenue grace au
Théoreme [2.2{de S(v/T, e, E) dans 'expression de Ny(B) que I’on a obtenue
dans le Lemme Pour pallier la non uniformité de cette estimation, on

p UB) = U (B) = S fuln) <\/7eE>

n<N
neD

avec N défini lors du Lemme de telle sorte que

N1(3>:% S @Y Y i

e>1 deD ecy d,d’eD3 meM
d:dldeg,d;mjk
/ / / / !
% Z Z M(kl)ﬂ(kQ)M((k3)M(k4)ﬂ(k5) L{(B).

3w (ka) Qw(ks)+w(k1)+w(ke)+w(ks)
k4k1kz lged(Aa23,d) k4k§1\gcd(A127A13,A23,d)

kakokl|ged(Arz,d)  kskl|ged(Ai2,did))

k4k3kg|gcd(A12,d)

Avec la notation (6.17)), on introduit alors la quantité E€(B;e, E, e) comme
étant donnée par
1
Blog B
Les résultats (6.18)) et (6.19) impliquent que
E¢(B;e,E,e) —— 0,
B—oo

Blog B

‘U(B) — 4712 vol(R)o (e, E, e)ro(d) ' (d) 7o

ae E,d,d, m, k, K, det e fixés. Pour conclure, on souhaite appliquer un
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théoreme de convergence dominée et il suffit donc de montrer la majoration

2.0 22 )

e>l eck d,d/€D3 meM k4k1k/1|gcd(A23,d)
d€D  d=dydads, d| Ay kakokl)|ged(Aqs,d)

kakskl|ged(Aq2,d)

X > E°(B;e,E,e) < 1.
kak}|ged(A12,A13,A23,d)
kskf|ged(Ar2,d)db)
Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant.
LEMME 6.6. Pour tout € > 0, on a |0(e, E, )| < d~1/6+2¢2,

Démonstration. On procede en majorant chaque facteur eulérien dans
la définition de o¢(e, E, e) en (6.17)). Pour p = 2, on peut majorer o5(e, E, €)
par 8. Pour les p impairs, on utilise la majoration donnée par le point (f)
du Lemme On a alors

|O-;(ea E, €)| < Z (N3 + 1)
veNs
ot les N; = max{v,(E;),v; + vp(e;)} ont été définis dans le Lemme On
tire alors parti du fait que d soit sans facteur carré. On note d = didads
et §; = vp(d;) de sorte que 'on peut supposer 61 + 2 + 63 = 1 lorsque p | d.
De plus, par définition de E; et N;, on voit que N; > v; + §; et donc

1
7(6+6+6)/6I|§: -
|||a eEe|<<||p 1T (N3 +1) pV1/3+ve/3+v3/6°

pN1/3+N2/3+N3/6 ’

pld pld pld veN3
Alors
Hp (01+02-+03)/ Hp—l/ﬁ 1/6
pld pld

puisque d est sans facteur carré. D’autre part,

1

pld v€N3 p\d
et finalement
[[los(e.E o) < d /5% a
pld
En raisonnant alors comme dans [0}, section 7] et en utilisant le Lemme
on obtient

1 1 1
Ef(B;e,E,e) < (de)® ged(d, e)a’(E,A)(d262 + 0783/ + d5/4e2>7

soit
1

E°(B;e,E,e) < (de)° ged(d, e)d' (E, A)W.
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Ensuite, puisque a/(E, A) concerne les formes primitives, on n’a en réalité
pas de dépendance en e et par définition de cette quantité en ([2.6)),

d(E,A) <1,

ou la constante est indépendante des parametres de sommation. Enfin, le
fait que

o0
1
I3
Z Z(de) ng(d, C)W < 1
e=1deD
pour € assez petit nous autorise a appliquer le théoreme de convergence
dominée pour obtenir le Théoreme [6.1

7. La constante de Peyre. Pour conclure la démonstration du Théo-
reme|[L.1] il reste & montrer que la constante ¢y obtenue dans le Théorémel6.1
est en accord avec la conjecture de Peyre [31, formule 5.1], puisqu’on peut
montrer que les surfaces de Chéatelet sont des variétés “presque de Fano” au
sens de [31, définition 3.1]. On note cg la constante conjecturée par Peyre.
Suivant [30] et [34], on a

cs = a(S)B(S)wr (S(Ag)P™)),

B(S) = #H'(Gal(Q, Q), Pic(S)) = Coker(Br(Q) — Br(S)),

a(S) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cone effectif et
wir (S(Ag)Pr¥)) est un nombre de Tamagawa.

7.1. Les facteurs «(S) et 5(5). Pour commencer, il est nécessaire de
rappeler quelques éléments relatifs a la géométrie de S tirés de [I5] et [16].
On considere K = Q(\/Z) le corps de décomposition de F' ainsi que le corps
biquadratique L = Q(v/A,i). Si 'on note G = Gal(L/Q), clairement G =
(Z./27.)? est engendré par la conjugaison complexe o et par 7, la conjugaison
dans K. Enfin, pour toute extension k£ de Q, on notera Si = S X Spec(k).

Sur Q, on écrit F3(u,v) = (afu + bsv)(aju + byv) avec af, a}, by et b))
dans K tels que 7(aj) = ay et 7(b4) = V). En particulier, si 'on définit
(7.1) Agy = aybly — ajbly # 0,
on a 7(Asy) = —Asy. Sur L, la surface S, admet 10 diviseurs exceptionnels

qui sont des courbes d’auto-intersection négative. Huit d’entre elles sont
d’auto-intersection —1 et sont données pour ¢ € {1,2} par

Df: wu=-bija;, x+iy=0; D;: u=-bja;, z—iy=0,

(2
et pour i € {3,4} par
Df: w=-bja;, x+iy=0; D;: u=-bija, z—iy=0,

(2
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tandis que les deux dernieres sont d’auto-intersection —2 et sont données
par
Et: t=0, z+iy=0;, E : t=0, z—iy=0.
On a également
Pic(S1) = ([E*], [Df] | i € {1,2,3,4})
= <[E+]’ [Df—]v [D;L [D;_L [Di]v [D1_]> VA

avec les relations

(7.2) D]+ [D;] = [Df] + [Dy]
pour i,j € {1,2,3,4} et
(7.3) [E*]+ [Df] + [Df] = [E7] + [Dy ] + [Dy)]

pour {i,7,¢,m} = {1,2,3,4} et on rappelle que la formule d’adjonction
fournit la relation

4 4
(7.4) wg' =2EY 4+ Df =2E"+) D;.
i=1 i=1
Or, Pic(Sg) = Pic(Sy) et Pic(S) = (Pic(S51))Y puisque S(Q) # 0. Décrivons
alors I’action de G sur le groupe de Picard géométrique. On a
o(EY)=E", o(Df)=D;
pour tout i € {1,2,3,4} lorsque A > 0, tandis que
o(EY)=E", Vie{l,2}o(D)=D;, o(DF)=D,, o(D;)=Df
si A < 0 et dans tous les cas
7(D3)=Df, 7(D3)=Dy,
les autres éléments étant fixés. On en déduit les lemmes suivants.
LEMME 7.1. On a Pic(S) = (wg'], (D] + [D7]).

Démonstration. Soit D = a[D{]+b[D3|+c[Df]+d[Df]+e[ET]|+ f[Dy]
un élément de Pic(Sg). On a que D € Pic(S) si, et seulement si, o(D) =
7(D) = D, soit si, et seulement si,

D= (b+c+d—e)([Df] +[Dr]) + f[Df] + (a — €)[ D]
+(e = b)[Dy]+ (e = 0)[Dg ] + (e — ) [Df] + e[ E]
et D = a[Dy] +b[DF] + d[DF] + c[Df] + e[ET] + f[D;] (ce qui implique
notamment ¢ = d). Comme [D{] + [D;] € Pic(5), on en déduit que D €
Pic(9S) si, et seulement si,

o(D—(b+c+d—e)([Df]+[Dr])) = 7(D— (b+c+d—e)([Df]+[D7]))
=D—(b+c+d—e)([Df]+[D]))-



76 K. Destagnol

Cela équivaut & e = 2b = 2¢ = 2d et a = b+ f si bien que
D—(b+c+d—e)([Df]+[Dy]) = (a = 20)([Dy] + [D7]) + blwg]
et
D~ (b+c+d—e)([Df] +[Dy]) € Z([Dy] + [Dy]) ® Zwg'. =
LEMME 7.2. On a a(S) =1/2.
Démonstration. Posons e; = wg' et ex = [Df] + [Dy]. On sait que

dans ce cas, le cone effectif Agz(S) est engendré par les sommes d’éléments
d’orbites des courbes d’auto-intersections négatives. Par conséquent,

Aeir(S) = ([ET] + [E7], [Df ] + [Dy ], [DF] + [Df] + (D] + [Dy])
= ([E*]+ [E7],[D]]+ [Dy]))-
On utilise alors la définition suivante de la constante a(S) donnée dans [30)] :
a(8) = Vol{z € Ao (9) | (w5, x) = 1},
ou la mesure sur 'hyperplan
H = {z € Pic(S)" @z R | (wg',z) =1}

est définie dans [30]. Le cone Aqg(S) est engendré par e; — 2es et eg, si bien
que la constante «(S) est donnée par le volume de la région

{(z,9) eR? |2 =1,y >0,z —2y > 0}.
Autrement dit, on obtient la longueur du segment [0, 1/2], soit a(S) =1/2.

On aurait également pu montrer que le groupe de Galois G = Gal(Q/Q)
ne fixe aucune (—1)-courbe et que le cardinal du groupe de Weyl associé
au type de singularité 2A; ou les deux singularités sont conjuguées est égal
a 2. La table 2 de [20] ainsi que [21I] nous permettait alors d’en conclure
que «(S) =1/2.

Pour calculer 8(S), on utilise [36], proposition 7.1.2], qui fournit 8(S) = 2
dans le cas considéré dans cet article.

7.2. Torseurs versels. D’apres [32, proposition 8.3] ou [19, proposi-
tion 2.1], Pensemble des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus
de S possédant au moins un point rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber
une partition finie de I’ensemble des points rationnels de S, indexée par toute
famille de représentants de ces classes d’isomorphisme. En contraste avec [7],
il est plus délicat dans le cas de cet article de déterminer explicitement un
tel systeme de représentants.

On considére I’ensemble

7(B3) = Ba, (B4, n) € Z? tels que B3P = ﬁén}

B= 72 x Z[A?
{ﬂe x Z[A] avec \/B1B205 € Z et n € Ny o (Z[i))
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ainsi que le sous-ensemble By, des B € B pour lesquels il existe (e, m)
dans X x M tels que
Br=e1my, Po=eamy, P =e3ms.

Notons que l'ensemble B3; est infini. Pour 3 € B, on note Ts le sous-
ensemble constructible de A}@O = Spec (Q[X;,Y; | 0 <i < 4]) défini par les
deux équations quadratiques

¢ =¢5 =0
invariantes sous le groupe de Galois G avec

0F = azby(XF +77) — a1 Ba(X3 +Y5)

A
A:Z (a453 (X3 + Y5 + AX] + Y7) + 2VA(X3X4 + Y3Y)))

+ (X5 + Y3 + AXE + YD) - 2VA(Xe Xy + VY1),
¢y = baBi (X7 + V) — b1 fo(X3 + Y5

A
A; (b453 (X3 + Y7+ AXF +YP) +2VA(X3 X4 + Y3Y2))

+bsBa(X2 + VP + AXE + V) — 2VA(Xs Xy + Y3Y4))),
et les conditions

Vi#£je[0,2]%,  ((X:,Ys),(X;,Y;) # ((0,0),(0,0)),
Viel0,2], ((Xi,Ys),(X3,Y3,X4,Ys)) # ((0,0),(0,0,0,0)).

Définissons a présent un morphisme 7g : 7g — S. Pour ce faire, comme dans
[7, section 4], il suffit de définir un morphisme 7g : Tg — Tsp1. Considérons
alors une extension finie k& de Q et ((x;,¥:))o<i<4 dans Tg(k). Il existe alors
un couple (u,v) € k*\ {(0,0)} tel que

1
u= I(bﬁl(m% +y7) — bifa(a3 + y3))

1
(a453 (23 +v3 + Ala] + yi) + 2V A(z324 + y334))

T Ay
+ a3Ba(z3 + y3 + Az} + i) — 2V A(z3xs + y3y4)))
et
1
V=S (az2f1 (=] + 1) — a1Ba(a3 + Z/%))
12
1
=5 (b453 (23 + 3 + A2 + yd) + 2V A(z324 + y3ya))

+b3Ba (23 + y3 + A(2f + i) — 2V A(z324 + y3y4)))
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tels que

Fi(u,v) = Bi(ai +47),  Falu,v) = Ba(@3 +43),

Fy(u,v) = Bafal(2F — v3 — A(x] — v1))? + (w33 — Aysya)?].
On remarque en particulier que la quantité F3(u,v)/(B384) est bien une
somme de deux carrés, mais une somme de deux carrés particuliere puisqu’il

s’agit d'une norme de L sur Q. On note alors ag la racine carrée positive
/ — [N
de 313235 et n = z3Zg et on considere

4
z + iy = 2g05(20)> H Zj,
j=1
4

v — iy =zgap(%)* [ | 7,
j=1

t= 2020,
ou l'on a posé z; = x; + iy; pour j € {0,1,2} et
23 = (23 — y3 — Aled — i) + i(wsys — Ayzya).
Alors 22 + y? = t2F(u,v) et (z,y,t,u,v) € Tsp1(k), ce qui permet de
définir 7g.

LEMME 7.3. Pour tout B € B, la variété Tg équipée du morphisme mg et
de laction naturelle de Txg définie de la méme fagon que dans [T, section 4]
est un torseur versel pour S et

S@ = || m(Ts(@).
BeBY;

Démonstration. On utilisera les notations A;; = Res(Fj, Fj) et Ayz =
— A4 qui généralisent et (7.1). En particulier, A;; = —Aj;. D’apres [7,
section 4] et en utilisant le formalisme développé dans [33, exemple 2.4.3],
on sait que sur Q, un anneau de Cox de S est donné par

(7.5)
R=QIZ, 27 10 <i <A)/(AZ 27 + AiZ] Z5 + Dij 2 Z;) 1<icj<nsa
ot div(Zy) = E* et div(Z) = DF pour i € [1,4]. Plus précisément,
(A2 27 + AnZf 25 + Ay ZiE Z h1<icjen<a = (Prags, Praa)
ol 'on note P ;1 la forme quadratique AijjZ; + AkiZfZ; + AijZ,jZk*.
Considérons alors les variables invariantes sous G suivantes :
Zr+Z,; zt -z,

X
K 9 2
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pour k € {0,1,2} et

. DA A2+ Zy 2 -2+ 20 - Zy
3 — A ’ 3 = 4i )
Zi —Zf+ 25 — 77 Z3++Z4’—Z3*7Zj.

X: 7}/:
4 4\/2 4

Par exemple, lorsque af # 0, puisque

4/ Ai

(1,1,1,1) 11,11 1
1 =

= —(As4 P a3+ VL <b(1’1’1’1 ),
as

! li
=agPio4—ayP123, ¢y

une descente galoisienne garantit qu’un anneau de Cox pour S sur Q est
donné par

R=Q[X;,Yi |0 <i<4]/(ef""", g5 MY).
Par [36] corollaire 2.3.9], un torseur versel est unique & twist prés par un
élément de H 1(Q,Pic(S@)). On peut alors montrer en adaptant la preuve

de [33 proposition 2.69] ou en utilisant [16, théoréme 7.1] que pour tout
cocycle ¢ € HY(Q, Pic(Sg)), I'anneau de Cox tordu par c est de la forme

R°=Q[X,;,Y; | 0<i<4]/(¢? ¢8)

pour un certain 3 € B.
Finalement, il reste a établir le dernier point:

S@= || (Ts(Q).

BeBY,

Soit P € S(Q). 1l existe alors un unique (y, z,t,u,v) € Z* tel que

(y,z,t) = (uav) =1,

t>0,

Fl (ua U) Z 07

t2F (u, v) Fy(u, v) F3(u,v) = y? + 22,
et mopi((y, 2,t,u,v)) = P avec 7y l'application mg, : Topr — S définie
dans [7, définition 4.1]. Lorsque Fi(u,v)Fs(u,v)Fs3(u,v) > 0, il existe un
unique triplet (g1, e2,e3) € {—1,+1}3 avec 1 = 1 tel que e169e3 = 1 et

51-Fi(u,v) > 0.
Le fait que Fi(u,v)Fa(u,v)F3(u,v) soit une somme de deux carrés implique
que, lorsque p = 3 (mod 4), on a
vp(F1(u, 0) Fa(u, 0) F3(u, v)) = vp(F1(u, 0)) + vp(Fa(u, v)) + vp(Fs(u, v))
=0 (mod 2).
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On pose alors

my = H b, M2 = H b, m3= H b,

p=3(mod4) p=3(mod 4) p=3(mod4)
vp(F1(u,v))=1 (mod 2) vp(F2(u,v))=1 (mod 2) vp(F3(u,v))=1 (mod 2)
de sorte que m; | Fj(u,v). On en déduit que si p|mq, une seule des deux
valeurs v, (Fa(u,v)) et vp(F3(u,v)) est impaire. Donc p|my et p|ms par

exemple, et puisque (u,v) = 1, cela implique que p | Ag), si bien que
3 3 3 3 3 3 3
m (A5 AR) ma |45, 4] ms | [ARF, A (miymy) | AT,
et

m;

) =0 mod2)

pour tous les nombres premiers p = 3 (mod 4). De plus, mimems est un
carré. Si par exemple F(u,v) = 0, on note £ym; 'unique entier sans facteur
carré tel que e169e63m1maomg soit un carré.

On introduit alors 81 = eymy et B2 = e9mo. On note g le plus petit di-
viseur de F3(u,v) tel que e3F3(u,v)/g soit une norme de L. Nécessairement,
en posant 85 = ezmg, on a 4| g et on peut écrire g = f4n. Par définition
de f5, on constate alors que n est une norme sur Q[é]. De plus, g est une
norme sur K, on peut donc écrire g = (384 = B4n avec 7(83) = (4. Ainsi,
B € By et (y, 2,t,u,v) € 7g(T3). On peut montrer que 3 est unique comme
dans la preuve de [7], proposition 4.7]. =

En notant X3 le sous-schéma de A% = Spec(Q[X;,Y; | 1 < i < 4]) défini
par les équations gb? et qbg , on constate donc que Tg = Xz A?@. En notant

X [3 le complémentaire de ’origine dans &g, on a alors un isomorphisme entre
I'intersection compléte de A@O \ {0} donnée par les équations

Fl(u,’l)) :/81(X12+Y12)7 FQ(U,'U) :/62(X22+Y22)7
F3(u,v) = B3] (X3 — V5 — A(X] — Yf))2 + (X33 — AX4Y3)?],

et le schéma X BO Or, lors de la preuve de la conjecture de Manin, on s’est
ramené a un probléme de comptage sur certaines variétés de la forme (|2.4))

Fi(u,v) = Bi(X? + Y7).

On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais
sur des torseurs d’un type différent que ’on explicite dans la section suivante
lors de notre preuve de la conjecture de Manin. Cette description facilitera
grandement le traitement de la constante afin d’établir que celle-ci corre-
spond a la prédiction de Peyre. De plus, il apparait difficile a priori d’obtenir
un systeme de représentants des classes d’isomorphisme de torseurs versels
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et de décrire précisément les ensembles du type m3(73(Q)). En effet, pour
ce faire, il faut caractériser les normes de ’extension biquadratique L.

Il est & noter plus généralement que dans les cas des articles [7], [6] et [8],
le méme type de calculs fournissent que le seul cas de la conjecture de Manin
pour les surfaces de Chatelet ou I'on utilise une méthode de descente sur les
torseurs versels est celui pour lequel F’ est scindé. Dans tous les autres cas, on
utilise une descente sur des torseurs d’un type différent dont la construction
est analogue a celle de la section qui suit.

7.3. Les torseurs utilisés dans la preuve de la conjecture de
Manin. On décrit explicitement dans cette section les torseurs qui sont
utilisés dans la preuve du Théoreme c’est-a-dire les torseurs qui cor-
respondent aux variétés de la forme . Cette description repose sur le
formalisme développé dans [33] et [22].

Soit T le tore algébrique dont le groupe des caracteres est donné par

(76)  T=[E"ZeD]|Ze D)z D] + D}|Z& D)2
ainsi que l'injection \ : T < Pic(5g)-
LEMME 7.4. La Q-algébre R := Q[X;,Y; | 0 <i < 3]/(f1) avec
1

h=X5+Y7 -
A

(Ao3(XT + YP) + A1 (X5 +Y5))

% (Aas(XF +YP) + A (X3 +Y5))
est un anneau de Cox de S de type A défini en (7.6)).
Démonstration. D’apres (7.4), on a [wg'] € A(T) et ainsi 'image de
A contient la classe d’'un diviseur ample. Suivant la preuve de [33] propo-

sition 2.71], un anneau de Cox R’ de type A est donné par anneau des
invariants sous le groupe de Galois G de

@ R?’TL?
meT

ol R a été défini en (7.5) et Rm correspond aux éléments homogenes de
degré m de R. Supposons m € T donné tel que

m = [agET + a1 D{ + a2 D5 + a3(D5 + DJ) + asDy ]

avec a; € Z. Pour déterminer R,,, on cherche a résoudre le systeme linéaire
donné par

4
[egE+ +eg BT+ (ef Df + ej_Dj_)]
j=1
= [a0E+ + alDf + agD;_ + a3(D;_ + DI) + a4D1_],
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oll e]i > 0 pour tout j. Grace aux relations 1' et 1 , ce dernier est
équivalent a

(aozef{—i-ea,
alzz:?:Qe;—{—ef—ea,
agze;—ez_—i—ea,
a3:e§r—e§—|—ea:ei—eg—i—ea,
ay :Z?:l e; —2e .

En résolvant ce systeme en les e;»t pour 0 < j < 4, il vient que R’ est

isomorphe au sous-anneau de R engendré par les variables
+ + + + o+ N —
Zy, Zi, Zy, Z3Zj, Z3Z,
vérifiant la relation suivante (d’apres (7.5))) :
(25 2125 27) = (2§ Z3)(2{ Zy)
1
At
Cette derniére relation est bien invariante par le groupe de Galois G. En
considérant les variables G-invariantes suivantes :
- — -+ —
:Zk—i-Zk k:Zk:_Zk
2 ’ 21

(AgsZ]Z7 + A1 25 Z5 V(Ao Z{ Z7 + A Zy Zy).

k
pour k € {0,1,2} et
7570+ 75 7y v VAW
= ’ 3= . ’
2 24

X3
il vient alors bien
R =Q[X;,Yi[0<i<3]/(f1) =

A nouveau d’apres [36], corollaire 2.3.9], un torseur de type A est unique &
twist preés par un élément de H'(Q, 7). Le lemme suivant explicite ce groupe
de cohomologie.

LEMME 7.5. On a la série d’isomorphismes
HY(Q,T) = H'(Gal(Q[i]/Q),T) = Z/2Z.

Démonstration. Le point clé concernant les torseurs de type A est que
I’action de la conjugaison 7 dans K est triviale si bien que

H'(Gal(Q/Qi)), T) = {0}.
Ainsi, la suite exacte de restriction-inflation
0 — H'(Gal(Q[il/Q),T) —» HY(Q,T) —+ H'(Gal(Q/Q[d), T)

fournit Visomorphisme H(Q,T") = H'(Gal(Qli]/Q),T). Puisque le groupe
Gal(Q[i]/Q) est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison complexe o,
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le groupe de cohomologie H'(Gal(Q[i]/Q),T) coincide avec ’homologie du
complexe

Autrement dit,
HY(Gal(Q[i]/Q),T) = Ker(o + Id) /Im(Id — o).
On obtient alors aisément le fait que Ker(o 4 Id) est engendré par
D]~ D7), [Df] - [Df], 2ID}] - [DF + DY,
et que Im(Id — o) est engendré par
IDf] - (D7), 2(Df] - [Df]~ D), 2(Df + Df] —2[Df] - 2[D5].
Il vient alors immédiatement que H'(Gal(Q[i]/Q),T) = Z/2Z engendré par
la classe de [Df] — [D5]. =

On est désormais en mesure de décrire tous les anneaux de Cox de S
de type A. On s’inspire ici des deux preuves de [33, propositions 2.6972.70J.
Tout élément de H(Q,T) est représenté par un cocycle ¢ : Gal(Qli]/Q) — T,
lui-méme déterminé par I'image ¢, € Homgz (7', Q[:]*) de la conjugaison com-
plexe.

LEMME 7.6. Tout anneau de Cox pour S de type A est isomorphe a une
Q-algeébre de la forme

Ry, = Q[X;,Y; | 0 <4 < 3]/(f1")

avec

(7.7) P =ng(X5+YF) - Aogny (X7 + YP) + Agina (X3 + Y5))

!
(A24TL1 (X12 + Y12) + A41n2(X22 + Y22>)

et n = (ny,n9,n3) € (Z~ {0})? tels que ningnz soit une somme de deux
carrés.

Démonstration. On sait que, pour tout anneau de Cox R pour S de
type A, il existe un cocycle ¢ : Gal(Q[i]/Q) — T tel que R, soit un twist de
R’ défini en (7.4)). D’apres [33], proposition 2.41], I'action de la conjugaison
complexe sur R’ est la suivante :

o(Zy) = co([ET)) 2y, vie{l,2}, o(Z))=c([D]])Z],
0(Zs Zy) = co([D5 + D{))Z5 Z, .
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En prenant les nouvelles variables suivantes, invariantes sous 'action du

groupe de Galois Gal(Q[i]/Q) :

co([E*)Zg +Zy co([E*)Zy — Zy

}(0 = 9 5 }6 = 2% )
2

oD% % e DiZ 7

k — 2 ; kK — 2 )

pour k € {1,2} et
co([Dy + Di)Z5 Z{ + 25 Zy

)(3:: 2 ’
v co([Df + DN Z5 ZF — Z5 Z;
2i ’
il vient
R\~ Q[X;,Y; | 0<i<3]/(ff)
avec
1
I = 5 (X3 +Y) = - (A (X7 +Y7) + Aqin$y (X3 +Y7))
12

x (Aoa(X7 +YE) + AunS (X3 +Y3))

et n§; = c,([Df — D)) et n§; = co([2D] — DI — Df]). Le fait que c soit
un cocycle et les relations et impliquent que o(n;1) = n; si bien
que n;; € QX pour i € {2,3}. En écrivant n§;, = ng/ny et n§; = nz/ni?
pour trois entiers nq, no et ng non nuls, on obtient bien

R\ = QXY | 0<i <3]/(f)

Pour conclure, il reste a établir le fait que ningng est une somme de deux
carrés. On a

ningng = n%ngﬂgl'
Puisque les conditions de cocycle s’écrivent
c([ENo(er([E7]) =1, Vke{l,2}, c([Df])oles([D;]) =1,
et
CU([D; + DIDU(CO([D;&_ +Dy]) =1,
les relations ([7.2)) et ([7.3]) fournissent
ninans = nic,([ET + 2D ))o(c,([ET + 2D]))
si bien que ningong est bien une somme de deux carrés. On peut établir plus
précisément, en suivant [33, proposition 2.70], qu’étant donné (ni,na,ns3)

dans Q*, il existe un cocycle ¢ : Gal(Q[i]/Q) — T tel que n§; = na/n; et
n§; = n3/n? si, et seulement si, njnang est une somme de deux carrés. m
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De facon analogue au Lemme on voit que pour n € N? tel que
ni1nong soit une somme de deux carrés, le sous-ensemble constructible 7y, de
A(% = Spec(Q[X;,Y; | 0 < i < 3]) défini par I’équation f™ donnée en 1)
et les relations

Vi #] € [[073]]4a ((Xl,Y;),(X],)/})) 7é ((030)’(&0))
est un torseur de type A au-dessus de S. Pour toute extension finie £ de Q
et tout (z;,¥i)o<i<z dans Tn(k), a l'aide de

1
u= S (bana (27 + yi) — bina(a3 + v3)),
12

v (—agni (2} + y1) + arnz (a3 + 3)),

ATD)
on peut définir comme en section précédente un morphisme m, : T, — S.
Lorsque n est de la forme

Vi € [[1,3]], n; = g;my;

pour un certain (e,m) € X' x M, on note Ty = Tme €t Tn = Tm,e. On peut
alors montrer comme lors de la preuve du Lemme que

(7.8) S@= | mme(Tme(@).
(e, m)eEXXM

De plus,

(7'9) Wm,e(Tm,e(Q))

(t,u,v,x3,24) € 75,

(t,u,v) = (x3,24) = 1,

t> 0,23 + 23 = 2F(u,v),
eiFi(u,v) >0,

vp(Fi(u,v)) — i =0 (mod 2),
Fi(u,v) € ggm;€

= [tu2 Stuv s tv? s xs x4] € Pa

(t,u,v,x3,14) € Z°,

(t,u,v) = (x3,24) =1,

t > 0,23 + 23 = t2F(u,v),
giFi(—u, —v) > 0,

vp(Fi(u,v)) — p; =0 (mod 2),
Fi(—u,—v) € ggm;E

U [tu? s tuw : t0? 3 : x4 € Pf"Q

Vs
En effet, un point de S admet exactement deux représentants de la forme
[tu? : tuv : tv? : 23 1 4] avec (t,u,v,x3,24) € Z° et (t,u,v) = (23,74) = 1.
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A nouveau de la méme fagon qu’en section précédente, on montre, en
notant Yy, le sous-schéma de A% = Spec(Q[X;,Y; | 1 < i < 3]) défini par
I’équation f™ donnée en 1) que Tn = Vn xA(Q@. Si Vp est le complémentaire
de l’origine dans Y, on a alors un isomorphisme entre I'intersection compléte
de A(S@ \ {0} donnée par les équations

Fi(u,0) = ni( X2 +Y7)  (1<i<3)

et V9. On retrouve ainsi une variété de la forme (2.4]) et il s’agit donc bel
et bien des torseurs utilisés dans la preuve de la conjecture de Manin en
section 6.

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la con-
stante conjecturée par Peyre de maniere adéquate a notre traitement du
probleme de comptage.

LEMME 7.7. On o II'(Q,T) = {0} ou

L (Q,7) = Ker(Hl(Q, T) - H' R, T) [ H'(Qp, T)).

Démonstration. Le théoreme de Tate fournit ’accouplement naturel non
dégénéré
' (Q,7) x I*(Q, T) — Q/
si bien qu’il suffit d’établir que I1%(Q, T') = {0}. Puisque
H'(Gal(Q/Q[), T) = {0},
la suite de restriction-inflation d’ordre 2 fournit

0 — H*(Gal(Q[i]/Q),T) — H*(Q,T) — H?*(Gal(Q/Q[i]),T).

Montrons & présent que H2(Gal(Q[i]/Q),T) = {0}. Le groupe de Galois
Gal(Q[i]/Q) étant cyclique engendré par la conjugaison complexe o, il vient
que

H*(Gal(Q[i]/Q),T) = T /Im(Id + o) = Ker(o — Id)/Im(Id + o).
On établit comme lors de la preuve du Lemme que Ker(o — Id) est de
rang 2 engendré par [Df] + [Dy] et [wg']. Or,
[DY]+ [Dy] = (1d + o)([D]),
[ws'] = (d + o) ([EF] + 2[D1 ),
si bien que Ker(o — Id) = Im(Id + o) et H2(Gal(Q[i]/Q),T) = {0}. On a

donc le diagramme commutatif
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11%(Q, T) 11%(Qli], T)

| |

H*(Q,T) H*(Gal(Q/Qli]), T)

| |

oevaie) H(Qu, T) — T,evaory H2(QLiw, T)

qui implique que tout élément de HIQ(Q,T) appartient & II12(Q[i],
sur Q[i], on a T = Z5 avec action triviale si bien que IIT?(Q[i],T)
d’apres [35], lemme 1.9], ce qui permet de conclure la preuve. m

LEMME 7.8. On a l’égalité
S(Ag)P'® = |_| Tm.e(Tme(Ag)),
(me)eMxX
ot Ag désigne l'anneau des adéles de Q.

Démonstration. Tout d’abord, d’apres [36, théoreme 6.1.2] et le Lemme
[7.6] il vient

S(ho)P ) = | ] m(TalAg)),

neN3
ningng=0+0]

ot Bry(S) = r !(\(HY(Q, 1)), A : HY(Q,T) — H'(Q,Pic(Sg)) est as-
sociée & P'injection A et 7 : Br(S) — H(Q, Pic(S5g)) est I'application canon-
ique issue de la suite spectrale de Hochschild—Serre

Hp(@a Hq(S@’ Gm)) - Hp+q(57 Gm)
On a ici utilisé le fait que la surface S est géométriquement rationnelle,
auquel cas Bri(S5) = Br(S).

De la suite exacte courte

0 — T — Pic(Sg) — Pic(Sg)/T — 0

on tire la suite exacte

(Pic(Sg)/T)9 — HY(Q,T) 2 H'(Q,Pic(Sy)).

Or, on montre facilement que PiC(S@) / T est de rang 1 engendré par la classe
de [D7] si bien que

(Pic(Sg)/T)¢ = {0}
et A, est injective. Le Lemme et la valeur de 5(S) impliquent par
conséquent

A (HY(Q,T)) = H'(Q, Pic(Sg)),
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de sorte que Bry(S) = Br(95).
On a ainsi

S)P® = ) m(Ta(Ag))

ncN3
ningny=C+C]

et en particulier
U Tm,e(Tm,e(Ag)) C S(AQ)Br(S)-
(m,e)eMxX
D’autre part, d’aprés [I5], il vient S(Q) = S(Ag)P"®) et par continuité de
I'application Tme(Q) — S(Q) induite par mm ¢ ainsi que ([7.8)), il s’ensuit
S(Q) = S(AQ)Br(S) = U Tm,e(Tm,e(Q)) C U Tm,e(Tm,e(Ag)),
(me)eMx X (m,e)eMxX
si bien qu’on peut conclure a 1’égalité
S(Ag)P'®) = U Tm.e(Tme(Ag)).
(me)eMx X

Suivant alors argument utilisé dans [34, preuve du lemme 6.17], on a que
tout point de S (AQ)Br(s ) appartient A exactement #I11Y(Q, T') ensembles de
la forme T e(Tm,e(Ag)) avec (m,e) € M x X. Le Lemme [7.7] permet alors
d’en déduire que I'union est disjointe et de conclure la preuve. m

7.4. Expression de la constante de Peyre. Le Lemme [7.8| fournit

cs = Oé(S)ﬁ(S) Z WH(T"e,m(TE,m(AQ)))'

eeXy
meM

On a a(S)B(S) =1 et on écrit
wH (Te,m(Te,m(Aq))) = woo (€, m) pr(& m),
P
oll, en passant comme dans [6] aux densités sur le torseur intermédiaire Tgp
défini par (6.3]) et au vu de (7.9)), on a
wp(€, m)
. F(u,v) = y? + 2% (mod p"),
:nILIrolo Zw# (uavayaz7t) € (Z/an)S p'f(u’v)a p*(ya th)v
2[vp(Fi(u, v)) —

pour p # 2. Pour tout entier d et F' € Z[z1,x2], on introduit alors

pH(d) = p*(d; F) = #{x € [0,d[* | d| F(x), (1, 22,d) = 1}.
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Exactement le méme type de raisonnements que dans [8] section 8.2] conduit,
lorsque p 1 A(3 A(S)Agi,)), aux expressions

wp(s,m):<1_1><1_+zx F)>
v>1
lorsque p = 3 (mod 4), et
wp(s,m):(l_;zy ( ) ;x p F)

lorsque p = 1 (mod 4). En particulier, w,(e, m) = w, ne dépend ni de € ni
de m. Dans le cas p|Ag)A%)A%) et p=3 (mod 4), on a (¢t,p) =1 et donc

Wp(&‘, m)
11 F(u,v) =y + 2% (mod p"),
— i p nry\4
= M s # ) (wv.y2) € (Z/P"2)7 | pt (u0),

2|vp(Fi(u, v)) = pa

Pour p=2,0n a

wo(e, m)
. F(u,v) = y*+ 2? (mod 2"),
= lim ——# q (u,v,9,2,t) € (Z)2"Z)° | 24 (u,v), 21 (y, 2, 1),
Fi(u,v) € ggm;&an
F(u,v) = y*+2? (mod 2"),
+ lim # (u,v,y,z,t) € (Z/2"Z)° 21 (u,v), 214 (y, 2, 1),

n—>oo 24n
Fi(—u, —v) € ggm;&an

On a également (2,t) = 1 et donc, grace au Lemme on aboutit a
I’expression

wa(e, m) = 2 lim 22”#{(u,v) c (Z)2"Z)?

n—oo

24 (u,v), }

Fi(u,v) € g;m;Ean

Noter ici qu’on a une dépendance en € et en m.

Enfin on traite le cas de la densité archimédienne. Grace a la symétrie
du probléeme, on peut se restreindre & y,z > 0. En utilisant une forme de
Leray en paramétrant en z, on obtient

1 dudv dt dy
Woo(ea m) =4 lim S
B—oo Blog(B ) t2F (u,v) — y?
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avec

D {( fert| @ € REve2)(\/Bt) U Rt e ( B/t)’}
= u,v,y, .

0<y<ty/Fluv),l<t<B
La formule fournit alors immédiatement

Woo (g, m) = 7(Vol(REL253) (1)) 4 Vol(RI=517223)(1))) = 27 vol(R),
qui ne dépend que de € mais pas de m. On obtient ainsi ’égalité

(7.10) cs =Y _ 2mvol(R) ][ wp(e, m).
p

ecy
meM

7.5. Transformation de la constante cy. On revient dans cette sec-
tion & l'expression de la constante ¢y obtenue grace au Théoréme que
I’on met sous une forme similaire a celle de cg en . On réécrit cette
constante sous la forme

(7.11) cg = o Z pid Zvol

deD ecy
e sy
d d/€D3 meM k4k1 k‘ll |ng(A23,d)
d:dldzdg,d“Ajk k4k2ké|gcd(A13,d)
kakzky|ged(Ai2,d)
k) k) (k) (ki) plky) o
X Z 3w(ka) 9w (ks ) +w (k1) +w(ka)tw(ks) o; (e, E),

kakl|ged(A12,A13,A23,d)
k5kg |gcd(A12,d/1 d/2)

ou

(7.12) o< (e, E) = ) o< (e, E, ).

e2
e=1

Par multiplicativité en e de la quantité o(e, E, e), on peut écrire o¢(e, E)
sous forme d’un produit eulérien

(7.13) ot(e,E) =[] of, (e E).
p
Pour p > 2, le facteur eulérien est donné par
l/1—|—l/2-i-l/3~ Ny No N3.F P F
5 (e,E): ( ) Z X /;(p PP, 2, 3)
(N1+N2+N3+1)
vENS p

ou les N; sont définis lors du Lemme et avec

pp", N2, p™ By, By, Fy) = #{x € (Z/p™ L) | pN | Fy(x), p £ x3,
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tandis que pour p = 2, on obtient un facteur eulérien

110)  ofale.B) =8 im 2 {x e @prap | ) SO

n—00 2 J( X
On écrit alors
co = Z vol(R)cp(e, m)
ecl)
meM
avec
72— p(d)ro(d)e'(d)
cole,m) = 70 57 HOMEZIE S g
deD d,d’ep3

d=d1dads, d}|Ajx

p(ky) k) (k) p(ky)plks)
X Z Z 3w (k) 9w (k) +w(kr ) Fewlkz)+wlks) O * (e, E),
k‘4k‘1k’1 lged(Azs,d) k4ki|ng(A12,A13,A23,d)
kakaokl|ged(A1s,d)  kskf|ged(Aiz,d)d))
kakskl|ged(Ar2,d)

ou of (e, E) a été défini en (7.12)). De plus, en utilisant les notations (6.11)
et en posant

¢ = didody = dodidl, € = dsdyd
Ei = [6’1, k4k2k12, k4k3]€é, k4]€ﬁl, d1k5kg],

By = [y, kak1 Ky, kaksks, kakly, doksks),

Eé = [eg, k4k‘1k‘/1, k4k‘2/€é, k‘4/€§d,

el =E{ =m1 e =FE]=my, € =FE]=ms,

on a les décompositions e; = ele et E; = E/E!. Alors N; = max{v,(e})+v;,

vp(El} lorsque p = 1 (mod 4) et N; = max{vy(e]) + v, vp(E!")} lorsque
p =3 (mod 4). Enfin,

9% 2(e, B) = 0% 5(m)

=8 lim 2_2"#{x € (Z/2"Z)*
n—oo

FZ(X) S mz‘Engn,}
21x .

On pose alors

) (k) (k) pu (k) pe (k) po(K5)
Vi(d,d’) = Z Z 3w(ka) 9w (ks)+w (k1) +w(kz)+w(ks)
k4k1k/1 |ng(A23,d) k4kﬁl|gcd(A12,A13,A23,d)
kakokl|ged(A13,d)  kskl|ged(Ai2,didb)
kakskl|ged(Ara,d)

< [ owple B,

p=1(mod 4)
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puis
Va(m)= [ oup(e” B
p=3 (mod 4)
et enfin
Va(e, m) = ;05 5(m),
de sorte que

co(e, m) = 27r];[(1 + X;p)> (1 - X(p)> 72c1 x Va(e, m)V3(m)

p

avec

Yol (d
M 90
T S L P AMEAVAC R 0F
deD d,d’eD3
d=d1d2d3,dﬂAjk

On a ici utilisé la décomposition en produit eulérien

(- $)(-2)”

p

La stratégie pour conclure & la validation de la conjecture de Peyre est alors,
suivant [8, section 9.5], de décomposer cy(e, m) sous la forme

co(e, m) =27 H cp(e, m)
P
et d’établir que ¢,(e, m) = wy(e, m) pour tout nombre premier p.

7.6. Fin de la preuve de la conjecture de Peyre. On pose c2(e, m)
= Va(e,m) de sorte que c2(e,m) = wy(e, m). Dans le cas p = 1 (mod 4), on
pose 0, = v,(d}) et

N{=uv1+ 6+ 6+,

Ny = max{N}, kg + K2 + K, k4 + K3 + Kb, K4 + K, K5 + K5
N = vy + 8y + 61 + 3%,

No = max{Ny, ka + K1 + K7, k4 + K3 + K3, Ka + Ky, k5 + K5 ),
Ni = vg + 03 + 81 + &5,

N3 = max{N}, k4 + K1 + K], k4 + Ko + K, kg + K}

Puisque 7o(p) = 2 et par définition de ¢, on a alors

e = (1- ) 3 (—pil)a S 56

0<6<1 0<61,62,63<1
61+062+33=9
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avec

(7.15)
fp(0) = Z (—1)53+5é+5§ Z (—1)"

3
0<6;<min{vp(Ajx),1}

K4,k >0
§,85=0 ka+rl<min{d,vp(A12),vp(A13),vp(A23)}
: (=1 (=1)%
<2 2 2
2Ki 2r5
=1 Ki,k}>0 Ks5,k5 >0

ka+ri+r; <min{,vp (A1)} k5+kE<min{d]+8%,vp(A12)}

v Zp Nl N2 N3.F17F27F3)
2(N1+N2+N3+1)

veNs
et {i,4,k} = {1,2,3}. Enfin, dans le cas p = 3 (mod 4), si 'on note p; =

vy (). on pose csem) = (1= )ot)

ou

_ (_1)V1+V2+V3ﬁ(le7pN27pN3;F17F27F3)
Q(H) - Z pQ(N1+N2+N3+1) )
veNs
et Ny = u1 + vy, No = g + 1o et N3 = ug + 3. On a ainsi
co(e, m) = QWHcp(s,m).
P

Il s’agit & présent de remonter la formule d’éclatement du Lemme
utilisée dans le passage aux torseurs. On distingue selon la congruence de p
modulo 4. On commence par le cas p = 1 (mod 4) et on étudie la quantité

cy(em) = (1~ 12)_1cp<e,m>.

p
Pour ce faire, on ne considere dans un premier temps que la quantité

71(8,8) = > - 2 S

21
K4,k)>0 K1,k1>0
ka+r) <min{d,vp(A;i;)} Ka+k1+r] <min{d,vp(A23)}
(—1)" (—1)"s
x 2. 2.
2k2 2k3
K2,k5>0 K3,k5>0

Ka+r2+k, <min{d,vp, (Alg)} ka+r3+r5<min{d,vp(A12)}

x Z Z,O Nl N2 N3'FlaF27F3)'

2(N1+N2+N5+1)

Ks5,K5>0 veNs
r5+rs<min{d]+05,vp(A12)}
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On raisonne comme dans [8, section 9.5] et on utilise, pour a et b entiers
naturels, la formule

Y 1
Z oK »min{a,b}
K,k >0
k+r'<min{a,b}
0<k/<1
On commence par se placer dans le cas d’un nombre premier p = 1 (mod 4)
qui divise tous les résultants A;;. On obtient alors I’égalité

6.0 =3 (v + 1)(v2 + 1)(vs + Dpl (p™, p™2, pNS; 1, By, Fy)
P\ =, 0(5’ N{’Né’Né)Qmin{(s’l-i-(Sé,N{,Né,Né}pQ(N{—i-Né—I—Né—‘rl)’
v

ol
0(5’ N{, Né, Né) _ (3/8)min{5,]\/{,Né7Né}2min{6,Né7Né}+min{§,N{,Né}—f—min{é,N’,Né}

et, lorsque (a1, as,az) € N3,

pl(p™, p™2, p*%; Fy, Fa, F3) = #{(u,v) € (z/pmtartastlizy?

P || Fi(u,v),
p1(u,v) }

Il reste & voir sur quels 8’ = (8], 65, 65) on somme. D’apres ([7.15)), on somme
sur les triplets suivants:

(0,0,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (0,1,0),

si bien que

T N{/? Né/’ Né/;F7F7F
fo0)= 3 L T R (6 + ) + )+ )

sene C(6, NT, NG, N )p2NT+N3' N5 +1)
— (s + 1) + gravs(va — 1) + ravs(vy — 1)
— svans(v1 + 1) — sra(v2 + 1))
P N8 pNE Ly By, Fy)
C(8, Ny, Ny, Ny )N TNz N5+

= Z(V1+I/2+l/3+1)
veN3
avec N]' = v;+6;. En remarquant que pour N/ fixés, il y a C(d, Ny, N, N¥')
triplets d tels que Ni” = v;+0;, on peut conclure exactement comme dans [8],
section 9.5] que 'on obtient la quantité adéquate.

Sans étre completement exhaustif, on traite ensuite un cas éloquent
dont ’adaptation aux cas restants ne pose aucune difficulté. Tout d’abord,
on se place dans un cas ou vp(Aj2) = 0. Supposons alors par exemple
que vp(A13) =0 et v,(Az3) > 1. Dans ce cas de figure, on a clairement

mm{(Si + 65,Vp(A12)7N]{7N£ﬂNé}
= min{4, v,(A12), vp(A13), vp(As3), N1, N3, N5)} = 0,
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et un examen des conditions sur les 8’ dans la formule ([7.15) montre que la
somme sur les ' porte sur les triplets (0,0,0) et (1,0,0), si bien que

f((S):Z pT(N Nl7p 3F1,F2,F3)
PO T 2 (5, N N, Ny

X ((1/1 + 1)(V2 —+ 1)(1/3 + 1) — VQVg(Vl =+ 1)),

C”(é N{ Né Né) _ 2min{6,Né,N’}+m1n{5 N{,N{}4+min{6,N/,N.}
Mais, le fait que p ne divise ni Ajs ni Aj3 implique que nécessairement
vive = vivg = 0, de sorte que
(Vl + 1)(1/2 + 1)(1/3 —+ 1) — V2V3(1/1 —+ 1) =1 +vy+vrv3+ 1+ + v1U3

=+ vy +uv3+1,

et on peut & nouveau conclure comme dans [8] section 9.5].

Pour finir, dans le cas p = 3 (mod 4), on a
pT 2V1+M1 2V2+u2 p2V3+“3‘F1,F2,F3)

Z 2(21/1+2I/2+21/3+1) )
veNs

que l'on traite comme dans [§], section 9.5]. Cela permet finalement de con-

clure a I’égalité
co = Z woo(e,m)pr(s,m)

ecXy p
meM

et acheve la preuve du fait que ¢y = cg.
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