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1. Introduction. On définit la surface de Châtelet Sa,F comme modèle
minimal propre et lisse de variétés affines de A3

Q de la forme

X2 − aY 2 = F (X, 1)
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où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré 4, de discrimi-
nant non nul et a un entier qui n’est pas un carré. Ces surfaces introduites
par Châtelet [10], [11] sont arithmétiquement très riches puisqu’elles cor-
respondent à l’exemple historique donné en 1971 par Swinnerton-Dyer de
variétés ne satisfaisant ni le principe de Hasse ni l’approximation faible. Elles
sont également des désingularisations minimales de surfaces de del Pezzo de
degré 4 de type de singularité 2A1 conjuguées [7, remarque 2.3]. Les surfaces
de del Pezzo ont été parmi les premières à être considérées dans le traite-
ment de la conjecture de Manin ([3], [19], [23] ou encore [26] entre autres)
puisque les plus simples dans la classification birationnelle d’Iskovskih [25].

L’objet de cet article est de décrire la répartition des points rationnels
sur les surfaces de Châtelet dans les cas où Sa,F := S avec F produit de deux
formes linéaires F1 et F2 non proportionnelles par une forme quadratique F3

irréductible sur Q[i] et a = −1. Tous les éléments quant à la géométrie de
ces surfaces dont nous auront besoin ont été démontrés dans [15] et [16] et
sont résumés dans [9] et [7] dans le cas où F est scindé. Ils s’adaptent au cas
présent sans difficulté. En particulier, le système linéaire anticanonique |ω−1

S |
est sans point base, ce qui donne lieu à un morphisme ψ : S → P4. On
s’intéresse alors à la quantité

N(B) = #{x ∈ S(Q) | (H4 ◦ ψ)(x) ≤ B},
où H4 est une hauteur sur P4(Q) qui sera définie en section 6.1. Le rang
du groupe de Picard de S vaut ici 2 [9], si bien que la conjecture de Manin
prend la forme

N(B) ∼ cSB log(B)

pour une certaine constante cS > 0. Peyre [30] dans un premier temps, puis
Batyrev et Tschinkel [1] dans un cadre plus général, ont proposé une expres-
sion conjecturale de la constante cS s’exprimant en termes d’une mesure de
Tamagawa sur l’espace adélique associé à la surface S (voir aussi la formule
empirique donnée par Peyre dans [31, formule 5.1]).

D’après [15] et [16], l’obstruction de Brauer–Manin est la seule obstruc-
tion au principe de Hasse et à l’approximation faible pour les surfaces de
Châtelet et en particulier les surfaces considérées spécifiquement dans cet
article ne satisfont pas nécessairement l’approximation faible mais satisfont
le principe de Hasse. Il s’agit ici du troisième cas, après [7] et [8], pour lequel
la conjecture de Manin dans sa forme forte conjecturée par Peyre dans [31,
formule 5.1] est établie par des méthodes de descente sur des torseurs pour
une classe de variétés ne satisfaisant pas l’approximation faible.

Les travaux de La Bretèche, Browning et Peyre [7] utilisant l’approche
par les torseurs versels (introduits par Colliot-Thélène et Sansuc [12]–[14]
et utilisés dans ce cadre pour la première fois par Salberger [34]) ont permis
dans un premier temps d’établir la conjecture de Manin dans le cas de
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factorisations de type un produit de formes linéaires non proportionnelles [7],
puis les travaux de La Bretèche et Browning ont fourni le cas d’un produit
d’une forme linéaire et d’une forme cubique irréductible sur Q [6], et enfin
les travaux de La Bretèche et Tenenbaum ceux d’une forme irréductible sur
Q[i] de degré 4 ou d’un produit de deux formes quadratiques irréductibles
sur Q[i] [8].

On achève dans cet article la preuve de la conjecture de Manin dans le
cas des surfaces de Châtelet avec a = −1. Le théorème suivant améliore
notamment la borne N(B)� B log(B) obtenue par Browning [9].

Théorème 1.1. Lorsque a = −1 et F = F1F2F3 avec F1 et F2 deux
formes linéaires non proportionnelles et F3 une forme quadratique irréduc-
tible sur Q[i], on a

N(B) ∼
B→∞

c0B log(B),

où c0 = cS est la constante conjecturée par Peyre.

Remarque. On peut se convaincre assez aisément que les méthodes
développées ici permettraient de généraliser le résultat à tous les a < 0 mais
au prix d’un certain nombre de complications techniques comme expliqué
dans [8, Introduction]. Le cas a > 0 semble nécessiter une approche différente
du fait du nombre infini d’unités du corps quadratique réel Q (

√
a).

La méthode utilisée ici suit celle développée par La Bretèche, Browning
et Peyre dans le cas précédemment cité. En particulier, la résolution de ce
problème repose essentiellement sur l’estimation asymptotique de sommes
du type

(1.1) S(X) =
∑

x∈Z2∩XR

r(F1(x))r(F2(x))r(F3(x)),

pour une région R ⊂ R2 convenable et où r(n) désigne le nombre de
représentations d’un entier n comme somme de deux carrés. On rappelle
qu’on a l’expression

r(n) = 4
∑
d|n

χ(d),

où χ désigne le caractère de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode
pour estimer ces sommes est inspirée de [5] où le même genre de sommes
est étudiée mais pour la fonction τ nombre de diviseurs à la place de la
fonction r. Pour la vérification de la conjecture de Peyre, on s’inspire ici
de [8] et de [7]. Cependant, à la différence du cas traité dans [7], on établit
que le traitement de la conjecture de Manin se fait au moyen d’un passage
sur des torseurs distincts des torseurs versels dont on donne une description
précise en section 7.
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2. Estimations de sommes liées à la fonction r. Plus précisément,
on considère x = (x1, x2), F1 et F2 deux formes linéaires binaires dans
Z[x1, x2], F3 une forme quadratique dans Z[x1, x2] et R est une région de
R2 vérifiant les hypothèses suivantes que l’on notera NH:

(i) Les formes F1 et F2 ne sont pas proportionnelles.
(ii) La forme quadratique F3 est irréductible sur Q[i].

(2.0) (iii) Pour tout x ∈ R et pour tout i ∈ {1, 2, 3}, Fi(x) > 0.
(iv) La région R est convexe, bornée avec une frontière continûment

différentiable.

On définit

XR = {Xx | x ∈ R}
et on pose F1(x) = a1x1+b1x2, F2(x) = a2x1+b2x2 et F3(x) = a3x

2
1+b3x

2
2+

c3x1x2, avec ai, bi et c3 entiers. Lorsque J, L ∈ Z[x1, x2] sont deux formes
binaires homogènes, on note disc(J) le discriminant de J(x, 1) et Res(J, L)
le résultant de J(x, 1) et de L(x, 1). On considère alors

(2.1) ∆ = disc(F3) = c2
3−4a3b3 6= 0, ∆12 = Res(F1, F2) = a1b2−a2b1 6= 0,

et

∆i3 = Res(Fi, F3) = a3b
2
i + b3a

2
i − c3aibi = F3(−bi, ai) 6= 0

pour i ∈ {1, 2} et, pour d = (d1, d2, d3) ∈ N3,

Λ(d) = {x ∈ Z2 | di |Fi(x)},
où l’on note systématiquement (sauf mention contraire) di |Fi(x) pour
d1 |F1(x), d2 |F2(x) et d3 |F3(x). On introduit alors la quantité essentielle

ρ(d) = ρ(d, F1, F2, F3) = #(Λ(d) ∩ [0, d[2)

où l’on note systématiquement d = d1d2d3.
On pose également

L∞ = L∞(F1, F2, F3) = max{‖Fi‖},
où ‖Fi‖ désigne le plus grand coefficient en valeur absolue de la forme Fi,

r∞ = r∞(R) = sup
x∈R

max{|x1|, |x2|}

et

r′ = r′(F1, F2, F3,R) = sup
x∈R

max{|F1(x)|, |F2(x)|,
√
|F3(x)|}.

On note enfin

E = {n ∈ Z | ∃` ∈ N, n ≡ 2` (mod 2`+2)}
ainsi que E2n sa projection modulo 2n,

E2n = {k ∈ Z/2nZ | ∃` ∈ N, k ≡ 2` (mod 2min{`+2,n})},
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et

(2.2) η = 1− 1 + log log 2

log 2
= 0.086071 . . . .

La borne S(X) � X2 fournie par [2], où la quantité S(X) a été définie
en (1.1), est alors améliorée par le résultat suivant.

Théorème 2.1. On suppose que les formes F1, F2 et F3 et la région
R vérifient les hypothèses NH (2.0). Soient ε > 0 et X ≥ 1 tels que
r′X1−ε ≥ 1. Alors

S(X) = π3vol(R)X2
∏
p

σp +Oε

(
Lε∞(r∞r

′ + r2
∞)X2

(logX)η−ε

)
,

où

σp =

(
1− χ(p)

p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ(pν1 , pν2 , pν3)

p2(ν1+ν2+ν3)

lorsque p est impair et

σ2 = 8 lim
n→∞

2−2n#{x ∈ (Z/2nZ)2 | Fi(x) ∈ E2n}.

Le produit
∏
p>2 σp est bien absolument convergent.

On introduit alors l’ensemble

D = {(d,D) ∈ N6 | di |Di, 2 - Di}
et pour (d,D) ∈ D, X ≥ 1, on pose

S(X,d,D) = S(X,d,D;R, F1, F2, F3)(2.3)

=
∑

x∈Λ(D)∩XR

r

(
F1(x)

d1

)
r

(
F2(x)

d2

)
r

(
F3(x)

d3

)
.

Cette somme est directement liée à un problème de comptage sur la variété
affine de A8 d’équations

(2.4) Fi(x) = di(s
2
i + t2i ) (i = 1, 2, 3),

où les (x1, x2) sont restreints à une certaine région.

On introduit ensuite les entiers `1, `2, `3 et les formes primitives F ∗1 , F ∗2
et F ∗3 telles que

(2.5) Fi = `iF
∗
i .

On considère alors

D′ =

(
D1

(D1, `1)
,

D2

(D2, `2)
,

D3

(D3, `3)

)
,

a(D,∆) = (D1, ∆12∆13)(D2, ∆12∆23)(D3, ∆(∆13, ∆23))(2.6)
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avec ∆ = (∆,∆12, ∆13, ∆23) et

a′(D,∆) = a(D′,∆′) = (D′1, ∆
′
12∆

′
13)(D′2, ∆

′
12∆

′
23)(D′3, ∆

′(∆′13, ∆
′
23)),

où

∆′ = (∆′, ∆′12, ∆
′
13, ∆

′
23) =

(
∆

`23
,
∆12

`1`2
,
∆13

`21`3
,
∆23

`22`3

)
.

On a alors le résultat suivant, crucial en vue de l’obtention de la conjecture
de Manin.

Théorème 2.2. Soient ε > 0 et X ≥ 1 tels que r′X1−ε ≥ 1. Si les
formes F1, F2 et F3 et la région R vérifient les hypothèses NH (2.0) et
(d,D) ∈ D, alors

S(X,d,D) = π3 vol(R)X2
∏
p

σp(d,D)

+Oε

(
Lε∞D

ε(r∞r
′ + r2

∞)a′(d,∆)X2

(log(X))η−ε

)
,

où

σp(d,D) =

(
1− χ(p)

p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ(pN1 , pN2 , pN3)

p2(N1+N2+N3)

avec Ni = max{νp(Di), νi + νp(di)} lorsque p > 2 et

(2.7) σ2(d,D) = σ2(d) = 8 lim
n→∞

2−2n#{x ∈ (Z/2nZ)2 | Fi(x) ∈ diE2n}.

De plus, ∏
p

σp(d,D)� Lε∞D
εa′(d,∆).

Remarque. Le même raisonnement que dans [5, section 6] permet, mu-
tatis mutandis, de se ramener au Théorème 2.1 grâce à un changement de
variables. Le fait que Λ(D) ne soit pas un réseau (contrairement au cas
de [7]) est pallié en le reliant à une réunion de réseaux de la même manière
que dans [17]. Ainsi, on ne détaille pas ici la démonstration du Théorème 2.2.

Pour terminer cette section, dans l’optique de vérifier la conjecture de
Peyre, il est bon de réinterpréter la constante obtenue dans le Théorème 2.2.
On définit, pour λ ∈ N3, µ ∈ N3 et p premier différent de 2,

Nλ,µ(pn)=#{(x, s, t)∈(Z/pnZ)8 | Fi(x)≡pλi(s2
i +t2i ) (mod pn), pµi |Fi(x)}

et

(2.8) ωλ,µ(p) = lim
n→∞

p−5n−λ1−λ2−λ3Nλ,µ(pn).

Ces quantités sont bien définies et correspondent aux densités p-adiques
associées à la variété définie par (2.4). Pour le cas p = 2, on introduit

Nd(2n) = #{(x, s, t) ∈ (Z/2nZ)8 | Fi(x) ≡ di(s2
i + t2i ) (mod 2n)}
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et

(2.9) ωd(2) = lim
n→∞

2−5nNd(2n).

Notant enfin ω∞(R) la densité archimédienne associée au problème de comp-
tage (2.4), on obtient le résultat suivant, qui traduit le fait que le principe
de Hasse est vérifié sur les torseurs décrits en section 7.

Théorème 2.3. Supposons que les formes F1, F2 et F3 et la région R
vérifient les hypothèses NH (2.0) et que (d,D) ∈ D. Pour tout nombre
premier p > 2, on a ωλ,µ(p) = σp(d,D) avec λ = (νp(d1), νp(d2), νp(d3))
et µ = (νp(D1), νp(D2), νp(D3)), ωd(2) = σ2(d) et ω∞(R) = π3 vol(R).

3. Propriétés des fonctions ρ. La fonction ρ a été abondamment
étudiée, notamment dans [17], [27] et [28] ou [5]. Il résulte du théorème
chinois que la fonction ρ est multiplicative dans le sens que si l’on se donne
deux triplets d=(d1, d2, d3) et d′=(d′1, d

′
2, d
′
3) tels que (d1d2d3, d

′
1d
′
2d
′
3)=1,

alors

ρ(d1d
′
1, d2d

′
2, d3d

′
3) = ρ(d)ρ(d′).

Il suffit donc de l’étudier sur les triplets de nombres premiers. Le lemme
immédiat suivant tiré de [5, lemme 1] permet de se ramener à ce cas.

Lemme 3.1. Soient F1, F2 ∈ Z[x1, x2] des formes linéaires non pro-
portionnelles et F3 ∈ Z[x1, x2] une forme quadratique. Avec les notations
de (2.5), pour d ∈ N3, on a

ρ(d, F1, F2, F3)

(d1d2d3)2
=
ρ(d′, F ∗1 , F

∗
2 , F

∗
3 )

(d′1d
′
2d
′
3)2

,

où d′ = (d1/(d1, `1), d2/(d2, `2), d3/(d3, `3)).

On a alors le résultat suivant.

Lemme 3.2. Soient F1, F2 des formes linéaires primitives non propor-
tionnelles et F3 une forme quadratique primitive irréductible sur Q.

(a) Pour tout nombre premier p, on a

ρ(pν , 1, 1) = ρ(1, pν , 1) = pν .

(b) Si p - 2 disc(F3), alors

ρ(1, 1, pν) = ϕ(pν)

(
1 +

(
disc(F3)

p

))⌈
ν

2

⌉
+ p2(ν−dν/2e) ≤ (ν + 1)pν .

De plus, si p est un facteur impair de disc(F3), on a

ρ(1, 1, pν)� (ν + 1)pν+min{bνp(disc(F3)/2)c,bν/2c}

et si p = 2,

ρ(1, 1, 2ν)� (ν + 1)2ν .
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(c) Lorsque max{ν1, ν2} ≤ dν3/2e et p impair, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� (ν3 + 1)p2(ν1+ν2)+ν3pmin{bνp(disc(F3)/2)c,bν3/2c}.

De plus, lorsque max{ν1, ν2} = ν3 = 1 et p - ∆12∆13∆23, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� p2(ν1+ν2).

Enfin, lorsque max{ν1, ν2} ≤ dν3/2e, on a

ρ(2ν1 , 2ν2 , 2ν3)� 22(ν1+ν2)+ν3 .

(d) Lorsque dν3/2e ≤ min{ν1, ν2} et pour tout nombre premier p, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� pν1+ν2+2ν3+min{ν1,ν2,νp(∆12)}.

(e) Lorsque νj ≤ dν3/2e ≤ ν3 ≤ νi avec {i, j} = {1, 2} et pour tout
nombre premier p, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� ν3p
2νj+νi+ν3+cν3/2c(pmin{dν3/2e,dνp(∆i3)/2e} + prp),

où

rp = min{νi−dν3/2e, dνp(∆i3)/2e}+ min{dν3/2e, dνp(disc(F3))/2e}.
(f) Pour tout nombre premier p, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� min{p2(ν2+ν3)+ν1 , p2(ν1+ν3)+ν2 , (ν3 + 1)p2(ν1+ν2)+3ν3/2}.

Démonstration. La preuve des points (a) à (e) se trouve dans [5, lemme 3].
Démontrons donc le point (f). En négligeant les deux conditions pν1 |F1(x)
et pν3 |F3(x), on obtient les majorations

ρ(pν1 , pν2 , pν3) ≤ p2(ν1+ν3)ρ(1, pν2 , 1) = p2(ν1+ν3)+ν2 .

On obtient aussi la majoration

ρ(pν1 , pν2 , pν3) ≤ p2(ν2+ν3)+ν1

en inversant les rôles de F1 et F2. En oubliant les deux conditions sur les
formes linéaires, on obtient

ρ(pν1 , pν2 , pν3) ≤ p2(ν1+ν2)ρ(1, 1, pν3)

et on conclut grâce au point (b).

Suivant toujours [5, section 3], on peut déduire de ces deux lemmes que
la fonction

f(d) =
ρ(d)

d1d2d3

est proche, au sens de la convolution, de la fonction R : d 7→ R(d) = r∆(d3)
avec

(3.1) r∆(`) =
∑
k|`

χ∆(k)
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où χ∆(n) =
(
∆
n

)
est le symbole de Kronecker et ∆ a été défini en (2.1). On

note également h la fonction arithmétique satisfaisant

f(d) = (h ∗R)(d) =
∑
k∈N3

ki|di

h

(
d1

k1
,
d2

k2
,
d3

k3

)
R(k).

Lemme 3.3. Soient F1 et F2 deux formes linéaires non proportionnelles
et F3 une forme quadratique irréductible sur Q. Avec la notation (3.1), on
a pour tout A > 0, ∑

k∈N3

|h(k)| log(k1k2k3)A

k1k2k3
� Lε∞.

En particulier,

(3.2)
∏
p>2

σp = L(1, χ∆χ)
∑
k∈N3

h(k)χ(k1k2k3)

k1k2k3
� Lε∞.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la preuve [5, lemme 4] dans
le cas A = 1 s’adapte immédiatement pour fournir le résultat.

On définit également pour un polynôme g ∈ Z[X] la quantité

ρg(n) = #{x ∈ Z/nZ | g(x) ≡ 0 (mod n)}.
Il s’agit d’une fonction multiplicative qu’il suffit donc d’étudier sur les puis-
sances de nombres premiers. On aura besoin du résultat suivant (voir [6,
lemme 1] par exemple).

Lemme 3.4. Soient g ∈ Z[X] de degré d ≥ 2 et p un nombre premier qui
ne divise pas le contenu de g et tel que pµ ‖ disc(g). Alors, pour tout ν ≥ 1,

ρg(p
ν) ≤ dmin{pµ/2, p(1−1/d)ν , pν−1}.

4. Démonstration du Théorème 2.1

4.1. Extraction des valuations 2-adiques. On effectue ici un raison-
nement préliminaire similaire à celui effectué dans [6, section 3] afin de pou-
voir utiliser des décompositions semblables à celles de [24, section 3]. En
utilisant les formules r(2n) = r(n) et r(n) = 0 si n ≡ 3 (mod 4), on obtient

S(X) =
∑
k0≥0

∑
x∈Z2∩XR

2k0‖x

r(F1(x))r(F2(x))r(F3(x)) =
∑
k0≥0

S∗(2−k0X),

où

S∗(X) =
∑

x∈Z2∩XR
2-(x1,x2)

r(F1(x))r(F2(x))r(F3(x)).
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En regroupant les termes selon la valuation 2-adique de Fi(x), on a

S(X) =
∑
k0≥0

∑
k∈N3

Sk(2−k0X),

avec Sk(X) la restriction de S∗(X) aux x tels que

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4)

et 2 - x. On a clairement 2ki ≤ Fi(x) ≤ (X ′)deg(Fi), donc ki � log(X ′). On
remarque également que min{ki, kj} ≤ ν2(∆ij).

Lemme 4.1. Lorsque

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4)

et 2 - x, il existe une matrice M ∈M2(Z) inversible dans Q et x′ ∈ Z2 avec
x′1 ≡ 1 (mod 4) tels que x = Mx′.

Démonstration. En raisonnant comme dans [6, section 3], on peut sup-
poser sans perte de généralité que a1 est impair. La première condition

(4.1) 2−k1F1(x) ≡ 1 (mod 4)

équivaut alors à l’existence de x′1 ≡ 1 (mod 4) tel que x1 = cx2 + c′2k1x′1
où c′ ∈ {±1} tel que c′ ≡ a1 (mod 4) et c ∈ [0, 2k1+2[ ∩ Z tel que

a1c ≡ −b1 (mod 2k1+2).

Si k1 = 0, on a alors automatiquement 2 - x, et sinon, cette condition devient
équivalente au fait que x2 soit impair.

Intéressons-nous à présent à la deuxième condition

2−k2F2(x) ≡ 1 ≡ x′1 (mod 4).

Si on suppose la première condition vérifiée, cette condition est équivalente à

F2(cx2 + c′2k1x′1, x2) ≡ 2k2x′1 (mod 2k2+2).

On considère alors F ′2(X,Y ) = F2(cY + c′2k1X,Y ) = 2k
′
2(aX+ bY ) pour k′2,

a et b trois entiers tels que (2, a, b) = 1. Si k′2 > k2, alors les deux premières
conditions n’ont pas de solution commune. Si k′2 ≤ k2 on pose

(4.2) k′′2 = k2 − k′2 ≥ 0

et F ′′2 (X,Y ) = 2−k
′
2F ′2(X,Y ) de sorte que

F ′′2 (x′1, x2) ≡ 2k
′′
2 x′1 (mod 2k

′′
2 +2).

On peut écrire x2 ≡ α2x
′
1 (mod 2k

′′
2 +2) pour un unique α2 ∈ [0, 2k

′′
2 +2[ ∩ Z

pour obtenir

(4.3) F ′′2 (1, α2) ≡ 2k
′′
2 (mod 2k

′′
2 +2).

Finalement, lorsque la première condition est vérifiée, la deuxième est vérifiée
si, et seulement si, k′2 ≤ k2 et x2 = α2x

′
1 +2k

′′
2 +2x′2 pour α2 solution de (4.3).

De plus, si k1 6= 0, α2 doit être choisi impair.
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Posons F ′3(X,Y ) = F3(cY +c′2k1X,Y ) = 2k
′
3(cX2+dXY +eY 2) pour k′3,

c, d et e quatre entiers tels que (2, c, d, e) = 1 et k′′3 = k3−k′3 lorsque k′3 ≤ k3.
L’égalité

2−k3F3(x) ≡ 1 ≡ x′21 (mod 4)

conduit alors de même à montrer que si la première condition est remplie,
la troisième l’est si, et seulement si, k′3 ≤ k3 et s’il existe α3 ∈ [0, 2k

′′
3 +2[ ∩ Z

solution de

(4.4) F ′′3 (1, α3) ≡ 2k
′′
3 (mod 2k

′′
3 +2)

tel que x2 = α3x
′
1 + 2k

′′
3 +2x′′2, α3 devant être choisi impair lorsque k1 6= 0.

Dans le cas où les trois conditions sont remplies simultanément, d’après ce
qui précède, soit il n’existe pas de solution, soit il existe α2 solution de (4.3)
et α3 solution de (4.4) tels que

x2 ≡ α2x
′
1 (mod 2k

′′
2 +2) et x2 ≡ α3x

′
1 (mod 2k

′′
3 +2).

Donc

α2 ≡ α3 (mod 2min{k′′2 ,k′′3 }+2)

et par conséquent x2 est de la forme x2 = αx′1 +2max(k′′2 ,k
′′
3 )+2x′2 avec α = α2

si k2 ≥ k3 et α = α3 si k3 ≥ k2 et pour un certain entier x′2. On vient donc
de montrer que si les conditions

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4)

et 2 - x admettent des solutions, ces dernières peuvent s’écrire x = Mx′

avec x′1 ≡ 1 (mod 4) et

M = Mα =

(
c′2k1 c

0 1

)(
1 0

α 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

)

=

(
c′2k1 + cα c2max{k′′2 ,k′′3 }+2

α 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

)
,

où α ∈ [0, 2max{k′′2 ,k′′3 }+2[ ∩ Z vérifie

(4.5)


F ′′2 (1, α) ≡ 2k

′′
2 (mod 2k

′′
2 +2),

F ′′3 (1, α) ≡ 2k
′′
3 (mod 2k

′′
3 +2),

α ≡ 1 (mod 2) lorsque k1 ≥ 1.

On remarque pour conclure que

|det(M)| = 2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2.

On majore alors

(4.6) n(k) = n(k1, k2, k3),

le nombre d’entiers α dans [0, 2max{k′′2 ,k′′3 }+2[ ∩ Z vérifiant (4.5).
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Lemme 4.2. On a n(k)� 1 avec n(k) défini en (4.6) et où la borne ne
dépend que de la valuation 2-adique de ∆∗ := ∆12∆13∆23∆.

Démonstration. On commence par traiter le cas où k1 ≥ 1, dans lequel
on sait que α doit être impair. On a clairement

n(k) ≤ #

x ∈ Z/2k1+max{k2,k3}+2Z

∣∣∣∣∣∣∣
x ≡ −b1a1 (mod 2k1),

F2(x, 1) ≡ 0 (mod 2k2),

F3(x, 1) ≡ 0 (mod 2k3)

,
où a1 désigne l’inverse multiplicatif de a1 dans Z/2k1Z. Alors, si k1 ≥
max{k2, k3}, on a

n(k)� 2k1+max{k2,k3}

2k1
= 2max{k2,k3}.

En utilisant le fait que min{ki, k1} ≤ ν2(∆i1) pour i ∈ {2, 3}, on en déduit

n(k)� 2ν2(∆∗) � 1.

Passons aux cas où max{k2, k3} > k1. On traite tout d’abord le cas k3 ≥ k2.
Par le Lemme 3.4,

n(k)� 2k1+k3

2k3
ρF3(x,1)(2

k3)� 2k1ρF3(x,1)(2
k3)� 2k1+ν2(∆)/2 � 1.

Enfin, de la même manière, dans les cas où k2 ≥ k3, on obtient

n(k)� 2k1ρF2(x,1)(2
k2)� 2k1 � 1.

Il reste à majorer n(k) lorsque k1 = 0. Dans ce cas, on procède de
même que ci-dessus pour les α impairs, mais on doit ajouter tous les α pairs
de
[
0, 2max{k2,k3}

[
∩ Z qui vérifient (4.5). Avec la notation (4.4), le nombre

de ces α est majoré par celui des β tels que

F ′′3 (1, β) ≡ 0 (mod 2k
′′
3 ).

Par le Lemme 3.4, cette quantité est majorée par 2ν2(disc(F ′′3 )) � 1, ce qui
achève la preuve.

On relie maintenant la quantité n(k) et la constante σ2 qui apparâıt dans
le Théorème 2.1.

Lemme 4.3. On a

σ2 = 2
∑
k0≥0

1

22k0

∑
k1,k2,k3∈N3

n(k)

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2
,

où les entiers k′′2 et k′′3 se déduisent de k2 et k3 comme en (4.2) et (4.4).
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Démonstration. En partitionnant (Z/2nZ)2 selon la valuation 2-adique
de (x1, x2), on obtient l’égalité

σ2 = lim
n→∞

8

22n

×
∑

0≤k0≤n
0≤k1,k2,k3≤n

#{x ∈ (Z/2n−k0Z)2 | 2 - x, Fi(x) ≡ 2ki (mod 2mk,n,i)},

où mk,n,i = min{ki + 2, n− k0} pour i ∈ {1, 2, 3}. On vérifie aisément grâce
au Lemme 3.4 que la contribution des termes tels que pour au moins un
des ki (1 ≤ i ≤ 3) on ait ki + 2 > n − k0 à la triple somme intérieure
est négligeable. On peut donc s’intéresser uniquement aux triplets tels que
max{k1, k2, k3} ≤ n− k0 − 2, ce qui revient à estimer

σ2 = 8 lim
n→∞

2−2n

×
∑

0≤k0≤n
0≤k1,k2,k3≤n−k0−2

#{x ∈ (Z/2n−k0Z)2 | 2 - x, Fi(x) ≡ 2ki (mod 2ki+2)}.

On a vu en (4.1) qu’on pouvait supposer a1 impair et que les conditions

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4), 2 - x

impliquent l’existence de x′1 ≡ 1 (mod 4) tel que

x1 ≡ cx2 + c′2k1x′1 (mod 2k1+2)

avec c′ ∈ {±1} et c ≡ a1 (mod 4). Par conséquent, x1 est entièrement
déterminé par la valeur de x2 modulo 2k1+2. On sait ensuite que si on pose
x2 ≡ αx′1 (mod 2max{k′′2 ,k′′3 }+2), alors α est une des n(k) solutions de (4.5)
dans [0, 2max{k′′2 ,k′′3 }+2[ ∩ Z. Posant k = max{k1, k

′′
2 , k
′′
3}, on constate alors

que les trois conditions de congruence ne dépendent que de la classe de x
modulo 2k+2. Autrement dit,

σ2 = 8 lim
n→∞

2−2n
∑

0≤k0≤n
0≤k1,k2,k3≤n−k0−2

22(n−k0−k−2)

×#{x ∈ (Z/2k+2Z)2 | 2 - x, Fi(x) ≡ 2ki (mod 2ki+2)},

soit

σ2 = 2
∑
k0≥0

1

22k0

∑
k1,k2,k3≥0

1

22k+2

×#{x ∈ (Z/2k+2Z)2 | 2 - x, Fi(x) ≡ 2ki (mod 2ki+2)}.
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Dans le cas par exemple où k = k1, cela fournit une contribution

2
∑
k0≥0

1

22k0

∑
0≤k2,k3≤k1

1

22k1+2
2k1−max{k′′2 ,k′′3 }n(k),

soit

2
∑
k0≥0

1

22k0

∑
0≤k2,k3≤k1

n(k)

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2
.

On traite les deux autres cas de la même façon et en regroupant les trois
contributions, on obtient finalement la formule

σ2 = 2
∑
k0≥0

1

22k0

∑
k1,k2,k3≥0

n(k)

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2
=

2

3

∑
k1,k2,k3≥0

n(k)

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }
.

On écrit ensuite

S(X) =
∑
0≤k0

∑
0≤max(ki)≤log logX

Sk(2−k0X)(4.7)

+
∑
k0≥0

∑
max(ki)>log logX

Sk(2−k0X).

D’après ce qui précède,

(4.8) Sk(X) =
∑
α

Sk,α(X)

où α parcourt les n(k) solutions de (4.5) et où

(4.9) Sk,α(X) =
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1 [4]

r(F1(Mx′))r(F2(Mx′))r(F3(Mx′)),

avec RM = {x′ ∈ R2 |Mx′ ∈ R}. L’ensemble

MZ2 = {Mx′ | x′ ∈ Z2}
est un réseau de covolume det(MZ2) = det(M). On considère alors une base
réduite (e1, e2) de RM, c’est-à-dire une base telle que e1 soit un vecteur non
nul de norme minimale et e2 un vecteur de RM r e1Z de norme minimale.
Notant ‖x‖ = max{|x1|, |x2|}, on écrit alors tout x ∈ Z2∩XR sous la forme

(4.10) x = Mx′ = λe1 + µe2

pour deux entiers λ et µ. On pose alors

(4.11) F ′i (λ, µ) = Fi(λe1 + µe2), FM = F ′1F
′
2F
′
3.

On montre à présent que le second terme de (4.7) est un terme d’erreur
acceptable dans l’optique du Théorème 2.1. Pour ce faire, on a besoin des
deux lemmes suivants.
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Lemme 4.4. Pour tous ε > 0 et X ≥ 1, on a E � (det(M)L∞)ε, où

E =
∏

4<p≤X

(
1 +

ρ∗FM
(p)χ(p)

p

) ∏
i=1,2

∏
p≤X

(
1 +

diχ(p)

p

)
avec

ρ∗FM
(n) =

1

ϕ(n)
#

{
(x1, x2) ∈ (Z/nZ)2

∣∣∣∣∣ FM(x1, x2) ≡ 0 (mod n),

(x1, x2, n) = 1

}
,

di ∈ {0, 1} et FM défini en (4.11).

Démonstration. On a∏
i=1,2

∏
p≤X

(
1 +

diχ(p)

p

)
� 1.

Notons c(f) le contenu d’un polynôme f à coefficients entiers. Lorsque p
divise δ := c(F ′1)c(F ′2)c(F ′3), on a une contribution majorée par∏

4<p
p|δ

(
1 +

ρ∗FM
(p)χ(p)

p

)
=
∏
4<p
p|δ

(
1 +

(p+ 1)χ(p)

p

)

≤
∏
p|δ

(
1 +

p+ 1

p

)
≤ 3ω(δ) � δε � (det(M)L∞)ε.

L’inégalité élémentaire ρ∗F ′1F ′2F ′3
(p) ≤ ρ∗F ′1

(p) + ρ∗F ′2
(p) + ρ∗F ′3

(p), valable pour

tout nombre premier p, implique que les premiers p qui ne divisent pas δ
contribuent pour∏
4<p≤X
p-δ

(
1 +

ρ∗FM
(p)χ(p)

p

)
�

∏
4<p≤X
p-δ

(
1 +

(ρ∗F ′1
(p) + ρ∗F ′2

(p) + ρ∗F ′3
(p))χ(p)

p

)
.

On peut alors aisément majorer cette contribution par

exp

( ∑
4<p≤X
p-δ

(ρ∗F ′1
(p) + ρ∗F ′2

(p) + ρ∗F ′3
(p))χ(p)

p

)
.

Or, d’une part pour i ∈ {1, 2},∑
4<p≤X
p-δ

ρ∗F ′i
(p)χ(p)

p
=

∑
4<p≤X
p-δ

χ(p)

p
=
∑
p-δ

χ(p)

p
+O(1)

≤ log log(det(M)L∞) +O(1).
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D’autre part,∑
4<p≤X
p-δ

ρ∗F ′3
(p)χ(p)

p
�

∑
4<p≤X
p-δ

ρF ′3(x,1)(p)χ(p)

p
+ log log(det(M)L∞) +O(1).

Pour pouvoir conclure, il nous reste donc à montrer que∑
4<p≤X
p-δ

ρF ′3(x,1)(p)χ(p)

p
� log log(det(M)L∞) +O(1)

sous l’hypothèse que F3 est irréductible sur Q[i]. On voit tout de suite que

ρF ′3(x,1)(p) = 1 +

(
disc(F ′3(x, 1))

p

)
où
( ·
p

)
désigne le symbole de Legendre modulo p. On décompose

disc(F ′3(x, 1)) = ε3u3v3

où ε3 ∈ {−1, 1}, v3 est un carré et u3 est positif sans facteur carré. On a
alors par multiplicativité

ρF ′3(x,1)(p) = 1 + χ(p)(1−ε3)/2

(
u3

p

)
.

Comme la forme est irréductible sur Q[i], on a u3 6= 1 et on obtient donc
un caractère de Dirichlet modulo u3 non principal et distinct de χ, ce qui
permet de conclure la preuve.

Lemme 4.5. Soit ε > 0. Lorsque X ≥ 1 et k ∈ N3, on a

(4.12) Sk(X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

2max{k1,k2,k3}
+X1+ε

)
,

où Sk est définie en (4.8).

Démonstration. On reprend ici les notations (4.10). Un cas particulier
du résultat de Davenport [18, lemme 5] permet d’obtenir les estimations

λ� ‖x‖/‖e1‖, µ� ‖x‖/‖e2‖.
D’où, avec les notations (4.11),

Sk,α(X)�
∑

λ�X/‖e1‖
µ�X/‖e2‖

r(F ′1(λ, µ))r(F ′2(λ, µ))r(F ′3(λ, µ)).

On introduit alors, en notant r0 = 1
4r, une fonction multiplicative r1 définie

de la manière suivante :

∀p premier, ∀ν ≥ 1, r1(pν) =

{
r0(p) = 1 + χ(p) si ν = 1,

(1 + ν)3 sinon.
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Pour tous k, m et n entiers, on a ainsi

r0(k)r0(m)r0(n) ≤ r1(kmn).

On en déduit la majoration

Sk,α(X)�
∑

λ�X/‖e1‖
µ�X/‖e2‖

r1(FM(λ, µ))

où FM est un polynôme de Z[x1, x2] de degré 4 défini en (4.11). Alors

‖F ′i‖ ≤ (deg(F ′i ) + 1)‖M‖deg(F ′i )L∞

où ‖M‖ désigne le plus grand coefficient de la matrice en valeur absolue.
Ici, à partir de l’expression de la matrice M, on voit immédiatement que
‖M‖ � 2k1+max{k2,k3}. Donc

‖FM‖ � 24(k1+max{k2,k3})L3
∞ � (2k1+max{k2,k3}L∞)4.

On déduit finalement de [4, corollaire 1] et du Lemme 4.4 que

Sk,α (X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

‖e1‖ · ‖e2‖
+X1+ε

)
pour tout ε > 0. Or, on sait que pour tout réseau Γ de base réduite (b1,b2),

det(Γ ) ≤ ‖b1‖ · ‖b2‖ � det(Γ ).

Donc, avec les notations (4.10),

1

‖e1‖ · ‖e2‖
≤ 1

det(M)
≤ 1

2max{k1,k2,k3}
,

ce qui fournit finalement

Sk,α(X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

2max{k1,k2,k3}
+X1+ε

)
.

On conclut la preuve grâce au Lemme 4.2.

On déduit de (4.8) et du Lemme 4.5 l’estimation

Sk(2−k0X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

22k0+max{k1,k2,k3}
+

X1+ε

2(1+ε)k0

)
.

On l’utilise pour estimer le deuxième terme de (4.7). Traitons par exemple
le cas de la somme

S1 :=
∑
0≤k0

∑
k2,k3≤log logX

∑
k1>log logX

Sk(2−k0X).
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Quitte à prendre ε assez petit, par des majorations élémentaires on a

S1 �
∑

k2,k3≤log logX

∑
k1>log logX

2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

2max{k1,k2,k3}
+X1+ε

)

� Lε∞(logX)ε
∑

k1>log logX

22εk1

(
X2

2k1
+X1+ε

)
� Lε∞X

2(logX)3ε log(2)−log(2) � Lε∞X
2(logX)3ε log 2−η.

On traite de la même façon le terme d’erreur et les autres cas de sorte
qu’avec les notations (4.9),

(4.13) S(X) =
∑
k0≥0

∑
0≤k1,k2,k3≤log logX

Sk(2−k0X) +O

(
Lε∞X

2

(logX)η−ε

)
.

On pose alors X ′ = r′X, Y = (r′X)1/2/(logX)C pour une constante C > 0
que l’on fixera plus tard et Fi,M(x′) = Fi(Mx′). Valables lorsque l’on a

0 ≤ m ≤ (X ′)2 et 2−ν2(m)m ≡ 1 (mod 4), les décompositions suivantes
permettent de restreindre les intervalles dans lesquels varient les variables
de façon acceptable :

(i) la décomposition r(m) = 4A+(m) + 4A−(m) avec

A+(m) =
∑
d|m

d≤
√
X′

χ(d), A−(m) =
∑
e|m

m>e
√
X′

χ(e),

appliquée à F2,M(x′);
(ii) la décomposition r(m) = 4D+(m) + 4D−(m) avec

D+(m) =
∑
d|m
d≤X′

χ(d), D−(m) =
∑
e|m

m>eX′

χ(e),

appliquée à F3,M(x′);
(iii) la décomposition r(m) = 4B+(m) + 4C(m) + 4B−(m), avec

B+(m) =
∑
d|m
d≤Y

χ(d), C(m) =
∑
d|m

Y<d≤X′/Y

χ(d), B−(m) =
∑
e|m

m>eX′/Y

χ(e),

appliquée à F1,M(x′).

On notera que, dans A−, D− et B−, on a respectivement e ≤
√
X ′, e ≤ X ′

et e ≤ Y . On introduit alors les quantités
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S±,±,±(X; k, α) =
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1 [4]

B±(F1,M(x′))A±(F2,M(x′))D±(F3,M(x′)),

S0(X; k, α) =
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1 [4]

C(L1,M(x′))r(F2,M(x′))r(F3,M(x′)),

de sorte que

(4.14) Sk(X) = 43
∑
α

∑
±,±,±

S±,±,±(X; k, α) + 4
∑
α

S0(X; k, α).

4.2. Traitement de S0. La contribution des sommes S0(X; k, α) est

S0(X) =
∑
k0≥0

∑
0≤k1,k2,k3≤log logX

∑
α

S0(2−k0X; k, α).

On montre dans cette section que la somme S0 constitue un terme d’erreur
convenable dans l’optique du Théorème 2.1.

Lemme 4.6. Soient ε > 0 et X ≥ 1. Avec la notation (2.2), on a

S0(X)� Lε∞r∞r
′X2

(logX)η−ε
.

Le reste de la section est consacrée à la démonstration de ce lemme. On
s’inspire ici de la méthode utilisée dans [4, section 4]. On a clairement

S0(X; k, α)�
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1 [4]

|C(F1,M(x′))|r(F2,M(x′))r(F3,M(x′)).

On pose alors

E = {m ∈ Z | ∃d |m, Y < d ≤ X/Y },
Ek0 = {m ∈ Z | ∃x ∈ 2−k0XR, F1(x) = m},
Bk0 = E ∩ Ek0 ,

de sorte que

S0(2−k0X; k, α)�
∑

m∈Bk0

S0,m(2−k0X)|C(m)|

où

S0,m(X) =
∑

x∈Z2∩XR
F1(x)=m

r(F2(x))r(F3(x)).

On en déduit donc que

S0(X)� (log logX)3
∑
k0≥0

∑
m∈Bk0

S0,m(2−k0X)|C(m)|.
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D’après [4, lemme 6], on a, lorsque 2k0 ≤
√
X,∑

m∈Bk0

|C(m)| � r′2−k0X(log logX ′)9/4

(logX ′)η
.

On en déduit, pour tout X ≥ 1, la majoration

(4.15) S0(X)� r′X(log logX ′)21/4

(logX ′)η

∑
k0≥0

2−k0 max
m∈N
|S0,m(2−k0X)|+X.

On montre alors le lemme suivant qui permet de conclure que la contribution
de S0 donne un terme d’erreur convenable.

Lemme 4.7. Il existe une constante absolue c > 0 telle que

S0,m(X)� Lε∞r∞X(log logX ′)c.

Démonstration. On adapte ici la démonstration de [4, lemme 5]. Sup-
posons que a1 6= 0. Alors

x1 =
m− b1x2

a1

et par conséquent

F2(x) =
A2m+B2n

a1
= F ′2(m,n)

avec A2 = a2, B2 = a1b2 − a2b1 et n = x2. Donc

F3(x) =
A3m

2 +B3n
2 + C3mn

a2
1

= F ′3(m,n)

avec A3 = a3, B3 = a3b
2
1 + b3a

2
1 − c3b1a1 et C3 = c3a1 − 2a3b1. On peut

remarquer que B2B3 6= 0. On pose alors

B′2 =
B2

gcd(A2m,B2)
, B′3 =

B3

gcd(A3m2, B3, C3m)
,

A′2(m) =
A2m

gcd(A2m,B2)
, A′3(m) =

A3m
2

gcd(A3m2, B3, C3m)
,

C ′3(m) =
C3m

gcd(A3m2, B3, C3m)
.

On introduit enfin h := 2×3×a1B2B3∆
∗ avec la notation du Lemme 4.2 et

la fonction multiplicative r2 définie pour p premier et ν entier naturel par

r2(pν) =

{
(ν + 1)2 si p |h ou ν ≥ 2,

r0(pν) = 1 + χ(p) sinon,

de sorte que

S0,m(X) ≤ 16τ(h)2
∑

n≤R∞X
r2(Gm(n))� Lε∞

∑
n≤R∞X

r2(Gm(n)),
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où

Gm(n) = (A′2(m) +B′2n)(A′3(m) +B′3n
2 + C ′3(m)n).

On rappelle qu’un nombre premier est dit fixe par un polynôme P à coef-
ficients entiers si P (n) ≡ 0 (mod p) pour tout entier n. Le polynôme Gm
étant irréductible et primitif de degré 3, seuls p = 2 et p = 3 peuvent être
des premiers fixes. Deux applications successives éventuelles du lemme 5
couplées à la remarque 8 de [2] montrent qu’il existe a ∈ {0, 1}, b ∈ {0, 1, 2}
et 0 ≤ µ ≤ 4 tels que

Gm,2(x) =
Gm(3a × 2bx+ k)

3a × 2µ

soit sans premier fixe pour un certain entier k ≤ 10. On déduit finalement
la majoration

S0,m(X)� Lε∞
∑

n�r∞X
r2(Gm,2(n)).

Pour r∞X � Lε∞(X ′)ε et ε ∈ ]0, 1[, une application de [2, théorème 2]
permet d’obtenir l’estimation

S0,m(X)� Lε∞r∞X
∏

p�r∞X

((
1−

ρGm,2(p)

p

)∑
ν≥0

r2(pν)ρGm,2(pν)

pν

)
.

En utilisant le Lemme 3.4, on obtient∑
ν≥1

r2(pν)ρGm,2(pν)

pν
≤ 6

p
+

27

p
+ 3

∑
ν≥3

(ν + 1)2

pν/3
(4.16)

≤ 6

p
+

27

p
+

1167

p
=

1200

p
.

On déduit de tout cela que les nombres premiers p qui divisent le discrimi-
nant de Gm,2 ont une contribution à S0,m(X)

� Lε∞r∞X
∏

p|disc(Gm,2)

(
1 +

1200

p

)
.

Une étude attentive du passage de Fm àGm,2 ainsi que [2, lemme 1] montrent
que disc(Gm,2)� L19

∞m
6. On en déduit donc

Lε∞r∞X
∏

p|disc(Gm,2)

(
1 +

1200

p

)
� Lε∞r∞X(log logX ′)1200,

puisqu’il est nécessaire que m ≤ X ′ pour que S0,m(X) soit non nulle.

On traite maintenant la contribution des p qui ne divisent pas le dis-
criminant. Pour ces nombres premiers, on a une meilleure majoration de
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ρGm,2(pν)� 1, qui donne de la même façon qu’en (4.16) les majorations∑
ν≥2

r2(pν)ρGm,2(pν)

pν
�
∑
ν≥2

(ν + 1)2

pν
� 1

p2
.

Cela permet de négliger tous les exposants ν ≥ 2. On en déduit donc

S0,m(X)� Lε∞r∞X(log logX ′)1200

×
∏

p�r∞X
p-disc(Gm,2)

(
1−

ρGm,2(p)

p

)(
1 +

r2(p)ρGm,2(p)

p

)
,

soit

S0,m(X)� Lε∞r∞X(log logX ′)1200
∏

p�r∞X
p-disc(Gm,2)

(
1 +

(r2(p)− 1)ρGm,2(p)

p

)

� Lε∞r∞X(log logX ′)1200
∏

p�r∞X

(
1 +

χ(p)ρGm,2(p)

p

)
� Lε∞r∞X(log logX ′)1200+O(1).

On raisonne ici comme lors de la preuve du Lemme 4.4 et on utilise le fait
que ρGm,2(p) = ρGm(p) pour tout p ≥ 5 et le fait que Gm est irréductible
sur Q[i]. Dans le cas contraire, lorsque n ≤ Lε∞(X ′)ε, on a

r2(Gm,2(n))� Gm,2(n)ε � Lε∞(X ′)ε � Lε∞r
ε
∞X

ε.

La dernière majoration découle de l’inégalité r′ ≤ 2L∞r∞. D’où

S0,m(X)� Lε∞r∞X
ε � Lε∞r∞X(log logX ′)O(1)

pour ε assez petit.

Pour conclure, on tire finalement de (4.15) et du Lemme 4.7 la majoration

S0(X)� Lε∞r∞r
′X2(log logX ′)21/4+c0

(logX ′)η

∑
k0≥0

2−2k0

� Lε∞r∞r
′X2(log logX ′)21/4+c0

(logX ′)η
,

ce qui fournit

S0(X)� Lε∞r∞r
′X2

(logX ′)η−ε
.

Puisque l’hypothèse r′X1−ε ≥ 1 garantit que logX ′ � logX, cette estima-
tion est convenable pour obtenir le Lemme 4.6. Ceci achève le traitement
de S0.
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4.3. Traitement des S±,±,± et fin de la preuve du Théorème 2.1.
On traite ici le cas de S−,−,−(X; k, α) qui est le plus délicat, les autres cas se
traitant de manière similaire. On utilise dans la suite les notations V1 = Y ,
V2 =

√
X ′, V3 = X ′ et on pose

R−,−,−,M,4,d =

x′ ∈ Z2 ∩RM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F1(Mx′) > r′d1Y

−1,

F2(Mx′) > (r′)1/2d2X
−1/2,

F3(Mx′) > r′d3/X,

x′1 ≡ 1 [4]

 .

On a

S−,−,−(X; k, α) =
∑
d∈N3

di≤Vi

χ(d1d2d3)#(ΛM(d) ∩XR−,−,−,M,4,d ),

où ΛM(d) = Λ(d, F1,M, F2,M, F3,M). On applique alors le lemme de géo-
métrie des nombres suivant qui est dû à Daniel [17, lemme 3.2] et La Bretèche
et Browning [5, lemme 5].

Lemme 4.8. Soient ε > 0, F1, F2 et F3 des formes vérifiant les hy-
pothèses NH (2.0), X ≥ 1, V1, V2, V3 ≥ 2 et V = V1V2V3. Alors il existe
une constante absolue A > 0 telle que∑

d∈N3

di≤Vi

∣∣∣∣# (Λ(d) ∩XR4,d)− vol(Rd)X2 ρ(d)

4(d1d2d3)2

∣∣∣∣
� Lε∞(r∞X

√
V + V )(log V )A,

avec Rd ⊂ R une région de frontière continûment différentiable dépendant
de d et où XR4,d = {x ∈ Z2 ∩XRd | x1 ≡ 1 (mod 4)}.

Démonstration. Le lemme se démontre pour des formes primitives et on
passe aux formes vérifiant NH (2.0) comme dans [5]. Les éléments de la
preuve sont dans l’article [17] de Daniel ainsi que dans [27], [28] et [2]. Il
faut simplement préciser en plus la dépendance par rapport aux formes et
noter que la dépendance de la région par rapport à l’indice de sommation
ne change absolument rien dans la preuve.

On obtient ici l’égalité

(4.17) S−,−,−(X; k, α)

=
∑
d∈N3

di≤Vi

χ(d1d2d3)
X2

2k1+max{k′′2 ,k′3}+2

vol(R−,−,−d )

4

ρ(d)

(d1d2d3)2

+O
(
2ε(k1+k2+k3)Lε∞(r∞X

√
V + V )(log V )A

)
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où

R−,−,−d =

{
x ∈ R

∣∣∣∣ F1(x) >
r′d1

Y
, F2(x) >

(r′)1/2d2

X1/2
, F3(x) >

r′d3

X

}
.

Posant

T = 2ε(k1+k2+k3)Lε∞(r∞X
√
V + V )(log V )A,

un calcul élémentaire fournit alors immédiatement

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X
2

(
r∞r

′

(logX)C/2−A
+

(r′)2

(logX)C−A

)
.

Si r′ ≤ r∞(logX)A+1, l’estimation précédente avec C = 2A+ 8 donne

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X
2

(
r∞r

′

(logX)4
+

r′r∞
(logX)7

)
� 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X

2 r∞r
′

(logX)4
.

On remarque alors en utilisant [2, théorème 1] que

T � S−,−,−(X; k, α)�
∑

xi≤r∞X
τ(F1,M(x))τ(F2,M(x))τ(F3,M(x))

�
∑

xi≤r∞X
τ0(F1,M(x)F2,M(x)F3,M(x))

� 2ε(k1+k2+k3)Lε∞r
2
∞X

2(logX)3,

où l’on a introduit la fonction multiplicative

τ0(pν) =

{
2 = τ(pν) si ν = 1,

(ν + 1)3 sinon.

Cela permet d’obtenir, si r′ ≥ r∞(logX)A+1, la majoration

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞r∞r
′X2(logX)3−A−1

� 2ε(k1+k2+k3)Lε∞r∞r
′X2(logX)2−A,

ce qui implique que dans ce cas également

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X
2 r∞r

′

(logX)4
.

Pour conclure le traitement du terme d’erreur, il ne reste plus qu’à rem-
placer X par 2−k0X puis à sommer pour obtenir une contribution

� Lε∞r∞r
′
∑
k0≥0

2−2k0X2

(log(2−k0X))4

∑
k1,k2,k3≤log logX

2ε(k1+k2+k3)n(k).
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En utilisant le Lemme 4.2, on obtient

� Lε∞r∞r
′X2 (logX)3ε log 2

(logX)4
� Lε∞r∞r

′ X
2

logX

pour ε ≤ 1/log 2. Ceci est satisfaisant dans l’optique du Théorème 2.1.

On passe maintenant à l’étude du terme principal de (4.17). On exploite
pour ce faire les deux lemmes élémentaires suivants sur les séries de Dirichlet
associées à des convolutions pour étudier

(4.18) S(V1, V2, V3) =
∑
di≤Vi

χ(d1d2d3)
ρ(d1, d2, d3)

(d1d2d3)2
.

Lemme 4.9. Soient A > 0, g, w deux fonctions arithmétiques et C, C ′,
C ′′ trois constantes telles que

∞∑
d=1

|w(d)|(log 2d)A

d
≤ C ′′ et

∑
d≤x

g(d)

d
= C +O

(
C ′

(log 2x)A

)
.

Alors ∑
n≤x

(g ∗ w)(n)

n
= C

∞∑
d=1

w(d)

d
+O

(
C ′′(C + C ′)

(log 2x)A

)
.

Démonstration. La preuve se trouve dans [6, lemme 5].

Lemme 4.10. Soient g, w deux fonctions arithmétiques et C, C ′, C ′′

trois constantes telles que
∞∑
d=1

|w(d)| log 2d

d
≤ C ′′ et

∑
d≤x

g(d)

d
= C log x+O(C ′).

Alors ∑
n≤x

(g ∗ w)(n)

n
= C(log x)

∞∑
d=1

w(d)

d
+O(C ′′(C + C ′)).

Démonstration. La preuve est très similaire à celle du lemme précédent
et nous ne la rédigeons pas ici.

Lemme 4.11. Si on note Vm = min{Vi}, pour tout A > 0, on a

S(V1, V2, V3) =

(
π

4

)3 ∏
p>2

σp +O

(
Lε∞

(log Vm)A

)
.

Démonstration. On utilise les notations du Lemme 3.3 pour écrire

S(V1, V2, V3) =
∑
di≤Vi

χ(d1d2d3)
(h ∗R)(d1, d2, d3)

d1d2d3
,



56 K. Destagnol

où

χ(d1d2d3)(h ∗R)(d1, d2, d3)

=
∑
ei|di

χ

(
d1

e1

d2

e2

d3

e3

)
h

(
d1

e1
,
d2

e2
,
d3

e3

)
χ(e1e2e3)r∆(e3).

Supposons que V3 ≥ V2 ≥ V1. On commence alors par sommer sur d3 et e3

si bien qu’on doit estimer la somme suivante :∑
d3≤V3

∑
e3|d3

χ(d3/e3)h(d1/e1, d2/e2, d3/e3)χ(e3)r∆(e3)

d3
.

Le Lemme 4.9 avec g = χr∆ = χ∗(χχ∆) et w = χh où h est vue simplement
comme fonction de sa troisième variable fournit alors que cette somme est
égale à

π

4
L(1, χχ∆)

∑
k3≥1

χ(k3)h(d1/e1, d2/e2, k3)

k3

+O

(
1

(log V3)A

∑
k3≥1

|h(d1/e1, d2/e2, k3)|(log 2k3)A

k3

)
,

où l’on a utilisé le fait que L(1, χ) = π/4. On somme alors désormais sur d2

et e2. Par une nouvelle application du Lemme 4.9 avec toujours w = χh où
h est vue comme fonction de la deuxième variable uniquement cette fois et
avec g = χ, le terme principal ci-dessus devient(

π

4

)2

L(1, χχ∆)
∑

k2,k3≥1

χ(k2k3)h(d1/e1, k2, k3)

k2k3

+O

(
1

(log V2)A

∑
k2,k3≥1

|h(d1/e1, k2, k3)|(log 2k2)A

k2k3

)
.

Pour traiter le terme d’erreur de la sommation sur d3 et e3, on utilise le
Lemme 4.10 avec g = 1 et w = |h| vue comme fonction de sa deuxième
variable pour obtenir une contribution

O

(
log V2

(log V3)A

∑
k2,k3≥1

|h(d1/e1, k2, k3)|(log 2k3)A(log 2k2)A

k2k3

)
.

On effectue alors la même manipulation sur la somme sur d1 et e1. Le Lemme
3.3 permet d’obtenir que les quantités de la forme∑

k1,k2,k3≥1

|h(k1, k2, k3)|(log 2k3)A(log 2k2)A(log 2k1)A

k1k2k3
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ont une contribution

�
∑

k1,k2,k3≥1

|h(k1, k2, k3)|(log 2k1k2k3)3A

k1k2k3
� Lε∞.

Cela permet de conclure la preuve grâce à l’expression (3.2) obtenue dans
le Lemme 3.3.

On est alors en mesure de terminer la démonstration du Théorème 2.1.
Il ne reste plus qu’à introduire le terme vol(R−,−,−d ) dans (4.17). Pour ce
faire, on pose

(4.19) S ′(X;R) =
∑
di≤Vi

χ(d1d2d2)ρ(d)vol(R−,−,−d )

(d1d2d3)2
.

On s’inspire alors de [8, section 7.3] et on écrit

vol(R−,−,−d ) =
� �

R
1R−,−,−d

(x) dx.

En réinjectant dans (4.19) et en intervertissant les sommations, on aboutit à

S ′(X;R) =
� �

R

∑
d1≤min{Y,F1(x)r′−1Y }

d2≤min{
√
X′,F2(x)r′−1/2

√
X}

d3≤min{X′,F3(x)r′−1X}

χ(d1d2d2)ρ(d)

(d1d2d3)2
dx.

Le Lemme 4.11 permet d’obtenir l’estimation

S ′(X;R) =

(
π

4

)3

vol(R)
∏
p>2

σp +O(Lε∞I(X))

avec

I(X) = I(X;F1, F2, Q)

=
� �

R

1

log(min{F1(x)r′−1Y, F2(x)r′−1/2
√
X,F3(x)r′−1X})

dx.

On établit alors l’estimation

(4.20) I(X)�ε
r2
∞L

ε
∞

(logX)η
.

Lorsque L∞ > (logX)1/ε, le Lemme 3.3 puis le changement de variables x =
r∞z permettent d’obtenir les majorations

S ′(X;R)� Lε∞

� �

R
dx� r2

∞L
ε
∞

� �

‖z‖≤1

dz� r2
∞L

ε
∞.

Ces dernières sont alors suffisantes pour établir (4.20). Dans le cas où on
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a L∞ ≤ (logX)1/ε, on peut majorer I(X) par la somme des Ii(X) pour
1 ≤ i ≤ 3 avec

I1(X) =
� �

R

1

log(F1(x)r′−1Y + 2)
dx,

I2(X) =
� �

x∈R

1

log(F2(x)r′−1/2X + 2)
dx,

I3(X) =
� �

x∈R

1

log(F3(x)r′−1X + 2)
dx.

Traitons par exemple le cas du dernier terme ci-dessus. En effectuant un
changement de variables x = r∞z, on a

I3(X) ≤ r2
∞

� �

‖z‖≤1

1

log(F3(z)r2
∞r
′−1X + 2)

dz.

On peut alors constater qu’un changement de variables u = Ez (voir [5,
section 6]) fait apparâıtre l’inverse de det(E), et ainsi on peut intégrer plutôt
sur la forme J définie par J(z) = F3(Ez) (voir [8]) et obtenir par exemple

I3(X) ≤ r2
∞√

log(r2
∞r
′−1X)

� �

‖z‖≤1

1√
|log(J(z) + 2)|

dz

� r2
∞√

log(r2
∞r
′−1X)

.

Mais les inégalités r′/(2L∞) ≤ r∞ ≤ 2L∞r
′ démontrées en [5, section 5]

ainsi que l’hypothèse r′X1−ε ≥ 1 fournissent la majoration

1

log(r2
∞r
′−1X)

≤ 1

log
(

Xε

4(logX)2/ε

) ,
qui permet de conclure également dans ce cas à la majoration (4.20). On
traite de manière tout à fait analogue les autres cas, ce qui permet d’obtenir

S−,−,−(X; k, α) =
X2

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2

(
π

4

)3 vol(R)

4

∏
p>2

σp(4.21)

+Oε

(
Lε∞r

2
∞

X2

(logX)η

)
.

En combinant (4.13), (4.14), le Lemme 4.6, (4.21) et le Lemme 4.3, on con-
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clut à l’estimation

S(X) =
∑
k0≥0

∑
k∈N3

(
2−2k0+9X2n(k)

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2

(
π

4

)3 vol(R)

4

∏
p>2

σp

+Oε

(
Lε∞(r∞r

′ + r2
∞)

2−2k0X2

(logX)η−ε

))
qui permet d’achever la preuve du Théorème 2.1.

5. Démonstration du Théorème 2.3 : interprétation de la con-
stante. Pour A ∈ Z, α ∈ N et pn une puissance d’un nombre premier, on
pose

Sα(A; pn) = #{(x, y) ∈ (Z/pnZ)2 | pα(x2 + y2) ≡ A (mod pn)}.

Si α ≤ n, on a clairement

Sα(A; pn) = p2αS0(A/pα; pn−α)

lorsque α ≤ νp(A), et Sα(A; pn) = 0 sinon. Il suffit donc de traiter le cas
α = 0, ce que fournit le lemme suivant issu de [4, section 2].

Lemme 5.1. Lorsque p ≡ 1 (mod 4), on a

S0(A; pn) =

{
pn + npn(1− 1/p) si νp(A) ≥ n,
(1 + νp(A))pn(1− 1/p) sinon.

Lorsque p ≡ 3 (mod 4), on a

S0(A; pn) =


p2[n/2] si νp(A) ≥ n,
pn(1 + 1/p) si νp(A) < n et 2 | νp(A),

0 sinon.

et pour p = 2, on a

S0(A; 2n) =


2n si ν2(A) ≥ n− 1,

2n+1 si νp(A) < n− 1 et 2−ν2(A)A ≡ 1 (mod 4),

0 sinon.

5.1. Le cas p ≡ 1 (mod 4). On raisonne de manière similaire à [5,
section 4] à différence qu’on utilise le Lemme 5.1. On pose

Mν(pn) = #{x ∈ (Z/pnZ)2 | νp(Fi(x)) = νi},
M ′ν(pn) = #{x ∈ (Z/pnZ)2 | νp(Fi(x)) ≥ νi}.
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Lorsque n ≥ ν1 + ν2 + ν3, on a clairement

M ′ν(pn) = p2n−2ν1−2ν2−2ν3ρ(pν1 , pν2 , pν3),(5.1)

Mν(pn) =
∑

e∈{0,1}3
(−1)e1+e2+e3M ′ν+e(pn).

Avec la notation (2.8) et posant mj = max{λj , µj}, on a alors

Nλ,µ(pn) = p3n+λ1+λ2+λ3

(
1− 1

p

)3

×
∑

mj≤νj<n
Mν(pn)

∏
1≤j≤3

(1 + νj − λj) +O(n4p4n).

En utilisant l’identité (5.1), en divisant par p5n+λ1+λ2+λ3 et en faisant ten-
dre n vers l’infini, on obtient

ωλ,µ(p) =

(
1− 1

p

)3 ∑
mj≤νj

∑
e∈{0,1}3

(−1)e1+e2+e3 ρ(pν1+e1 , pν2+e2 , pν3+e3)

p2(ν1+e1+ν2+e2+ν3+e3)

×
∏

1≤j≤3

(1 + νj − λj).

On effectue alors les changements de variables nj = νj+ej−λj pour obtenir

ωλ,µ(p) =

(
1− 1

p

)3 ∑
mj−λj≤nj

ρ(pn1+λ1 , pn2+λ2 , pn3+λ3)

p2(n1+λ1+n2+λ2+n3+λ3)

×
∑

0≤ej≤min{1,λj+nj−mj}

(−1)e1+e2+e3
∏

1≤j≤3

(1 + nj − ej).

Or, ∑
0≤e≤min{1,λ+n−m}

(−1)e(1 + n− e) =

{
1 si λ+ n−m ≥ 1,

1 +m− λ si λ+ n−m = 0,

et (1 +m− λ) = #Z ∩ [0,m− λ]. Donc

3∏
i=1

#Z ∩ [0,mi − λi]×
ρ(pm1 , pm2 , pm3)

p2(m1+m2+m3)

=
∑

ni≤mi−λi

ρ(pmax{m1,λ1+n1}, pmax{m2,λ2+n2}, pmax{m3,λ3+n3})

p2(max{m1,λ1+n1}+max{m2,λ2+n2}+max{m3,λ3+n3})

et finalement

ωλ,µ(p) =

(
1− 1

p

)3 ∑
ni≥0

ρ(pmax{m1,λ1+n1}, pmax{m2,λ2+n2}, pmax{m3,λ3+n3})

p2(max{m1,λ1+n1}+max{m2,λ2+n2}+max{m3,λ3+n3})
.
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On a donc bien obtenu l’identité ωλ,µ(p) = σp(d,D) pour tout nombre
premier p ≡ 1 (mod 4).

5.2. Le cas p ≡ 3 (mod 4). Avec les mêmes notations que lors de la
section précédente, lorsque p ≡ 3 (mod 4), on aboutit de la même manière à

Nλ,µ(pn) = p5n+λ1+λ2+λ3

(
1 +

1

p

)3

×
∑
mi≤νi
2|νi−λi

∑
e∈{0,1}3

(−1)e1+e2+e3 ρ(pν1+e1 , pν2+e2 , pν3+e3)

p2(ν1+e1+ν2+e2+ν3+e3)
+O(n4p4n).

Passant à la limite et effectuant le même changement de variables que dans
le cas précédent, on obtient

ωλ,µ(p) =

(
1 +

1

p

)3 ∑
ni≥mi−λi

ρ(pn1+λ1 , pn2+λ2 , pn3+λ3)

p2(n1+λ1+n2+λ2+n3+λ3)

×
∑

0≤ei≤min{1,λi+ni−mi}
ei≡ni [2]

(−1)e1+e2+e3 .

Or,

∑
0≤e≤min{1,λ+n−m}

e≡n [2]

(−1)e =


(−1)n si λ+ n−m ≥ 1,

1 si λ+ n−m = 0 et 2 |m− λ,
0 si λ+ n−m = 0 et 2 - m− λ.

On conclut alors comme lors de la section précédente à l’égalité souhaitée
ωλ,µ(p) = σp(d,D) pour tout nombre premier p ≡ 3 (mod 4).

5.3. Le cas p = 2. Le Lemme 5.1 fournit immédiatement la relation

ωd(2) = lim
n→∞

2−2n+3#{x ∈ (Z/2nZ)2 | Fi(x) ∈ diE2n} = σ2(d),

où σ2(d) est définie en (2.7) et ωd(2) en (2.9).

5.4. Le cas de la densité archimédienne. Enfin, pour terminer le
traitement de la constante, il reste à regarder la densité archimédienne. On
remarque pour commencer que

ωR(∞) = 26ω+
R(∞)

où ω+
R(∞) est défini de la même façon que ωR(∞) avec les conditions

supplémentaires si, ti > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ 3. On utilise la forme de
Leray en paramétrant par les ti. La forme de Leray est par conséquent ici
donnée par

(−23t1t2t3)−1 ds1 ds2 ds3 dx1 dx2.
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En effet, la variété est définie comme le lieu des zéros des polynômes

fi(x, s, t) =
Fi(x)

di
− (s2

i + t2i ) (1 ≤ i ≤ 3)

et on a

det


∂f1
∂t1

∂f2
∂t1

∂f3
∂t1

∂f1
∂t2

∂f2
∂t2

∂f3
∂t2

∂f1
∂t3

∂f2
∂t3

∂f3
∂t3

 = det

−2t1 0 0

0 −2t2 0

0 0 −2t3

 = −23t1t2t3.

On utilise ici le fait que

(5.2)

√
A�

0

ds√
A− s2

=
π

2
.

En substituant ti =
√
d−1
i Fi(x)− s2

i , on obtient finalement

ω+
R(∞) = 2−3

�

R

( ∏
1≤i≤3

√
d−1
i Fi(x)�

0

dsi√
d−1
i Fi(x)− s2

i

)
dx1 dx2,

soit

ωR(∞) = π3 vol(R).

Cela achève la preuve du Théorème 2.3.

6. Démonstration du Théorème 1.1

6.1. Passage aux torseurs et reformulation du problème de
comptage. On note Zm l’ensemble des vecteurs de Zm premiers entre eux
dans leur ensemble. On introduit également la norme de R5 suivante :

(6.1) ‖x‖ = max{|x0|, |x1|, |x2|, δ−1|x3|, δ−1|x4|},
où

(6.2) δ =
√

(|a1|+ |b1|)(|a2|+ |b2|)(|a3|+ |b3|+ |c3|).
On introduit la hauteur exponentielle sur P4(Q), associée à la norme définie
en (6.1), définie par

H4 : P4(Q)→ R+
∗ , [x0 : x1 : x2 : x3 : x4] 7→ ‖(x0, x1, x2, x3, x4)‖,

avec [x0 : x1 : x2 : x3 : x4] choisi de telle sorte que les xi soient des entiers
premiers entre eux. On introduit aussi Tspl ⊂ A5

Q = Spec(Q[y, z, t, u, v]) le
sous-schéma défini par l’équation

(6.3) y2 + z2 = t2F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v)
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avec les conditions (y, z, t) 6= 0 et (u, v) 6= 0. Il s’agit d’un G2
m-torseur pour S

[7, définition 4.1]. On pose

D = {d ∈ N | p | d⇒ p ≡ 1 (mod 4)}.
Lorsque d0 ∈ D, tous les diviseurs de d0 sont aussi dans D. On introduit
ensuite

r(n;m) = #{(a, b) ∈ Z2 | n = a2 + b2, (m, a, b) = 1}.
Alors clairement r(n; 1) = r(n) et r(y2n; y) = 0 si y 6∈ D.

Utilisant une inversion de Möbius pour traiter la condition de copri-
malité, on aboutit, pour y ∈ D, à la formule

(6.4) r(y2n; y) =
∑
k|y

µ(k)r

(
y2n

k2

)
.

Enfin, considérant l’ensemble

(6.5) Σ := {ε ∈ {−1,+1}3 | ε1ε2ε3 = 1, ε1 = 1}
et pour ε ∈ Σ et T ≥ 1 la région

Rε(T ) = {(u, v) ∈ R2 | |u|, |v| ≤
√
T , εiFi(u, v) > 0},

on en déduit le lemme suivant.

Lemme 6.1. On a N(B) = N1(B) +O(B) où

N1(B) =
∑
k∈D

µ(k)
∑
`≤B/k
`∈D

∑
ε∈Σ

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(B/k`)

r
(
`2F+

1 (u, v)F+
2 (u, v)F+

3 (u, v)
)
,

où l’on note F+
i = εiFi.

Démonstration. Le lemme 2 de [9] nous garantit que N(B) = 1
4T (B)

avec

T (B) = #

{
(y, z, t;u, v) ∈ Z3 × Z2

∣∣∣∣ ‖(v2t, uvt, u2t, y, z))‖ ≤ B,
y2 + z2 = t2F (u, v)

}
.

Puisque pour un (y, z, t;u, v) compté, on a

‖(v2t, uvt, u2t, y, z))‖ = max{u2, v2}|t|,
on en déduit, par symétrie sur le signe de t, que

N(B) = 1
2#{(y, z, t;u, v) ∈ (Z3 × Z2) ∩ Tspl | 0 < max{u2, v2}t ≤ B}.

Un raisonnement élémentaire montre que la contribution des (u, v) tels
que F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) = 0 est O(1), ce qui permet d’écrire N(B) =
N1(B) +O(B) avec

N1(B) =
1

2

∑
t≤B
t∈D

∑
εi∈{−1,+1}
ε1ε2ε3=1

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(B/t)

r
(
t2F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v); t

)
.
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En posant k` = t, la formule (6.4) fournit que N1(B) est égal à

1

2

∑
k∈D

µ(k)
∑
`≤B/k
`∈D

∑
εi∈{−1,+1}
ε1ε2ε3=1

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(B/k`)

r
(
`2F+

1 (u, v)F+
2 (u, v)F+

3 (u, v)
)
.

On en déduit alors immédiatement la formule de l’énoncé du lemme avec
ε1 = 1. Le passage à la somme sur ε ∈ Σ sera utile en section 7 puisque
l’ensemble Σ sera utilisé pour décrire certaines classes d’isomorphie de
torseurs.

Dans la suite, on notera pour éviter d’alourdir les notations

ω(gcd(a0, . . . , an)) = ω(a0, . . . , an).

L’idée est maintenant de passer d’un problème de comptage sur Tspl à un
problème de comptage sur des variétés affines de A8 de la forme (2.4),
autrement dit d’exprimer le problème de comptage sur certains torseurs
qui seront explicités en section 7. On introduit pour ce faire, lorsque d =
(d1, d2, d3), d = d1d2d3, n = (n1, n2, n3) et d′ = (d′1, d

′
2, d
′
3), les notations

c(d,n) = 3ω(d,n1,n2,n3)
∏

{i,j,k}={1,2,3}
i<j

2ω(d,ni,nj)−ω(d,ni,nj ,nk),

c′(d,d′,n) = c(d,n)2ω(d′1d
′
2,n1/d1,n2/d2).

On a alors le lemme suivant où l’on rappelle que l’on note r0 = r/4.

Lemme 6.2. Soient n0, n1, n2 et n3 quatre entiers supérieurs ou égaux
à 1 avec n0 ∈ D. Alors

r0(n0n1n2n3) =
∑

d,d′∈D3

d1d2d3|n0, did
′
jd
′
k|ni

∑
mi|C(ni)

µ(d1d2d3)µ(d′1d
′
2)µ(d′3)

c′(d,d′,n)

× r0

(
n0

d1d2d3

)
r0

(
n1

d1d′2d
′
3m1

)
r0

(
n2

d2d′1d
′
3m2

)
r0

(
n3

d3d′1d
′
2m3

)
,

où (i, j, k) parcourt l’ensemble des permutations de {1, 2, 3} et où

(6.6) C(ni) =
∏

p≡3 (mod 4)
νp(ni)≡1 (mod 2)

νp(n1n2n3)≡0 (mod 2)

p (1 ≤ i ≤ 3).

Démonstration. Utilisant la formule d’éclatement pour deux entiers (voir
par exemple [5, lemme 10]), on obtient

r0(n0n1n2n3) =
∑

d|(n1n2n3,n0)

µ(d)r0

(
n0

d

)
r0

(
n1n2n3

d

)
.
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Dans la somme, les entiers d sont sans facteur carré et dans D lorsque
n0 ∈ D. On compte alors le nombre de décompositions d = d1d2d3 avec
d1 |n1, d2 |n2 et d3 |n3. Notant

N(d,n) = #{(d1, d2, d3) ∈ N3 | di |ni et d = d1d2d3}
le nombre de telles décompositions, on a c(d,n) = N(d,n) lorsque d est sans
facteur carré. En effet, c( · ,n) et N( · ,n) sont deux fonctions multiplica-
tives. Il suffit donc de montrer qu’elles cöıncident sur les nombres premiers.
Soit alors p un nombre premier. Si p |n1n2n3, on a clairement

N(p,n) = #{i | p |ni} = c(p,n).

Cela permet bien de conclure à l’égalité souhaitée. Par conséquent,

r0(n0n1n2n3) =
∑

d1d2d3|n0

d1|n1, d2|n2, d3|n3

µ(d1d2d3)

c(d,n)
r0

(
n0

d1d2d3

)
r0

(
n1

d1

n2

d2

n3

d3

)
.

Posant

n
(1)
i =

∏
p≡1 (mod 4)

pνp(ni), n
(3)
i =

∏
p≡3 (mod 4)

pνp(ni),

on a par multiplicativité,

(6.7) r0

(
n1

d1

n2

d2

n3

d3

)
= r0

(
n

(1)
1

d1

n
(1)
2

d2

n
(1)
3

d3

)
r0(n

(3)
1 n

(3)
2 n

(3)
3 ).

On utilise alors la formule d’éclatement pour trois entiers donnée par [7,
lemme 9] pour le premier terme du membre de droite de (6.7):

r0

(
n

(1)
1

d1

n
(1)
2

d2

n
(1)
3

d3

)
=

∑
d′id
′
j |nk/dk
d′i∈D

µ(d′1)µ(d′2d
′
3)

2ω(d′2,n2/d2)+ω(d′3,n3/d3)

× r0

(
n

(1)
1

d1d′2d
′
3

)
r0

(
n

(1)
2

d2d′1d
′
3

)
r0

(
n

(1)
3

d3d′1d
′
2

)
.

Concernant le deuxième terme du membre de droite de (6.7), en remar-
quant que r0 ne prend que les valeurs 0 ou 1 sur des entiers n’ayant que des
facteurs premiers congrus à 3 modulo 4, on a les égalités

r0(n
(3)
1 n

(3)
2 n

(3)
3 ) = r0

(
n

(3)
1

C(n1)

)
r0

(
n

(3)
2

C(n2)

)
r0

(
n

(3)
3

C(n3)

)
=

∑
mi|C(ni)

r0

(
n

(3)
1

m1

)
r0

(
n

(3)
2

m2

)
r0

(
n

(3)
3

m3

)
.

La seconde égalité découle du fait que pour tout mi divisant stricte-
ment C(ni),
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r0

(
n

(3)
1

m1

)
r0

(
n

(3)
2

m2

)
r0

(
n

(3)
3

m3

)
= 0.

En regroupant les facteurs par multiplicativité, on obtient bien la formule
souhaitée.

On note dans la suite

Fi,e = eF+
i = eεiFi, F3,e = e2F+

3 = e2ε3F3,

pour tout entier naturel e. On introduit également

(6.8) ∆
(1)
ij =

∏
p|∆ij

p≡1 (mod 4)

p, ∆
(3)
ij =

∏
p|∆ij

p≡3 (mod 4)

p (1 ≤ i < j ≤ 3)

et l’ensemble

(6.9) M =

{
m∈N3

∣∣∣∣ mi | [∆(3)
ij , ∆

(3)
ik ], (mi,mj) |∆(3)

ij

µ2(mi) = 1,
√
m1m2m3 ∈ N

, {i, j, k}={1, 2, 3}
}
.

Posant R = Rε(1) et pour d ∈ N fixé,

(6.10) fd(n) =
∑
sk=n

µ(k)r(ds2),

on déduit alors des Lemmes 6.1 et 6.2 le lemme suivant.

Lemme 6.3. Avec les notations (2.3) et (6.5), on a

N1(B) =
1

26

∑
e≥1
d∈D

µ(e)µ(d)
∑
n≤N
n∈D

fd(n)
∑
ε∈Σ

∑
k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)

k5k′5|∆12

× µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk
k5k′5|d′1d′2

∑
m∈M

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)S

(√
B

de2n
, e,E

)
,

où N = δB/(d5/4e) et

S(e−1
√
T , e,E) = S(e−1

√
T , e,E;R, F1,e, F2,e, F3,e)

pour T ≥ 1 et avec

(6.11)

e1 = d1d
′
2d
′
3m1, e2 = d2d

′
1d
′
3m2, e3 = d3d

′
1d
′
2m3,

E1 = [e1, k4k2k
′
2, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d1k5k

′
5],

E2 = [e2, k4k1k
′
1, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d2k5k

′
5],

E3 = [e3, k4k1k
′
1, k4k2k

′
2, k4k

′
4].
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Démonstration. Pour (u, v) premiers entre eux, on a

(6.12) gcd(Fi(u, v), Fj(u, v)) |∆ij (1 ≤ i < j ≤ 3).

Or, grâce au Lemme 6.2, on obtient pour r(`2F+
1 (u, v)F+

2 (u, v)F+
3 (u, v))

l’expression suivante :

1

26

∑
d,d′∈D3

d1d2d3|`2, did′jd′k|Fi(u,v)

∑
m∈M

mi|Fi(u,v)

µ(d1d2d3)µ(d′1d
′
2)µ(d′3)

c′(d,d′, F+
1 (u, v), F+

2 (u, v), F+
3 (u, v))

× r
(

`2

d1d2d3

)
r

(
F+

1 (u, v)

e1

)
r

(
F+

2 (u, v)

e2

)
r

(
F+

3 (u, v)

e3

)
.

En effet, par (6.12), un triplet m tel que mi |C(Fi(u, v)) pour tout 1 ≤ i ≤ 3
avec la notation (6.6) est dans M . Par ailleurs, pour un triplet m ∈M tel
que mi |Fi(u, v) pour tout 1 ≤ i ≤ 3 mais mj - C(Fj(u, v)) pour un certain j,
on a

r

(
F+

1 (u, v)

d1d′2d
′
3m1

)
r

(
F+

2 (u, v)

d2d′1d
′
3m2

)
r

(
F+

3 (u, v)

d3d′1d
′
2m3

)
= 0.

L’entier d = d1d2d3 divise `, donc est nécessairement dans D. On écrit alors
` = ds et grâce au Lemme 6.1 on obtient

N1(B) =
1

26

∑
dk≤B
k,d∈D

µ(d)µ(k)
∑

s≤B/(dk)
s∈D

r(ds2)

×
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3

∑
m∈M

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)Sd,d′,m

(
B

dsk

)
,

où, pour T ≥ 1, on a posé

Sd,d′,m(T ) =
∑
ε∈Σ

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(T )

e1|F1(u,v), e2|F2(u,v),
e3|F3(u,v)

r
(F+

1 (u,v)
e1

)
r
(F+

2 (u,v)
e2

)
r
(F+

3 (u,v)
e3

)
c′(d,d′, F+

1 (u, v), F+
2 (u, v), F+

3 (u, v))
.

Avec la notation (6.10) et grâce à (6.12), on aboutit à la formule

N1(B) =
1

26

∑
dn≤B
dn∈D

µ(d)fd(n)
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3, d′j |∆ik

∑
m∈M

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)Sd,d′,m

(
B

dn

)
.
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Alors, en utilisant à nouveau (6.12), on obtient

Sd,d′,m(T )

=
∑
ε∈Σ

∑
k1k4| gcd(∆23,d)
k2k4| gcd(∆13,d)
k3k4| gcd(∆12,d)

∑
k4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

1

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∑

(u,v)∈Z2∩Rε(T )
e1|F1(u,v),e2|F2(u,v)

e3|F3(u,v)

r

(
F+

1 (u, v)

e1

)
r

(
F+

2 (u, v)

e2

)
r

(
F+

3 (u, v)

e3

)
,

où la somme intérieure porte sur les couples (u, v) tels que

(6.13)

k1 = gcd(d, F2(u, v), F3(u, v))/gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k2 = gcd(d, F1(u, v), F3(u, v))/gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k3 = gcd(d, F1(u, v), F2(u, v))/gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k4 = gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k5 = gcd(d′1d
′
2, F1(u, v)/d1, F2(u, v)/d2).

Plusieurs inversions de Möbius successives fournissent alors

Sd,d′,m(T )

=
∑
ε∈Σ

∑
k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∑

(u,v)∈Z2∩Rε(T )
e1|F1(u,v),e2|F2(u,v)

e3|F3(u,v)

r

(
F+

1 (u, v)

e1

)
r

(
F+

2 (u, v)

e2

)
r

(
F+

3 (u, v)

e3

)
,

où la somme intérieure porte désormais sur les couples (u, v) tels que

(6.14)



k4k1k
′
1 | gcd(d, F2(u, v), F3(u, v)),

k4k2k
′
2 | gcd(d, F1(u, v), F3(u, v)),

k4k3k
′
3 | gcd(d, F1(u, v), F2(u, v)),

k4k
′
4 | gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k5k
′
5 | gcd(d′1d

′
2, F1(u, v)/d1, F2(u, v)/d2).
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On a (e,E) ∈ D et on peut alors réécrire cette somme sous la forme

(6.15) Sd,d′,m(T )

=
∑
ε∈Σ

∑
k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∑

(u,v)∈Z2∩
√
TRε(1)∩Λ(E)

r

(
F+

1 (u, v)

e1

)
r

(
F+

2 (u, v)

e2

)
r

(
F+

3 (u, v)

e3

)
.

Reste encore à supprimer la condition de coprimalité sur les couples (u, v)
au moyen d’une dernière inversion de Möbius. Avec la notation (2.3), la
somme intérieure de (6.15) est alors égale à

∞∑
e=1

µ(e)S(e−1
√
T , e,E).

On obtient ainsi le lemme avec N = B/(de2). Mais on peut remarquer que
S(
√
B/(de2n), e,E) est nulle si l’on n’a pas

d1 ≤ (|a1|+ |b1|)
√
B

dn
, d2 ≤ (|a2|+ |b2|)

√
B

dn
, d3 ≤ (|a3|+ |b3|+ |c3|)

B

dn
.

En effet, on a par exemple

F1,e(u, v) ≤ (|a1|+ |b1|)emax{|u|, |v|} ≤ (|a1|+ |b1|)
√
B

dn

dans la région considérée. Avec la notation (6.2), on a donc en réalité

(6.16) d3/4n1/2 ≤ δB1/2.

Mais pour que S(
√
B/(de2n), e,E) soit non nulle, il faut aussi imposer

de2n ≤ B et par conséquent, d1/2en1/2 ≤ B1/2, ce qui, combiné avec (6.16),
implique

d5/4en ≤ δB

et démontre bien le lemme énoncé.

6.2. Fin de la preuve du Théorème 1.1. On obtient alors le théorème
suivant.

Théorème 6.1. Lorsque B →∞, on a

N(B) = c0B log(B)(1 + o(1))
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avec

c0 =
π2

24

∞∑
e=1

µ(e)

e2

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)

d

×
∑
ε∈Σ

vol(R)
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3, d′i|∆jk

∑
m∈M

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)
σε(e,E, e)

avec

(6.17) σε(e,E, e) :=
∏
p

σεp(e,E, e),

où

σεp(e,E, e) =

(
1− χ(p)

p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ
(
pN1 , pN2 , pN3

)
p2(N1+N2+N3)

,

Ni = max{νp(Ei), νi + νp(ei)} et

σε2(e, e) = 8 lim
n→∞

2−2n#{x ∈ (Z/2nZ)2 | edeg(Fi)Fi(x) ∈ εimiE2n}.

La fin de cette section est consacrée à la preuve de ce théorème. Il permet
de démontrer le Théorème 1.1 modulo le fait que la constante c0 soit bien
la constante conjecturée par Peyre, ce qui fera l’objet de la section suivante.
On utilise évidemment le Théorème 2.2 pour estimer la somme

S(
√
T , e,E) = S(

√
T , e,E;R, F1,e, F2,e, F3,e)

et obtenir le lemme suivant.

Lemme 6.4. Soit ε > 0 tel que r′(
√
T )1−ε ≥ 1. Alors, avec les notations

du Théorème 6.1,

S(
√
T , e,E) = π3 vol(R)T

∏
p

σεp(e,E, e) +Oε,Fi,e

(
T

(log T )η−ε

)
.

De plus,

σε(e,E, e)� (de)εa′(E,∆),

uniformément en tous les paramètres d, d′, m, k, k′, εi, e, e, E et d.

On raisonne alors comme dans [5, preuve du lemme 9] afin d’obtenir une
majoration uniforme de S(

√
T , e,E), mis à part qu’on utilise une majoration

différente pour la quantité det(Gf (A)) qui y apparâıt. On remarque ici qu’il
faut bien faire attention au fait qu’on travaille avec les formes Fi,e et qu’on
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a notamment une dépendance des coefficients en la variable e. On a ainsi le
lemme suivant.

Lemme 6.5. Pour T ≥ 1 et (e,E) ∈ D, on a

S(
√
T , e,E)� c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3(deL∞)ε gcd(d, e)a′(E,∆)

×
(
r∞(R)2T

d
+ r∞(R)1+εT 1/2+ε

)
,

où c(P ) est le contenu d’un polynôme à coefficients entiers.

Démonstration. On raisonne ici comme dans [5, section 6]. Avec les no-
tations (2.5), on pose

E′′i =
Ei

gcd(E′i, b) gcd(Ei, e`i)
, E′′3 =

E3

gcd(E′3, b
2) gcd(E3, e2`3)

.

Des calculs élémentaires garantissent

E′′ = E′′1E
′′
2E
′′
3 ≥

E

gcd(E1, be`1) gcd(E2, be`2) gcd(E3, b2e2`3)
.

Mais revenant à la définition de E1/gcd(E1, be`1), avec la notation du
Lemme 4.2 on obtient

E1

gcd(E1, be`1)
≥ 1

∆∗
d1

gcd(d1, be`1)
.

En procédant de la même façon avec les indices 2 et 3, on aboutit finale-
ment à

E′′ ≥ 1

(∆∗)3

d

gcd(d1, be`1) gcd(d2, be`2) gcd(d3, b2e2`3)
.

Alors

E′′ ≥ 1

c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3

d

gcd(d1, be) gcd(d2, be) gcd(d3, b2e2)
.

Puisque d = d1d2d3 est sans facteur carré, d3 l’est aussi et donc

E′′ ≥ 1

c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3

d

gcd(d1, be) gcd(d2, be) gcd(d3, be)
.

Pour finir, on utilise le fait que

gcd(d1, be) gcd(d2, be) gcd(d3, be) = gcd(d1d2d3, be) = gcd(d, be).

pour conclure à l’inégalité

E′′ ≥ 1

c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3

d

gcd(d, be)
.

Cela permet de finir la démonstration du lemme exactement comme dans
[5, lemme 9].
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On a ensuite besoin de quelques résultats issus de [6, lemme 14] concer-
nant la fonction fd définie en (6.10) pour d ∈ D. Si d ∈ D est sans facteur
carré, alors, pour x ≥ 2, on a

(6.18)
∑
n≤x
n∈D

fd(n)

n
=

4r0(d)ϕ†(d)

π

(
log x+O(log3(2 + ω(d)))

)
,

où

ϕ†(d) =
∏
p|d

(
1 +

1

p

)−1

.

Pour ε > 0 et 0 < θ ≤ 1, on déduit de ces résultats la majoration

(6.19)
∑
n≤x
n∈D

|fd(n)|
nθ

≤ x1−θ
∑
n≤x
n∈D

|fd(n)|
n

� dεx1−θ log x.

On en déduit à présent la conjecture de Manin pour les surfaces de
Châtelet considérées. On utilise la formule asymptotique obtenue grâce au
Théorème 2.2 de S(

√
T , e,E) dans l’expression de N1(B) que l’on a obtenue

dans le Lemme 6.4. Pour pallier la non uniformité de cette estimation, on
pose

U(B) = Uεe,E,e(B) =
∑
n≤N
n∈D

fd(n)S

(√
B

de2n
, e,E

)
,

avec N défini lors du Lemme 6.3, de telle sorte que

N1(B) =
1

26

∑
e≥1 d∈D

µ(e)µ(d)
∑
ε∈Σ

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3, d′i|∆jk

∑
m∈M

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)
U(B).

Avec la notation (6.17), on introduit alors la quantité Eε(B; e,E, e) comme
étant donnée par

1

B logB

∣∣∣∣U(B)− 4π2 vol(R)σε(e,E, e)r0(d)ϕ†(d)
B logB

de2

∣∣∣∣.
Les résultats (6.18) et (6.19) impliquent que

Eε(B; e,E, e) −−−−→
B→∞

0,

à e, E, d, d′, m, k, k′, d et e fixés. Pour conclure, on souhaite appliquer un
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théorème de convergence dominée et il suffit donc de montrer la majoration∑
e≥1
d∈D

∑
ε∈Σ

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3, d′i|∆jk

∑
m∈M

∑
k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

×
∑

k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

Eε(B; e,E, e)� 1.

Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 6.6. Pour tout ε > 0, on a |σε(e,E, e)| � d−1/6+εeε.

Démonstration. On procède en majorant chaque facteur eulérien dans
la définition de σε(e,E, e) en (6.17). Pour p = 2, on peut majorer σε2(e,E, e)
par 8. Pour les p impairs, on utilise la majoration donnée par le point (f)
du Lemme 3.2. On a alors

|σεp(e,E, e)| �
∑
ν∈N3

(N3 + 1)
1

pN1/3+N2/3+N3/6
,

où les Ni = max{νp(Ei), νi + νp(ei)} ont été définis dans le Lemme 6.4. On
tire alors parti du fait que d soit sans facteur carré. On note d = d1d2d3

et δi = νp(di) de sorte que l’on peut supposer δ1 + δ2 + δ3 = 1 lorsque p | d.
De plus, par définition de Ei et Ni, on voit que Ni ≥ νi + δi et donc∏

p|d

|σεp(e,E, e)| �
∏
p|d

p−(δ1+δ2+δ3)/6
∏
p|d

∑
ν∈N3

(N3 + 1)
1

pν1/3+ν2/3+ν3/6
.

Alors ∏
p|d

p−(δ1+δ2+δ3)/6 =
∏
p|d

p−1/6 = d−1/6

puisque d est sans facteur carré. D’autre part,∏
p|d

∑
ν∈N3

(N3 + 1)
1

pν1/3+ν2/3+ν3/6
� dε

∏
p|d

(1 + νp(d))� dε

et finalement ∏
p|d

|σεp(e,E, e)| � d−1/6+ε.

En raisonnant alors comme dans [6, section 7] et en utilisant le Lemme 6.5,
on obtient

Eε(B; e,E, e)� (de)ε gcd(d, e)a′(E,∆)

(
1

d2e2
+

1

d9/8e3/2
+

1

d5/4e2

)
,

soit

Eε(B; e,E, e)� (de)ε gcd(d, e)a′(E,∆)
1

d9/8e3/2
.
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Ensuite, puisque a′(E,∆) concerne les formes primitives, on n’a en réalité
pas de dépendance en e et par définition de cette quantité en (2.6),

a′(E,∆)� 1,

où la constante est indépendante des paramètres de sommation. Enfin, le
fait que

∞∑
e=1

∑
d∈D

(de)ε gcd(d, e)
1

d9/8e3/2
� 1

pour ε assez petit nous autorise à appliquer le théorème de convergence
dominée pour obtenir le Théorème 6.1.

7. La constante de Peyre. Pour conclure la démonstration du Théo-
rème 1.1, il reste à montrer que la constante c0 obtenue dans le Théorème 6.1
est en accord avec la conjecture de Peyre [31, formule 5.1], puisqu’on peut
montrer que les surfaces de Châtelet sont des variétés “presque de Fano” au
sens de [31, définition 3.1]. On note cS la constante conjecturée par Peyre.
Suivant [30] et [34], on a

cS = α(S)β(S)ωH(S(AQ)Br(S)),

où

β(S) = #H1(Gal(Q,Q),Pic(S)) = Coker(Br(Q)→ Br(S)),

α(S) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cône effectif et
ωH(S(AQ)Br(S)) est un nombre de Tamagawa.

7.1. Les facteurs α(S) et β(S). Pour commencer, il est nécessaire de
rappeler quelques éléments relatifs à la géométrie de S tirés de [15] et [16].
On considère K = Q(

√
∆) le corps de décomposition de F ainsi que le corps

biquadratique L = Q(
√
∆, i). Si l’on note G = Gal(L/Q), clairement G ∼=

(Z/2Z)2 est engendré par la conjugaison complexe σ et par τ , la conjugaison
dans K. Enfin, pour toute extension k de Q, on notera Sk = S ×Q Spec(k).

Sur Q, on écrit F3(u, v) = (a′3u + b′3v)(a′4u + b′4v) avec a′3, a′4, b′3 et b′4
dans K tels que τ(a′3) = a′4 et τ(b′3) = b′4. En particulier, si l’on définit

(7.1) ∆34 = a′3b
′
4 − a′4b′3 6= 0,

on a τ(∆34) = −∆34. Sur L, la surface SL admet 10 diviseurs exceptionnels
qui sont des courbes d’auto-intersection négative. Huit d’entre elles sont
d’auto-intersection −1 et sont données pour i ∈ {1, 2} par

D+
i : u = −bi/ai, x+ iy = 0; D−i : u = −bi/ai, x− iy = 0,

et pour i ∈ {3, 4} par

D+
i : u = −b′i/a′i, x+ iy = 0; D−i : u = −b′i/a′i, x− iy = 0,
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tandis que les deux dernières sont d’auto-intersection −2 et sont données
par

E+ : t = 0, x+ iy = 0; E− : t = 0, x− iy = 0.

On a également

Pic(SL) = 〈[E±], [D±i ] | i ∈ {1, 2, 3, 4}〉
= 〈[E+], [D+

1 ], [D+
2 ], [D+

3 ], [D+
4 ], [D−1 ]〉 ∼= Z6

avec les relations

(7.2) [D+
i ] + [D−i ] = [D+

j ] + [D−j ]

pour i, j ∈ {1, 2, 3, 4} et

(7.3) [E+] + [D+
i ] + [D+

j ] = [E−] + [D−` ] + [D−m]

pour {i, j, `,m} = {1, 2, 3, 4} et on rappelle que la formule d’adjonction
fournit la relation

(7.4) ω−1
S = 2E+ +

4∑
i=1

D+
i = 2E− +

4∑
i=1

D−i .

Or, Pic(SQ) ∼= Pic(SL) et Pic(S) = (Pic(SL))G puisque S(Q) 6= ∅. Décrivons
alors l’action de G sur le groupe de Picard géométrique. On a

σ(E+) = E−, σ(D+
i ) = D−i

pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4} lorsque ∆ > 0, tandis que

σ(E+) = E−, ∀i ∈ {1, 2} σ(D+
i ) = D−i , σ(D+

3 ) = D−4 , σ(D−3 ) = D+
4

si ∆ < 0 et dans tous les cas

τ(D+
3 ) = D+

4 , τ(D−3 ) = D−4 ,

les autres éléments étant fixés. On en déduit les lemmes suivants.

Lemme 7.1. On a Pic(S) = 〈[ω−1
S ], [D+

1 ] + [D−1 ]〉.
Démonstration. Soit D = a[D+

1 ]+b[D+
2 ]+c[D+

3 ]+d[D+
4 ]+e[E+]+f [D−1 ]

un élément de Pic(SQ). On a que D ∈ Pic(S) si, et seulement si, σ(D) =
τ(D) = D, soit si, et seulement si,

D = (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]) + f [D+

1 ] + (a− e)[D−1 ]

+ (e− b)[D+
2 ] + (e− c)[D+

3 ] + (e− d)[D+
4 ] + e[E+]

et D = a[D+
1 ] + b[D+

2 ] + d[D+
3 ] + c[D+

4 ] + e[E+] + f [D−1 ] (ce qui implique
notamment c = d). Comme [D+

1 ] + [D−1 ] ∈ Pic(S), on en déduit que D ∈
Pic(S) si, et seulement si,

σ
(
D− (b+ c+ d− e)([D+

1 ] + [D−1 ])
)

= τ
(
D− (b+ c+ d− e)([D+

1 ] + [D−1 ])
)

= D− (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]).
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Cela équivaut à e = 2b = 2c = 2d et a = b+ f si bien que

D − (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]) = (a− 2b)([D+

1 ] + [D−1 ]) + b[ω−1
S ]

et

D − (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]) ∈ Z([D+

1 ] + [D−1 ])⊕ Zω−1
S .

Lemme 7.2. On a α(S) = 1/2.

Démonstration. Posons e1 = ω−1
S et e2 = [D+

1 ] + [D−1 ]. On sait que
dans ce cas, le cône effectif Λeff(S) est engendré par les sommes d’éléments
d’orbites des courbes d’auto-intersections négatives. Par conséquent,

Λeff(S) = 〈[E+] + [E−], [D+
1 ] + [D−1 ], [D+

3 ] + [D+
4 ] + [D−3 ] + [D−4 ]〉

= 〈[E+] + [E−], [D+
1 ] + [D−1 ]〉.

On utilise alors la définition suivante de la constante α(S) donnée dans [30] :

α(S) = Vol{x ∈ Λeff(S)∨ | 〈ω−1
S , x〉 = 1},

où la mesure sur l’hyperplan

H = {x ∈ Pic(S)∨ ⊗Z R | 〈ω−1
S , x〉 = 1}

est définie dans [30]. Le cône Λeff(S) est engendré par e1− 2e2 et e2, si bien
que la constante α(S) est donnée par le volume de la région

{(x, y) ∈ R2 | x = 1, y > 0, x− 2y > 0}.
Autrement dit, on obtient la longueur du segment [0, 1/2], soit α(S) = 1/2.

On aurait également pu montrer que le groupe de Galois G = Gal(Q/Q)
ne fixe aucune (−1)-courbe et que le cardinal du groupe de Weyl associé
au type de singularité 2A1 où les deux singularités sont conjuguées est égal
à 2. La table 2 de [20] ainsi que [21] nous permettait alors d’en conclure
que α(S) = 1/2.

Pour calculer β(S), on utilise [36, proposition 7.1.2], qui fournit β(S) = 2
dans le cas considéré dans cet article.

7.2. Torseurs versels. D’après [32, proposition 8.3] ou [19, proposi-
tion 2.1], l’ensemble des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus
de S possédant au moins un point rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber
une partition finie de l’ensemble des points rationnels de S, indexée par toute
famille de représentants de ces classes d’isomorphisme. En contraste avec [7],
il est plus délicat dans le cas de cet article de déterminer explicitement un
tel système de représentants.

On considère l’ensemble

B =

{
β ∈ Z2 × Z[∆]2

∣∣∣∣ τ(β3) = β4, ∃(β′3, n) ∈ Z2 tels que β3β4 = β′3n

avec
√
β1β2β′3 ∈ Z et n ∈ NQ[i]/Q(Z[i])

}
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ainsi que le sous-ensemble BΣM des β ∈ B pour lesquels il existe (ε,m)
dans Σ ×M tels que

β1 = ε1m1, β2 = ε2m2, β′3 = ε3m3.

Notons que l’ensemble BΣM est infini. Pour β ∈ B, on note Tβ le sous-
ensemble constructible de A10

Q = Spec (Q [Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 4]) défini par les
deux équations quadratiques

φβ1 = φβ2 = 0

invariantes sous le groupe de Galois G avec

φβ1 = a2β1(X2
1 + Y 2

1 )− a1β2(X2
2 + Y 2

2 )

− ∆12

∆34

(
a4β3

(
X2

3 + Y 2
3 +∆(X2

4 + Y 2
4 ) + 2

√
∆(X3X4 + Y3Y4)

)
+ a3β4

(
X2

3 + Y 2
3 +∆(X2

4 + Y 2
4 )− 2

√
∆(X3X4 + Y3Y4))

)
,

φβ2 = b2β1(X2
1 + Y 2

1 )− b1β2(X2
2 + Y 2

2 )

− ∆12

∆34

(
b4β3

(
X2

3 + Y 2
3 +∆(X2

4 + Y 2
4 ) + 2

√
∆(X3X4 + Y3Y4)

)
+ b3β4

(
X2

3 + Y 2
3 +∆(X2

4 + Y 2
4 )− 2

√
∆(X3X4 + Y3Y4)

))
,

et les conditions

∀i 6= j ∈ J0, 2K2, ((Xi, Yi), (Xj , Yj)) 6= ((0, 0), (0, 0)),

∀i ∈ J0, 2K, ((Xi, Yi), (X3, Y3, X4, Y4)) 6= ((0, 0), (0, 0, 0, 0)).

Définissons à présent un morphisme πβ : Tβ → S. Pour ce faire, comme dans
[7, section 4], il suffit de définir un morphisme π̂β : Tβ → Tspl. Considérons
alors une extension finie k de Q et ((xi, yi))0≤i≤4 dans Tβ(k). Il existe alors
un couple (u, v) ∈ k2 \ {(0, 0)} tel que

u =
1

∆12

(
b2β1(x2

1 + y2
1)− b1β2(x2

2 + y2
2)
)

=
1

∆34

(
a4β3

(
x2

3 + y2
3 +∆(x2

4 + y2
4) + 2

√
∆(x3x4 + y3y4)

)
+ a3β4

(
x2

3 + y2
3 +∆(x2

4 + y2
4)− 2

√
∆(x3x4 + y3y4)

))
et

v =
1

∆12

(
a2β1(x2

1 + y2
1)− a1β2(x2

2 + y2
2)
)

=
1

∆34

(
b4β3

(
x2

3 + y2
3 +∆(x2

4 + y2
4) + 2

√
∆(x3x4 + y3y4)

)
+ b3β4

(
x2

3 + y2
3 +∆(x2

4 + y2
4)− 2

√
∆(x3x4 + y3y4)

))
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tels que

F1(u, v) = β1(x2
1 + y2

1), F2(u, v) = β2(x2
2 + y2

2),

F3(u, v) = β3β4[(x2
3 − y2

3 −∆(x2
4 − y2

4))2 + (x3y3 −∆y3y4)2].

On remarque en particulier que la quantité F3(u, v)/(β3β4) est bien une
somme de deux carrés, mais une somme de deux carrés particulière puisqu’il
s’agit d’une norme de L sur Q. On note alors αβ la racine carrée positive
de β1β2β

′
3 et n = zβzβ et on considère

x+ iy = zβαβ(z0)2
4∏
j=1

zj ,

x− iy = zβαβ(z0)2
4∏
j=1

zj ,

t = z0z0,

où l’on a posé zj = xj + iyj pour j ∈ {0, 1, 2} et

z3 = (x2
3 − y2

3 −∆(x2
4 − y2

4)) + i(x3y3 −∆y3y4).

Alors x2 + y2 = t2F (u, v) et (x, y, t, u, v) ∈ Tspl(k), ce qui permet de
définir πβ.

Lemme 7.3. Pour tout β ∈ B, la variété Tβ équipée du morphisme πβ et
de l’action naturelle de TNS définie de la même façon que dans [7, section 4]
est un torseur versel pour S et

S(Q) =
⊔

β∈BΣM

πβ(Tβ(Q)).

Démonstration. On utilisera les notations ∆ij = Res(Fi, Fj) et ∆43 =
−∆34 qui généralisent (2.1) et (7.1). En particulier, ∆ij = −∆ji. D’après [7,
section 4] et en utilisant le formalisme développé dans [33, exemple 2.4.3],
on sait que sur Q, un anneau de Cox de S est donné par

(7.5)

R = Q[Z+
i , Z

−
i | 0 ≤ i ≤ 4]/(∆jkZ

+
i Z
−
i +∆kiZ

+
j Z
−
j +∆ijZ

+
k Z
−
k )1≤i<j<k≤4

où div(Z±0 ) = E± et div(Z±i ) = D±i pour i ∈ J1, 4K. Plus précisément,

(∆jkZ
+
i Z
−
i +∆kiZ

+
j Z
−
j +∆ijZ

+
k Z
−
k )1≤i<j<k≤4 = (P1,2,3, P1,2,4)

où l’on note Pi,j,k la forme quadratique ∆jkZ
+
i Z
−
i +∆kiZ

+
j Z
−
j +∆ijZ

+
k Z
−
k .

Considérons alors les variables invariantes sous G suivantes :

Xk =
Z+
k + Z−k

2
, Yk =

Z+
k − Z

−
k

2i
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pour k ∈ {0, 1, 2} et

X3 =
Z+

3 + Z+
4 + Z−3 + Z−4

4
, Y3 =

Z+
3 − Z

−
3 + Z+

4 − Z
−
4

4i
,

X4 =
Z+

3 − Z
+
4 + Z−3 − Z

−
4

4
√
∆

, Y4 =
Z+

3 + Z−4 − Z
−
3 − Z

+
4

4
√
∆i

.

Par exemple, lorsque a′3 6= 0, puisque

φ
(1,1,1,1)
1 = a′3P1,2,4 − a′4P1,2,3, φ

(1,1,1,1)
2 =

1

a′3
(∆34P1,2,3 + b′3φ

(1,1,1,1)
1 ),

une descente galoisienne garantit qu’un anneau de Cox pour S sur Q est
donné par

R = Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 4]/(φ
(1,1,1,1)
1 , φ

(1,1,1,1)
2 ).

Par [36, corollaire 2.3.9], un torseur versel est unique à twist près par un
élément de H1(Q,Pic(SQ)). On peut alors montrer en adaptant la preuve

de [33, proposition 2.69] ou en utilisant [16, théorème 7.1] que pour tout
cocycle c ∈ H1(Q,Pic(SQ)), l’anneau de Cox tordu par c est de la forme

Rc = Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 4]/(φβ1 , φ
β
2 )

pour un certain β ∈ B.

Finalement, il reste à établir le dernier point:

S(Q) =
⊔

β∈BΣM

πβ(Tβ(Q)).

Soit P ∈ S(Q). Il existe alors un unique (y, z, t, u, v) ∈ Z4 tel que
(y, z, t) = (u, v) = 1,

t > 0,

F1(u, v) ≥ 0,

t2F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) = y2 + z2,

et πspl((y, z, t, u, v)) = P avec πspl l’application πspl : Tspl → S définie
dans [7, définition 4.1]. Lorsque F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) > 0, il existe un
unique triplet (ε1, ε2, ε3) ∈ {−1,+1}3 avec ε1 = 1 tel que ε1ε2ε3 = 1 et

εiFi(u, v) > 0.

Le fait que F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) soit une somme de deux carrés implique
que, lorsque p ≡ 3 (mod 4), on a

νp(F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v)) = νp(F1(u, v)) + νp(F2(u, v)) + νp(F3(u, v))

≡ 0 (mod 2).
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On pose alors

m1 =
∏

p≡3 (mod 4)
νp(F1(u,v))≡1 (mod 2)

p, m2 =
∏

p≡3 (mod 4)
νp(F2(u,v))≡1 (mod 2)

p, m3 =
∏

p≡3 (mod 4)
νp(F3(u,v))≡1 (mod 2)

p,

de sorte que mi |Fi(u, v). On en déduit que si p |m1, une seule des deux
valeurs νp(F2(u, v)) et νp(F3(u, v)) est impaire. Donc p |m1 et p |m2 par

exemple, et puisque (u, v) = 1, cela implique que p |∆(3)
12 , si bien que

m1 | [∆(3)
12 , ∆

(3)
13 ], m2 | [∆(3)

12 , ∆
(3)
23 ], m3 | [∆(3)

13 , ∆
(3)
23 ], (mi,mj) |∆(3)

ij ,

et

νp

(
Fi(u, v)

mi

)
≡ 0 (mod 2)

pour tous les nombres premiers p ≡ 3 (mod 4). De plus, m1m2m3 est un
carré. Si par exemple F1(u, v) = 0, on note ε1m1 l’unique entier sans facteur
carré tel que ε1ε2ε3m1m2m3 soit un carré.

On introduit alors β1 = ε1m1 et β2 = ε2m2. On note g le plus petit di-
viseur de F3(u, v) tel que ε3F3(u, v)/g soit une norme de L. Nécessairement,
en posant β′3 = ε3m3, on a β′3 | g et on peut écrire g = β′3n. Par définition
de β′3, on constate alors que n est une norme sur Q[i]. De plus, g est une
norme sur K, on peut donc écrire g = β3β4 = β′3n avec τ(β3) = β4. Ainsi,
β ∈ BΣM et (y, z, t, u, v) ∈ π̂β(Tβ). On peut montrer que β est unique comme
dans la preuve de [7, proposition 4.7].

En notant Xβ le sous-schéma de A8
Q = Spec(Q[Xi, Yi | 1 ≤ i ≤ 4]) défini

par les équations φβ1 et φβ2 , on constate donc que Tβ = Xβ ×A2
Q. En notant

X ◦β le complémentaire de l’origine dans Xβ, on a alors un isomorphisme entre

l’intersection complète de A10
Q \ {0} donnée par les équations

F1(u, v) = β1(X2
1 + Y 2

1 ), F2(u, v) = β2(X2
2 + Y 2

2 ),

F3(u, v) = β3β4

[(
X2

3 − Y 2
3 −∆(X2

4 − Y 2
4 )
)2

+ (X3Y3 −∆X4Y4)2
]
,

et le schéma X ◦β. Or, lors de la preuve de la conjecture de Manin, on s’est
ramené à un problème de comptage sur certaines variétés de la forme (2.4)

Fi(u, v) = βi(X
2
i + Y 2

i ).

On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais
sur des torseurs d’un type différent que l’on explicite dans la section suivante
lors de notre preuve de la conjecture de Manin. Cette description facilitera
grandement le traitement de la constante afin d’établir que celle-ci corre-
spond à la prédiction de Peyre. De plus, il apparâıt difficile a priori d’obtenir
un système de représentants des classes d’isomorphisme de torseurs versels
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et de décrire précisément les ensembles du type πβ(Tβ(Q)). En effet, pour
ce faire, il faut caractériser les normes de l’extension biquadratique L.

Il est à noter plus généralement que dans les cas des articles [7], [6] et [8],
le même type de calculs fournissent que le seul cas de la conjecture de Manin
pour les surfaces de Châtelet où l’on utilise une méthode de descente sur les
torseurs versels est celui pour lequel F est scindé. Dans tous les autres cas, on
utilise une descente sur des torseurs d’un type différent dont la construction
est analogue à celle de la section qui suit.

7.3. Les torseurs utilisés dans la preuve de la conjecture de
Manin. On décrit explicitement dans cette section les torseurs qui sont
utilisés dans la preuve du Théorème 1.1, c’est-à-dire les torseurs qui cor-
respondent aux variétés de la forme (2.4). Cette description repose sur le
formalisme développé dans [33] et [22].

Soit T le tore algébrique dont le groupe des caractères est donné par

(7.6) T̂ = [E+]Z⊕ [D+
1 ]Z⊕ [D+

2 ]Z⊕ [D+
3 +D+

4 ]Z⊕ [D−1 ]Z

ainsi que l’injection λ : T̂ ↪→ Pic(SQ).

Lemme 7.4. La Q-algèbre R′ := Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 3]/(f1) avec

f1 = X2
3 + Y 2

3 −
1

∆2
12

(
∆23(X2

1 + Y 2
1 ) +∆31(X2

2 + Y 2
2 )
)

×
(
∆24(X2

1 + Y 2
1 ) +∆41(X2

2 + Y 2
2 )
)

est un anneau de Cox de S de type λ défini en (7.6).

Démonstration. D’après (7.4), on a [ω−1
S ] ∈ λ(T̂ ) et ainsi l’image de

λ contient la classe d’un diviseur ample. Suivant la preuve de [33, propo-
sition 2.71], un anneau de Cox R′ de type λ est donné par l’anneau des
invariants sous le groupe de Galois G de⊕

m∈T̂

Rm,

où R a été défini en (7.5) et Rm correspond aux éléments homogènes de
degré m de R. Supposons m ∈ T̂ donné tel que

m = [a0E
+ + a1D

+
1 + a2D

+
2 + a3(D+

3 +D+
4 ) + a4D

−
1 ]

avec ai ∈ Z. Pour déterminer Rm, on cherche à résoudre le système linéaire
donné par[

e+
0 E

+ + e−0 E
− +

4∑
j=1

(e+
j D

+
j + e−j D

−
j )
]

= [a0E
+ + a1D

+
1 + a2D

+
2 + a3(D+

3 +D+
4 ) + a4D

−
1 ],



82 K. Destagnol

où e±j ≥ 0 pour tout j. Grâce aux relations (7.2) et (7.3), ce dernier est
équivalent à 

a0 = e+
0 + e−0 ,

a1 =
∑4

j=2 e
−
j + e+

1 − e
−
0 ,

a2 = e+
2 − e

−
2 + e−0 ,

a3 = e+
3 − e

−
3 + e−0 = e+

4 − e
−
4 + e−0 ,

a4 =
∑4

j=1 e
−
j − 2e−0 .

En résolvant ce système en les e±j pour 0 ≤ j ≤ 4, il vient que R′ est

isomorphe au sous-anneau de R engendré par les variables

Z±0 , Z±1 , Z±2 , Z+
3 Z

+
4 , Z−3 Z

−
4

vérifiant la relation suivante (d’après (7.5)) :

(Z+
3 Z

+
4 )(Z−3 Z

−
4 ) = (Z+

3 Z
−
3 )(Z+

4 Z
−
4 )

=
1

∆2
12

(∆23Z
+
1 Z
−
1 +∆31Z

+
2 Z
−
2 )(∆24Z

+
1 Z
−
1 +∆41Z

+
2 Z
−
2 ).

Cette dernière relation est bien invariante par le groupe de Galois G. En
considérant les variables G-invariantes suivantes :

Xk =
Z+
k + Z−k

2
, Yk =

Z+
k − Z

−
k

2i
pour k ∈ {0, 1, 2} et

X3 =
Z+

3 Z
+
4 + Z−3 Z

−
4

2
, Y3 =

Z+
3 Z

+
4 − Z

−
3 Z
−
4

2i
,

il vient alors bien

R′ = Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 3]/(f1).

À nouveau d’après [36, corollaire 2.3.9], un torseur de type λ est unique à
twist près par un élément de H1(Q, T̂ ). Le lemme suivant explicite ce groupe
de cohomologie.

Lemme 7.5. On a la série d’isomorphismes

H1(Q, T̂ ) ∼= H1(Gal(Q[i]/Q), T̂ ) ∼= Z/2Z.
Démonstration. Le point clé concernant les torseurs de type λ est que

l’action de la conjugaison τ dans K est triviale si bien que

H1(Gal(Q/Q[i]), T̂ ) = {0}.
Ainsi, la suite exacte de restriction-inflation

0→ H1(Gal(Q[i]/Q), T̂ )→ H1(Q, T̂ )→ H1(Gal(Q/Q[i]), T̂ )

fournit l’isomorphisme H1(Q, T̂ ) ∼= H1(Gal(Q[i]/Q), T̂ ). Puisque le groupe
Gal(Q[i]/Q) est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison complexe σ,
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le groupe de cohomologie H1(Gal(Q[i]/Q), T̂ ) cöıncide avec l’homologie du
complexe

T̂
Id+σ−−−→ T̂

Id−σ−−−→ T̂ .

Autrement dit,

H1(Gal(Q[i]/Q), T̂ ) ∼= Ker(σ + Id)/Im(Id− σ).

On obtient alors aisément le fait que Ker(σ + Id) est engendré par

[D+
1 ]− [D−1 ], [D+

1 ]− [D+
2 ], 2[D+

1 ]− [D+
3 +D+

4 ],

et que Im(Id− σ) est engendré par

[D+
1 ]− [D−1 ], 2[D+

2 ]− [D+
1 ]− [D−1 ], 2[D+

3 +D+
4 ]− 2[D+

1 ]− 2[D−1 ].

Il vient alors immédiatement que H1(Gal(Q[i]/Q), T̂ ) ∼= Z/2Z engendré par
la classe de [D+

1 ]− [D+
2 ].

On est désormais en mesure de décrire tous les anneaux de Cox de S
de type λ. On s’inspire ici des deux preuves de [33, propositions 2.69–2.70].
Tout élément de H1(Q, T̂ ) est représenté par un cocycle c : Gal(Q[i]/Q)→ T̂ ,
lui-même déterminé par l’image cσ ∈ HomZ(T,Q[i]×) de la conjugaison com-
plexe.

Lemme 7.6. Tout anneau de Cox pour S de type λ est isomorphe à une
Q-algèbre de la forme

R′n := Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 3]/(fn1 )

avec

(7.7) fn1 = n3(X2
3 + Y 2

3 )− 1

∆2
12

(
∆23n1(X2

1 + Y 2
1 ) +∆31n2(X2

2 + Y 2
2 )
)

×
(
∆24n1(X2

1 + Y 2
1 ) +∆41n2(X2

2 + Y 2
2 )
)

et n = (n1, n2, n3) ∈ (Z r {0})3 tels que n1n2n3 soit une somme de deux
carrés.

Démonstration. On sait que, pour tout anneau de Cox R′λ pour S de

type λ, il existe un cocycle c : Gal(Q[i]/Q)→ T̂ tel que R′λ soit un twist de
R′ défini en (7.4). D’après [33, proposition 2.41], l’action de la conjugaison
complexe sur R′ est la suivante :

σ(Z−0 ) = cσ([E+])Z+
0 , ∀j ∈ {1, 2}, σ(Z−j ) = cσ([D+

j ])Z+
j ,

σ(Z−3 Z
−
4 ) = cσ([D+

3 +D+
4 ])Z+

3 Z
+
4 .
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En prenant les nouvelles variables suivantes, invariantes sous l’action du
groupe de Galois Gal(Q[i]/Q) :

X0 =
cσ([E+])Z+

0 + Z−0
2

, Y0 =
cσ([E+])Z+

0 − Z
−
0

2i
,

Xk =
cσ([D+

k ])Z+
k + Z−k

2
, Yk =

cσ([D+
k ])Z+

k − Z
−
k

2i
,

pour k ∈ {1, 2} et

X3 =
cσ([D+

3 +D+
4 ])Z+

3 Z
+
4 + Z−3 Z

−
4

2
,

Y3 =
cσ([D+

3 +D+
4 ])Z+

3 Z
+
4 − Z

−
3 Z
−
4

2i
,

il vient

R′λ
∼= Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 3]/(f c1)

avec

f c1 = nc31(X2
3 + Y 2

3 )− 1

∆2
12

(
∆23(X2

1 + Y 2
1 ) +∆31n

c
21(X2

2 + Y 2
2 )
)

×
(
∆24(X2

1 + Y 2
1 ) +∆41n

c
21(X2

2 + Y 2
2 )
)

et nc21 = cσ([D+
1 −D

+
2 ]) et nc31 = cσ([2D+

1 −D
+
3 −D

+
4 ]). Le fait que c soit

un cocycle et les relations (7.2) et (7.3) impliquent que σ(ni1) = ni1 si bien
que ni1 ∈ Q× pour i ∈ {2, 3}. En écrivant nc21 = n2/n1 et nc31 = n3/n1

2

pour trois entiers n1, n2 et n3 non nuls, on obtient bien

R′λ
∼= Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 3]/(fn1 ).

Pour conclure, il reste à établir le fait que n1n2n3 est une somme de deux
carrés. On a

n1n2n3 = n4
1n

c
21n

c
31.

Puisque les conditions de cocycle s’écrivent

cσ([E+])σ(cσ([E−])) = 1, ∀k ∈ {1, 2}, cσ([D+
k ])σ(cσ([D−k ])) = 1,

et

cσ([D+
3 +D+

4 ])σ(cσ([D−3 +D−4 ])) = 1,

les relations (7.2) et (7.3) fournissent

n1n2n3 = n4
1cσ([E+ + 2D+

1 ])σ(cσ([E+ + 2D+
1 ]))

si bien que n1n2n3 est bien une somme de deux carrés. On peut établir plus
précisément, en suivant [33, proposition 2.70], qu’étant donné (n1, n2, n3)
dans Q×, il existe un cocycle c : Gal(Q[i]/Q) → T̂ tel que nc21 = n2/n1 et
nc31 = n3/n

2
1 si, et seulement si, n1n2n3 est une somme de deux carrés.
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De façon analogue au Lemme 7.3, on voit que pour n ∈ N3 tel que
n1n2n3 soit une somme de deux carrés, le sous-ensemble constructible Tn de
A8

Q = Spec(Q[Xi, Yi | 0 ≤ i ≤ 3]) défini par l’équation fn donnée en (7.7)
et les relations

∀i 6= j ∈ J0, 3K4, ((Xi, Yi), (Xj , Yj)) 6= ((0, 0), (0, 0))

est un torseur de type λ au-dessus de S. Pour toute extension finie k de Q
et tout (xi, yi)0≤i≤3 dans Tn(k), à l’aide de

u =
1

∆12
(b2n1(x2

1 + y2
1)− b1n2(x2

2 + y2
2)),

v =
1

∆12
(−a2n1(x2

1 + y2
1) + a1n2(x2

2 + y2
2)),

on peut définir comme en section précédente un morphisme πn : Tn → S.
Lorsque n est de la forme

∀i ∈ J1, 3K, ni = εimi

pour un certain (ε,m) ∈ Σ ×M , on note Tn = Tm,ε et πn = πm,ε. On peut
alors montrer comme lors de la preuve du Lemme 7.3 que

(7.8) S(Q) =
⊔

(ε,m)∈Σ×M

πm,ε(Tm,ε(Q)).

De plus,

(7.9) πm,ε(Tm,ε(Q))

=


[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4] ∈ P4

Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5,

(t, u, v) = (x3, x4) = 1,

t ≥ 0, x2
3 + x2

4 = t2F (u, v),

εiFi(u, v) > 0,

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2),

Fi(u, v) ∈ εimiE



t


[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4] ∈ P4

Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5,

(t, u, v) = (x3, x4) = 1,

t ≥ 0, x2
3 + x2

4 = t2F (u, v),

εiFi(−u,−v) > 0,

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2),

Fi(−u,−v) ∈ εimiE


.

En effet, un point de S admet exactement deux représentants de la forme
[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4] avec (t, u, v, x3, x4) ∈ Z5 et (t, u, v) = (x3, x4) = 1.
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À nouveau de la même façon qu’en section précédente, on montre, en
notant Yn le sous-schéma de A8

Q = Spec(Q[Xi, Yi | 1 ≤ i ≤ 3]) défini par

l’équation fn donnée en (7.7), que Tn = Yn×A2
Q. Si Y◦n est le complémentaire

de l’origine dans Yn, on a alors un isomorphisme entre l’intersection complète
de A8

Q \ {0} donnée par les équations

Fi(u, v) = ni(X
2
i + Y 2

i ) (1 ≤ i ≤ 3)

et Y◦n. On retrouve ainsi une variété de la forme (2.4) et il s’agit donc bel
et bien des torseurs utilisés dans la preuve de la conjecture de Manin en
section 6.

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la con-
stante conjecturée par Peyre de manière adéquate à notre traitement du
problème de comptage.

Lemme 7.7. On a X1(Q, T ) = {0} où

X1(Q, T ) = Ker
(
H1(Q, T )→ H1(R, T )

∏
p

H1(Qp, T )
)
.

Démonstration. Le théorème de Tate fournit l’accouplement naturel non
dégénéré

X1(Q, T )×X2(Q, T̂ )→ Q/Z

si bien qu’il suffit d’établir que X2(Q, T̂ ) = {0}. Puisque

H1
(
Gal(Q/Q[i]), T̂

)
= {0},

la suite de restriction-inflation d’ordre 2 fournit

0→ H2
(
Gal(Q[i]/Q), T̂

)
→ H2(Q, T̂ )→ H2

(
Gal(Q/Q[i]), T̂

)
.

Montrons à présent que H2(Gal(Q[i]/Q), T̂ ) = {0}. Le groupe de Galois
Gal(Q[i]/Q) étant cyclique engendré par la conjugaison complexe σ, il vient
que

H2
(
Gal(Q[i]/Q), T̂

)
= T̂ 〈σ〉/Im(Id + σ) = Ker(σ − Id)/Im(Id + σ).

On établit comme lors de la preuve du Lemme 7.5 que Ker(σ − Id) est de
rang 2 engendré par [D+

1 ] + [D−1 ] et [ω−1
S ]. Or,

[D+
1 ] + [D−1 ] = (Id + σ)([D+

1 ]),

[ω−1
S ] = (Id + σ)([E+] + 2[D+

1 ]),

si bien que Ker(σ − Id) = Im(Id + σ) et H2(Gal(Q[i]/Q), T̂ ) = {0}. On a
donc le diagramme commutatif
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X2(Q, T̂ )

��

X2(Q[i], T̂ )

��
0 // H2(Q, T̂ ) //

��

H2(Gal(Q/Q[i]), T̂ )

��∏
v∈val(Q)H

2(Qv, T̂ ) //
∏
v∈val(Q[i])H

2(Q[i]v, T̂ )

qui implique que tout élément de X2(Q, T̂ ) appartient à X2(Q[i], T̂ ). Or,

sur Q[i], on a T̂ ∼= Z5 avec action triviale si bien que X2(Q[i], T̂ ) = {0}
d’après [35, lemme 1.9], ce qui permet de conclure la preuve.

Lemme 7.8. On a l’égalité

S(AQ)Br(S) =
⊔

(m,ε)∈M×Σ

πm,ε(Tm,ε(AQ)),

où AQ désigne l’anneau des adèles de Q.

Démonstration. Tout d’abord, d’après [36, théorème 6.1.2] et le Lemme
7.6, il vient

S(AQ)Brλ(S) =
⋃

n∈N3

n1n2n3=�+�

πn(Tn(AQ)),

où Brλ(S) = r−1(λ∗(H
1(Q, T̂ ))), λ∗ : H1(Q, T̂ ) → H1(Q,Pic(SQ)) est as-

sociée à l’injection λ et r : Br(S)→ H1(Q,Pic(SQ)) est l’application canon-
ique issue de la suite spectrale de Hochschild–Serre

Hp(Q, Hq(SQ,Gm))→ Hp+q(S,Gm).

On a ici utilisé le fait que la surface S est géométriquement rationnelle,
auquel cas Br1(S) = Br(S).

De la suite exacte courte

0→ T̂ → Pic(SQ)→ Pic(SQ)/T̂ → 0

on tire la suite exacte

(Pic(SQ)/T̂ )G → H1(Q, T̂ )
λ∗−→ H1(Q,Pic(SQ)).

Or, on montre facilement que Pic(SQ)/T̂ est de rang 1 engendré par la classe

de [D+
3 ] si bien que

(Pic(SQ)/T̂ )G = {0}
et λ∗ est injective. Le Lemme 7.5 et la valeur de β(S) impliquent par
conséquent

λ∗(H
1(Q, T̂ )) = H1(Q,Pic(SQ)),
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de sorte que Brλ(S) = Br(S).

On a ainsi

S(AQ)Br(S) =
⋃

n∈N3

n1n2n3=�+�

πn(Tn(AQ))

et en particulier ⋃
(m,ε)∈M×Σ

πm,ε(Tm,ε(AQ)) ⊂ S(AQ)Br(S).

D’autre part, d’après [15], il vient S(Q) = S(AQ)Br(S) et par continuité de
l’application Tm,ε(Q)→ S(Q) induite par πm,ε ainsi que (7.8), il s’ensuit

S(Q) = S(AQ)Br(S) =
⋃

(m,ε)∈M×Σ

πm,ε(Tm,ε(Q)) ⊂
⋃

(m,ε)∈M×Σ

πm,ε(Tm,ε(AQ)),

si bien qu’on peut conclure à l’égalité

S(AQ)Br(S) =
⋃

(m,ε)∈M×Σ

πm,ε(Tm,ε(AQ)).

Suivant alors l’argument utilisé dans [34, preuve du lemme 6.17], on a que
tout point de S(AQ)Br(S) appartient à exactement #X1(Q, T ) ensembles de
la forme πm,ε(Tm,ε(AQ)) avec (m, ε) ∈M ×Σ. Le Lemme 7.7 permet alors
d’en déduire que l’union est disjointe et de conclure la preuve.

7.4. Expression de la constante de Peyre. Le Lemme 7.8 fournit

cS = α(S)β(S)
∑
ε∈Σ
m∈M

ωH(πε,m(Tε,m(AQ))).

On a α(S)β(S) = 1 et on écrit

ωH(πε,m(Tε,m(AQ))) = ω∞(ε,m)
∏
p

ωp(ε,m),

où, en passant comme dans [6] aux densités sur le torseur intermédiaire Tspl

défini par (6.3) et au vu de (7.9), on a

ωp(ε,m)

= lim
n→∞

1

p4n
#

(u, v, y, z, t) ∈ (Z/pnZ)5

∣∣∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod pn),

p - (u, v), p - (y, z, t),

2|νp(Fi(u, v))− µi


pour p 6= 2. Pour tout entier d et F ∈ Z[x1, x2], on introduit alors

ρ∗(d) = ρ∗(d;F ) = #{x ∈ [0, d[2 | d |F (x), (x1, x2, d) = 1}.
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Exactement le même type de raisonnements que dans [8, section 8.2] conduit,

lorsque p - ∆(3)
12 ∆

(3)
13 ∆

(3)
23 , aux expressions

ωp(ε,m) =

(
1− 1

p2

)(
1− 1

p2
+
∑
ν≥1

χ(pν)ρ∗(pν ;F )

p2ν

)
lorsque p ≡ 3 (mod 4), et

ωp(ε,m) =

(
1− 1

p2

)2

+

(
1− 1

p

)2∑
ν≥1

χ(pν)ρ∗(pν ;F )

p2ν

lorsque p ≡ 1 (mod 4). En particulier, ωp(ε,m) = ωp ne dépend ni de ε ni

de m. Dans le cas p|∆(3)
12 ∆

(3)
13 ∆

(3)
23 et p ≡ 3 (mod 4), on a (t, p) = 1 et donc

ωp(ε,m)

= lim
n→∞

1− 1
p

p3n
#

(u, v, y, z) ∈ (Z/pnZ)4

∣∣∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod pn),

p - (u, v),

2|νp(Fi(u, v))− µi

.
Pour p = 2, on a

ω2(ε,m)

= lim
n→∞

1

24n
#

(u, v, y, z, t) ∈ (Z/2nZ)5

∣∣∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod 2n),

2 - (u, v), 2 - (y, z, t),

Fi(u, v) ∈ εimiE2n


+ lim
n→∞

1

24n
#

(u, v, y, z, t) ∈ (Z/2nZ)5

∣∣∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2+z2 (mod 2n),

2 - (u, v), 2 - (y, z, t),

Fi(−u,−v) ∈ εimiE2n

.
On a également (2, t) = 1 et donc, grâce au Lemme 5.1, on aboutit à
l’expression

ω2(ε,m) = 2 lim
n→∞

2−2n#

{
(u, v) ∈ (Z/2nZ)2

∣∣∣∣ 2 - (u, v),

Fi(u, v) ∈ εimiE2n

}
.

Noter ici qu’on a une dépendance en ε et en m.

Enfin on traite le cas de la densité archimédienne. Grâce à la symétrie
du problème, on peut se restreindre à y, z > 0. En utilisant une forme de
Leray en paramétrant en z, on obtient

ω∞(ε,m) = 4 lim
B→∞

1

B log(B)

�

D

du dv dt dy

2
√
t2F (u, v)− y2
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avec

D =

{
(u, v, y, t) ∈ R4

∣∣∣∣ (u, v) ∈ R(ε1,ε2,ε3)(
√
B/t) tR(−ε1,−ε2,ε3)(

√
B/t),

0 < y < t
√
F (u, v), 1 < t < B

}
.

La formule (5.2) fournit alors immédiatement

ω∞(ε,m) = π
(
Vol(R(ε1,ε2,ε3)(1)) + Vol(R(−ε1,−ε2,ε3)(1))

)
= 2π vol(R),

qui ne dépend que de ε mais pas de m. On obtient ainsi l’égalité

(7.10) cS =
∑
ε∈Σ
m∈M

2π vol(R)
∏
p

ωp(ε,m).

7.5. Transformation de la constante c0. On revient dans cette sec-
tion à l’expression de la constante c0 obtenue grâce au Théorème 6.1 que
l’on met sous une forme similaire à celle de cS en (7.10). On réécrit cette
constante sous la forme

c0 =
π2

24

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)

d

∑
ε∈Σ

vol(R)(7.11)

×
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

∑
m∈M

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)

∑
k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

×
∑

k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)
σε∗(e,E),

où

(7.12) σε∗(e,E) =

∞∑
e=1

µ(e)

e2
σε(e,E, e).

Par multiplicativité en e de la quantité σε(e,E, e), on peut écrire σε∗(e,E)
sous forme d’un produit eulérien

(7.13) σε∗(e,E) =
∏
p

σε∗,p(e,E).

Pour p > 2, le facteur eulérien est donné par

σε∗,p(e,E) =

(
1− χ(p)

p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3 ρ̃(pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3)

p2(N1+N2+N3+1)

où les Ni sont définis lors du Lemme 6.4 et avec

ρ̃(pN1, pN2 , pN3 ;F1, F2, F3) = #{x ∈ (Z/pN1+N2+N3+1Z)2 | pNi |Fi(x), p - x},
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tandis que pour p = 2, on obtient un facteur eulérien

(7.14) σε∗,2(e,E) = 8 lim
n→∞

2−2n#

{
x ∈ (Z/2nZ)2

∣∣∣∣ Fi(x) ∈ eiεiE2n ,

2 - x

}
.

On écrit alors

c0 =
∑
ε∈Σ
m∈M

vol(R)c0(ε,m)

avec

c0(ε,m) =
π2

24

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)

d

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3, d′i|∆jk

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)
σε∗(e,E),

où σε∗,p(e,E) a été défini en (7.12). De plus, en utilisant les notations (6.11)
et en posant

e′1 = d1d
′
2d
′
3 e′2 = d2d

′
1d
′
3, e′3 = d3d

′
1d
′
2,

E′1 = [e′1, k4k2k
′
2, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d1k5k

′
5],

E′2 = [e′2, k4k1k
′
1, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d2k5k

′
5],

E′3 = [e′3, k4k1k
′
1, k4k2k

′
2, k4k

′
4],

e′′1 = E′′1 = m1 e′′2 = E′′2 = m2, e′′3 = E′′3 = m3,

on a les décompositions ei = e′ie
′′
i et Ei = E′iE

′′
i . Alors Ni = max{νp(e′i)+νi,

νp(E
′
i)} lorsque p ≡ 1 (mod 4) et Ni = max{νp(e′′i ) + νi, νp(E

′′
i )} lorsque

p ≡ 3 (mod 4). Enfin,

σε∗,2(e,E) = σε∗,2(m)

= 8 lim
n→∞

2−2n#

{
x ∈ (Z/2nZ)2

∣∣∣∣ Fi(x) ∈ miεiE2n ,

2 - x

}
.

On pose alors

V1(d,d′) =
∑

k4k1k′1|gcd(∆23,d)
k4k2k′2|gcd(∆13,d)
k4k3k′3|gcd(∆12,d)

∑
k4k′4|gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5|gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)

3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∏

p≡1 (mod 4)

σ∗,p(e
′,E′),
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puis

V3(m) =
∏

p≡3 (mod 4)

σ∗,p(e
′′,E′′)

et enfin

V2(ε,m) = 1
4σ
ε
∗,2(m),

de sorte que

c0(ε,m) = 2π
∏
p

(
1 +

χ(p)

p

)(
1− χ(p)

p

)−2

c1 × V2(ε,m)V3(m)

avec

c1 =
∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)

d

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

µ(d′1d
′
2)µ(d′3)V1(d,d′).

On a ici utilisé la décomposition en produit eulérien

π

8
=
∏
p

(
1 +

χ(p)

p

)(
1− χ(p)

p

)−2

.

La stratégie pour conclure à la validation de la conjecture de Peyre est alors,
suivant [8, section 9.5], de décomposer c0(ε,m) sous la forme

c0(ε,m) = 2π
∏
p

cp(ε,m)

et d’établir que cp(ε,m) = ωp(ε,m) pour tout nombre premier p.

7.6. Fin de la preuve de la conjecture de Peyre. On pose c2(ε,m)
= V2(ε,m) de sorte que c2(ε,m) = ω2(ε,m). Dans le cas p ≡ 1 (mod 4), on
pose δ′i = νp(d

′
i) et

N ′1 = ν1 + δ1 + δ′2 + δ′3,

N1 = max{N ′1, κ4 + κ2 + κ′2, κ4 + κ3 + κ′3, κ4 + κ′4, κ5 + κ′5},
N ′2 = ν2 + δ2 + δ′1 + δ′3,

N2 = max{N ′2, κ4 + κ1 + κ′1, κ4 + κ3 + κ′3, κ4 + κ′4, κ5 + κ′5},
N ′3 = ν3 + δ3 + δ′1 + δ′2,

N3 = max{N ′3, κ4 + κ1 + κ′1, κ4 + κ2 + κ′2, κ4 + κ′4}.

Puisque r0(p) = 2 et par définition de ϕ†, on a alors

cp(ε,m) =

(
1− 1

p2

) ∑
0≤δ≤1

(
− 2

p+ 1

)δ ∑
0≤δ1,δ2,δ3≤1
δ1+δ2+δ3=δ

fp(δ)
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avec

fp(δ) =
∑

0≤δ′i≤min{νp(∆jk),1}
δ′1δ
′
2=0

(−1)δ
′
1+δ′2+δ′3

∑
κ4,κ′4≥0

κ4+κ′4≤min{δ,νp(∆12),νp(∆13),νp(∆23)}

(−1)κ
′
4

3κ4

×
3∑
i=1

∑
κi,κ

′
i≥0

κ4+κi+κ
′
i≤min{δ,νp(∆jk)}

(−1)κ
′
i

2κi

∑
κ5,κ′5≥0

κ5+κ′5≤min{δ′1+δ′2,νp(∆12)}

(−1)κ
′
5

2κ5

×
∑
ν∈N3

ρ̃(pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3)

p2(N1+N2+N3+1)

(7.15)

et {i, j, k} = {1, 2, 3}. Enfin, dans le cas p ≡ 3 (mod 4), si l’on note µi =
νp(mi), on pose

cp(ε,m) =

(
1− 1

p2

)
g(µ),

où

g(µ) =
∑
ν∈N3

(−1)ν1+ν2+ν3 ρ̃(pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3)

p2(N1+N2+N3+1)
,

et N1 = µ1 + ν1, N2 = µ2 + ν2 et N3 = µ3 + ν3. On a ainsi

c0(ε,m) = 2π
∏
p

cp(ε,m).

Il s’agit à présent de remonter la formule d’éclatement du Lemme 6.2
utilisée dans le passage aux torseurs. On distingue selon la congruence de p
modulo 4. On commence par le cas p ≡ 1 (mod 4) et on étudie la quantité

c′p(ε,m) =

(
1− 1

p2

)−1

cp(ε,m).

Pour ce faire, on ne considère dans un premier temps que la quantité

f ′p(δ, δ
′) =

∑
κ4,κ′4≥0

κ4+κ′4≤min{δ,νp(∆ij)}

(−1)κ
′
4

3κ4

∑
κ1,κ′1≥0

κ4+κ1+κ′1≤min{δ,νp(∆23)}

(−1)κ
′
1

2κ1

×
∑

κ2,κ′2≥0
κ4+κ2+κ′2≤min{δ,νp(∆13)}

(−1)κ
′
2

2κ2

∑
κ3,κ′3≥0

κ4+κ3+κ′3≤min{δ,νp(∆12)}

(−1)κ
′
3

2κ3

×
∑

κ5,κ′5≥0
κ5+κ′5≤min{δ′1+δ′2,νp(∆12)}

(−1)κ
′
5

2κ5

∑
ν∈N3

ρ̃(pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3)

p2(N1+N2+N3+1)
.
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On raisonne comme dans [8, section 9.5] et on utilise, pour a et b entiers
naturels, la formule ∑

κ,κ′≥0
κ+κ′≤min{a,b}

0≤κ′≤1

(−1)κ
′

zκ
=

1

zmin{a,b} .

On commence par se placer dans le cas d’un nombre premier p ≡ 1 (mod 4)
qui divise tous les résultants ∆ij . On obtient alors l’égalité

f ′p(δ, δ
′) =

∑
ν∈N3

(ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)ρ†(pN
′
1 , pN

′
2 , pN

′
3 ;F1, F2, F3)

C(δ,N ′1, N
′
2, N

′
3)2min{δ′1+δ′2,N

′
1,N
′
2,N
′
3}p2(N ′1+N ′2+N ′3+1)

,

où

C(δ,N ′1, N
′
2, N

′
3)=(3/8)min{δ,N ′1,N ′2,N ′3}2min{δ,N ′2,N ′3}+min{δ,N ′1,N ′3}+min{δ,N ′2,N ′3}

et, lorsque (a1, a2, a3) ∈ N3,

ρ†(pa1 , pa2, pa3 ;F1, F2, F3) = #

{
(u, v) ∈ (Z/pa1+a2+a3+1Z)2

∣∣∣∣ pai ‖Fi(u, v),

p - (u, v)

}
.

Il reste à voir sur quels δ′ = (δ′1, δ
′
2, δ
′
3) on somme. D’après (7.15), on somme

sur les triplets suivants:

(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0),

si bien que

fp(δ) =
∑
ν∈N3

ρ†(pN
′′
1 , pN

′′
2 , pN

′′
3 ;F1, F2, F3)

C(δ,N ′′1 , N
′′
2 , N

′′
3 )p2(N ′′1 +N ′′2 +N ′′3 +1)

(
(ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)

− ν1ν2(ν3 + 1) + 1
2ν1ν3(ν2 − 1) + 1

2ν2ν3(ν1 − 1)

− 1
2ν2ν3(ν1 + 1)− 1

2ν1ν3(ν2 + 1)
)

=
∑
ν∈N3

(ν1 + ν2 + ν3 + 1)
ρ†(pN

′′
1 , pN

′′
2 , pN

′′
3 ;F1, F2, F3)

C(δ,N ′′1 , N
′′
2 , N

′′
3 )p2(N ′′1 +N ′′2 +N ′′3 +1)

,

avec N ′′i = νi+δi. En remarquant que pour N ′′i fixés, il y a C(δ,N ′′1 , N
′′
2 , N

′′
3 )

triplets δ tels que N ′′i = νi+δi, on peut conclure exactement comme dans [8,
section 9.5] que l’on obtient la quantité adéquate.

Sans être complètement exhaustif, on traite ensuite un cas éloquent
dont l’adaptation aux cas restants ne pose aucune difficulté. Tout d’abord,
on se place dans un cas où νp(∆12) = 0. Supposons alors par exemple
que νp(∆13) = 0 et νp(∆23) ≥ 1. Dans ce cas de figure, on a clairement

min{δ′1 + δ′2, νp(∆12), N ′1, N
′
2, N

′
3}

= min{δ, νp(∆12), νp(∆13), νp(∆23), N ′1, N
′
2, N

′
3)} = 0,
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et un examen des conditions sur les δ′ dans la formule (7.15) montre que la
somme sur les δ′ porte sur les triplets (0, 0, 0) et (1, 0, 0), si bien que

fp(δ) =
∑
ν∈N3

ρ†(pN
′
1 , pN

′
2 , pN

′
3 ;F1, F2, F3)

C ′(δ,N ′1, N
′
2, N

′
3)p2(N ′1+N ′2+N ′3+1)

×
(
(ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)− ν2ν3(ν1 + 1)

)
,

où
C ′(δ,N ′1, N

′
2, N

′
3) = 2min{δ,N ′2,N ′3}+min{δ,N ′1,N ′3}+min{δ,N ′2,N ′3}.

Mais, le fait que p ne divise ni ∆12 ni ∆13 implique que nécessairement
ν1ν2 = ν1ν3 = 0, de sorte que

(ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)− ν2ν3(ν1 + 1) = ν1 + ν2 + ν3 + 1 + ν1ν2 + ν1ν3

= ν1 + ν2 + ν3 + 1,

et on peut à nouveau conclure comme dans [8, section 9.5].
Pour finir, dans le cas p ≡ 3 (mod 4), on a

g(µ) =
∑
ν∈N3

ρ†(p2ν1+µ1 , p2ν2+µ2 , p2ν3+µ3 ;F1, F2, F3)

p2(2ν1+2ν2+2ν3+1)
,

que l’on traite comme dans [8, section 9.5]. Cela permet finalement de con-
clure à l’égalité

c0 =
∑
ε∈Σ
m∈M

ω∞(ε,m)
∏
p

ωp(ε,m)

et achève la preuve du fait que c0 = cS .
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