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Pour construire une solution élémentaire de I’équation des ondes Marcel Riesz utilise le
prolongement analytique d’une distribution dépendant d’un parametre complexe. Cette
méthode a ensuite été étendue pour construire des solutions élémentaires d’équations
plus générales. Nous allons montrer comment la méthode de Riesz peut étre utilisée pour
construire des solutions élémentaires d’opérateurs différentiels invariants sur un espace
symétrique ordonné. Les résultats que nous exposons concernent les espaces symétriques
ordonnés de Makarevic, qui ont été introduits par Bertram. La géométrie d'un tel espace
est décrite a I’aide d’une algebre de Jordan euclidienne. Le noyau de 'intégrale de Riesz
vérifie une identité de type Bernstein qui est établie a l’aide de I'analyse harmonique
sur I’espace symétrique riemannien dual. Ce détour ne semble pas naturel, mais ne sa-
chant pas aujourd’hui si la transformation de Laplace sphérique est injective, nous ne
connaissons pas de démonstration directe de cette identité.

Nous rappelons d’abord dans la section 1 les principales définitions relatives aux struc-
tures causales et aux espaces symétriques ordonnés. En vue de la construction des espaces
symétriques ordonnés de Makarevic nous introduisons les algebres de Jordan euclidiennes
dans la section 2. Nous rappelons dans la section 3 la définition de la compactification
conforme d’une algebre de Jordan semi-simple, et celle du birapport de Kantor qui nous
permettra de construire les intégrales de Riesz. Nous présentons dans la section 4 la no-
tion d’algebre de Jordan euclidienne involutive. Nous pouvons alors dans la section 5
présenter la construction des espaces symétriques ordonnés de Makarevic due a Bertram.
L’identité de type Bernstein que vérifie le birapport de Kantor est établie dans la section
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6 en utilisant la transformation de Fourier sphérique sur ’espace riemannien symétrique
dual. Puis nous parvenons aux intégrales de Riesz dans la section 7. Dans la derniere
section nous présentons un exemple d’espace symétrique ordonné de Makarevic : I’espace
de Lobachevski imaginaire.

Ces résultats ont été présentés au séminaire Sophus Lie lors de sa réunion de Bedlewo
en septembre 2000.

1. Espace symétrique ordonné. Soit C' un cone dans un espace vectoriel réel V' de
dimension finie. Le cone C' est dit régulier s’il est convexe, fermé, pointu : CN(—C) = {0},
et d’intérieur non vide, ou, ce qui est équivalent, générateur : C'— C = V. Une structure
causale sur une variété M est la donnée d’un champ de cones {Cy }yerm ot Cp C T(M).
On suppose que, pour tout x, C, est un cone régulier et qu’il dépend contintiment de x.

Une courbe 7 : [, ] — M de classe C* par morceaux est dite causale si, pout tout t,
la dérivée 7/(t) appartient au cone C, ;) (la dérivée a droite si 7/(¢) a une discontinuité
en t). La structure causale est dite globale s’il n’existe pas de courbe causale fermée non
triviale. Dans ce cas on définit une relation d’ordre sur M : z < y s’il existe une courbe
causale partant de x et aboutissant a y. L’intervalle généralisé D(z,y) (z < y) est défini
par

D(z,y) ={zeM |z <z<y}

Un difféomorphisme ¢ de la variété M est dit causal si, pour tout z,

(D¢),(Ca) = Coay-
Soit G un groupe agissant sur M par difféomorphismes. La structure causale est dite
invariante par G si les transformations de G sont causales. Supposons que M soit ho-
mogene : un groupe de Lie G opere transitivement sur M. Fixons un point de base xq et
posons
H={geG|g-zo=u0}

Alors M ~ G/H. Une structure causale sur M invariante par G est déterminée par un
cone Cy, C Ty (M) qui est invariant par H.

EXEMPLES. 1. M =V est un espace vectoriel, C' est un cone régulier dans V', et, pour
tout z, C, = C. Les translations sont des transformations causales, et le groupe G ~ V
des translations opére transitivement sur M, et méme simplement transitivement : le
sous-groupe H est réduit a ’élément neutre.

2. M est 'hyperboloide d’équation

@)+ @) = @) =1 (n22).
Soit C' le cone de R™*! défini par
() = @) == @ 20, 2 20,
et considérons sur M la structure causale définie par
Cp =T, (M)NC.

Cette structure causale est globale et définit sur M une relation d’ordre. Les transfor-
mations de G = SOq(n,1) sont causales et le groupe G opere transitivement sur M.
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Choisissons pour point de base le point 2o = (1,0,...,0). Alors H = SOp(n — 1,1),
agissant sur les variables 22, ..., z" 1.
3. M est 'hyperboloide d’équation
(1’1)2 + (12)2 . (1’3)2 . (anrl)Q -1 (n > 2)

Le groupe G = SOy(2,n — 1) opeére transitivement sur M. Choisissons le point de base
ro = (1,0,...,0). Alors H = SOq(1,n — 1), agissant sur les variables z?,... 2" L.
L’espace tangent Ty, (M) s’identifie &

{.23 c Rn-{-l | J)l — 0} ~ R™.
Le cone Cy, C Ty, (M), défini par
(@%)? = (@)% =+ = @"T1)? 20, 2® > 0,

est invariant par H et détermine sur M une structure causale invariante par G. Cette
structure causale n’est pas globale. En effet le cercle défini par

~(t) = (cost,sint,0,...,0) (0 <t <2m),
est une courbe causale fermée non triviale.

Considérons maintenant une paire symétrique (G, H) : G est un groupe de Lie con-
nexe, H est un sous-groupe fermé de G, et il existe un automorphisme involutif ¢ de G
tel que

(G%)YyCHCG?,

G7={g€Gloa(g) =g},

et (G7)p est sa composante neutre. L’espace symétrique associé est l’espace homogene
M = G/H. L’algebre de Lie h de H est égale a

h={Xegldo(X)=X} (g=Lie(G)).
L’espace tangent Ty, (M) au point de base zo = eH s’identifie &
q={X egldo(X)=—-X}.

Ainsi une structure causale invariante sur M est déterminée par la donnée d’un cone
régulier C' dans q qui est Ad(H)-invariant.

Considérons un espace symétrique semi-simple ordonné M = G/H, o G est semi-
simple connexe de centre fini, et notons I' le graphe de la relation d’ordre

F={(z,y) e M x M|z >y}

Les intervalles D(x, y) sont alors compacts. Un noyau de Volterra sur M est une fonction
F définie sur M x M qui est continue sur I' et s’annule en dehors de I'. Le produit de
deux noyaux de Volterra Fy et Fy est défini par

Fi o Fy(z,y) = /M Fy(z, 2) Fy (2, y)dm(2),
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ot dm(z) est une mesure sur M invariante par G. Cette intégrale est bien définie car
I'intégrant s’annule en dehors de I'intervalle

D(y,e)={: e M|y<z<a)

qui est compact. Un noyau F est dit invariant par G si F(g - z,9 - y) = F(z,y) pour
tout g € G. L’algebre V(M)# des noyaux de Volterra invariants est commutative. Nous
considérerons dans la section 7 la transformation de Laplace sphérique qui transforme le
produit ¢ de deux noyaux de Volterra invariants en produit ordinaire.

Pour ce qui concerne les espaces symétriques causaux on peut consulter [Hilgert-
Olafsson, 1997].

2. Cones symétriques et algebres de Jordan. Soit 2 un céne ouvert convexe
dans un espace euclidien V. Le cone dual ouvert de €2 est défini par

QO ={xeV|vye\{0},(zy) > 0}.

Le cone Q est dit autodual si Q* = Q. Le groupe G(£2) des automorphismes linéaires de
Q est défini par
G() ={g € GL(V) | g(Q) = Q}.

Le cone 2 est dit homogeéne si le groupe G(£2) opére transitivement sur Q2. S’il est autodual
et homogene, il est dit symétrique.

EXEMPLES. 1. Le cone circulaire : V' = R", Q défini par

(1‘1)2 R (xn—l)Q < (xn)Z, " >0

est symétrique.

2. Le cone des matrices symétriques (respectivement hermitiennes) définies positives,

Q CV = Sym(m,R) (respectivement Herm(m, C)), est symétrique.

Etant donné un cone symétrique €2 nous allons construire, suivant la méthode de
[Bertram, 1996b, 1998], un espace symétrique causal M = G/H pour lequel q ~ V, et
Cro =~ —€. Cette construction utilise la relation qui existe entre les cones symétriques et
les algebres de Jordan.

Une algébre de Jordan V est un espace vectoriel muni d’un produit (c’est a dire une
application bilinéaire V- x V' — V) tel que

(J1) woy=you,
(J2) 2%o(zoy) =zo(a®oy).
On écrit x oy = L(x)y, et (J2) signifie que
[L(z), L(z?)] = 0.
Nous supposerons que V est réelle et de dimension finie. L’algebre de Jordan V est dite
euclidienne s’il existe sur V un produit scalaire euclidien associatif :
(zoylz) = (ylz o 2),

c’est a dire que L(x) est autoadjoint pour tout z.
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THEOREME (Koecher, Vinberg). L’intérieur Q du cone des carrés des élements d’une
algébre de Jordan euclidienne est un cone symétrique, et tout cone symétrique est obtenu
de cette fagon.

EXEMPLES. 1. Sur V = R" on considere le produit défini par : 2 = z oy si (notant les

coordonnées 20, ..., x" 1)

ZO — xOyO N xn—lyn—l,

2=t 42l (i=1,...,n—1).
Le produit scalaire usuel sur R™ est associatif, et V' est une algebre de Jordan euclidienne
que nous noterons R?~1

2. Sur V = Sym(m,R) (respectivement Herm(m,C)) on considere le produit défini
par

Le produit scalaire défini par (z|y) = tr(zy) est associatif, et V est une algebre de Jordan
euclidienne.
Le groupe Aut(V') des automorphismes de V' est un sous-groupe compact de G(£2), et

Aut(V)={g € G(Q) |g-e=ce}.

Supposons que l'algebre de Jordan est simple, ou, ce qui est équivalent, que le cone
Q est irréductible. Fixons un repere de Jordan de V', c’est a dire un systéme maximal
{c1,...,¢} d’idempotents deux & deux orthogonaux :

2 .. .
ci=c¢, cic;=0s11#j, c1+--+c=e.

Le nombre r d’idempotents d’un repere de Jordan est le rang de V. Tout élément = de
V g’écrit

z=k-Y» Xci (keAut(V),\ €R).
i=1
Les nombres réels A; sont les valeurs propres de x. La trace tr(z) = >_ A; est une forme

linéaire, et A(z) = [][ \; est un polynoéme homogene de degré r appelé déterminant. Si
A(x) # 0, x est inversible et

=k XT: )\icz
i=1""

L’application j : & — —x~! est rationnelle (A(z)j(z) est un polynéme & valeurs dans V).
Sa différentielle est donnée par
(Dj)z = P(z™1),

ou P:V — End(V) est application définie par
P(z) = 2L(z)* — L(2?),
appelée représentation quadratique. Dans ’exemple 2,

P(x)y = zyx.
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Notons que la trace, le déterminant et l'inverse d’'un élément x sont définis pour une
algebre de Jordan quelconque (non nécessairement euclidienne) en considérant le poly-
néme minimal de z.
Posons
ej=ci+--+¢, Vi={zeV|ge=a} 1<j<r).
Le sous-espace V; est une sous-algebre de V' de rang j. Le polynéme A; défini par

Aj(z) = dety, (pry,z)

est appelé le j-iéme déterminant mineur principal. Si z € Q, alors Aj(z) > 0. La fonction
puissance Ag (s = (s1,...5,) € C") est définie par

Ag = A1(x) 752 L A1 (2)° AL (2)r.
La fonction gamma de Gindikin d’'un cone symétrique €2 est définie par
Da(s) = / e @A (2)A(x) " da.
Q

Elle s’exprime a ’aide de la fonction gamma d’Euler. Si V' est simple,

n—r d d
Fa(s) = (2W)TF(51)F<52 - 5) i 'I‘(sr — 5(7" - 1))
Le nombre d est lié a la dimension n et au rang r par la relation
d
n:r+§r(r— 1).

Concernant les résultats énoncés ci-dessus on peut consulter [Faraut-Koranyi, 1994].
Nous utiliserons dans les sections 6 et 7 les formules suivantes.
Pour Ra > —1 et RA; > 4(r — 1),
n FoA+p)lola+2
1) [ M@ ara@ta = ROT TR0 L)
QN(e—Q) Fa(A+p+a+7)

Pour Rav > §(r — 1), §(r = 1) <Ry <o — §(r - 1),
n Fa(p—A r A
(2) /AHP Ale +x) *A(z)” "dx = o(p = A+ a)la(p + )

FQ (a)
Dans ces formules p = (p1,...,pr), avec

d
o= -1
[Faraut-Kordnyi, 1994], p. 309 et 310.

3. Le birapport de Kantor. Soit V une algebre de Jordan réelle ou complexe
de dimension finie. Nous supposons que V' est semi-simple, c’est & dire que la forme
bilinéaire 7(x,y) = Tr L(zy) est non dégénérée. On note n sa dimension, r son rang, et A
le polynéme déterminant. Le groupe de structure de V, noté Str(V'), est ’ensemble des
transformations linéaires inversibles g de V telles que

P(g-x) =gP(x)g',
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ol g’ désigne la transformation transposée relativement & 7, et le polynéme déterminant
est un semi-invariant de Str(V') : pour g € Str(V),
Alg - =) = x(9)A(x),
ol x est un caractere de Str(V).
Le groupe conforme de V', noté Conf(V'), aussi appelé groupe de Kantor-Koecher-Tits,
est le groupe des transformations rationnelles de V' engendré par les translations, les

transformations linéaires de Str(V) et la transformation j : z — —x~!. C’est un groupe
de Lie dont I’algebre de Lie conf(V') se compose des champs de vecteurs

&) =u+Tx — P(x)v,

ot u,v €V, et T € ste(V) = Lie(Str(V)). Les éléments de Conf(V) sont appelés trans-
formations conformes. Cette appelation est justifiée par le fait qu’en tout point x ou
une telle transformation g est définie, sa différentielle (Dg), appartient au groupe de
structure. Ceci admet une réciproque :

THEOREME DE LIOUVILLE GENERALISE. Supposons que V ne soit isomorphe ni ¢ R
ni a C. Soit ¢ un difféomorphisme local de V, ¢ : Uy — Us, ou Uy et Uy sont deux
ouverts de 'V, tel qu’en tout point x € Uy sa différentielle (D), appartienne au groupe
de structure, alors ¢ se prolonge en une transformation conforme.

[Bertram, 1996a], [Gindikin-Kaneyuki, 1998].

Le sous-groupe @ = Str(V) x V' de Conf (V) des transformations conformes affines est
un sous-groupe parabolique maximal de Conf (V). La variété homogene M = Conf(V)/Q
est compacte, et est appelée compactification conforme de V. En effet ’application

e (1204)Q, 'V — M,

est un plongement d’image dense (7, désigne la translation de vecteur ).
Le birapport de Kantor [Kantor, 1967] de quatre points de V' est la fonction rationnelle
définie par
A(l‘l — .233) . A(J)l — 1‘4)
A({EQ — 1’3) ' A({EQ — {E4).

11 est invariant par le groupe conforme agissant diagonalement : si g € Conf(V),

{1'17.1327-733,1‘4} =

{9 21,9 22,9 x3,9 x4} = {21, 22,23,24}.
L’invariance par translation est évidente. L’invariance par Str(V') résulte de ce que le
déterminant est un semi-invariant de Str(V'). L’invariance par la transformation j est
une conséquence de la formule
. . Alx —y)
Aj(z) = 5(y)) AWAL)

([Faraut-Kordnyi, 1994], Lemma X.4.4). Le birapport se prolonge en une fonction de
quatre points de la compactification conforme M de V ([Khlif, 2000], p.26). C’est une
conséquence du fait suivant : si z1,x9,x3, T4 sont quatre points de M, il existe une
transformation conforme g telle que les transformés g-x1, g- x2, g3, g 4 appartiennent
a V. L’invariance du birapport caractérise le groupe conforme : un difféomorphisme local
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de V préservant le birapport se prolonge en une transformation conforme ([Kantor, 1967],
Theorem 6).

4. Algebre de Jordan euclidienne involutive. Soient V une algebre de Jordan
euclidienne et o un automorphisme involutif de V. Nous dirons que la paire (V,«a) est
une algebre de Jordan euclidienne involutive. Les sous-espaces propres de «

Ww={zeV|alx) =z}, Vi={reV]|alz)=—z}

sont orthogonaux, et V[, est une sous-algebre de Jordan. L’algebre de Jordan involutive
(V, @) est dite irréductible si elle n’admet pas de décomposition non triviale

(V,a) =~ (Ve V" d &d).

On montre qu’alors soit V' est simple, soit (V,«) ~ (W @ W, 3), o W est une algebre de
Jordan euclidienne simple et 5(u,v) = (v, u).

On notera ry le rang de 1}, et généralement 'indice 0 indiquera une relation a Vjp, et
Iindice 1 a V7. En particulier Qg désignera le cone symétrique de ’algebre euclidienne Vj :
Qo = Vo N Q. Suivant [Kayoya,1994] nous classons les algébres de Jordan euclidiennes
involutives irréductibles en quatre types.

Type I: L’algebre V est simple, et V) n’est pas simple. Il existe dans ce cas un idem-
potent ¢ (¢ #0,e) de V tel que

ou w = e — 2¢, et alors
Vo=V(c,00®V(c1), Vi=V(ci).

(Les valeurs propres de L(c) sont les nombres 0, 3 etl, et V(c,0), V(c,3) et V(c,1)
désignent les sous-espaces propres correspondants.)

EXEMPLE. V = Sym(m, R), a(z) = Lyxly,, ou

I = (Ié) _OIq> (p+q=m).
Type II: Les algebres V' et Vj sont simples et r = ry.
EXEMPLE. V = Herm(m,C), a(z) = Z = 27, et alors
Vo = Sym(m,R), Vi =iSkew(m,R).
Type I1I: Les algebres V' et V) sont simples et r = 2ry.
EXEMPLE. V = Sym(2(,R), a(z) = JzJ !, on

(0 I
=(50)

Vo ~ Herm(¢,C), Vi ~ Sym(¢,C).

et alors

Type IV: L’algebre V' n’est pas simple. Dans ce cas
V=WeW, au,v)=(,u),
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ou W est une algebre de Jordan euclidienne simple, et alors
Vo={(u,u) lue W} ~W, Vi={(u,—u)|ueW}

Nous étendons « en un automorphisme C-linéaire de I’algebre de Jordan complexifiée
Ve. Le sous-espace Ve =Vy+iV; C Vi est une algebre de Jordan réelle semi-simple (non
euclidienne). Nous dirons que (V% «) est algébre de Jordan involutive duale de (V, a).
La forme bilinéaire définie sur V¢ par

o(z,y) = tr(za(y))
est définie positive. En effet, si x = xg + iz1 (x9 € Vo, 1 € V1),
o(z,x) = |lzol® + |1

Réciproquement on montre que toute algebre de Jordan réelle semi-simple involutive
(W, «v), pour laquelle la forme bilinéaire

olz,y) = tr(ma(y))
est définie positive, est obtenue de cette facon.

Remarquons que dans le cas d’une algebre de Jordan euclidienne involutive (V)
de type IV l'algebre V¢ est isomorphe & 'algebre de Jordan complexe (V)¢ considérée
comme une algebre réelle.

Nous terminons cette section en présentant deux formules d’intégration qui seront
utilisées en analyses de Fourier et Laplace sphériques dans les sections 6 et 7. Nous
supposons que 'algeébre de Jordan euclidienne involutive (V, «) est irréductible, et que
Vo est simple.

PROPOSITION 4.1. (a) Pour v > % — =0

FQO(LV - n_l)
Ale+izy) Vdry = (2m)™ ——2—T02
; ( 1) 1= (2m) To®)
(b) Pour xg € Q,

FQO (LV - ﬂ) ny
A Vdx, = (27) ——~Lo  To’ -
" (xo + x1) Ydx1 = (27) To®)

[van Dijk-Pevzner, 2001], démonstration du Theorem 10.1.

Démonstration. (a) D’apres [Faraut-Koranyi, 1994], Corollary VII.1.3,

1 : n
Ale+iz1)™ " = /e_(“'““‘y)A YT dy,
erim) = s | ()"~ *dy
et nous pouvons écrire
1 .
Ale+ix1) " = / e*l(mllyl)h(yl)dyl.
LCa(v) Vi

ou h est la fonction définie sur V; par

h(y1) = / e” WO A(yo + y1) ™7 dyo.
{yo€Volyo+y1€Q}



298 J. FARAUT

D’apres la formule d’inversion de la transformation de Fourier

) (2m)™
Ale + iz ) day = h(0
e
(271')”1/ —tr(yo) n1_no
= e W) A(ye)~F T d
FQ(O{) 0 (y()) Yo
_ (omym [ — )
- La(v)

1 -
(b) On pose z1 = P(xg Yuq, alors dzy = A(zo) ™ duy, et
Azg +x1) Yday = A(mo)nTl*” Ale+up) Vdur. m
V1 Vl

PROPOSITION 4.2. (a) Pour v > 2 —1,

r
/ Ale+ )" rdxy = Lf)
{z1€Viletz1€0Q} FQO(E”)
(b) Pour xo € Q,
n r n
/ A(l’o + :L'l)y_7dil'1 = Lf)A(xO)V_ o
{$1€V1|$0+£E1EQ} FQO(EV)

[Ben Said, 2000], Lemma 5.4.

Démonstration. (a) Notons I(v) la valeur de la premiere intégrale, et calculons U'inté-
grale

I‘Q(I/):/e*“(w)A(x)”*%dm
Q

par intégrations successives :

:/ e’“(“)(/ Ao + x1)”7%dm1)dmo.
Qo {z1eVi|z0+21€Q}

1 n
En posant z; = P(x3)ui, dvy = A(mo)Tldul, nous obtenons

Lo(v) = I(v) /Q e™ @) A (30) F dag
0

= I(V)Tq, (%u)

(b) La démonstration est analogue a celle de la partie (b) de la proposition 4.1. =

5. Espace symétrique ordonné de Makarevic. Soit V' une algebre de Jordan
euclidienne, et soit ¢ : U; — Us un difféomorphisme local (U; et Us sont deux ouverts
de V). La transformation ¢ est dite causale si, pour tout x de Uy, sa différentielle (D),
appartient & G(€). Clairement les translations et les transformations linéaires de G()
sont causales. La transformation j :  — —x ! est aussi causale car (Dj), = P(z 1), et,
pour z inversible, P(z) appartient & G(£2). Nous appelerons groupe causal de V', et note-
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rons Caus(V), le groupe des transformations rationnelles engendré par les translations,
G(Q) et la transformation j. Du fait que
Str(V) = G(2) x {£T1},

il résulte que Caus(V') est un sous-groupe d’ordre 2 du groupe conforme Conf(V), et il
opere transitivement sur la compactification conforme M de V. Par suite la variété M
possede une structure causale dont la restriction a V' est la structure causale plate définie
par le cone —Q, et qui est invariante par Caus(V).

Soit a un automorphisme involutif de V. Suivant la construction de [Bertram, 1996b,
1998] on associe a l'algebre de Jordan euclidienne involutive (V) un espace symétrique
ordonné, qui est appelé espace symétriqgue ordonné de Makarevic. On pose

G ={g € Caus(V) | (—a)ogo(—a) = glo.

Alors l'orbite M = G'e est un ouvert de la compactification conforme M de V, M = G/H
ol

H={g9geG|g-e=¢e}.
L’espace homogéne M = G/H est symétrique relativement & l'involution de G définie
par

o(g) = (=j)ogo(=j)
Il est muni de la structure causale invariante induite par celle de M, et on montre qu’il
est un espace symétrique ordonné. En général M n’est pas contenu dans V, c’est a dire
que M contient des points “a 'infini”. De plus tous les points de V' n’appartiennent pas
a M. On montre que

MnV c{zeV|Alz+a(z) #0}
([Bertram, 1998], Theorem 2.1.3). Avec le choix de la structure causale pour laquelle
C, = —Q, on montre que
Mt ={zeM|z>e}CV.
Plus précisément
MT = (e— Q)N {zo € N}
([Ben Said, 2000], Proposition 5.2).
Si Talgebre involutive (V,a) est de type IV, M est un espace symétrique de type
Cayley.
L’algebre de Lie g de G est composée des champs de vecteurs de la forme

&) =u+Tx — P(x)v,

avec u,v € V1, et T € ste(V) vérifie a o T o a = T. Ceux qui composent
b

= Lie(H) = {¢ € g | do(¢) = &}

vérifient de plus u = v, T* = —T, et ceux qui composent

g={{€gldo(§) =—¢

vérifient w = —v, T = T. L’involution 6 de G définie par

0(9) =jogoj
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est une involution de Cartan qui commute & o, et K = {g € G | 0(g) = g} est un
sous-groupe compact maximal de GG. Notons aussi que

t= Lie(K) ={{cg|di(§) =¢}
={@z)=u+Tz—P)v|v=—u T"=-T}%,
p={¢cg|di(§)=-¢&}
={@z)=u+Tz—P(x)v|v=u, T*=T}.
L’algebre de Lie est graduée, et sa graduation est définie par ad (&), on §o(z) =z :
g=01PgoDg-1,
avec
g1 ={¢(@) =u|ueW}
go={&(x)=Tz | T este(V), aoToa=T},
g-1={&() = —P(z)v|veWn}
Dans toute la suite nous excluerons le type I : nous supposons que I'automorphisme
a n'est pas trivial, et que (V, a) est de type II, III ou IV. Soit {c1,..., ¢y, } un repeére de
Jordan de Vj. Le sous-espace a de g défini par

a={x) =) t;L(c;) | t; €R}
j=1

est un sous-espace de Cartan contenu dans p N q. On pose A = expa. La condition
0<t; <+ <ty définit une chambre de Weyl a™ pour le systéme de racines (restreintes)
A(g,a). On note At le systéme positif correspondant. Il se décompose en AT = AJUA;
ot A§ est un systéme positif dans Ag = A(go, a), et A est Uensemble des racines 3 pour
lesquelles g” C g;. On pose

o = @ 967 N(]:expn07
pent

n =901 = @ gﬁa leeXP“h
BEA;
et N = Ny X Ni. Une transformation n de N s’écrit
n-r=mng- T+ vy,

ol ny appartient au groupe triangulaire stricte Ny du cone symétrique Qo, Nog C G(€),
et v € V1.

Soit p la demi-somme des racines de At, p = pg + p1, o1l py est la demi-somme des
racines de AS‘ et py celle des racines de Ap. Si

alors
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(V, ) ‘ Type I Type Il Type III Type IV

A(g, a)

Sur I’espace M nous nous intéressons a l'analyse du noyau F' défini par

- B Az —y)?
F(z,y) = {z,—a(y),y, —a(z)} = Alr + (@) Ay +aly)

Il est invariant par G, et si x > y, F(z,y) > 0. Nous pouvons donc considérer ses

A’I"— 1 Dr Cro Cro

puissances F”(z,y) (v € C) qui nous permettrons de définir les intégrales de Riesz.
Pour les étudier nous utiliserons certains résultats d’analyse harmonique sur ’espace
riemannien dual M¢% que nous allons présenter dans la section suivante.

6. Espace symétrique riemannien dual. Nous allons décrire ’espace riemannien
symétrique M? dual (au sens de Flensted-Jensen) de I'espace symétrique ordonné M,
associé a une algebre de Jordan euclidienne involutive (V, a) irréductible. Rappelons que
l'algebre de Jordan duale V¢ est définie par V¢ = V, + iVi. Soit G¢ le sous-groupe de
Conf(V?) défini par

G ={g € Conf(VY) | (~a)ogo(—a)=glo.
L’orbite M?% = G- e est un ouvert de V qui est un domaine tubulaire
M= Qg +i14.
Le sous-groupe d’isotropie K¢ de e,
K'={geG'|g-e=¢},

est compact et M? = G/ K< est un espace symétrique riemannien. Si ’algébre involutive
(V,a) est de type IV, V4 ~ (Vp)c, et M? est un domaine tubulaire hermitien symétrique

M = Qo +iVp.
L’algebre de Lie de G? est égale &
gl=tnhopngeitng@ipnh,

et celle de K% 3
tl=¢nh+ipnh.

En fait les groupes G et G% sont conjugués dans G :
Gl'=ry0Goy™!, g’=Ad(y)g,

ou v est I’élément de G¢ défini par v -z = ix. De plus
Kl=~yoKoxy™! =Ad(y)t

La décomposition d'Iwasawa de G = NYAK? peut étre décrite comme suit : tout = de
M4 gécrit de facon unique

T =na-e=nga-e+ivy,
oua€ A, ng € Ny et v1 € V1, et on note

a =exp A(x), avec A(z) € a.
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Si A € af, on pose, si &(z) = t;L(c;),
70
A =D Nt; (A €0,
j=1
et alors

DA = A (@)

ot A{ est la fonction puissance du cone symétrique Q.
La transformée de Fourier sphérique d’une fonction f définie sur M? et invariante
par K% peut s’écrire

Ff\) = /Md e(ﬂ*A,A(m))f(x)dm(x)

= / Ag_/\f(xo+ix1)A(x0)*%dxodx1.
QoXVl

La mesure dm(x) = A(xg)~ " dzodz; est invariante par G.

Soit F'? le noyau défini sur M? par
Az + a(z) Ay + a(y))
Ay + a(z) Az + a(y))

C’est un noyau invariant par G qui est positif. Pour v € C nous posons

By(2,y) = Fi(z,y)* si (V,a) est de type II,
ALY T Fl(z, ) si (V, «) est de type III ou IV.

Fl(z,y) = {z,y, —a(z), —a(y)} =

C’est le noyau de Berezin. Soit 1, la fonction K“%invariante qui lui est associée
¥y (z) = By(z,e).
Si (V, «) est de type II,

A :c-zl—e)

(
wll(m) = A(IEO)

—2v
— (x = x0 +i21),

To

. _ t
et,siz =) . e’cj,

() ﬁ (Ch tj>*21/
v 1 9
Sa transformée de Fourier sphérique a été calculée par van Dijk et Pevzner ([2001]). Elle
avait été calculée par Unterberger et Upmeier ([1994]) dans le cas ou (V, ) est de type
Iv.

THEOREME 6.1. Supposons Rv > 6 — 3. Pour |R\;| < Rv— 46+ 1, la transformée de
Fourier sphérique de i, est égale a

Fib,(\) = %V)Hr(é v =8+ MN)T(3 +v—-56-))),
Jj=1

B(v) = 272"Tq(2v)  si (V,a) est de type II,
T 27" Tq(v) si (V,a) est de type III ou IV.
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Démonstration. Nous en donnons la démonstration dans le cas out (V, «) est de type
II. En utilisant la formule (2) de la section 2 nous obtenons

Fiou(A)

_ 22ru/ AO_ o m (20)A(e + o + iz1) "% Awo) ™ dwoday .
Qox Vi "

Calculant d’abord 'intégrale en ;1 en utilisant la proposition 4.1, nous obtenons

- FQO (2V — ﬂ)

T

Fip,(\) = 227 (2mr) Fo()

ng

/Ago_m_n_l(xom(e+x0)"+2m(xo)*7dxo.
Qo

2r

Puis en utilisant la formule (2) de la section 2 nous obtenons

Po,(p+A+v =) (p—A+v-—"1)

T

Fuu(h) = (@2m)m 22

FQ (21/)
Le résultat s’en déduit car
- 1 no
ot 4 =e [T (5 = 55, +10)- =

De ce calcul de transformée de Fourier sphérique on déduit une identité de type
Bernstein remarquable. Rappelons d’abord que I’homomorphisme de Harish-Chandra ~y
associe & tout opérateur différentiel invariant D € D(G?/K?) un polynéme invariant par
le groupe de Weyl W, et que l'application D — ~p est un isomorphisme d’algebre de
D(G4/K?) sur S(ac)". Dans le cas que nous considérons W = &, x {1, —1}"0. Rappelons
que, si f est une fonction K%invariante sur M?, la transformée de Fourier de Df est
égale & yp(N\)Ff(A).

Le polynoéme ~, défini par

W) = 1= 57 = ).

est invariant par W et, par conséquent, il existe un opérateur différentiel invariant D(v)
tel que

YD) = Yv-

COROLLAIRE 6.2.
D(6 —v)By(z,y) = b(v)Byt1(,y),

Uopérateur D(6 — v) agissant sur la variable x; b(v) est un polynéme de degré 2r, et
=

27’0 ‘

Dans le cas ou (V,«) est de type IV, cette identité a été établie par Englis ([1999],
Proposition 4). Elle est aussi énoncée de fagon un peu différente dans [Unterberger-
Upmeier, 1994].
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Démonstration. En utilisant la relation I'(z + 1) = 2I'(2) nous déduisons du théoreme
6.1 que,

]:wu 1(/\)_ 1 : i) — .
T = i Lo e )03 ) = e,
o _ A+
"= e

7. Intégrales de Riesz. Sur I'espace symétrique ordonné de Makarevic M qui a été
introduit dans la section 5, associé a l’algebre de Jordan euclidienne involutive (V, ),
considérons le noyau

Az —y)*
Az +a(z)A(y+ aly)

z)) # 0, et il est invariant par
G puisque G C Conf(V), et qu'une transformation g de G commute & (—a). Les noyaux

F(xay) = {CL’, _a(y)ayv —Oé(iL’)} =

—~

Il est bien défini, car, pour tout point x de M, A(a: +

F et F sont reliés par la relation
F(z,e) = Fi(z,—e)7?,
et, en considérant £ comme une fonction multiforme,
F(z,e)” = B_,(x,—e).

Notons que

A(mfe 2
F(z,e) = T;O)7
et que, si
ro
xr = thcj’
j=1
alors

ro N2
F(z,e) = H(sh Ej) .
j=1
Supposons d’abord que (V, «) soit de type II. Par prolongement analytique on déduit de
ce qui précede que, D(v + 0) agissant sur la variable x,

D(v+8)F(z,y)" = b(~v)F(z,y)" .
Pour une fonction ¢ € C°(M), l'intégrale de Riesz R, (y) est définie par

1

R¢) = Tl /W Pz, ¢)" pa)dm(z).

Cette intégrale converge pour Rv > § — %, et définit une distribution qui est une fonction
holomorphe de v. Si (V, a) est de type III ou IV nous posons

Roe) = o [ Flae) T pla)dm(a).
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THEOREME 7.1. Pour Rv assez grand,
D(W)R, = R,_1.

Par suite, comme fonction de v, R, admet un prolongement holomorphe qui est une
fonction entiere de v.

Si (V, &) est de type IV ce résultat est du & Khlif ([2000], théoreme 3.4.1 et corollaire

3.4.3).
Pour v =0,
Ro() = ¢(e).
Par suite Ry est une solution élémentaire de D(1),
D(1)R; = 6.

Plus généralement, pour m € N*, Popérateur D(m) admet pour solution élémentaire
E,=D(m-1)...D(1)Rp,.
Nous allons calculer la transformée de Laplace sphérique de R,. Observons que N A -
e = Qg + V1, et que, conformément a la théorie générale,
MT CNA-e.

Siz =mnexpX - e, on pose A(z) = X. Ainsi z — A(z) est une application a valeurs
dans a définie sur NA-e = Qy + V1. La transformée de Laplace sphérique d’un noyau de
Volterra K peut s’écrire :

LK\ = / e P NA@) K (1, e)dmi(z)
M+

= / Agﬂ\(mo)F(mo + 1, e)A(z0)” 7 drodry.
(e—Q)N{z0€Q0}

Nous notons R, le noyau de Volterra défini par
1 -0 &
Ru(q;jy) = {WF(J),y)V b?xzya
0 sinon.
THEOREME 7.2. Pour R\; < % — Rv, la transformée de Laplace sphérique du noyau

de Volterra R, est égale a

LG —v—2)

LRV(A):j];[lFé o)

[Ben Said, 2000], Proposition 5.5. Ce résultat avait été obtenu par Khlif dans le cas ou
l’algebre de Jordan involutive (V, a) est de type IV ([2000], Proposition 3.4.4).
Notons que 'on vérifie bien que

Tv ()\)»CRV ()\) — »CRl,fl ()\)

Démonstration. Nous en donnons la démonstration dans le cas de type II. Nous po-
uvons écrire

x —e)2\v—a= n
cRy(A):ﬁ/w Ag,\(xo)(%) Alwo)~ % dzoda:.
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Nous calculons d’abord l'intégrale en x; en utilisant la proposition 4.2 :
av—m0 a(2v)

Ale — xp — xl)zl’*%dml =Ale—x9)" T ——.

/{w1EV1emom1€Q} PQO (21/)

L’intégrale en z se traite en utilisant la formule (a) de la section 2 :

n

A° ng (20) A(e — 20) 2~ A() ™7 dag
»/Qoﬂ(eﬂo) p07A7V+2_2

Pa, (20)Ta, (p = A= v+ 252

I‘Qo(p—)\—i—y—i——”‘);r”l)

On en déduit le résultat annoncé. m

8. L’espace de Lobachevski imaginaire. Dans cette derniére section nous pré-
sentons l’exemple le plus simple d’'un espace symétrique ordonné de Makarevic. Soit
V = RY"~1 Palgebre de Jordan pour laquelle le produit est défini par : z = z oy si

ZO — xOyO N xn—lyn—17

2 =2 iy (j=1,...,n—1).

C’est une algebre de Jordan euclidienne de rang r = 2. L’élément neutre est e =
(1,0,...,0), et le déterminant est la forme quadratique de Lorentz
Afz) = (2°) = (2")* = = (@" 7).

Le cone symétrique associé est le cone de Lorentz
Q={zcV|A) >0, 2°>0}.
La composante connexe neutre du groupe causal Caus(V') est un groupe de Lie isomor-

phe & SOp(n,2). La compactification conforme M de V peut étre réalisée comme la
quadratique réelle projective d’équation

W) =)= =)= ")+ ") =0,
et le plongement V — M est défini par
1+ A 1-A
yOZxO,“.’yn—l:xn—l,yn: +2 (x)7yn+1: 5 (J))

Soit o 'automorphisme de V' défini par

1 n—l)

a: (222 — (20, —zt 2

Alors

Vo={(°0,...,00} ~R, V1 ={(0,2',...2" 1} ~R" L
Sin =2, (V,a) est de type IV, et, si n > 3, (V,a) est de type III. Dans tous les cas
ro = 1. Le groupe G est isomorphe a SOy (1,n) et H & SOy(1,n—1). L’espace symétrique
ordonné de Makarevic M associé a (V, a) est 'espace de Lobachevski imaginaire. Il est

isomorphe a I’hyperboloide d’équation

W)+ + ") = ") =1,
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I'isomorphisme étant défini sur M NV par

1 _ x_l n—1 __ xn71 n __ 1+ A(x) n+1 _ 1- A((E)
y _xoﬂ"'vy - Z‘O )y - 2330 7y - 2330 .
L’isomorphisme inverse est donné par
= 1 xl B yl nel ynfl
O_yn+yn+1’ _yn+yn+1""’ _yn+yn+1'
Pour Yy = (yla .. '7yn+1)7 Y2 = (y%a LR ySL—H); posons

[y1,y2) = yiys + - +ylyy —yiHysth

Dans les variables 47 le noyau invariant F' défini dans la section 5 s’exprime par

Flar,w2) = 7 (I, va] — 17

L’espace riemannien symétrique dual M? est 'espace hyperbolique réel de dimension
n, présenté dans sa réalisation géométrique comme un demi-espace :

ME={(°,..., 2" ) e R" | 20 > 0}.
Il est isomorphe a I’hyperboloide d’équation
)= =T - (T =1

I'isomorphisme étant défini par

yl = 37_(1)7.”7yn—1 _ i;l,yn _ 1+ ||37H27 n+l _ 1 - HJU”Q
x x 2 2
\% Type I Type 11 Type IITI (m = 2¢)
Sym(m,R) G SL(m,R) x Ry Sp(¢,C)
H SO(p; q) Sp(4,R)
K SO(m) X Sp(¢)
Herm(m,C) G SL(m,C) x Ry SO(m,m) Sp(¢,£)
H SU(p, q) SO(m,C) Sp(¢,C)
K SU(m) SO(m) x SO(m) Sp(€) x Sp(¢)
Herm(m,H) G SL(m,H) x Ry SO(2m,C)
H Sp(p,q) SO*(2m)
K Sp(m) SO(2m) X
Herm(3,0) G Eg(_96) X Ry SU*(8) X
H Fy, Fy(_q) Sp(3,1) X
K Fy Sp(4) x
RLPL @ SO(1L,n—1) xRy SO(1,p) x SO( SO(1,n)
H SO(n—1),50(1,n—2) SO(1,q—1) x SO( SO(1,n —1)
K SO(n—1) SO(p) x SO( SO(n)
(I1<p<n)
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Vo Type IV

Sym(m,R) Sp(m,R)
SL(m,R) x Ry
U(m)
SU(n,n)
SL(m,C) x Ry
S(U(m) x U(m))
SO*(4m)
SL(m,H) x Ry
U(2m)

Herm(m,C)

Herm(m,H)

Herm(m,Q)

Rl,nfl
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