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Introduction

Dans [7], [8], ’étude de I'hypoellipticité pour un opérateur P invariant
4 gauche sur un groupe nilpotent @ utilisait les propriétés d’une famille
d’opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux associée & P et indicée
par Pensemble des représentations unitaires, irréductibles, non triviales du
groupe @. On montrait en particulier que ces opérateurs étaient d’image
fermée et que leurs noyaux étaient de dimension finie dans des espaces
de Hilbert convenables. L'objet de cet article est de montrer que ces
opérateurs sont & indice. Lorsqu’on peut montrer que cet indice est nul,
il en résulte des propriétés du type suivant: P est hypoelliptique si et
seulement si P* est hypoelliptique; en particulier, si P est hypoelliptique
P est localement résoluble. )

1. Presentation des resultats et rappels
Soit ¢ un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement conhexe dont
Talgébre de Lie % admet la décomposition en somme directe: _

- 90..09,
avec
(9,9 ]1c gy siitj<r,

[9:,%]1=0 sitd-j>r.

[203]
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On désigne par % (%) 'algébre enveloppante de & et par %,,(¥) le sous-espace
de % (%) des opérateurs homogénes de degré m, pour la famille de dilatations
8 (t € RY\0) définie sur & par:

(11) 6(X) =X pour X dans %;.
Il est démontré dans [7] et [8] le théoréme suivant, conjecturé par
C. Rockland [10] (ef. [8], pour une bibliographie compldte):

Tugorime 1.1. Soit P un opératewr dans %,(9). Les propriéiés

suivantes sont équivalentes:

(1.2) (i) Pour toute représeniation = unitaire, irréductible, non triviale
de G, n(P) est injectif dans &, (0% &, est Uespace des vecteurs
C® de =),

(1.3) (ii) P est hypoelliptique.

Rappelons un certain nombre de résultats intermédiaires obtenus
au cours de la démonstration de limplication: (i) = (ii) (cf. [7] et [8]).

Soit 7 une représentation unitaire, irréductible, non triviale de &
dans un espace de Hilbert H,,.

Boit HY le sous-espace de H, défini par:

HY = {ueH,, n(A)ueH, V4 e%(9), j< m},
&, est dense dans H™.

Sous la condition:
(1.4) Ro-dégénérée
Pc.m,‘r toule représentation 7 wunitaire, irréductible, nom triviale de G,
iriviale sur exp %,, =(P) est injectif dans &,

pour m assez grand et divisible par ¢!, on a:
(1.3) Kera(P)nH} = Kern(P)N&,.
(1.6)  Pour m assez grand, Pinjection de H™ dans H,, est compacte.

(1.7)  Sous la condition (1.4), pour m assez grand et divisible par 7!
7(P) est un opérateur de H™ dans H_, ’image fermée et dont le
noyau est de dimension finie.

Dansle cas ot & est stratifié, i.e. si 4, engendre tout %, il semble possible
de mont}'er que sous I’hypothése (1.4), les propriétés (1.5), (1.6) et (1.7)
sont vraies sous la seule condition que m est strictement positif. Ceci sera
éventuellement détaillé ailleurs. -

On se propose de démontrer ici le théoréme suivant, démontré dans
le cas: <3 dans [7].
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TaEOREME 1.2. Soit P dans %, (%) (m > 0) vérifiant (1.4), alors,
pour toute représentation m unitaire, irréductible, non triviale de @,
Rern(P) n&, = Kera(P)n 8,
(ot 87, désigne le dual de &,).
On déduira du théoréme 1.2, le théoréme suivant:

THEOREME 1.3. Soit P dans #,,(¥) vérifiant (1.4) ainsi que son adjoint
P*. Alors, si m est assez grand et divisible par r!, n(P) est un opérateur
& indice de H™ dams H, pour toute représentation m unitaire, irréductible,
non triviale de G.

Remarque 1.4. Si on sait a priori que P dans %,,(%) est hypoelliptique,
il résulte d’un argnment de R. Goodmann [4] que:

Kera(P)nS, = Kern(P)NnH,.

On montre en effet que, pour » dans Kerz(P)nH,, la fonetion continue
sur &: (n(g)v, w) est dans le noyau de P et done G pour tout w dans H,.

Des applications du théoréme 1.3 & ’étude de I'hypoellipticité seront
données au paragraphe 3.

2. Démonstration des théorémes 1.2 et 1.3

2.1. Démonstration du théoréme 1.3 & partir du théoréme 1.2, D’aprés
(1.7), on sait que, sous Phypothése 1.4, pour toute représentation unitaire,
irréductible, non triviale de @, =(P) et #(P*) son continus de HY dans H,,
d’image fermée et que leurs noyaux sont de dimension finie.

Soit (m(P))* Padjoint de n(P) qui est un opérateur continu de H,
dans (H™* défini par: YueH,, Ywe H}

(e (P u, w) = (1, w(P)w)y, .
&, étant dense dans HT, (n(P))* est continu de H, dans &, et on a, pour
u dans H,,, Pégalité suivante dans #,:
(=(P)u = m(P)u.

Pour démontrer que =(P) est 3 indice, il suffit donc de montrer que
Kern(P*) N H, est de dimension finie, ce qui résultera bien entendu de la
propriété:

Kern(P*) N, est de dimension finie.
Par hypothése, on sait que:

Kern(P*)nH™ est de dimension finie.

Le théordme (1.2) permet alors de eonclure.
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2.2, Démonstration du théoréme 1.2

(a) Approzimation de Vopérateur #,. La démonstration est conceptuel-
lement la méme que celle donnée dans le cas du rang 3 (§ 5.6 de [7D.
Toutefois, on doit substituer au formalisme de L. Boutet de Monvel,
A. Grigis, B. Helffer [1], utilisé dans [7], le formalisme de L. P. Roth-
schild, E. M. Stein [11]. I’idée de la démonstration trouve son origine dans
Particle de C. Rockland [10]. On supposera dans la suite que m est divisible
par r! et assez grand. Il est facile de voir qu’on peut toujours se ramener
& ce cas pour démontrer le théoréme.

Soit Xj,i=1,...,p,, une base de %,. On associe & l’opérateur
P dans %, (%), Popérateur:

D,
(2.2.1) P, =P*P+ Y (X Xiyr14)
=1
ot 2 est un nombre complexe, qui sera déterminé ultérieurement,

&, peut étre considéré comme un opérateur invariant i gauche sur ¢
mais qui n'est plus homogéne. &, peut aussi dtre considérs comme un
opérateur défini sur &, en prenant la carte exponentielle. Soit B ’espace
vectoriel sous-jacent & . K peut &tre muni de la famille de dilatations
4, définie sur %. On va en fait choisir sur B une nouvelle famille de dilatations
By> avee I'idée d’approcher Popérateur &, considéré comme défini sur B,
par un opérateur homogéne, invariant & gauche sur un groupe de Lie
G de rang (r—1), dont l'algébre de Lie é, dont le sous-espace vectoriel
sous-jacent sera F, sera muni-de la dilatation f;- On définit g, par:

B X) =¢X powr Xed;, j=1,..r—1,

B(X) =1"'X pour Xeg,.

B n’est pas un automorphisme de % en tant qu’algébre, mais munit son
espace sous-jacent B d’une nouvelle structure homogéne.

Pour étudier, I’hypoellipticité de Z;, on se place dans le cadre des

articles [9], [11], [12] dont nous supposerons les techniques connues.
On reprend les notations de [9].

2.2.2)

LEMME 2.2.1. &, est un opérateur d'ordre inférieur ow égal & 2m & Vori-
gine, lorsqw’on munit B de la dilatation B;.
Sa partie homogéme:

o def
[Pro = Lim 1727 g¥ ()]
=00

est égale & -
Py

(2.2.3) o,gy (P*P) + 2 (X Xiymir—1

=1

icm°®
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oll Mg, est la représentation induile par la représentation triviale sur
+ Ty,
exp(9,).

La démonstration est laissée au lecteur. Remarquons que mg,q) (P*P)
peut étre considéré comme un opérateur invariant & gauche sur le groupe
exp 4,\G d’algébre de Lie: ¥/¥,." ) ,

Si on identifie /%, ¢t 4@ ... D%, 4@ ... ®Y%,_, hérite d’une
structure -d’algébre. .

On peut alors munir F d’une nouvelle structure d’algébre graduée %:

4= 9.D..0%._,
avec
%, =9 vpouri=1,...,r—2,
ér—l = é.’-—lea g”—u
éz'-—-l =% 1 gz’"—l =9,
ot les lois d’algdbre sont données par les régles suivantes: %,”; estdans le

- =2 . . . . .
centre de ¢ et fZ 4.0 9%,_, est la sous-algébre (4,@ ... ®%,_,) isomorphe
a4 9/9,. =1 . .

B ;st un famille de dilatations sur ¢ qui respecte la structure d’algébre

"de ¥ et, par conséquent,

#;, peut &tre considérée comme un élément de %, (¥).
On a ainsi approximé Vopérateur &, sur H, & l’jJrigine de E, par un opéra-
teur invariant homogéne %, sur le groupe G associé par l’application
exponentielle a 3G . o ]
Considérons maintenant Iapplication 0, de ¥ dans ¢ définie par:
' 0,,(y) = log(exp(—w)-expy)
ol exp est I’application exponentielle de & sur @, et log est I'application
inverse {on a identifié bien entendu ¢, ¢ et E). ) ) .
On vérifie que: (6}2,), = #;. Bn effet, &, est invariant & gauche sur
G. On en déduit que ]
Aot . p\_
(2.2.4) P, = lim ¢ By (0273) = Pro.
(2.2.4) dit simplement que I’approximé de #, au point « est en fait indé-
pendant de .
iplicité damns le cadre d’application
(b) Hypoellipticité de #;. On est presque !
de 1a théorie de Rotschild-Stein [11], & ceci prés, que cett(?_ théorie n’es‘t
écrite que dans cas stratifié (ou stratifié de type II); Or & n’est jamais
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stratifié. Cependant, un examen des démonstrations montre qu'une grande
partic de la théorie se généralise sans difficultés particuliéres. B

On doit cependant vérifier que 'application 0 de % x ¥ dans € définic
par 6{w, y) = 0,(y) a bien les propriétés voulues. C’est I’objet du lemme:

LevMe 2.2.2. Posons g(z, y) = [0(z, ¥)| = |04+ 0.2+ ...+
F 10,47 10,1171 otk 6; désigne la projection de 0 sur ;.

Alors pour x, y, 2 dans B avec o(z,y) et o(w, 2) inférieurs & 1, on a:
(2.2.5) () 10(z,y)—0(z, NI < Cife(, #) +o (@, &) g (m, y)=tr-t,
(2.2.6) (i) o(z,9) < 02(9(‘1"’ 2)+oly, m))

La démonstration est calquée sur celle de la proposition (12.3) de [11].
(2.2.6) étant une conséquence facile de (2.2.5), on démontre seulement le
premier point. ' '

Posons

ex(@,9) = 0@, Il = 102+ 165" + ... + 16,10~ 4 g, 1,
6'(5’;) ZI) = 01@ ... @O, ~1('76: ?/)
et
o' (@, 9) = 6"z, )l = [16"(x, ).

Remarquons que 6’ définit sur 4,®... ® ¥, 1a loi de groupe héritée de
exp \G. Il résulte de la proposition 12.3 de [11] appliquée & %/ %, que:

16°(2, 9)— 0" (@, 2)l| < Cu(¢'(, 2) +o' (@, 2) 1V (&, ==

car ¥/%, est nilpotent de rang r—1.
On en déduit immédiatement que:

162, 9) — 0", )1 < Ca{e(@, 2) +o (@, )" Vg (a, yy=1-1).
Considérons maintenant ’expression: )
16,(2, 9) = 0 (2, )M = |16, (2, ) — 6,(, 2)]71-D.

Utilisant & nouveau la proposition (12.3) de [11] appliquée & &, on obtient
que:

16,2, 9) = (&, ) < 0 (g, + gl giryto—

<
S O (@0 (gl (grite-y1-1i)
< 0"(9_’_91#01—1/1')‘

1 résulte de P’inégalité (12.9) de [11] Ia majoration désirée. Oeci termine
la démonstration du lemme. .

La théorie de [11], [12] s'applique si 2}, est hypoelliptique pour
tout £. On a vu que Prx = Pr b, s0us les hypothdses du théoréme 1.2, on

icm°®
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vérifie en utilisant le théoréme 1.1, que Z;, est hypoelliptique. Supposons

que ordre de ’opérateur ;0 est inférienr & la dimension homogene de
. 71

g: 2’1 jdim ?j' On a vu dans [9] que Ion pouvait toujours se ramener
j=

& ce cas. Conformément 4 un théoréme de Folland [2], #;, admet une
distribution homogeéne (pour F munie de Ia famille de dilatations g;)
k telle que, pour tout f dans CP(¥), on ait:

f:g’;’uff E=fx 2k
& &

(La convolution est prise relativement 3 la structure de groupe é.)
Soient & et b deux fonctions = 3 support compact dans E telles que
b soit égale & 1 sur le support de a. Posons

(2.2.7) Kopa(®, ) = a{@)k(0,(y))b(%)
on a alors
(2.2.8) Koy ?y = al 4+, ,

olt K, ; (dont le noyau est défini en 2.2.7 ) est de type 2m, et &, , est de
type 1.

On en déduit ’hypoellipticité de Z,, en faisant varier a et . K, , , et
ZA,5,2 OPerent en effet dans les espaces de Sobolev classiques construit sur
I’. R, , opére de H, dans H, +1/¢r—1)s Pour tout s réel.

La démonstration de ce point est la méme que dans le cas stratifig
(méthode d’interpolation de Calderon). Par contre, on ne sait pas démon-
trer des théorémes plus préeis relatifs aux espaces adaptés aux champs
X;, comme dans le cas stratifié. Nya déja une difficulté dans le cas
stratifié de rang IT considéré dans 11} :

(¢} Démonstration du théoréme 1.2. P, étant autoadjoint, il résulte
de ’hypoellipticité de &, et d’un théoréme classique de Tréves, déja
utilisé dans [2], qu’il existe une distribution u; dans €'(@) et une fon-
ction ¢, dans Op(@) telle que:

(2.2.9) Py = d+g,.
Soit = une représentation unitaire, irréductible, non triviale de ¢. On a:
Dy
(2.2.10) w(Ps) = a(PP)+ ) (w( X)) m(X)+ 2,
i=1

7 étant irréductible, = (X!

;) est scalaire, pour ¢ =1,...,7. Choisissons
A tel que:

Py

(2.2.11) Dl(Xi+2 =0.

14 — Banach Center t. X
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On a alors:
(2.2.12) n(#,) = a(P)*a(P).

La suite de la démonstration est compldtement analogue & celle
donnée dans [7], dans le cas durang 3. On déduit de (2.2.9) et (2.2.11), que,
pour toute représentation irréductible m, il existe une distribution o dans
&'(@) (on prend » = Pu;) telle que:

z(@)a(P) = I+m(g;).
Comme dans [7], on montre que = (v) opére de &, dans &, et &, dans &,
et que =(p,) opére de &, dans &, . Le théoréme (1.2) en résulte.

3. Application

- Le théoréme (1.3) serait trés intéressant, si 'on montrait que cet indice
est toujours nul. Il en résulterait alors en effet que, pour m assez grand
et divisible par ! (ou pour m > 0, dans le cas stratifié), Phypoellipticité
de P est équivalente & Uhypoellipticité de P*.

Rappelons que cette derniére propriété est vérifiée lorsque T’opératenr
P est & coefficients constants et que le premier exemple d’opérateur diffé-
rentiel hypoelliptique dont. Padjoint n’était pas hypoelliptique a été
donné par Kannai: P = 8,14 dans R
- Nous donnons ici deux exemples ot I'hypoellipticité de P est équiva-
lente & celle de P*.

3.1. Le cas du rang 2. Soint ¢ = 4,0%,. Soint 4 dans ¥’ et B
la forme bilinéaire associée, définie sur &, x %, par:

91X 9.2 (z,9) -—>B,7(£0, y) = 9([z,y]).
Soit E, le radical de B,, i.e. ’ensemble des = dans ¥, tels que:

B,(z,9) =0, Vyeo,.
On saiiz (cf. [6]) que si % est non nul, on a une famille de représentations
irréductibles =, indicée par ¢ dans R}, et qu’on obtient aingi, en faisant
varier 5 et { toutes les classes d’équivalence des représentations irréducti-
bles qui sont non triviales sur exp %,.

Lorsque R, est non nul, il est facile de voir que si, pour P dans %,,(¥),
7{P) est injectif pour toutes les représentations dégénérées sur exp &,
{ellipticité transversale au sens de [1]), %ot (P) €t 7, (P*) sont injectifs
dans .?,,M pour { assez grand. On en déduit que DPindice de m,,, qui est
indépendant de £, est nul pour tout ¢. '

Lorsque R, est réduit & zéro et que la dimension de &, est supérieure
strictement & 2, ,(P) est d’indice nul de par un résultat de Grudin [5).

Si la dimension de &, est égale 4 2, 7, (P) peut a priori étre d’indice
non nul. On va montrer que ce n’est pas possible si P est hypoelliptique.

1
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En effet, z,(P) étant injectif, I'indice p de ,(P) est néeatif ou nul. Il n’est
pas difficile de voir qu’alors (cf. Sjostrand [13], lemme 2.2), lindice de
n_n(P) est égal & — p. =_,(P) étant également injectif par hypothese,
on en déduit que p est égal & 0. On a ainsi démontré le théoréme suivant:

THEOREME 3.1. Soit & = 9,0 %,, P dans U,(%), alors les deun
propriéiés suivantes sont équivalentes:

(i) P est hypoelliptique,

(ii) P* est hypoelliptique.

Ce théoréme a été6 démontré dans le cas du groupe de Heisenberg
par D. Geller [3], comme nous 1’a signalé L. P. Rothschild.

3.2. Le cas du rang 3. On suppose maintenant que: ¢ = 4,0 %,0%,.
Soit P dans %,,(%) (avec m = 6p, p € N, p > 0) un opérateur hypoellipti-
que. On sait alors (théoréme 1.1) que, pour toute représentation unitaire,
irréductible, non triviale = de &, =(P) est injectif dans &,. Du théoréme
(1.3) et du théoréme (3.1), on déduit de plus que =({P) est & indice pour
toute représentation x, et que cet indice est nul pour les représentations
dégénérées sur exp %,. On veut trouver des conditions, sous lesquelles
Pindice est nul pour toutes les représentations irréductibles. On considére
done des représentations non dégénérées sur %,. Soit & dans 4;\0. On
désigne par B le sous-espace de %, défini par:

-R§3 ={zed, &z 9]) =0, Vye Fo}.
Soit £, dans %;. On désigne par Rég,eg le sous-espace de R, défini par:
R ={zcB, &([z,9]) =0, Yy e Ry}

Un examen détaillé de la démonstration dans [7] permet de montrer le
théoréme suivant:

TeEORBME 3.2. Soit ¥ = 4,09, Y%, et on suppose que: pour tout
& & 1IN0, tout &, dans G}, By, est non réduit & 0. Alors, pour P dams
U (Z) (avec m = 6p, p €N, p > 0), les conditions swivantes sont équiva-
lentes:

(i) P est hypoelliptique,

(1) P* est hypoelliptique.

ExeMpPLE (cf. [7]). Lalgébre de Lie %* nilpotente de rang 3 et de
dimension 4: i

@ = RX,ORX,ORX,®DRX,
dont la loi d’algébre est définie par les relations:
[Xy, X,] = Xy, [Xy; X] = X,

vérifie les hypothéses du théoréme 3.2.
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TAPMOHMYECKME IIO M. A. JABPEHTBEBY OTOBPAXKEHUSA

A SHVIIAVCHAC

CO AH CCCP, Hucmumym Mamemamuxy, Hosocubupcr, C.C.C.P.

Kongopmurle oTofpaskenna NIocKUX obmacreit xapaxTepusyiorca coxpa-
HeHHeM YTI0B K TeM, IT0 KodPPUIMeHT HCKAMEHHS MACIITAGA HE 3ABHCHT
or Hanpapuerua. IIycrs xondopmuoe orobpaskenne obmactu D nrockoeTH
IepeMEHHNX &, ¥ Ha o0;acTh G IIOCKOCTH IEPEMEHHEIX #%, U 3ajaeTcA
COOTHOINEHUAME % = @(&,y), ¥ = p(%,y). V8 coxpanemwsa yIios mpu
KoHQOPMHOM 0TOOpaKEHUN CIeAYyeT BHIIONHEHHE PaBEHCTBA

(1) , PeVrt @y = 0,

KOTOPOE O03HAYaeT, UT0 [Ba OPTOTOHAIBHEIX HANPABIECHHUA IEPeXONAT
CHOBA B JIBA OPTOTOHAJBHBIX HANIPABIEHUA. B CHAJTy TOTO, YTO HCRAMECHUE
Macmraba He 3aBHCHT OT HaIpaBJE€HUA, BHIIOTHAETCA PaBEHCTBO

2 2 2 2
(2) Pzt @y = Y+,
KOTOpoe 03HAYaeT paBeHcTBO KOIPPUIMEHTOB HCHareHHma Maciuraba

B IBYX B3aMMHO OPTOTOHANBHEIX HANPABIEHHAX.
W3 pasencrBa (1) ciexyer

(3) @ =My, @y = —Ayy,

Te 2 — HewroTopas PYRKIAA NepeMeHHHX @ 1 ¥. [lanee B CHIy paBeHCTBA
(2) mmeenm p2+ 92 = A*(pi-+y;), oTRyna cuexyer A = 11, npudem cmcrema
(3) npespamaercss B cucremy Homm-Prmana, mu6o B cmcremy, KoTopasg
Jerxo cBoxmTes E cmcreme Homu-Pnmaga. CiemoBaTensHO, RoHPOPMHOE
orTo6pamenne w = u-+iv = ¢-+4yp ocymecraserca aubo romomopdHol
nmbo amTEromoMopduHoii (yHKIMell mepeMenHoTOo 2 = #-+iy. IloaToMy
B BeHlecTBeHHOM 3ammci KoH(opMHOe 0TOGpasxeHWe MOJKHO HHTEDPIpDETH-
poBaTh Kak 0TOOpAKeHHE, OCYIIECTRIAEMOE T'PANHEHTOM TapMOHHIECKOH
GyHEIHH. )

Tax xak QYHKOME @ W v SBIANTCA TAPMOHWYECKAMH, TO B CHIY
pasencrea (1) oToGpamemme u = @(&,y), v = y(%, y) IePEBONAT IAHHE
Ypopusa TrapMoHAYecKol (YHKINM ¢ B JIWHHA YPOBHA TrapMOHHYECKOH
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