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ZUR STRUKTUR DER ERSATZNEBENBEDINGUNG
BEI DER FILTERMETHODE

Fir das allgemeine lineare Optimierungsproblem wird die Struktur
der Geoffrionschen Ersatznebenbedingung angegeben. Es zeigt sich,
daB das entstehende Rucksackproblem zu den schwer losbaren Rucksack-
Problemen gehért. Wendet man dieses Ergebnis auf das 0-1 Rucksack-
Problem an, so erhilt man in einfacher Weise dic Reduktionsmethoden
Von Fayard und Plateau [3] bzw. von Ingargiola und Korsh [5].

1. Einleitung. Betrachtet wird das lineare Optimierungsproblem
(P) ¢’z = max bei Aw<b, >0,

Wobei A4 eine (m,n)-Matrix ist und das Problem (P) losbar sei.

Mit (P’) wird das entsprechende Problem bezeichnet, wenn man
Zusitzlich noch x; (¢ = 1, ..., n) ganzzahlig fordert. Der Rechenaufwand
Zur Losung von (P’) hingt in einem starken MaBe von der Anzahl der Neben-

edingungen ab. Bei enumerativen Verfahren erweist es sich als giinstig,
Zur Schrankenbestimmung nicht alle Nebenbedingungen zuzulassen, son-
dern nur ejne — ein gewichtetes Mittel aller Nebenbedingungen — zu be-
trachten. Diese Necbenbedingung heilit Ersatznebenbedingung (surrogate con-
'S‘tmint). Das entsprechende Ersatzproblem (R) wird wie folgt definiert:

(R) ¢'r = max bei 2Td(u) < f(u),z>0,

Wit 4Ty —, a(w), bTu =: f(u), >0 und % # 0.

Mit (R’) bezeichnet man das entsprechende, ganzzahlige Problem.

S bestehen folgende Beziehungen zwischen den Problemen:

Jede zulissige Losung von (P) bzw. (P’) ist auch zulissig beziiglich
(R) bzw. (R'); es sei # ein optimaler Losungsvektor von (R) (bzw. (R"))
ung g gej zuldssig beziiglich (P) (bzw. (P’)), dann ist z ein optimaler Losungs-
Vektor von (P) (bzw. (P’)).

Balas [1] wahlte » = (1,...,1)T. Es erweist sich, daB die entspre-
Chende Ersatzaufgabe unscharf ist, d.h., die optimalen Zielfunktionswerte
Yon (P) und (R) weichen im allgemeinen sehr voneinander ab. Es existiert
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jedoch ein Lagrange-Vektor u* (u* >0, u* # 0), so daB die optimalen
Zielfunktionswerte der Probleme (P) und (R) iibereinstimmen. Geoffrion
[4] erkannte, daB der Vektor «* ein optimaler dualer Lisungsvektor des
Problems (P) ist.

Die Geoffrionsche Ersatznebenbedingung soll in der weiteren Arbeit
untersucht werden. Der Einfachheit halber sei d : = d(u*) und f:= f(u*).
Es wird gezeigt, daB das entsprechende Rucksackproblem (R’) zu den
schwer losbaren Rucksackproblemen gehért [2]. Dieses Resultat ist
insofern von Bedeutung, als daB der Aufwand zur Loésung des Problems
(P’) mittels der Filtermethode daher wesentlich von dem Lésungsaufwand
des Problems (R’) bestimmt wird.

Die ausfiihrliche Darstellung eines enumerativen Algorithmus zur
Losung des Problems (P’) mittels der Ersatzaufgabe (R) (Filtermethode)
ist z.B. in [7] vorhanden.

2. Die Struktur der Ersatzmebenbedingung. Der Vektor d soll nun
bestimmt werden. Es wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon
ausgegangen, dafl bei der Losung des Problems (P) die ersten k¥ Basisvaria-
blen gegen die ersten %k Nichtbasisvariablen ausgetauscht worden sind.
Durch eine entsprechende Zeilen- und Spaltenvertauschung kann dieses
stets erreicht werden. Entsprechend werde das zum Problem (P) gehérende
Tableau eingeteilt:

o 2 1
ul P FE bl
(1)
u? F Q b2
z — 1T — 2T 0

Dabei sei P eine regulire (k, k)-Matrix ; die Formate der anderen Matrizen
seien passend gewihlt. Dann lautet das zu (1) gehorende, optimale
Tableau:

ul 2 1
(2) 1 pP-1 —P-1Rg —P-1pt
u? FpP-1 G —-FP-1E b2 — FP-1pt
z — 1 Tp-1 — czT + ATp-1E ATp-1pl

Damit lautet der optimale duale Vektor w* = (4'T, 42T) = (—¢'TP~*, 07)-
Die Ersatznebenbedingung erhidlt damit folgendes Aussehen:

—P —FE

T _,*T 4 __(_ 1Tp-1 T
da=u"Jd=(—c"P ,0)(_F _@q

) — (OIT, clTP—lE)

und
f =46 = —dTP7'.
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Es folgt somit ¢; = d, fiirs = 1, ..., k; d.h., im Falle ¢; # 0 gilt ¢;/d; = 1.
Da das Tableau (2) optimal 1st erhéilt man

T ATP I E> 0T oder  @T = GTPTIE > 7.

Somit ist ¢; < d, fiir 4 = k-+1, ..., n. Falls ¢; > 0, folgt ¢;/d, <1, und im
Falle ¢; < 0 gilt ¢;/d, > 1.

Die letzte Aussage kann man noch verschirfen:

Es gilt ¢; = d; genau dann, wenn ein optimales Tableau existiert,
bei dem «; in der Basis steht oder ein optimaler Losungsvektor z mit
Z; > 0 existiert.

Es zeigt sich, dafl die Geoffrionsche Ersatznebenbedingung ecine
Sehr einfache Gestalt besitzt. Ein groBer Teil der charakteristischen Quo-
tienten des Ersatzproblems (c;/d;) sind gleich. Dieses Resultat soll nun
auf das boolesche Rucksackproblem iibertragen werden.

3. Uber das 0-1 Rucksackproblem. Betrachtet wird das Problem
(R ¢r = max bei aTz < b, x; €{0, 1}.

Es wird nur der nichttriviale Fall a;, ¢; >0, fiir ¢ = 1, ..., n, betrachtet;
und es mogen folgende Bedingungen erfiillt sein: ¢,/a,>...>¢,/a,.
Bettet man nun das Problem (R’) in das Problem

¢’z = max bei aTr<bh, 2<e :=(1,...,1)T, >0,

Stetig ein und berechnet man hierzu die Geoffrionsche Ersatznebenbedin-
gung, so hat sie folgendes Aussehen:

(},‘- fﬁl"i=1,...,k,
d. =1e¢
Yo Eae, firi=k+1,...,n
ag

und

-1

= S-S

i=1 i=1

Der Pivotindex & ist dabei wie folgt definiert:

Dag entsprechende Ersatzproblem (R) lautet nun:

¢*r = max bei dTz<f, 2> 0.
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Mittels dieser Ersatzaufgabe wird nun versucht, bestimmte Variable ;
festzulegen. Es sei Z,,, der Zielfunktionswert einer bereits bekannten
Néherungslésung von (R’). Eine Variable z; (j =1, ..., k) kann mit 1
festgelegt werden, wenn die stetige Ldsung von (R) mit #; = 0 einen
Wert liefert, welcher kleiner, hochstens gleich Z, . ist. Fiir eine Variable
2; (j = k+1,...,n) kann getestet werden, ob sie mit 0 festgelegt werden
kann. Dazu setzt man #; = 1 und berechnet den optimalen Zielfunktions-
wert Z* von (R). Es ist Z* = f—d; +¢;. Gilt Z* < Z,,,,, s0 kann z; = 0
gesetzt werden. Bestimmt man Z, . als ,greedy”-Losung [7]; d.h. setzt

man
k-1
Zoppr = Z Ciy
izl

8o erhilt man die Formeln von Fayard und Plateau [3] bzw. Ingargiola
und Korsh [5].
Man setze #; = 0 (j = k+1,...,n), wenn

k-1

(3) Za.ppr = 2 ci>f_dj+cj =Z"

1=1

gilt. Die Ungleichung (3) ist genau dann erfiillt, wenn

X
a, o a, £
ist.

Diese Methode 148t sich analog auf das Problem (P’) iibertragen.
Der Wert Z,,,, ist dann als Zielfunktionswert ciner bekannten Naherungs-
l6sung des Problems (P’) zu wahlen.

Rechentechnische Ergebnisse in [8] bestitigen die Effektivitdt
dieser Methode fiir das 0-1 Rucksackproblem; es ist damit zu erwarten,
daB mit dieser Methode gleich gute Ergebnisse beim Problem (P’) crzielt
werden kénnen.

4. Bemerkungen zur Effektivitit der Filtermethode. Threm Wesen
nach ist die Filtermethode eine ,,branch-and-bound” Methode. Als Schran-
ke wird dabei der optimale Zielfunktionswert des Ersatzproblems (R)
verwendet. Neben den iiblichen ,branch-and-bound” Verwerfregeln
existieren bei der Filtermethode noch weitere.

Die Effektivitit der Filtermethode wird daher wesentlich von jener
der Lésung des Problems (R') beeinfluBt. In einer Reihe von Arbeiten
(z.B. in [2] und [6]) wurde aber erkannt, daf man im Falle d; = ¢; Ruck-
sackprobleme konstruieren kann, deren Losungsaufwand O(2"%) Opera-
tionen betrigt, wenn mit enumerativen Methoden gearbeitet wird. ES
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wurde erkannt, dall die Rucksackprobleme, fiir die ¢;/d; ~ ¢;,/d;,, gilt,
Schwer losbar sind.

Betrachtet man fiir das Problem (P’) den Fall m > n (d.h. existieren
Wesentlich mehr Nebenbedingungen als Variablen), so wurde friiher
argumentiert, daB es giinstig sei, sich eine Irsatznebenbedingung zu be-
Schaffen und die Filtermethode anzuwenden. Fiir diesen Fall ist jedoch
Zu erwarten, daB bei der optimalen Ldsung des Problems (P) sehr viele
Variablen z; in der Basis stehen; es wird daher ¢; = d; fiir sehr viele Indi-
Zes 4 gelten.

Der Vorteil der Filtermethode — es wird nur eine Nebenbedingung
Statt m bei der Schrankenbestimmung beriicksichtigt — wird in diesem
Fall teilweise wieder dadurch kompensiert, daB das entstehende Ruck-
Sackproblem (R’) mit enumerativen Methoden sehr schwer losbar ist.

Besitzt das Problem (P’) sehr viele Nebenbedingungen und steigt
der Losungsaufwand stark an, so braucht der Grund nicht darin liegen,
daB man viele Nebenbedingungen schwer durch eine einzige ausdriicken
kann, sondern darin, da das entsprechende Rucksackproblem (R’) schwer-
l6sbar ist.

Diese Arbeit entstand wihrend eines Studienaufenthaltes an der
Universitit Wroclaw. Der Autor mochte sich hiermit herzlich bei Dr. J. Ku-
¢harczyk fiir die dabei erwiesene Unterstiitzung bedanken.
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