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Quand on ¢tudie les propriétés topologiques (en particulier le type
d’homotopie et 'homologie singuliére) des espaces analytiques complexes, on
rencontre une difference assez marquée entre le cas lisse et le cas des espaces
complexes singuliers. Ceci est da, essentiellement, au fait que dans le cas lisse
on peut employer directement la théorie classique de Morse, tandis que ceci
n'est pas possible quand on a des singularités.

Nous voulons étudier comment des propriétés topologiques (en
particulier 'homologie singuliére) des espaces analytiques complexes (qu'on
suppose toujours denombrables & Pinfini et réduits) dépendent des propriétés
analytiques.

Le prémier résultat de ce type, qui a été le point de départ, est le
suivant.

TueoreME 1 ([A-F], [MI]). Soit X une variété analytique complexe,
dimc X =n, X < CP fermee. Alors X a le type d homotopie dun CW-complexe
de dimension au plus n.

Démonstration. On donne ici une esquisse de démonstration, qui nous
a cté suggerée par F. Lazzeri, un peu différente des demonstrations
mentionnées plus haut, parce que ceci permet de mieux comprendre dans
quelle direction il faut chercher une généralisation.
On peut choisir des coordonnées de fagon telle que y: X —R,
¥ & —d(¢, 0), soit une fonction de Morse. Son Hessian est H () = (v;;), avec
: : X 0 .
1<i<2n 1<j<2n 00 y; = (—6 ;’ , ¢t les coordonnées complexes sont
X; 0x;
i ¥Yj/g
Zj = Xp;—1 +ixy. Il s’agit d’'une forme bilineaire symétrique, et il existe une
décomposition de V = H(y) en V = A,+ By, ol A, est la partie réelle de

al .
A =4( % a'/l:) (forme de Levi), et B, est la partie réelle de
\02; 02 /e
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22
B = 4(62 g’z ) . On peut voir sans difficulté que B, a le méme nombre de
i92j /¢

valeurs propres positives que negatives. Ce qui est le plus intéressant est que
A, est semi-definie positive: on écrit M (localement) comme le graphe de
p—n fonctions holomorphes de n variables complexes

zn+1 =j;|+l(zla 22’ ceey zn)s

Zp =fp(21, Zay +uuy Z").

On a alors

d(&, 0 =Y Izl =|z))*+ ... +1z>+1foral?+ o+

In suffit alors de vérifier que la forme de Levi de ¥ =|f{%, ou f est une
fonction holomorphe, est definie positive. En employent un simple lemme
d’algébre linéaire on peut conclure que V a, au maximum, n valeurs propres
negatives. O

On peut bien voir que la forme de Levi joue, ici, un role essentiel. C'est
pour ¢a que, quand on a voulu généraliser ce type de résultats 2 des variétés
ou espaces plus generaux, on a pensé aux espaces g-complets (étudiés surtout
par Andreotti et Grauert dans leur célébre article [A-G] du (1962).

DermviTiION.  Un espace complexe X est dit g-complet quand il existe
une fonction C* h: X — R exhaustive et fortement g-plurisubharmonique,
c’est & dire telle que X (c) = (xe X| h(x) <c) est relativement compact dans
X VceR, et tout xeX a un voisinage V avec un isomorphisme
x: V=4 cU < CP (A analytique dans U ouvert), et une fonction C* ¢:
U —R telle que h = ¢y, et la forme de Levi

2

C
L, hw =¥ ( = ;’;) n
LI Vg 4

a au moins p—gq valeurs propres positives pour tout ye U. La fonction h est
dite fortement q-plurisubharmonique.

DerinmmioN.  Un  espace complexe X est dite cohomologiquement
g-complet si H'(X, F)=0 Vi = q+1, et pour tout faisceau cohérent F,

Le théoréme central est le suivant; il s’agit d’'un théoréme de type
“théoréme B de Cartan—Serre”.

TueéoreME 2 ([A-G]). X g-complet = X cohomologiquement q-compler.
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En effet, on a que X est O-complet = X est cohomologiquement
O-complet <= X est un espace de Stein.*Nous signalons en passant que on ne
connait pas la réponse en général a4 la question “X cohomologiquement
gcomplet = X g-complet?” (mais cfr.~[[E-VS]).

Ce notion donnée, on a le théoréme suivant de Sorani, dont la
démonstration utilise aussi la théorie de Morse:

TueoreME 3 ([SO1]). Soit X une varieté analytigue complexe g-com-
pléete, dimX¢c=n. Alors on a H(X,Z)=0 Vi>n+gq, et H,, (X, Z) est
libre.

Le prémier résultat dans la direction des espaces singuliers est di a
R. Narasimhan (1967), qui démontre

TueoreME 4 ([NAT]). Soit X un espace O-compler (c'est a dire de Stein),
dim¢X =n. Alors on a H(X, Z)=0, Vi>n, et H (X, Z) est sans torsion.

Démonstration. (Ce théoréme a €té démontré aussi par L. Kaup [KA]).
Ici on ne peut pas employer directernent la théorie de Morse; il faut alors
employer aussi les propriétés analytiques globaux de X et la généralisation
au cas “relatif” du théoréme de Andreotti-Frankel. Si X et Y sont deux
espaces analytiques complexes, Y ouvert contenu dans X, on dit que (X, Y)
est une paire de Runge si la restriction gf: I'(X, Oy) -~ I'(X, Oy) est dense.
Andreotti et Narasimhan ([A-N1]) ont démontré que si (4, B) est une paire
de Runge de varieétés de Stein, alors H (B, 4; G) =0 V group abelien G,
Yk > n. '

Narasimhan démontre que tout sous-ensemble analytique d’un espace de
Stein X a un systéme fondamenta) {Y;} de voisinages ouverts dans X qui sont
de Runge dans X. On considére alors une fonction holomorphe globale qui
s’annulle sur le lieu singulier de X ; soit 4 son lieu des zeros. Par excision on
a H,(X\A4, Y\A, G)=H, (X, Y, G) Vi,k, VG. Mais X\A4 est lisse,
{(X\ 4, Y\ A) est une paire de Runge, donc ce group est nulle s1i kK > n. En
faisant un passage a la limite on trouve H, (X, 4; G) = 0 VG Vk > n. Il suffit
alors d’employer la suite exacte de la couple (X, A) et la récurrence sur
dim X O

En 1983 un remarquable progrés a été obtenu par Hamm:

THEOREME 5 ([HAT). Soit A un sousespace complexe fermé d’un espace
de Stein X, tel que dimc(X\ A) = n. Alors il existe un CW-complexe relatif
(K, A) tel que dimg(K \ A) = n, et Tidentité de A se prolonge a une équivalence
homotopique M — K. En particulier, H (X, A; Z) est libre.

Hamm utilise une théorie de Morse pour les variétés a bord; la
technique de Narasimhan est strictement liee aux propriétés des fonctions
holomorphes dans les espaces de Stein, qui permettent la réduction au cas
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lisse. Si on est dans un espace de Stein on peut alors géneraliser le résultat de
Sorani:

TueoreME 6 ([COT). Soit Q un ouvert g-complet dun espace de Stein
de dimension n. Alors on a H(Q, Z) =0 Vk >n+q, H,, (Q, Z) est sans
torsion.

Il y a un autre approche a I'homologie des espaces complexes. En
employent des théories de type “De Rham” on peut étudier la cohomologie a
coelficients dans C. En 1970, Ferrari et Lepotier, en employent Particle de
Bloom -Herrera [B-H], démontrarent que

TueoriMe 7 ((FE1], [FE2), [LP]). Si X est cohomologiquement
g-complet, alors H* (X, C) =0 Vk > n+gq.

Via le théoréme des coefficients universaux, on a que H, (X, €)= 0 et
H, (X, Z) est de torsion Vk > n+gq.

La démonstration de I'annulation de 'homologie singuliére d’'un espace
g-complet quelconque utilise ces résultats et le lemma du “petit bouton™ de
Andreotti-Grauert.

THEOREME 8 ([B-B]). Soit X un espace complexe q-complet de
dimension n. Alors on a H (X, Z)=0 Vk > n+gq.

Démonstration. Soit ¢ la fonction qui definie la g-complétitude de
X, et X(c)=IxeC| ¢(x) <c]. On peut supposer que lensemble des
points de minimum local de ¢ soit discret. On démontre que
A= \re[m, +of[| H(X(p), Z)=0 Vp <t Vk >n+gq), ol m=ming, est
non vide, ouvert et fermeé dans [m, + oo, et donc 4 = [m, + oo[. Le fait que
A est non vide vient du théoréme de Coen; pour démontrer que t€Ad =
t+e€A, si ¢ est assez petit, on utilise le lemma mentionné plus haut. La
conclusion suive des propriétés de 'homologie singuliére. O

Il faut remarquer deux faits:

1. On ne connait rien, dans ce cas, de H,, (X, Z). Dans le cas lisse, on
sait que il est libre. Si X a des singularités, on sait que il est libre si ¢ = 0.

2. Le coté “relatif” du probléme, qu'on a mentionné a propos des
paires de Runge, est toujours ouvert dans le cas singulier. Si (X, Y) est une
paire de Runge d’cspaces de Stein a singularités isolées, alors H (X, Y. Z)
=0 Vk >n+gqg, et H (X, Y, Z) est sans torsion. On dit que (X, Y) est une
g-paire de Runge si la restriction of : H(X, Q%) — He(Y, 2f) est dense Vp,
0 < p < n (pour la définition de Q% cfr [FE 1] et [FE 2]). Sorant 3 démontré
que si (X, Y) est une g-paire de Runge de variétés, alors H, (X, Y; Z) =0
Vk > n+g¢q. On sait que la méme chose est vraie se Y seulement est lisse

([B-B]).
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Nous terminons avec une petite application de ces techniques au
probléme de Levi.

Soit X un ouvert d'un espace S. On dit que X est localement de Stein
dans S si Vxe X il existe un voisinage ouvert U de x tel que U X est de
Stein. Le probléme de Levi qui nous interesse est le suivant: soit § un espace
de Stein et X localement de Stein dans S. Est-ce que X aussi est un espace
de Stein? La réponse est affirmative si les singularités de S sont isolées ([A-
N 2]): on ne connait pas la réponse en général. Nous pouvons démontrer que
X a, au moins, I'’homologie d’'un espace de Stein.

THEOREME 9. Seit S un espace de Stein, X = S ouvert localemeri de
Stein dans S, dim¢S =n. Alors H (X, Z) =0 Vk > n, et H (X, Z) est sans
torsion.

Démonstration. Par récurrence sur dim S. Si dim S = 0, c’est trivial. Soit
dimS > 0, et feI(S, O;) telle que SingS = Ay = {seS| f(s) = 0}. $\4, est
une variété de Stein; soit 4 = A, " X; X\ A est une variété de Stein, parce
que est un ouvert localement de Stein de S\ A4y, €t on peut employer le
théoréme de Andreotti-Narasimhan mentionné plus haut. Donc on a
H, (X\A; G) =0 si k> n, pour tout groupe abelien G. En outre, A est un
ouvert localement de Stein dans I'espace de Stein A, gui a dimension < n.
Par récurrence on trouve H*(A4, G) =0 Vk > n, VG.

Soit V= {¥,;}; une famille de voisinages ouverts de Stein de A,, de
Runge dans §, et soit V,=J,; "X Vi. Dans ce cas,

H. (X, A4; G) = imH,(X, ¥;G) = lim H,(X\ A4, V\4; G) =0,

parce que K\ A = ¥, n(X \ A) est un ouvert de Stein, de Runge dans X\ 4, et
X\ A est lisse. Donc H,(X\A; G) =0 Vk > n. De la suite exacte

.~ H,(X;G)— H,(X, A;G)—= H,_,{4; G)— ..

on tire la thése. 1
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