C. RAJSKTI (Warszawa)

POSTULAT BAYESA A ENTROPIA

Postulat Bayesa glosi: Jedli brak jest danych empiryeznych o ge-
stodci rozkladu a priori nieznanego paramefru, a wiadome jest tylko,
e zawiera si¢ on w pewnym przedziale skonczonym, to nalezy zalozyé,
ze gestosdé tego rozkladu jest réwnomierna. Postulat ten mozna wyprowa-
dzi¢ w sposéb nastepujacy.

Jesli gesto$é rozkladu a priori nie jest znana, to niepewno§¢ otrzy-
mania okre§lonego wynikun losowania jest najwieksza. Jefli za miare
niepewnofci przyjmiemy entropie, to z braku danych empiryeznych
o rozkladzie gestosci a priori nalezy przyjaé taki rozklad, ktérego entropia
jest maksymalna. Teze¢ te bedziemy nazywali postulatem maksymalnej
entropii. Z niego wynika natychmiast postulat Bayesa.

Rzeczywidcie, niechaj ¢ oznacza nieznany parametr, a H — operator
- entropii. Wéwczas postulat maksymalnej entropii mozna napisa¢ w po-
staei

(1) .611('5) =0,

Poniewaz entropie zmiennej losowej & okre§lonej w przedziale A o ge-
stosci f(x) okre§la wzoér

2 H(§) = — [f(2)logf(@)da,

A

to jesli zmienna losowa jest zawarta w przedziale (x,, %5), z (1) i (2) wy-
nika, ze

6[—— lej(m)logi(w)dw] = 0.

Pl‘zyjéto tu dla uproszezenia logarytmy naturalne. Poszukiwana funkeja
f(2), jako funkeja gestofei, powinna spemiaé warunek dodatkowy

T2
f flx)de = 1.
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Rozwigzaniem tych dwoéch réwnan jest

(3) f(x) = 1/(®y— x,),

co zreszty jest konsekwencjy zalozenia, ze okreflona przez (2) funkeja
entropii powinna osigga¢ warto§¢ maksymalng dla rozkladu réwno-
miernego. DowiedliSmy zatem, ze regula Bayesa wynika z postulatu
maksymalnej entropii.

Jesli dlugosé przedzialu zmiennofei & roénie bez granic, to gestosé
dana wzorem (3) dazy do gramicy, ktéra nie jest gestoscia, wobec czego
sama regula Bayesa staje si¢ bezuzyteczna. Jesli jednakze wyjéé z postu-
latu maksymalnej entropii, to mozna usungé te trudnoéé stawiajac pewne,
bardzo slabe zreszta, warunki dodatkowe,

Dla przedziatu (0, co) wystarczy przyjaé, ze warto§é oczekiwana a
zmiennej £ jest skoniczona. W tym przypadku otrzymamy zatem naste-
pujacy uklad réwnan:

(4) s[— [ F(@)1ogf(x)da] = 0,
(5) [ =1,

0
(6). fa:f(.v)dm = @q < o0,

Stad metods wspélezynnikéw Lagrange’a znajdujemy, ze
8 [ [—f(@)logf(w)+ Anf(@)-+pf(w)]de = 0,
0

i po zrézniezkowanin wzgledem f dochodzimy do réwnania

: —logf(zx)—1+Az+u = 0,
a stad ‘
(7) fz) = e*+el,

Podstawiajac (7) do (5) i (6) otrzymujemy ¢* ' = —1 oraz e*! = ai’.
Po rozwigzaniu i wstawieniu do (7) znajdujemy ostatecznie

1
(8) f(x) =—e

a

-/
.

W przypadku przedzialu (—oo, co) warunek (6) jest niedostateczny,
bo wéwezas entropia nie zalezy od wartofei oczekiwanej, tzn. ze dla
kazdej liczby rzeczywistej a zachodzi rowno§é¢ H(£+ a) = H(&). Mozna



Postulat Bayesa a entropia 93

jednakze znalesé¢ i w tym przypadku rozklad o maksymalnej entropii,
stawiajac jako warunek dodatkowy istnienie skoriczonego odchylenia
§redniego. Poniewaz liczba rozwigzan rézniacych sie¢ tylko wartodcia
oczekiwang jest nieskonezona, wystarczy znalezé jedno z nich, np. takie,
dla kitdorego wartos8é oczekiwana jest rowna zeru. Wéwezas uklad réwnan
okreflajacy poszukiwang gestod¢ rozkladu ma postaé¢ nastepujaca:

(9) 8| [ Haogi(z)da] = o,
(10) [ f@)de =1,
(1) | #l@)an = & < oo.

Stosujac ponownie metode wspélezynnikéw Lagrange’a otrzymu-
Jemy

8 [ [—f(@)logf(@)+ ia"f (@) + pf(x)1de = 0

i po zrézniezkowaniu wzgledem f
—logf{e)—14+ A+ p = 0,

a stgd

(12) fla) = ¢t

Wstawia,japc (12) do (10) i (11) otrzymujemy

/ A —et ! / T r o

_1 e 2
e e
a stgd
A= —1/26%, &' =1/oV2x
i ostatecznie
1
f@) = — === =2,
ol/21'c

W ten sposéb dowiedliSmy, ze postulat maksymalnej entropii ma
8zersze znaczenie niz postulat Bayesa, poniewaz pozwala on na znale-
zienie ‘funkeji gestofci @ priori réwniez w przypadkach przedzialn pél-
nieskoriczonego i nieskoniczonego.
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Wazystkie przytoczone wzory zostaly zaczerpniete z podstawowej
pracy Shannona i wylgeznym zadaniem niniejszego artykulu jest wyka-
zanie ich uzyteczno§ci w problematyce postulatu Bayesa.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMiI NAUK

Praeca wplynela 19. 12. 1956

Y, PAWCKHH (Bapmasa)
IIoCTYJAAT BEWECA H BHTPOIINA

PEBIOME

HorasuBaercs, uyro mocryaar Beiteca 0 paBHOMEPHOM pacHpejeieHHH ILIOT=
HOCTY aIPHOPH MOMKHO BEIBeCTH M3 00mero mocTynara MaKCHMyMa BHTPONHM.

Hpome T0ro B pafore BHYMCICHH PACHPENeNeHHA CJAY4YalHOrO NepeMeHHOro,
YIOBAECTBOPAIINEI'0 JTOMY IIOCTYJATY, . B CIyYae, KOrga INePeMEeHHOe B3aKII04eHo
B HHTEpBaJe (0, o0) Hau (-w—oo,co). B nepsom cayuae nNpeanonaraerca JOMOIHH-
TeJIbHO CYWeCTBOBAHME NEPBOr0 MOMEHTA; HCKOMOE pacnpenejeHMe ecTh pacmpee-
JeHdue THIa raMua. Bo BTOPOM Ciy4ae ‘npennouaraercn CymieCTBOBaHHE BTOpOTO
MOMEHTA M HCKOMOe pacnpejnejeHNe HOPMAJIBHO.

C. RAJSKI (Warszawa)
THE BAYES POSTULATE AND ENTROPY

SUMMARY

It is proved in the paper that the Bayes postulate on the uniform distribution
of a priori density can be deduced from the more general postulate of maximum
entropy. .

Moreover the author determines the distributions of the random variable
satisfying this postulate in the case where the random variable is contained in the
intervals (0, co) and (~ o0, 00). In the first case we assume the additional assumption
of the existence of the first moment. In the second case the existence of the sesond
moment is assumed and then the desired distribution is normal.



