M. GUTMAN (Wroclawj

O ESTYMOWANIU CAEKI KWADRATU GESTOSCI

1. H. Steinhaus zwrécit uwage na to, ze calke kwadratu gestodei
prawdopodobienstwa mozna uzywaé jako miare skupienia rozkladu
i ze w licznych przypadkach, dzigki swoim wlasnosciom, szczegélnie sie
do tego celu nadaje [3]. W zwigzku z tym powstaje zagadnienie estymacji
tego parametru. W niniejszej nocie ograniczymy si¢ jedynie do przypadku,
gdy f(z) jest gestoscia prawdopodobienstwa rozkladu normalnego. Po-
damy nieobciazony estymator catki

e [ fw)da,

— 00

to jest estymator, ktérego warto§é oczekiwana jest ré6wna wartofei para-
metru estymowanego. Zagadnienie estymacji catki (1), gdy f(x) jest
gestosciy prawdopodobienistwa rozkladu normalnego, jest réwnowazne
z zagadnieniem estymacji preeyzji b tego rozkladu, to jest odwrotnosei
odchylenia fredniego. Calka (1) jest bowiem w tym przypadku wprost
proporcjonalna do % i dlatego zagadnienie to w gruncie rzeczy sprowadza
gie do podania estymatora nieobcigzonego precyzji. W praktyce czesto
bierzemy za estymator precyzji odwrotno§é nieobecigzonego estymatora
odchylenia §redniego. Okazuje si¢ jednak, ze nie jest to nieobcigzony
estymator precyzji. Wykazemy ponadto, ze estymator proponowany
przez nas jest nie tylko nieobeigzony, lecz réwniez asymptotyeznie naj-
efektywniejszy ([2], § 10.5). -
2. TWIERDZENIE 1. Jedli

1° zmienna losowa X ma rozklad normalny z gestoéciq prawdopodo-
bienstwa

(2) f@) = e }/2na,

2° $rednie odchylenie s jest réwne

8 = ]/n“j(»wi —zx)%,
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gdzie @y, Ty, ..., %, jest n-elementowq probkqg wylosowang z normalnej
populacji generalnej, '
3° liczba elementéw w probee jest wieksza od trzech (n > 3), to wyra-
zenie L, [s, gdzie
(3) L, = __1_: 2, P_(i%_("__l)_),
2Vr n P(‘z(n“—z))

jest estymatorem nieobeiqionym calki (1).
Dowéd. Jak zaznaczyliSmy na wstepie, catka (1), gdy f(x) spelnia

wzér (2), jest wprost proporcjonalna do wspélezynnika precyzji rozkia-
du, tj. do 1/c. Rzeczywiscie, biorge pod uwage (2) mamy

r Fl 1 2\? 1 1 7 1
Yw)dw = ( g ) A = ——— —= — TP gy
f s _-!; Voo Vore V2 _-o[ V2n 1o

—00

Ostatnia catka jest r6wna 1, mamy zatem

[o ]

| 1 1
4 Ho)dr = ——= —.
(4) ) i Plads = ==
Aby udowodnié teze, wystarczy wiec wykazaé, ze
| | L 1 1
(5) E (_") L T
8 2¥n ©

Zmajac gestosé ¢(s) prawdopodobienstwa zmiennej losowej s,
’ (=112 g—n8? 26 gn—2

(6) p(8) = 2092 (G (n—1)) 0™

{[2], wzér 7.6.2), oznaczajac
(N A = at"DB[RE=3Ar (4 (n—1)) 0"
i uwzgledniajae réwnosé -
E(L,/s) = L,E(1[s) = Lnfm(lfs)tp(ff)ds,
znajdujemy '
(8) L, E(1/s) = AL, fw e~ gn—3gg
. 0

Obliczamy catke

o _
I =f g~ gn =8,
0
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W tym celu podstawiamy

ns? 202 \1/2 :
— = U, 8=( ) i = —du,
2¢? n ns
co daje
f . e_u(_zizg)(n—s)/z_(za u)"llzdu — 2(,; 4)/zn(—n+2)/2 T J‘ e"“’u("‘—q')’zdu.
n - n\n
Poniewaz
f e u™ AP~ = I'(3(n—2)),
1}
wiec
9) I = 20-9Py-n+DBGM—21 (L (n— 2)).

Z wzoréw (3), (7), (8), (9) otrzymujemy
LE(1/s) = AL = (1/2V7)(1/0), e.n.d.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 2. Wyrasenie L,[s jest asymptotycenie nayefektywmey-
szym estymatorem catki (1).

Dowéd. Zwréémy uwage, ze efektywnoéé (oznaczmy ja przez e)
rozwazanego estymatora jest réwna efektywnoSci estymatora nieobeig-
zonego U parametru h, przy czym na mocy (5)

(10) U = 2VrL,/s.
Wystarczy wiec wykazaé, ze e(U) - 1.
N—>00

Oznaczmy przez D¥y) wariancje najefektywniejszego estymatora
parametru k. Jak wiadomo, efektywno§é estymatora U jest réwna

e(U) = D*y)/D¥TU).
Wykazemy najpierw, ze
(11) D(yp) = h?/2n.

Rzeczywisicie, na podsta,me mer()wnoécl Rao i Craméra ([1], wzér 10.5.1)
mamy

(12) Dity) = (n [ [ |
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gdzie f(x) = e ¥ ”h/l/émn. Logarytmujac ostatnia réwnoéé i nastepnie
rézniczkujac wizgledem h, otrzymujemy
| | dlogf () /0h = 1/h— ha?.
Korzystajace z ostatniej réwnofei i réwnodei (12), uzyskujemy

D(y) = (n f(1/h2~2w2+ h"m“)i(w)dw)“l, s

a stad
D¥(y) = (n(1/h*—2/h*+-3R%[h*))~! = h?[2n,

czyli r6wnosé (11).
Wykazemy z kolei, ze wariancja estymatora U jest réwna

—3 I'*(i(n—38
R =

Istotnie, z definicji mamy
(14) - DO = [ Up(s)ds—(B(D)f,
. 0

a pierwsza calka na mocy ‘(10) ‘jest réwna

[ Up(s)ds = 4=L;, f (1/8*) ¢ (8)ds.

0

Przez calkowanie mozna wykazaé, ze
(15) [ (L) (s)de = nh/(n—3).

0 ;
Rzeczywidcie, korzystajac z wzoréw (6) i (7) mamy

f(l/sz)qo(s)ds = Afe-mz/%”;—ﬂs"—ms = Afe-”’/“"’s“-‘de.
0 _
Wyznacz(;,my catke , 0
—n82[242 n—
I= éf R '/ B

W tYm celu podsta.wia.myv
ne®

20°

I

20,u\1? &
’) , ds = — du.
n ns

_—-_.'u, s:(
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Otrzymujemy stad

(n—2)12 42 ~1/2 r
7 f (20- u) ) _(20’ ’M/) du = 2(n 5)/2y, - n+3)/2 n— 3f —uu(”—3)/2—1d/u_
n n - @

Ostatnia catka jest réwna I'(}(n—3)), mamy zatem
[Q/)p(s)ds = AT = (nj(n—3))(1fs"), ec.m.d.

Z kolei, na mocy (10) i (5), mamy
(16) (B(D)? = B2

Z réwnofci (14), (15), (16) ‘otrzymujemy‘

_ . nh 2 _ 2 Fz(%(n —1))
an. DYU) = 4L} ——— —k h[n 5 i) 1].

Stosujam teraz znang réwnosé

w}(r_»——3)r(%(n—__ 3)) = F(%(n—l))

o réwnofei (17), otrzymujemy wariancje (13).
Obliczmy teraz efektywnodé estymatora U. Korzystajac z wzoréw
(11) i (12), uzyskujemy réwnogé

D2 ) . .I-,g ( _3)
e(U) = Dzi?) = h/(2h n%_(n—?;)-l;%i—(:%_—_—# _1)_

Wreszcie, korzysta,ja!c z réwnosci
n I'*(4n) o 1
—_— = 1]le?: = — + 0| —
(2 T {§(n—1)) )f’ on (nﬂ)
(zob. [1], str. 526), otrzymujemy zwigzek

. 1 -1,
2n/2(n—3)+0(1/n)w

e(U) =

co koticzy dowéd twierdzenia 2.

3. Ponizej podajemy tablicé przedstawiajgce: 1° obliczone wspél—
czynniki L, dla réinych n oraz 2° efektywnoécl estyma.tora. U dla réz-
nych a.
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TABLICA 1 TABLICA 2
Wartosci wspdlezynnika I, ‘Efektywnoé'é estymatora

estymatora U = Ly (1/5) U = Ly (1/8)

n Ly, n e(U)

3 0,14 "4 0,20

5 0,20 N 10 0,70

7 0,23 Y 0,79

25 0,27 51 0,93

100 | 0,28 101 | 0,96

oo | 0,283 oo 1,00

4. Podamy tu jeszcze kilka wnioskéw wynikajeyéych z twierdzen przez
nas podanych. -

(a) Estymator
U= ]/E.I;(i(n—l))' 1
- n F(%(ng—2)) s

jest nieobcigzonym estymatorem wspétezynnika precyzji h rozkladu
normalnego. Wynika to natychmiast z wzoréw 12) i (9).

(b) Estymator U, = (n—3)/ns* jest estymatorem nieobeigzonym
kwadratu wspélezynnika precyzji A? rozkladu normalnego. Wniosek ten
wynika z wzoru (15). ' ’

“(c) Jegli: 1° zmienne losowe X i Y 83 niezalezne i majg rozklad nor-
malny, 2° ¢, i o, 83 odpowiednio odchyleniami frednimi zmiennych lo-
‘sowych X i ¥, 3° s, i 8, sa odpowiednio ich §rednimi odchyleniami obli-
czonymi z prébek o liczebnofciach =, i n,, to estymator

_ 2 1 Ien—1)r(Fn-1) 1
dm gy P(%(nl_z))P(%(nz_z)) 8.8,

U,
jest estymatorem 'nieobcigzonym catki
) fw fw Flay)dwdy.
Bzeczywiééie, na podstawie :a.lozenia, niezaleznofci X i ¥ oraz wzoru
(4) mamy o o . .
1 2
| | renr =

—00 —00

K_QrzySta,jéyc dé.lgj z wmdskﬁ (a) otrzymamy, ze wartodé oczekiwana U,
jest r6wna [ [ foy)dwdy, c. n.d.

—00 —0Q
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(d) Z wniosku (¢) wynika natychmiast, ze w przypadku gdy n =
= n; = Ny, estymator nieobcigzony calki kwadratu gestodci jest réwny

2 __ 1 .Fz(']f(ﬂ’—l))- 4
estyy, f ff(my)da?dy T . I3 (n—2)) 88,

—e0—00
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M. TYTMAH (Bposuas)
OF OLIEHHKE HHTEFNPAJA C KBAJIPATA NJOTHOCTH

PESIOME

X. IHraitaxays 00paTHn BHUMARME HA TO, YTO WHTOrPaji ¢ KBAAPATA MLOTHOCTH
MOMHO yUOTPEOCHATH KAK MEPY COBOKYIHOCTH PAcIpejeIeHHA K YTo. BO MHOTHX CIY-
uanX, Gaarogapd cBomM oBOHMCTBaM, 0COBEHHO K DTOMY IPHPOJEH.

- OIBRBIALTOH, L0 €CHA

1 z mMeeT HOPMALHOE PACUpPEeTiende ¢ NAUTHOCTHI0 BePOATHOCTH OIPETeNeH-
Holt mo dopmyme (1),

20 cpepgHee OTKIOHEHHME 8 PAaBHO

_l-_n—_—-—ﬁ
VL S
n 4
g==1

npuyéM xj, X, ..., Tp ABIAETCA N-3IEMEHTHONH BEHIOOPKO HOJNYUEHHOH ¢ HOPMAJABHOM’
reHepajdbHOX COBOKYIHOCTH, TOT'NA OUEHKU

é(n——l)) 1
2W » T(m—2) &
ABIAETCA HECMEIICHHOA U AaCUMOTOTHYECKHM HambGoxee sddexTuBHOR omeHKONH HMHTe-

rpana

f Pla)dz.

C JDokxasaHHEIX B craThe TEOpeM CJaeAyer, YTo OLEHKA (n— 3)/ns® aBnmerca He-
CMELIEHHON ONmeHKOH KBaZpaTa TOYHOCTH h? HOPMAJBLHOrO pacupejeleHHA.
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M. GUTMAN (Wroclaw)

ON ESTIMATING AN INTEGRAL FROM THE SQUARE
OF THE DENSITY

SUMMARY

H. Steinhaus has pointed out that an integral from the square of probability
density may be used as measure of the concentration of a distribution and that in
numerous cases, owing to its properties, it is particularly suitable for this purpose:

In this paper the author discusses the problem of estimating that parameter,
limiting himself to the case where f(x) is the probability density of the normal distri-
bution.

We find that if

10 the variable x has the normal distribution with the probability density de-
fined by formula (1),

20 the mean deviation s is

1y,
= ]/; Z (mi—a)?,
i=1

where @3, #2, ..., ¥y i8 an n-element sample drawn from a normal general population,

then the estimator
2 I'(#n—1) 1
21/_ w T(n—2) s

is an unbiased and asymptotically most effective estimator of the integral f/(x)dw.
—0Q

The th rpms con¥Xained in the pa.per imply also that the estimator (n— 3)/ns?
is an unbia d estlmat’o of the preclslon square h? of the normal distribution.




