S. TRYBULA -(Wroclaw)

O MINIMAKSOWEJ ESTYMACJI PARAMETROW
W ROZKZADZIE WIELOMIANOWYM

1. W niniejszej pracy rozpatrzymy problemat minimaksowej estyma-
cji wartoSei p,, ..., pr dla dyskretnej zmiennej losowej X, gdzie p; =
= P(X = ;) i strata jest kombinacja liniowg o nieujemnych wsp6l-
czynnikach kwadratéw réznic miedzy prawdziwymi wartofciami p;
(¢=1,2,...,k) a estymowanymi. Poruszona bedzie kwestia jedno-
znacznofei otrzymanego minimaksowego rozwigzania oraz uogélnienia
problematu na przypadek, gdy ilo§é wartofei, jakie moze przy]mowa.é
zmienna losowa X, jest przehczalna _

_ 2.- Zdefiniujmy pewne pojecia z teorii gier, ktéra bedzie pomocniczym
aparatem w naszych rozwazaniach. Bedziemy si¢ zajmowali wylacznie
dwuosobowymi grami o sumie zero i t0 w pewnej tzw. postaci normalnej.

DEFINICTA 1. Dwuosobowq grg o sumie zero w postaci normalnej be-
dziemy nazywali uklad ¢ = (8, T, W), gdzie 8 i T s3 ustalonymi prze-
strzeniami, a W jest ograniczong fu.nkc]@ liczbowg ;
zdefiniowang na iloczynie kartezjanskim &XxT.
Punkty se8 i teT bedziemy nazywali sirategiams gracz I

TABLICA 1

odpowiednio dla gracza I i II, a W wyplaig. 1
W gre G gra sig w sposéb nastepujacy: h| &

Gracz I wybiera strategie se8, gracz II wybiera o] 1=

teT'; obaj robia to niezaleznie i jednoczefnie. Gracz gracz I

Iz pla,m g’l'&GZOW.l I kWOtQ W(s t) ‘ &l—1] 1

. W dalsze] czefci naszej pracy przez termin
gra bedziemy rozumieli dwuosobows gre w postaci zdefiniowanej wyze]
- PrzyEEAD. Dwaj gracze jednocze$nie 8kla;d& na st6! po zlotym. Je-
zeli okaze sig, Ze sy dwa orly lub dwie reszki, gracz I Wygrywa 1 zlotego.

W innym przypadku gracz II wygrywa 1 zlotego.
I (II) ma wngc dwie strategie: 8, (;) — polozy¢ monete orlem do

gbry, i 8, (&) — polozyé monete reaqu do géry Wyplate W okrefla
tablica 1.
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Jezeli gracz I wybral strategie s;, a gracz II stra,tegig 4y (1,7 =1,2),
to gracz II zaplaci graczowi I wartodé lezace na przecigeiu 4-tego wiersza

i j-tej kolumny.
Jezeli gracz I stosuje strategie s,, to w konsekwencji tego wyboru

wygra W(s,,?). Jezeli przez &(s)) oznaczymy
(1) BD(s) = fanW(so,»t),

to gracz I stosujge strategie s, nie wygra mniej niz 9(s,).
DEFINICJA 2. Liczbe #(s,) zdefiniowana wzorem (1) bedziemy nazy-
wali wartosciq gwarantowang przez strategig s,.
Analogicznie:
DEFINICJA 3. Liczbe
ﬁ(to) sup W(s to)
: 8eS |
bedziemy nazywali warto.s‘ciop gwarantowang przez sirategie t,.
W interesie graeza I lezy zagwarantowaé gsobie jak najwiekszg wy-
grang. Mamy wiec: ,
DEFINIOJA 4. Jezeli #(s) jest wartogcia gwarantowansa przez strategie s,
to kres gbérny ,
w(G) = supd(s)
. 86S
‘nazywamy wartoéciq dolng gry, a strategie s, (jesli taka istnieje), przy
ktérej osiaga sie ten kres gérny, najlepswq strategia dla gracza I.
DEFINIOJA 5. Kres dolny

w(@) = inf5(t)

b@dmemy nazywali wartosciq gérng gry, a strategie t,, przy ktdrej osigga
sie ten kres dolny, najlepszq (albo minimaksowq) strategig dla gracea IT.
Oczywiseie zawsze zachodzi w(@) < w(Q).
DEFINICIA 6. Jeteli w(@) = (@), to gre & nazywamy domknigla,
a liczbe w(G) = w(@). wartoseig gry. Jegeli w(@) < w(@), to gre G nazy-
wamy otwartq.
 Jezeli gracz I stosuje strategie s, i gracz IT wie o tym, to powinien
on stosowaé taks strategie ¢,, dla ktérej funkeja W (s, ¢) osigga minimum.
Takg strategie bedziemy nazywaé relatywnie najlepszq wrzgledem stra-
tegii ‘'8,. Analogicznie, relatywnie najlopszq strategia wagledem strategii ¢,
‘bedzie taka, dla ktérej funkeja W (s, t;) osiaga maksimum. W teorii gier
znane jest twierdzenie (ktérego latwy dowéd czytelnik znajdzie w ksiazce
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[3]), ze jezeli strategie s, i ¢, sa relatywnie jedna wzgledem drugiej naj-
lepsze, to obie s3 najlepsze i gra jest domknieta. Z tmerdzema tego be-
dziemy korzysta¢ w dalszej czeci pracy.

Wréémy teraz do przykiadu ze stronicy 307. Przypuéémy, ze gracz I
wybiera strategie 8, z prawdopodobienstwem p, i strategie s, z prawdo-
podobieistwem ¢, = 1—p,, a gracz II wybiera strategie ¢, i #, odpo-
wiednio z prawdopodobienstwami p, i ¢, = 1—p,. Korzystajac z tych
informacji nie mozemy a prior: przewidzieé, ile przegra gracz 1I, mozemy
natomiast wyrachowaé warto§é oczekiwang wyplaty

E = 1-‘p1pz+(—1)p1q2+(—1)pqu+l-qlq2 = 1—2(p;+ p2)+ 491 Pa-

Jezeli bedziemy traktowaé¢ uklad liczb p,, ¢; i p;, ¢ jako nowe strategie
% i v odpowiednio dla gracza I i II, a warto§é oczekiwang wyplaty, odpo-
wiadajacg tym strategiom, jako nowg funkeje W, to otrzymamy nowg gre

DrrFINICTA 7. Niech ¢ = (8, T, W) bedzie gry. Gre I' = (U, V, E),
gdzie U i V zawieraja wszystkie rozklady prawdopodobienstwa w- i »
na 8 i T, a E(u,») jest wartoscig oczekiwang wyplaty odpowiadajacy
rozkladom % i v, bedziemy nazywali zrandomizowanym przediuzeniem
gry G.

- DEFINIOJA 8. Jezeli mamy okre§long gre G = (8, T, W) i jej zrando-
mizowane przedluzenie I' = (U, V, B), to punkty se8, teT bedziemy na-
zywadé czystymi strategiami w G a punkty ue U, ve V zrandomizowanyms
strategiami w @.

Podstawowe twierdzenie z teorii gier méwi, ze jezeli zbiory § i T
s skonezone, to gra I', bedaca zrandomizowanym przedtuzeniem gry @,
jest domknieta. Twierdzenie to przy pewnych ograniczeniach o funkcji
W(s,t) daje sie rozszerzyé na niektére nieskoriczone zbiory strategii.

3. Przejdzmy teraz do sedna sprawy. Zacznijmy od przykladu.
Przypufémy, ze rzucilismy 5 razy zdeformowang monety i 4 razy wy-
pad! nam orzel, a raz reszka. Powstaje problemat: Jak na podstawie
tej informacji ocemé prawdopodobieristwo otrzymania orla? Problematy
tego rodzaju sa podstawowe w statystyce matematycznej i jest wiele
dobrze znanych sposobéw podejscia do nich. Jednym, historycznie naj-
nowszym sposobem, ktory rozwinglt A. Wald w ogélnej teerii funkeji
decyzyjnych [5], jest traktowanie. problematu estymacyjnego jako gry.
Teoria zbudowana przez A. Walda jest bardzo ogélna. Do naszego uzytku
wystarczy zdefiniowaé problemat estymacyjny w sposéb nastepujacy;
Zmienna losowa X przybiera wartoéci w X. Niech P, (x) bedzie, przy usta«
lonym we®, dystrybuantg tej zmienmej losowej. Za przykiadem [4]
nadajmy zagadnieniu allégoryczng szate gry statystyka przeciw diabhu,
Zalbimy wiec, ze diabel wybiera parametr . Statystyk .chce estymowaé
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9(w), gdzie g jest funkecja, kiérej zbiorem argumentéw jest 2, a zbiorem
wartodei pewna przestrzen g(Q). Estymatorem jest funkeja f(2) przybie-
rajgca wartoci w A, gdzie zeZ jest punktem przestrzeni préb. Jezeli
statystyk zaobserwowal z, a prawdziwg wartofeig parametru jest w i jezeli
stosuje on estymator f(z), to zaplaci diablu kwote L(w,f(2)), gdzie L
jest funkcjg zdefiniowans na iloczynie kartezjanskim g(Q)x 4. Zdefiniuj-
my ryzyko R jako

(2) R(o,f) = D'L(v, {(2)p(2lw),

2eZ

gdzie p(2|w) oznacza prawdopodobienstwo zaobserwowania 2 jesli praw-
dziwg wartofcig parametru jest w.

Estymator f bgdmemy na,zywa,é najlepszym albo minimaksowym, jezeli
minimizuje on sup B(w, f). '

]

Powstaje zagadnienie: ZnaleZé minimaksowy estymator prawdopo-
dobienstw p,,..., px, z jakimi zmienna losowa X przyjmuje wartoci
@iy ...y Tk, jezeli sa to wazystkie moiliwe wartofei zmiennej losowej
i jezeli strata L jest postaci

. k
(3) L(w, f) = D) e;[ps — pilmy, ..., mg) .

i=1

Uklad f = {py(my, ..., mg), ..., Dimy, ..., my)} oznacza estymator war-
todei py, ..., Pi, jezeli statystyk m,; razy zaobserwowal, ze X = u;; ¢; 89,
% s

| pewnymi stalymi nieujemnymi ({Z‘ m; = n; n ustalone).
=1

Przypadek k& = 2 wynika z pracy [2]. Przypadek ¢, = ... = ¢, > 0
rozwigzal H. Steinhaus 4].

4. W sformulowaniu ogélnego estymacyjnego problemu zdefinio-
wanego w poprzednim ustepie estymator f(z) jest catkowicie zdefiniowany
przez zaobserwowang wartofé 2. Z punktu widzenia teorii gier estymator
taki jest wiec czysts strategia dla statystyka. Mozna by rozpatrywaé
problemat estymacyjny, w ktérym estymator odpowiadajacy 2 jest sam
zmienng losows, tj. zrandomizowang strategig dla statystyka. Analo-
gicznie mozna by zwiekszyé klase strategii diabla zatozywszy, ie para-
metr o jest zmienng losowq. Z twierdzenia ndowodnionego w pracy [2]
‘wynika jednak, ze dla naszego specjalnego problematu rozpatrywanie
zrandomizowanych estymatoréw nie jest potrzebne. Do kaszdego zran-
domizowanego estymatora mozna znalefé czysty estymator,
ktéry jest od niegolepszy wsensie funkeji ryzyka. W zasadzie nie
bedziemy korzystaé z tego wyniku. Ze gposobu, w jaki wykazemy najlep-
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8zof¢ podanego przez nas czystego estymatora, wyniknie, ze zaden zrando-
mizowany estymator nie moze zagwarantowaé mniejszej wartoéci ryzyka.
Rozpatrywanie zrandomizowanych strategii dla diabla okaze sie jednak
pozyteczne. Pokazemy, Ze nasza gra statystyczna zdefiniowana przy
koncu sekeji 3, w ktore]j statystyk stosuje czyste strategie, a diabel zrando-
mizowane, jest domknieta, i podamy najlepsza strategie dla diabla.

5. Jezeli diabet wybral uklad liczb P = (p,,...,ps), a statystyk
stosuje estymator f = {py(my, ..., M)y ..oy Dr(my, ..o, my)} i jezeli strata
jest zdeﬁniowana wzorem (3), to ryzyko R ma postad

) E(f,P) — Z D e P PR pim, . )T

i=1 my+.. +mk~n

Bez naruszenia ogélnoéci mozemy zalozyé, ze ¢; > ... = ¢, > 0. Zalézmy
dodatkowo, ze ¢, # 0. Przypadek, gdy wszystkie ¢; sa réwne zeru, jest
banalny. Przypadek, gdy tylko ¢, jest rézne od zera, sprowadza sie do
estymowania warto§ci p w rozkladzie dwumianowym, co juz wezeéniej
zostalo rozwiazane w pracy [2]. Niech I, bedzie najwigkszym takim wska-
¢nikiem, ze ¢ ;é 0 i niech. L < l, bedzie najwiekszg liezbag naturalng

taks, ze . '

(5) vzﬁmﬁ>w_mmb

Przy podanych wyzej zalozeniach takie L oczyméme istnieje i jest co
najmniej réwne 2. |

Pokazemy, ze estymator [ = {Py(myy..., e}y .., By(tmg, ..:, my)l,
gdeie Py (i =1,2,..., k) sq adefiniowane wzorem

L —
my+(1—(L— 2)[05f§1/01)1l‘1/% ‘

®)  B= n+Vn
A n+Vn
jest estymatorem minimaksowym.
Skorzystajmy z nast¢pujacych tozsamosei:

( ) . Z ml!..-mk! pl "'pk ===

Myt Mmp=t

dla :< L,

dla > L,

(8) 2 mmmi“‘.--.p:"“'r— np; . (4 =1,2, ceer )y
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n!
(9) Z P E—Y mPpPL... Pk = 0P pi-+ npy(1— p;)
myotmg=n L TR

Ryzyko R przyjmie wtedy postaé

L
- 1 L—2 1 L—92 \2
10) B, P) =~ [ 3 i(l— )
( .f ) (l/%+1)2 illcj & 40 +

Pokazemy, ze

L
(11) (1;—2)/21/0f >q

. i=1
dla ¢ = L+1, L+2,..., k. Wobec zalozenia ¢; > 0;,, (1 =1,2,.,.,k—1)
wystarczy udowodnié nieréwnoéé (11) dla ¢ = L+-1. Z definicji liczby L
wynika, ze albo ¢;,, = 0 i wtedy nier6wnoéé jest oczywista, gdyz z zalo-
zenia mamy L > 2, albo

L+l

(12) | D 1o < (Z—1)fep,.

i=1

Odejmujac od obu stron liczbe '1/cL £1 otrzymainy nieré6wnosé

(13) 21/0, (L—2)/eLs15

j=1

z ktérej natychmiast otrzymujemy (11).
7Z wzoréw (10) i (11) wynika, Ze kazda strategia diabla, dla ktérej
zachodzi réwnogé

(14) D pi=1,

=1

jest relatywnie mnajlepsza wzgledem strategii (6).

 Zal6smy, ze diabel stosuje zrandomizowans strategie, tj. ze uklad
liczb P = (py, ..., Ps) -jest zmienng losows, ktérej dystrybuante zadaje
diabel. Warto&é oczehwana ryzyka ma wtedy “postaé
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(15) E[R(J‘,P)] =

n! '
m m 2
o= f e P e PGP — DMy <oy M) TAF
mq! ...yl
i=1 my+.. +mkqn

gdzie U jest obszarem w (k—1)-wymiarowej przestrzeni euklidesowej,
okre§lonym nieréwnofciami

(16) D pi<l, p=0, ..y P, >0,

(17) D=1,

a1
(18) G(P 5 esey Pr_y) = ep! ... piE,

gdzie g jest gestoicia prawdopodobienistwa na hiperplaszezyZnie (L--1)-
-wymiarowej o réwnaniu

(19) ?l+--~+PL=1.

Wyrazenie (15) przyjmie wtedy postaé

(200 E[R(f,P)]=c¢ ff sz P, pRLAL

1'1>0, SPL—120 1=l
pi+.. +ZU,...1~<.1

Xoi[pi""p;:('m'h veey Mg, 0, '--7_0)]zdp1 e dPr_1,

gdzie sumowanie w drugiej sumie pod 6a.1ka rozeigga sie na wezystkie
uklady m,, ..., my takie, Ze
Zmi =N.

=1

Wyrazénjé (20) mOZemy traktowaé jako forme kwadratows zmien-
nych pi(Myy..., M5, 0y...50) (§=1,2,..., %) okre§long dodatnio. Do
rzm,lememat ‘minimum te] formy wystarczy rozwigzaé uklad réwnan
GB(ELP) . Es

_ =0 (i=1,2,4, kN =n).
ap;(ml"-'GMkaor'*-ao) : ‘ P T ]%: * )

(1)
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Rézniczkujac wyrazenie (20) pod znakiem catkowania, przekonamy sie,
%e osigga ono minimum dla
(22) p;(mlw-’reroy-'-:Q) =

_ e fpTe L g L pPE T, L dpry

B A A AN

(P(ml+sl+1) F(m¢+st+2) (mL+sL+1))/r(n+Zsf+L+1)

(P(m1+sl+1) (mi+s@+1) .I(mg+s,+1))/T (”JZZZS’JFL)
m;+ 8;+1

= e s gdy £=1,2,..,14
n+st,+L
=1
(22a) p'::(ml" sy Mg, 0 - 0) =0, gdy ’i=L—f—l,L+2,...,k.

Podstawiajac we wzorze (22)

(23) g ={1— ‘/2'” 1>—1 (i=1,...,L)
%Z’ll«'/y

otrzymamy wzér (6), co oznacza, ze estymator (6) jest relatywnie naj-
lepszy wzgledem strategii “diabla okre§lonej wzorami (17), (18) i (23).
Jak juz wspominaliémy w sekeji 2, z teorii gier wiadomo, Ze jezeli w pe-
wnej grze dwie strategie sg relatywme jedna wzgledem drugiej najlepsze,
to 8y najlepsze i gra jest domkmieta. Strategia diabia zdefiniowana wzo-
rami (17) (18) i (23) spelnia warunek (14), jést wige relatywnie najlepsza
wzgledem estymatora (6). Stad wynika, ze estymator (6) jest estymato-
rem minimaksowym, gra zas, w ktérej statystyk stosuje czyste estymacje
f={pilmy, ..., mp), ..., Di(my,y ..., my)}, & diabel zrandomizowane stra-
tegie # = F(py, ..., Px_1), jest domknieta. Najlepszg strategie dla diabla
okreflaja wzory (17), (18) i (23). Wartofcia gry ws, jest wartoé gwa-
rantowana przez estymator (6), tj. na moecy (10) i (11) liczba

. 1 % 8= 2’
24 peenr G) = 0(f) = ——=—= - .
(24) Win(01 Ok) ) 4(Vn+1)* lé' " 2 1 /e ]
=l

Poniewas gra jest domknieta i strategia diabla zdefiniowana wzorami (17),
(18) 1 (23) jest najlepsza strategia w tej grze, wigc jej wartodé gwaranto-
wana jest réwna w,,. Zaden wigc estymator zrandomizowany nie moze
zagwarantowaé statystykowi wartofei mniejszej niz w0, = 9(f), tj. nie
moze byé lepszy od estymatora (6), co obiécaliémy wykazaé w sekeji 4.
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6. Pozostaje do rozpatrzenia problemat jednoznacznofci obu naj-

lepszych strategii. Pokazemy, ze jezeli L jest liczbg zdefiniowang wzorem
(B), jezeli statystyk w n obserwacjach otrzymat liczby m,, ..., m; i jesli
Mpy1 = Mp g = ... = My = 0, to kazdy minimaksowy estyma.tor, jaki
on moze zastosowaé, pokrywa sie z éstymatorem (6). Przypuéémy bo-
mem, ze istnieje mmmaksowy estymator 1 ={pi (m, ..., mk),
D (M, .. ;mk)} taki, ze p;'(m,...,myz,0 +10) # Bi(my,y ..., mp, 0 0)
dla pewnego ukladu m,,...,mgz i pewnego .. Poniewaz dla mL+I =
=...=m; =01 m, ustalonych (i =1,2,..., L) liczby p; (5 =1,2,...,k)
Z wzoréw (22) i (22a) s wyznaczone jednozna,czme idla s; zdef1mowa,nych
wzorem (23) réwne odpowiednio 7;, wiec estymator f* nie moze byé
relatywnie najlepszy wzgledem strategii F okreflonej wzorami (17),
(18), (23). Poniewaz strategia F gwarantuje wartodé ws,, wiec estymator f*
musi gwarantowaé warto§é wieksza, a zatem nie moze byé estymato-
rem minimaksowym.

Jezeli L = k, to estymator f jest jedynym relatywnie naglepszym
wzgledem strategii diabla F, a wiee jedynym najlepszym.

Diabel ma meskoﬁczeme wiele najlepszych strategii. Wynika to z tego,
ze przy ustalonym estymatorze statystyka warto§é oczekiwana ryzyka (15)
zalezy tylko od momentéw stopnia nie wyzszego niz n+ 2 dystrybuanty F
okreflajacej rozklad wielowymiarowej zmiennej losowej P. Kazda wiec
dystrybuanta, ktérej wszystkie momenty stopnia 1,2,...,n+2 sg
réwne odpowiednim momentom dystrybuanty F, jest réwniez najlepsza.
Oczywidcie dystrybuant takich jest nieskoriczenie wiele.

7. Pogtarajmy sie uogélnié otrzymane wyniki na przypadek, gdy
zbiér wartofei, jakie moze przybiera¢ zmienna losowa X, jest przeliczalny.
Bez naruszenia ogélno§ci mozemy zalozyé, ze jest on zbiorem liczb na-
turalnych. Przypuéémy wiee, ze zmienna losowa X przyjmuje wartosei
1,2,...,4¢,... z prawdopodobietistwami p,, Psy ...y Piy ... Za&éZmy, 76

jezeli statystyk zaobserwowat Wa.rtoéci Myy Mgy ooiy Myy oon ( Z‘mi = n,
i=1
n— ustalone) i na podstawie tej obserwacji podat wartodei p;, p;, ... .p:,-

to zaplaci on diablu kwote

(25) L(f,P) = Y edpi-- i) (e3> 0).

{=1

ey

Ozysta strategia diabla bedzie teraz ciag liezb P = {D1s Doy ooy By -2}
(‘2 P = 1), a caysta strategia statystyka cigg funkcji f = {pi,7:,...,
%y +..}. Niech bedzie

(26) 8§ = limsupe; <. 0.
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Niech dalej I = {'i,, T—— } bedzie skorezonym lub nieskoriczonym
ciggiend tych wskaznikéw, dla ktérych ¢;>s. Zbiér C; = |e, e, ...
. a;k,‘...} mozna dobrze uporzadkowaé za pomocs relacji >. Bez na-
ruszenia ogélnodei w dalszej czefci pracy bedziemy zakladali, ze ciag O
jest mierosnacy. Yatwo sprawdzié nastepujacy | ,

LEMAT. Jeseli A = {ay, @y, ..., @, ...} jest ciggiem nierosngcym o wy-
razach dodatnich i jesli dia pewnego 1 > 2 zachodzi nieréwnoéé

1
0121/% <1l-2,
ia

I+1.
az+121/a¢ <l-1,
i=1
Zatézmy, ze zbiér C; ma co najmniej dwa elementy. Korzystajae
z lematu dochodzimy do wniosku, ze mogs zachodzié co najwyzej dwa
przypadki:
1. Iétnieje najwieksze takie I = L (L > 2), ze

1
(27) oilkz /e, > 1—2.
=1

2. Ciag O jest nieskofezony i nieréwnosé (27) zachodzi dla kazdego I
(l=1,2,...% ' '

Zajmijmy si¢ przypadkiem pierwszym. Niech I, bedzie ciggiem
utworzonym z pierwszych L wyrazéw ciagu I. Pokazemy, ze estymator
}={m1,P,..., Pi,...} okreflony wzorem

L
my+(1—(L—2)/e; 31/, ) 4Vn
‘ Jral dla; Q:EIL y
(28) Di = n+vVn
n:—%ﬁ dla inonel,

jest estymatorem minimaksowym.

Jefli diabel bedzie stosowal strategie P = {p;, pg, ..., Pi, ...}, & sta-
tystyk estymacje 7, to poniewaz wartodci p; we wzorze (28) nie zalezg od m;
dla j +# 4, ryzyko R przyjmie postaé
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o0 ki '
” n. i : o
(29) R(f,P) = 2 E — e (L — i)™ P — Pe(m) P ==
! = mi! (n—m;)!

L—2 1 & L—2 \
—+ ;D w1 ——| +
1/ 1

L
0'51 k= G,;klé: 1/6"51

? L—-21\
oY e 22,
inonely, | 2 1 / ¢y,
i=1

Z definicji ciagu 1 wynika,; ze dla 7 nonel; -

_ 1 ‘
C (n+1p [

i=1

L
(30) | S a<(@-2)/ Y 1fey,
i=1

tzn. kazda strategia diabla spelniajgca warunek

: L .
=1

jest relatywnie najlepsza wzgledem strategii (28). W szezegélnodei jest
nig zrandomizowana strategia zdefiniowana wzorem (31) i

(32) 9(Piys - Pig_,) = 0P ... PIE,

gdzie g jest gestoscia prawdopodobienstwa (L—1)-wymiarowej zmiennej
losowej (py;, ..., Pi;_,) W obszarze spelniajacym warunki

L—-1

(33) Yooy <1, py=0 (=4,2,..,L-1),

i=1

L
(34) 8 = (1_(L..z)/c,.l2 1/%)%1/%*1 1=1,2,..., L.

k=1
Analogicznie jak w sekeji b dowodzi sie, ze estymator (28) jest rela-
tywnie najlepszy wzgledem strategii diabla zdefiniowanej wyzej. Gra

jest wiec domknigta i obie strategie sg najlepsze.
Zalézmy, ze zachodzi drugi z rozpatrywanych przypadkéw, tj. ze

4
(35) oy 3 1oy, >1—2 dla 1=1,2,...
k=1
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Niech s bedzie liczbg zdefiniowana wzorem (26). Zatem estymator
}= {Pl;?;, ~-,ﬁ§, }, gdzie

m;+( ‘“://cz)%l/n dla. ieI,
(36) Pi = | ?H;n * '
Lo dla <nonel
n—!—i/?—z ’

jest estymatorem minimaksowym.
Ryzyko R dane jest wzorem

61 R(,P) = ‘/%H)[ 42%( —) + X -om-

inonel

Lecz dla inonel mamy ¢; < 8, a wiec wartofé. gwarantowana estyma-
tora f jest réwna

. 1 -  \2
R I e

Pokazemy, Ze szereg (38) jest skoxiczony dla dowolnego ciggu C; spelia-
jacego warunek (35). Poniewaz cigg O jest merosn@cy, wystarezy po-
kazaé, ze

oo

2(1—3/%)2 < oo,
=
Z nieréwnosei (35) otrzymujemy
H
(39) lim[(Z—2)/ ’;1 fe) = lime;, = s.
Niech '
1
(40) a=(1-2) /Y1), (1=2,8,..);
k=1 ’
zatem
41 _
21/%—-(1 2)/%1 a,-z+121/c¢k.—[(l+1)—-—'2]
(41) @y, —a = e = o > 0.
21/0%21/6% c’iz+121/c‘% 21/041‘ .
k=] k=1 k-sl

Stad otrzymu]emy, e
(42)  1-sje, = 1-lim(aje,) <1—ayfoy, <1—(k=—2)/k = 2/k.
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Poniewaz z zalozenia ¢y, > s dla kazdego k, wiec 1—s/c; > 0, czyli

o0 0
(43) Dl(1—sfoy) <4 1K < oo.

k=1 ' k=1
Podobnie jak w przypadku pierwszym zalézmy, ze diabel stosuje stra-
tegie zdefiniowang wzorami (31)-(34), gdzie L jest teraz dowolng liczbg
naturalng wieksza od jedno§ci. Najlepszym relatywnie estymatorem wzgle-
dem strategii (31)-(34) jest estymator (28). Wartofcia gwarantowans
przez strategie (31)-(34) jest wiec warto$é ryzyka przy zalozeniu, ze sta-
tystyk stosuje estymator (28), a diabel strategie (31)-(34). Wartosé te
mozna obliezyé z wzoru (29) przyjmujac p; =0dla ¢ nonel,. Wynosi ona

I—2 \  I—2
4(]/%+1 k=l Oy, 21/011; 21/0'51
-1 =1

Latwo zauwazyé, ze przy L — oo, #(Fr) - 9(f), gdzie #(f) dane jest
wzorem (38). Zaden wiec estyma.tor nie zagwa.rantu]e wartodci mniejszej
niz 79(]‘), co dowodz1, ze estymator f Jest minimaksowy.

Pomewaz w drugim z rozpatrywanych przypadkéw na clayg {cl,
Cgy oeuy Ofy o } natozono mocne warunki, wiec nalezaloby jeszcze pokazaé,
ze 1stmem ciggi, ktére te warunki spelniaja. Przykladem moze byé tu
ciag, ktérego -ty wyraz zdeﬁmowa.ny jest wzorem

(45) 6 =221 (i=1,2,..).

(44) 8(Fz) =

Na poczatku biezacej sekeji 'zéioZy]iémy, ze zbiér I zawiera “co
najmniej dwa elementy. Udowodnimy teraz, ze jeeli tylko i,el, to mini-
maksowy eatymator 1 okresla wedr

o 'm'e',l (0.,;1---8) ‘/-/20721 . ?; _ m;
'n—l—l/ﬁ ’ " n+tVn
Qdy obidr I jest pusty, wedr ten przyjmuje postad

(46) i, (G£4;i=1,2,..).

(47). Bi = mf(n+Vn)  (i=1,2,..).
Dowéd. W przypadkn pierwszym ryzyko dane jest wzorem
(48) B(f, P) = (1/(Vo+17) (0, — )[40, + 804+ 3 o]
‘l'?ﬁil

Warto§é gwarantowana estymatora f
(49) () = (L/(Vn+1)) [(er,— 8)" 4es, -+ 81
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Z definicji liczby & wynika, ze istnieje podciag Ox = {o,, ckz, o Oy v
ciggu C zbiezny do s. Przyjmijmy %, = 4,. Niech L bedzie pewns liczbg
naturalng > 2. Oznaczmy przez F strategie diabla zdefnnowa,n@ WZO-
rami (31)-(33), przyjmujac w nich

=k, a=kpa, &= (o, —8)/20,))Vn—1,
8; = (6, +8)/20, (L—1)—1, (1=2,3,...,L).
Najlepszy relatywnie estymator f; do strategii F; wyraza. 8¢ wzorem
v mkl—{‘(ckl_s)ﬂ/zckl

B ’VH—l/;,' ’
, My, (0, + 8) (26, (L—1)
(60) pkL+l = s 7:_*_]/7; : a 1l=2, y Liy

Pr = myf(n+Vn) dla  pozostatych k (k =1,2,...).
Warto§é gwarantowana strategii F; wynosi

(51) #(Fz) = B[R(fs, P)] |
L

— 1 - (ckl_'s)z . 1 8 \?
B (u/%+1)2[ 4oy, +4(L—1)2g2: (“‘;;l‘) Oop it

L :
Ce(L—2)+8
+E (sp’°1+ g lcjcl(L-—l) c’°L+lp"L+I):| v

Jak tatwo sprawdzié, przy L - oo, #(Fyg) ~ 0(]‘), gdzie 9(f) zdeﬁmowana.
jest wzorem (49), co dowodai, % e’stymaﬁor}’ okrelony wzorem (46) Jest
minimaksowy.

w drugnn przypadku dowéd przeblega analogicznie. Za s; (I =
=1,2,...,L) wystarczy podstawié tym razem liczbe 1/L—1. ‘

W pra.cy za.k}a.dahémy, ze ¢; = 0. Jedli jednak np ¢ <0, to dla
P ~> £ co i pozostalych p; ustalonych ryzyko R(f, P S s i zaga-
dnienie traci sens.

Prace cytowane

[1] D. Blackwell and M. A. G-u-shmk, Thoory of games and statistical decisions,
New York 1954, str. 294.

[2] J.L. Hodges Jr. and E. L. Lehmann, Some problems in minimax point
estimation, Annals of Math. Stat. 21 (1950), str. 182.

[8] J. von Neumann and 0. Morgenstern, Theory of games and economieal
behavior, Princeton 1944,



O minimaksowej estymacji paramelréw w rozkladzie wiclomianowym 321

"[4] H. Steinhaus, The problem of estimation, Annals of Math. Stat. 28 (1957),

gtr. 633-648. :
[5] A. Wald, Statistical decision functions, Annals of Math. Stat. 20 (1949),

str. 165.

Praca wplynela dnia 1.7. 1956

C. TPHIBY A (Bpommes)
O MUHHMAKCHOH OIEHKE

PESKOME

B crarbe paccMOTpeH BONPOC GOHOBPEMEHHOH OLEHKU HAPaMeTpPOB Py, ..., Pk
E MOXMHOMMAJBGHOM paciupefeneHHH AuA QYHROuH yGHTKA ABIANIIENCA IMHeHHOMN
KOMOMHAIHell ¢ HeoTpmumaTedbHHMH Ko?(QPunmenramu ksapparos ownGox. Iloxyden
CIegylomuii pesyibTaT:

Iycrs X caydaiinas BeJMYNHA IPUHEMAIOMAA 3HAYEHUA 1,2,..., %k ¢ Bepo-
ATHOCTAMHE Py, P2, ---» Pk ¥ 0ycTh X, ..., Xy BHOOPKA ¢ aToro pacmpenenenud. Ilycrs
Y; (i=1,2,..., %) obfosHauaeT 4HMCI0 TAKMX HHIEKCOB j{i=1,2,...,n), Aaa Ko-
ropux X; = i. Ilyers $yHKuua yOmTKA

k ’
L{, P) = ) eilpi—p)*
i=1 v
npuYemM ¢ = €3> ... =0k >0, ¢g # 0, u P = (p;, vers p;c), ABasgerca ouedxoi. Ecmu
1 t—2\ .
lo = max(¢; # 0), L = max{t<l, — > ,

— -7 J—

TOrga MHUHMUMAKCHAA oueHka P = (py, ..., Pg) BHpaKasTCA Qopmyoit

L
Vit i (1 (=20 5 1/oj¥'n
=

— upn 1< L,
pUE, . X)) = R P =

Y,-/(n+l/n‘)> : npu ¢ > L.

Ecax Bce ¢; paBHHe HYJII0, Kampgaa onenxa Oymer MunuMakcHoit. Ecau ke
TONABKO 6; 7 0, TOrga BONPOC CBOJATCA K OHEHUBAHHMIO IAapaMeTpPa p B GHMHOMHAIBHOM
pacupefeseHud npH kBafpatHoi PyErnuM ybmrka. QopMyIy Xas 3Tolt ONEHKH AAIOT
Topmec m Jlemann [2].

B ecrathe paccMOTPEeHH TO#e BOLOPOCH OAHOBHAYHOCTH NONYYeHHOTO MMHH-
MAKCHOTO pemeHus M oGo6IMEHO HCCIeXOBAHMA HA Ciyuall, KOrZa MHOMKECTBO BHA-
YeRnii, KOTOPHE MOMET NPHHAMATH CiydaiHada BeaxudnHa X, cuérHo.

CuregyeT 8aMeTUTh, 4TO MOJYYEHHHH pPesyAsTAT HU B UeM He OTDAHMYEH HP6j-
HOJ0MKEHHEM 6; => 63 3> ... == 6. OHO TOJBKO yupomiaer ero (GopMyImpoBRY.

Zastosowania Matematyki I1II 21
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8. TRY BUL A (Wroctaw)
ON THE MINIMAX ESTIMATE

SUMMARY

The author considers the problem of simultaneous estimation of the parameters
P15 P2s +++» Pk in a polynomial distribution for a loss-function which is a linear combi-
nation with non-negative coefficients of the error squares. The following result has
been obtained: ‘

Let X be a random variable assuming the values 1, 2,..., ¥ with the proba-
bilities p1, p2, ..., px and let X;, X,, ..., X, be & sample of that distribution. Let

Yi; (¢ =1,2,...,%) denote the number of indices j (j = 1,2,...,n) for which
k

Xj = 4. Further let the loss L(f, P) = Nepi—pi)? where o=e>=...= e, > 0,
i=1

03 # 0 and P = (p;, p;, . p;)'is the estimate. If we denote

\ o ' 1 i—2
lp = max(es % 0) and L = max (t < g, —_ > ),
] ot = X ¢t

—r

the minimax estimate P’ = (’171' s P25 vens ﬁ;:) is expressed by the formula
‘ I —
it y(1— (T—2)fo; 3 1/o;) Vo

PE e X,) = "

Ti/(n+Vn) if > L.

if i<L,

If all ¢; are equal to zero, fhen every estimate is minimax. If, on the other hand, enly
0 7 0, then the problem is reduced to estimating the parameter p in the binomial
distribution with a square loss. The formula of that estimate is given by Hodges
and Lehmann [2].

In the sequel the author considers the problems concerning the unicity of the
obtained minimax solution and generalizes his considerations to the case where the
number of values which can be assumed by the random variable X is denumerable.

It will be observed that the assumpfion o; = es == ... >> ox does not restrict
the result in any.way, but simplifies its formulation. :



