JJPERKAL (Wroclaw)

0 DLUQOSOI KRZYWYCH EMPIRYCZNYCH

W pracy niniejszej opisze trudnofci zwiazane z pomiarem dlugosei
kErzywyeh empiryeznych, zdefiniuje nowe pojecie przyblizonej diugofei
rzedu ¢ i opisze longimetr do pomiaru tej dlugofei.

1. Rozwazaé bedziemy luki linii krzywej na plaszezyZnie (bedziemy
je nazywali krotko tukami) jako obrazy homeomorficzne odcinka. Przez
dtugo$é lhuku rozumiemy granice diugofci lamanych wpisanyech w ten
hik, przy skracaniu bokéw lamanej do zera. Granica taka (skorezona
"lub nieskoniczona) zawsze istnieje. Liuki o skoniczonej dlugodci nazywamy.
prosiowalnyms.. Przer odleglodé migdzy tukami A i B rozumiemy takg
najminiejszg liczbe r, ze dowolny punkt ktéregokolmek luku 4 Iub B
jest odlegly od jakiegod (najblizszego) punktu dru-
giego z tych luk6éw nie wiecej niz o r (patrz rys. 1).
Odleglo§é miedzy dwoma lukami jest zerem wtedy
i tylko wtedy, gdy te tuki pokrywaja sie.

Jefli znamy konwencje, wedlug ktérej luk
zostal skonstruowany (np. jesli znamy réwnanie
luku), mozemy gi¢ pokusié o stwierdzenie, czy huk

Rys. 1 jest prostowalny czy nie. W przypadku prostowal-

nofci mozemy pyta,é 0o dlugosé tuku. Jefli jednak

nie znamy konwencji, wedlug ktérej powstal tuk, nie mozemy si¢ nawet
pokusié o stwierdzenie, czy tuk jest pros’cowalny.

Tak wladnie wyglada sprawa lukéw empiryeznych. Obwéd liscia,
dlugodé wybrzeza morskiego, czy ostrze brzytewki sg przykladami hukéw,
o ktérych nie wiemy, czy sa prostowalne czy nie. H. Steinhaus zwraca
uwage (patrz [6]), ze ostrze brzytewki oglagdane golym okiem ma ksztalt
odcinka prostego, ogladane przez szklo powiekszajace ma juz inny ksztalt
spowodowany malymi szczerbami; to samo ostrze oglgdane przez mi-
kroskop ma calkiem inny ksztalt, zaleiny od struktury stali.

Rysunek 2 przedstawia brzeg liScia Peucedanum sp. ogladany goltym
okiem (a), dziesieciokrotnie powiekszony (b), 100 krotnie powigkszony (c)
i 1000 krotnie powiekszony (d) (klisze fotograficzne do tego rysunku
sporzadzit laskawie na moja profbe Z. Hejnowicz z katedry anatomii
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1 cytologii ro§lin Uniwersytetu Wroclawskiego). Nie wiadomo, jak wygla-
dajg ,,naprawde’ brzegi li§cia czy brzytewki i nie wiadomo, czy sg to
hiki prostowalne.

Ozy rzeczywiscie owe malenkie odchylenia, dostrzegalne tylko przez
mikroskop mogg spowodowadé istotng réznice diugosei luku? Wiagnie

Rys. 2

tak. Dhugosé tuku nie jest funkcjonalem cigglym. Dowolnie blisko danego
luku 4 mozna narysowaé inny luk B (np. zabkowany, patrz rys. 3)
0 dlugosei o wiele wieksze] od luku A. Tak wige blisko prostoliniowego
ostrza brzytewki ogladanego golym okiem lezy
. . . A B
o wiele dluzsza, skomplikowana krzywa przedsta- §
wiajaca to samo ostrze pod mikroskopem. A jesli ,‘\-‘.M
to ostrze bedziemy ogladaé¢ przez coraz to silniejsze 2
mikroskopy, bedziemy widzieli coraz to bardziej ﬁl‘
skomplikowang krzyws, o coraz to wiekszej
dlugogei. O prawdziwym, ostatecznym ksztalcie Rvs 3
ostrza brzytewki nie mozna nawet mowidé. )
Tym bardziej nie ma sensu méwié o prawdziwej dhigodci ostrza.
Inaczej zachowuje sie pole obszaru plaskiego ograniczonego krzyws.
Pole takiego obszaru jest funkcjonalem cigglym. Jefli dwie krzywe lezg
blisko, to i pola ograniczone tymi krzywymi malo sie¢ réznig.

ZM-185
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Istnieje naiwny sposéb mierzenia diugosei lrukow empirycznych.
Nalezy ulozy¢ nitke wzdluz mierzonego tuku, a potem zmierzy¢ dlugodé
wyprostowanej nitki. Nie mozna jednak w praktyce nigdy wypemié
pierwszego z tych polecen. Jakkolwiek wlozymy nitke wzdluz hiku, to
patrzac przez dostatecznie silny mikroskop stwierdzimy, ze nitka odbiega
od hku. Zawodzg tez wszelkie inne metody pomiaru diugosci” tuku,
oparte na wodzeniu wzdluz tuku radetkiem, igly czy nézksa odmierzacza
(metody kroezkéw). Muszg one zawodzié, gdyz, jak wspomniatem wyzej,
nie umiemy stw1erdz1é czy mlerzony uk empn'yczny ]est prostowalny
czy nie.

Przyrodnicy Wledzay, ze trudno Jest mlerzyé dlugoéé ‘tuku empu'y-
cznego, wiedza, ze wyniki bywa,]ad czesto sprzeczne, Ze 8§ one obelapzone
nie tylko bledami losowymi i systematycznymi, zale/nymi od metody
i osoby mierzacego; wyniki te sa obecigzone powaznym bleden generali-
zacji. Zauwazyli to przede wszystkim geografowie; i tak, wiedenski
geograf A. Penck w 1894 roku podat dlugo§¢ brzegu morskiego migdzy
dwoma punktami na pélwyspie Istrii (patrz [1]), zmierzong na mapach
rézme zgeneralizowanych. Oto wyniki:

Nr mapy Skala Dlugoéé w km

1:16000000 105
: 37000000 132
. 500000  157,8
750000 199,5
75000 223,8

Ot B W DO
bt et

Zwréémy uwage, ze wlagciwie nie skals bezpofrednio wplywa na rozbiez-
no$é wynik6éw, lecz stopieri generalizacji. Skala pozwala nam tu tylko
wnosié o stopniu generalizacji, a przeciez nie uzywa sie innego wakaznika
stopnia generalizacji. Gdyby mape 4 powiekszyé dziesigciokrotnie spo-
sobem fotograficznym, o otrzymalibyémy mape W tej samej skali co
mapa 5; ale generalizacja tak otrzymanej mapy bylaby taka sama jak
generalizacja mapy 4, a zatem nalezy sie spodziewaé, ze na takiej mapie
dtugosé mierzonego odcinka brzegu wyniostaby 199,6 km, a nie 223,8 km.
Byloby tak dlatego, ze fotograficzne powiekszenie mapy 4 nie wniostoby
nowych szczegéléw uwidocznionych na dokladniejszej mapie 5.

Wobec tak znacznych trudnofei i rozbieznodei powstaje pytanie,
czy w ogéle ma sens méwié o diugoSei klasyeznej empirycznego huku?
Wydaje sie, ze nalezy opracowaé jakie§ nowe pojecie diugoéei, tak zeby
nowg dlugofé mozna bylo traktowaé jako przyblizenie klasycznej, i przy-
jaé konwencjonalnie to nowe pojecie zamiast klasycznego. Taka nowa
dlugoéé powinna przystugiwaé wsze]klm lukom empiryeznym i powinna
byé latwa do mierzenia.
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W tym kierunku szly badania H. Steinhausa (patrz [5] i inne prace
tam cytowane). Kazdg prosta pla,szczyzny mozna okreflié za pomoey
dwéch liezb: r — odleglo§ei od poczatku ukladu wspbirzednych i ¢ —
kata z osig z. Te dwie liczby » i ¢ nazywamy wspdlreednyms croftonow-
skimi prostej (patrz [B]). Punkt na plaszezyZnie o wspélrzednych r i ¢,
czyli na tzw. plaszezyénie Croftona, odpowiada prostej na pierwotnie
rozwazanej plaszezyZnie o dawnych wspélrzednych. Twierdzenie Croftona
wigze dlugodé krzywej lezacej na pierwszej plaszczyZnie z polem pewnego
zbioru lezgcego na plaszezyznie Croftona. Wezmy mianowicie pod uwage
hik lezacy na pierwszej plaszezyZnie i zbiér wszystkich prostych przeci-
najacych ten luk. Kazdej takiej proste] odpowiada punkt plaszezyzny
Croftona, wiec zbiorowi prostych odpowiada zbiér punktéw na plasz-
czyznie Croftona. Ot6z miara plaska tego zbioru punktéw jest réwna dtu-
gosci tuku. Zachodzi tu jednak jeszeze pewna komplikacja: punkty odpo-
wiadajace prostym przecinajacym dwukrotnie mierzony luk trzeba liczyé
dwukrotnie, i ogélnie: punkty odpowiadajace prostym przecinajacym
nasz fuk n-krotnie trzeba liczyé n-krotnie. Nalezy wiec tak wyrazié twier-
dzenie Croftona: Na plaszezyznie Croftona lezy cigg zbioréw K; o polach %;.
Zbioér K; jest to zbiér punktéw plaszezyzny Croftona, w ktérym odpowia-
dajgce proste pierwszej plaszczyzny przecinaja mierzony luk co najmniej
+-krotnie. Wéwezas dlugoscia tuku jest suma szeregu nieskonczonego -
- - Dk

=1

2. Na tej zasadzie oparty jest znany longimetr Steinhausa. Jest to
arkusik przejrzystego papieru rownolegle poliniowany. Arkusik fen
naklada si¢ na mierzony tuk i liczy si¢ ilo§¢ punktéw przeciecia tuku
z prostymi longimetru. W my§l twierdzenia Croftona liczba tych punktéw
przeciecia jest w przyblizeniu propercjonalna do dhlgoéci huku. Wielo-
krotne powtdrzenie pomiaru zwmksza dokladno$¢ w tym sensie, ze
zmniejsza blad losowy. »

Ale ten longimetr, jak kazdy przyrzad do mierzenia klagycznej diu-
gofci, nie nadaje sie do mierzenia dtugosei k6w empirycznych, gdyi
nie wiadomo, ezy uk taki jest prostowalny, czyli czy zbiezny jest odpo--
wiedni szereg (1).

. Przedstawiona metoda pozwolila H. Stemhausom na Wprowadzeme
nowego pojeeia dtugofci, a raczej ciggu pojeé diugosci rzedu n. Diugoéciq
rzedu n nazywa H. Steinhaus sume¢ n pierwszych wyrazéw szeregu (1).
Pomiar tej dlugosci rzedu n odbywa sie za pomocs-longimetru Steinhausa
tak jak pomiar klasycznej diugosci, z tg jedymie rézmniey, ze na kazdej
Pproste] longimetru liczy sie nie wigeej niz n punktéw przecigeia tej prostej
z mierzonym hikiem. Jesli wiec prosta przecina huk mniej niz n-krotnie
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lub n-krotnie, liczy si¢ wszystkie punkty przeciecia tej prostej z lukiem.
Jesli jednak ktdéra§ prosta przecina luk wiecej niz n-krotnie, przyjmuje
sie, Ze prosta ta tylko n-krotnie przeciela mierzony luk. Zgodnie z przy-
jetym programem dlugo§é n-tego rzedu jest przyblizong dilugodcig kla-
syczng w tym sensie, ze zmierza do dlugodci klasycznej, gdy % powieksza
sie do nieskoriczonosci. Diugo$é rzedu n» przyshuguje wszystkim lukom
empirycznym i jest latwa do mierzenia. Wydawaloby sie wiec, ze zaga-
dnienie jest rozwigzane i ze mozna konwencjonalnie wprowadzié dlugo§é
rzedu n zamiast klasyecznej. ‘

Pojecie dlugofci rzedu » rozwigzuje wiele kwestii zwigzanych z po-
miarem lukéw empirycznych. Ta przyblizona diugoéé nadaje sie szczegdl-
nie do por6wnywania diugosei linii krzywyeh na mapie geograficznej albo
na kilku mapach réznie zgeneralizowanych. Mozna przypuszczaé, ze
stosujae diugo$é okre§lonego rzedu, np. piatego, Penck nie otrzymalby
takich réznic w pomiarze dlugosci brzegu morskiego na Istrii. Sg
jednak zagadnienia przyrodnicze, w ktérych nie wystarcza opisana
powyzej dlugo§é rzedu n. Oto argumenty: A

1° Mankamentem metody jest zbyt staby zwiazek dlugodci rzedu =
z dlugofcig klasyczng. Przyrodnik chce mierzyé prawdziwg dlugosé, tzn.
klasyczng dlugodé empiryeznego luku i chece wierzyé w istnienie takiej
diugosei. Latwiejsze do strawienia dla przyrodnika wydaje sie generalizo-
wanie tuku, niz wprowadzenie nowej abstrakeyjnej miary, jaks jest
dtugo$é rzedu n. Wiadomo co prawda, ze dlugodé rzedu 1 daje ditugosé
klasyezna tukéw prostoliniowych, a dlugosé rzedu 2 daje dlugoéé kla-
syczng lukéw wypuklyeh. Nie wiadomo jednak, dla jakiej klasy lukéw
dlugoéé rzedu n jest dlugodcia klasycznag, jedli » > 2. Wiadomo dalej,
ze przy powigkszaniu »n dlugod§é rzedu n zwieksza sie i dgzy do dlugosdei
klasycznej, ale nie wiadomo, jaki jest zwigzek miedzy » a dokladnoscia
dlugodei rzedu n, tzn. réznicy miedzy dlugoscia klasyczng a dlugodcia
rzedu ». Gdy przyrodnik otrzymal z pomiaru dlugoéé przyblizong, chciatby
sobie choéby wyobrazi¢ - tuk zblizony do mierzonego (generalizacje),
ktoérego klasyezna dlugoéé réwnalaby sie dlugodei rzedu » mierzonego tuku.

2° Kazda metoda przyblizonego pomiaru dlugofei musi zawieraé
konwencje. W metodzie H. Steinhausa konwencjonalna jest liczba u,
tj. rzad diugosci. Jest to liczba niemianowana i ma to swoje dodatnie
i ujemne strony. Dodatnig strona jest elegancja takiej konwencji. Nie-
mianowana liczba naturalna nie zalezy od przyjetej jednostki dlugosci
(centymetr czy cal). Natomiast wadg takiej konwencji jest wspomniany
‘poprzednio brak zaleznosci miedzy konwencjonalnym n a dokladnoscia
pomiaru i klasg lukéw, ktérych dlugosei, klasyczna i rzedu =, sa réwne.
Wydaje sig, ze w niektérych przypadkach dogodniejsza bylaby konwencja
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dotyczaca odcinka, ktérego diugo§é bylaby zwiazana z dokladnocig
pomiaru przyblizonego i okreflalaby-klase lukéw, dla ktérych diugosé
przyblizona réwnalaby sie klagyecznej.

3° Dhugoéé rzedu n, podobnie jak i dlugoéé klasyezna, jest funkejo-
nalem niecigglym, co w niektérych przypadkach moze doprowadzié do
opisanych poprzednio paradokséw dlugosci. Przy pomiarze dlugosci
rzedu np. 10 dostatecznie zagmatwanego luku empirycznego, moze sie
zdarzyé, ze punkt przeciecia tuku z prostag longimetru okaze sie pod
mikroskopem nie jednym punktem, lecz zbiorem liczacym wiecej punktéw
przecigcia. Diugo§é rzedu 10 jest wige jeszeze zalezna od tego, czy luk
ogladamy goltym okiem czy przez mikroskop, czyli od generalizacji tuku.
Mogloby si¢ okazaé, ze kazdy punkt przecigeia tuku empiryeznego z prosta
longimetru jest wla§ciwie takim zbiorem punktéw (a w praktyce nigdy
nie mozemy stwierdzié, ze jest inaczej). Zachodzilaby woéwezas obawa,
ze dlugo§é rzedu n jest po prostu n-krotnofcia dlugodei rzedu 1.

3. Opisze teraz nowe pojeci¢ przyblizonej dlugosci rzedu. e, gdzie e
jest dodatnig liczbg rzeczywista. Konwencjonalnym parametrem nowej
dlugosci bedzie wige dlugo§é odeinka. Diugodé rzedu e bedzie juz funkejo-
natem ciggtym tuku i bedzie w sposéb ciagly zalezeé od liczby e. Diugosé
rzedu ¢ nie ma wad, jakie wyzej zarzucatem dlugodci rzedu n. Dokladme]-
szy opis tego pojecia mozna znaleZé w m0]e]
pracy [3].

W pracy [2] okreflilem . zbiér. 4,(X), tj.
e-aureole luku X, jako zbiér wszystkich punktéw
plaszezyzny odleglych od luku X nie wiecej
niz o &: :

(2) A(X) = [El(=, X) < ¢], L ZV-186
* | Rys. 4

gdzie [ jest symbolem Lebesgue’a, a (%, X)
oznacza odleglo§é punktu z od tuku X, czyli odlegto§¢ punktu « od naj-
blizszego punktu luku X. =
Przez a{X) oznaczymy pole zbioru A,(X). Rysunek 4 przedstawia
e-aureole luku X. Sklada sie ona, jak widaé, z pasa o szeroko§ci 2¢ ota-
czajacego tuk X .oraz z dwéch poélkoli o promieniu e. ,
" Dlugosé rzedu s luku X oznaczam symbolem L (X) i okreflam naste-
p’ula,eym wzorem :
2
© | L(x) = “—“%—}’—“—

Dia luku przedstawionego na rysunku 4 diugodé rzedu e jest wiee polem
pasa otaczajacego tuk X (pole s-aureoli pomniejszone o pole dwéch péi-
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koli) podzielonym przez szeroko§é tego pasa. Gdyby luk X byl odcinkiem
prostej, pas ten bylby prostokatem o szerokofci 2: i o dlugosci Téwnej
dlugodei Tuku X (odcinka). Pole pasa nie ulegnie zmianie, jefli uk X
bedziemy zginaé, byle nie za bardzo, tj. tak, zeby promien krzywizny
luku X byl wszedzie nie mniejszy niz e. Dla takich lukéw definicja (3)
jest intuicyjna i dlugofé rzedu & jest réwna zwyklej dlugosei.

Okazuje si¢ (patrz [3]), ze dlugodé rzedu ¢ jest funkejonatem cladglym
luku, tj. jesli luk X lezy blisko tuku Y, to dlugodei rzedu ¢ tych lukéw
mato si¢ réznig. Diugoéé ta jest funkcja ciggly i malejgcy ze wzgledu na
zmienny &, tzn. Ze jesli ¢ maleje — dlugo§é rzedu ¢ wzrasta (nie maleje)
i na odwrét. Przy tym, jesli e zmieni si¢ nieznacznie, dlugo§é rzedu e
albo nie ulegnie zmianie, albo zmieni gi¢ réwniez nieznacznie. 7

W pracy [4] opisalem zbiory e-wypukle. Xuk jest s-wypukly, jesli
po obu stronach tego tuku mozna przetoczyé kolo o §rednicy e. Innymi
slowy: tuk jest - wypukly jesli ma w kazdym punkcie promieri krzywizny
nie mniejszy niz je. Dla krzywych 2e-wypukiych o koricach odlegtych
co najmmiej o 2¢ dlugodé rzedu & jest réwna dhugosei klasyeznej. Dla
innych krzywych dlugosé rzedu ¢ moze byé mniejsza dd klasyeznej (lub
réwna).

Rysunek 5 przedstawia odeinek o dtugodei & = 5 mm i huk X, ktéry
nie jest 2e-wypukly (linia ciggla). Cienks linig ciagly narysowano e-aureole

X

L1 Y

Rys. 5

laku X, Jak Wymka z wzoru (3), kaidy tuk, ktérego s-aureola réwna
jest A,(X), ma t¢ samg dlugodé rzedu ¢ co luk X. W szezegblnodei, gdyby
si¢ udato narysowaé luk Y 2e-wypukly i o e-aureoli réwnej A4,(X), kla-
syczna dlugoéé tuku Y bylaby réwna jego diugoefci rzedu ¢ i réwna diugosei
rz¢du ¢ luku X. UmielibySmy zatem pokazaé¢ tuk Y aproksymujgey
dany huk X (lezaey w 4,(X)), ktérego klasyozna dlugodé bylaby drugodeis
rzedu ¢ nku X, Niestety, taki luk Y na ogét nie istnieje,  Mozemy tylko
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- wpisaé 2s-wypukle tuki ¥ w ten sposéb, zeby bylo 4(Y) C 4(X). Jeden

taki fuk ¥ ze swag g-aureoly jest na rysunku 5 narysowany linig prze-
rywang. Wiadomo woéwezas, ze L(X) > L(Y) = L(Y), gdzie ten ostatni
symbol oznacza diugo§é klasyezng. Umiemy wige narysowaé lk Y
aproksymujgcy mierzony luk X, o dingodei klasycznej mniejszej od L,(X)
o réznice ¢. Réznice t¢ latwo oszacowaé; jest nig mianowicie podzielona
przez 2¢ ta cze§é pola zbioru A,(X), ktéra nie jest pokryta a-au_reolae
hku Y, czyli (e(X)— G(I’))/Za .

Dlugodé rzedu & zawiera konwengona.]ny parametr & oznaczajacy
dokladnofé dlugofei, tzn. wyznaczajacy réznice miedzy dlugofcig klasy-
czny (fukéw prostowalnych) a diugodcig rzedu e. Pisalem wyzej, ze luki
0 niezbyt duzej krzywiznie (o promieniu krzywizny nie rmiejszym niz &)
maja dtugosé rzedu e réwng klasycznej. Mozna to rozumieé tak, ze dlu-
goié rzedu ¢ mierzy luki niezbyt krzywe dokladnie, a inne tuki w sposéb
przyblizony; przy czym biad przyblizenia jest tym wiekszy, imi bardziej
krzywe sg luki mierzone. Dla Iukéw nieprostowalnych blad ten jest nie-
skoniezenie wielki, gdyz dlugo$é klasyczna takich lukéw nie istnieje (jest
nieskoficzenie wielka), a dlugo§é rzedu ¢ jest skonczona. Stagd widaé, ze
wiasciwy blad, ezyli réznica miedzy dlugofcig klasyczna a diugoscia rze-
du &, nie powinien byé miernikiem dokladnosei pomiaru, gdyz blad ten
zalezy nie tyle od &, co od luku. Dla tukéw nieprostowalnych blad ten jest
niegkoriczony (niezaleznie od &), a wige dla lukéw empiryeznych jest
nieokre§lony. Mozna si¢ uméwié, ze miernikiem dokladnodci bedzie sto-
sunek % = ¢/L(X) (pomyst H. Steinhausa). Gdy ¢ bedzie malato, dlugodé
rzedu e (tj. mianownik) bedzie wzrastala, a zatem stosunek ten bedzie
réwniez malal. Mozna zazadaé konwencjonalnie, aby do pomiara dlugosci
tuku X uzywaé diugodci takiego rzedu e, zeby stosunek % byl nie wiekszy
od 10°/, lub 5°/,. Mosna tez liczbe ¢ obraé w inny sposéb, bardziej przy-
rodniczy, analizujae, jakie drobne zakrzywienia luku mozna” odrzuecié
(zgeneralizowaé) bez szkody dla rozwazanego zagadnienia. Jefli zdecy-
dujemy sie odrzucaé zakrzywienia o promienin mniejszym niz s, to wiasnie
dtugoéé rzedu & bedzie wladciwg diugoscia do pomiaru takich empiry-
oznych lukéw. Do tego zagadnienia powrécimy jeszeze przy omawianiu
generalizacji.

.~ Diugoéé rzedu ¢ ‘ma wiee wiasnodel, jakich nalezy zgdaé od empiry-
cznej dlugodei. Jest ona funkcjonatem cigglym, czyli catkowieie usuwa
paradoks dlugodci polegajacy na tym, ze blisko luku krétkiego mozna
znale4é tuk bardzo diugi. Dla tukéw 2s-wypuklych dilugofé rzedu & jest
réwna dugosei klasycznej, a dla innych lukéw jest od klasycznej mniej-
sza i powigksza sie w sposéb ciagly, gdy zmniejszamy e. Jefli tuk jest
prostowalny, to przy zmniejszaniu & do zera dlugo§é rzedu ¢ dazy do
Atagogei klagycznej. Diugo$é rzedu ¢ mozna w pewnym sensie traktowaé
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jako przyblizenie dlugo§ci klagyeznej i mozna konstruowaé dla mierzonego
luku inny luk, ktérego dlugoéé klasyczna jest bliska (blad mozna oszaco-
wadé) dlugosci rzedu & mierzonego tuku. Parametr dlugoéci, a mianowicie &,
mozna dobraé do luku lub do zagadnienia w sposéb przyrodniczy. Ma to
zwigzek z generalizacjy tuku. W nastepnych czeSciach pracy opisze latwy
przyrzad do pomiaru dlugofei rzedu e&.

4. Rysunek 4 przedstawia tuk X i jego e-aureole. W mysl wzoru (3)
na to, zeby wyznaczy¢ dlugodé rzedu e tego luku, trzeba wyznaczyé a,(X),
czyli pole g-aureoli luku X. Mozra to zrobié za pomocs tzw. planimetru
punktowego (patrz [7]). Jest to plaski uklad punktéw regularnie roz-
mieszezonych, jak np. uklad punktéw kratowych (patrz rys. 6), tj.
punkt6w o wspélrzednych (am, an), gdzie m i n s liczbami catkowitymi,
a a jest dowolnie obrang (dla catego ukladu) liczba rzeczywista, lub uklad
wierzcholkéw siatki tréjkatowej o boku b (patrz rys. 7). Kazdemu takiemu

) ! r?..’ ] . - L] l . .
— (%[
« a2 ¢
| . .
- - L
ZM-188
Rys. 6 Rys. 7

regularnemu ukladowi punktéw odpowiada podzial plaszezyzny na fi-
gury regularne, ktérych frodkami sg punkty ukladu. Figury te naryso-
Wano na rysunkach 6 i 7. W przypadku punktéw kratowych sg to kwa-
draty o polu a?, a w przypadku siatki tréjkatowe]j 85 to szesoioboki o polu
3V3p.
Planimetr punktowy jest to ukiad punktéw regularnie rozmieszcezonych
na arkuszu przejrzystego papieru. Arkusz ten nakladamy na mierzony
zbiér A (rys.8) i liczymy iloé punktéw trafiajgcych
w zbiér A. Pole zbioru A jest réwne oczekiwanej
 ilofei tych punktéw pomnozonej przez pole odpowie-
* dniej figury. Oczekiwang ilo§é punktéw trafiajacych
w zbiér A mozna wyestymowaé za pomocy Eredniej
. . . arytmetycznej z kilku losowych nalozern planimetru
7M-io0] Dha zbiér A. Z twierdzenia Jarnfaka-Steinhausa (patrz
“Rys. 8 [8]) wynika, ze blad wzgledny pomiarz wykonywanego
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planimetrem punktowym jest wprost proporcjonalny do dlugogei luku
ograniczajacego mierzony obszar, a odwrotnie proporcjonalny do pola tego
obszaru (przy czym jednostks ma byé liczba a). Jesli a zmniejszymy g-krot-
nie, dlugosé tuku powiekszy si¢ g-krotnie, a pole obszaru ¢’-krotnie. Wobec
tego blad wzgledny pomiaru zmniejszy sie g-krotnie. Im gestszy zatem
jest uklad punktéw kratowych (podobnie tréjkatowych), tym wydaj-
niejszy jest planimetr, tzn. tym dokladniejszy jest pomiar wykonany tym
planimetrem.

Tak wiec pomiar pola A wykonamy w nastepujacy sposob. Planimetr
punktowy (kwadratowy o boku a lub tréjkatowy o boku b) nakladamy
k-krotnie na obszar A i liczymy ilo§é punktéw trafiajacych w obszar A:
przy pierwszym natozeniu n, , przy drugim u,, ..., przy k-tym n,. Oznaczmy

N = M+ No+...4 Ny
pole obszaru 4 wyniesie wowezas
%a”, jesli uklad punktéw jest kratowy,
lub

—— b?, jedli uklad punktéw jest tréjkatowy.

Z wzoru (2) wynika (rys. 9), 4e punkt P trafi w A (X) wtedy i tylko
wtedy, gdy kolo o promieniu ¢ i o §rodku w punkecie P trafi luk X. Pozwoli
nam to- mierzyé pole 4,(X) z rysunku, na ktérym narysowany jest tylko
luk X' (rys. 10). Wystarczy mianowicie w planimetrze punktowym za-

OXOICRCRCION
0N OX@
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OQOG@Q COO0OOO
ZM-182
Rys. 9 Rys. 10

stapié punkty kétkami o promieniu . Rysunek A (na przejrzystej wklejce)
Przedstawia taki przyrzad oparty na planimetrze punktowym kratowym
0 boku kraty a = 10 mm i dla ¢ = 5 mm. Rysunek B przedstawia taki
Przyrzad oparty na siatce tréjkatowej o boku b =8mm i dla
¢ =4 mm. Takim arkusikiem nakrywamy luk X i liczymy ilo§é kélek
trafiajgcych luk. Ta ilo§é (oczekiwana) pomnozona przez a? przy krato-
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wym ukladzie kélek, a przez 1V3b? pray tréjkatowym, bedzie réwna

a(X), tj. polu s-aureoli tuku X. Dla lepszej estymacji oczekiwanej ilogci
kélek trafiajacych w luk X, nalezy pomiar powtdrzyé k-krotnie. Ligczng
ilo§¢ kotek trafiajagcych w luk X przy wszystkich & pomiarach 0Znaczymy
jak wyzej przez n i postugujac sie wyzej napisanymi wzorami, otrzymamy
z wzoru (3) nastepujaey:

2
_ sl — dla ukladéw kratowych,
4 I ) 2ke 2 :
() N P -
e 3¢ dla ukladéw tréjkatowyeh.
€

Dobierzemy teraz we wzorach (4) state’a, b i k do réznych &, tak zeby
przyrzad byl wydajny (efektywny) i wygodny. Przyrzad nasz bedziemy
nazywali krétko e-longimetrem (o ukladzie kratowym lub tréjkatowym).
7 tego, ze planimetr o gestszym ukladzie punktéw jest wydajniejszy, wy-
nika, ze im gestszy bedzie uklad kélek, tym e-longimetr bedzie wydaj-
niejszy. Longimetr na rysunku 10 jest mniej wydajny niz na rysunkach
A i B (na wklejkach), gdyz kélka longimetru nie stykajy sie na rysunku 10,
a stykaja sie¢ na rysunkach A i B. Mozna by rozmiedcié kétka longimetrn
jeszeze geSciej niz na rysunkach A i B, ale wowezas kétka zachodzilyby
jedne na drugie i postugiwanie si¢ taklm- longimetrem byloby niewygodne.
Najlepszy wiec bedzie longimetr o stykajgeych sie kétkach, o a = 2&
w ukladzie kratowym i o b = 2¢ w ukladzie tréjkatowym.

W ukladzie kratowym wspélezynnik przy # we wzorze (4) przy-
bierze postaé a’/2ke = 2¢/k. Jesli teraz dobierzemy k = 2e, gdzie ¢
wyrazimy w odpowiednich jednostkach diugosei (np. w. milimetrach),
otrzymamy jednos$¢ jako wspélezynnik przy n we wzorze (4). Przybierze
on woéwczas postad

(5) L(X) = n—}me.

Tak np. na rysunku A pokazany jest e-longimetr dla ¢ — 5 mm. Bok
kraty wynosi a = 2¢ = 10 mm, a ilo§é powtérzen pomiaru k = 2¢ = 10.
Odjemnik ine = 7,854 ~ 8. Przepis na pozma,r dlrugoécl rzedu e = 5mm
luku X jest bardzo prosty: ‘

" Longimetr nakladamy losowo 10 razy na hlk Xi hczymy laczng ilogén
kélek trafisjacych w tuk X. Od tej ilo§ei 7 odejmujemy 8 i otrzymujemy
#fagosé reedu 5 mm tuku X w mm. W podobny sposéb mozns dobraé
liezby a'i k dla dowolnych &, bedacych wielokrotnogeiami poléwki. Lioczby
takie otaz odjemniki re dla régnych s podano w tablicy 1:
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TABLICA 1
811,522,5345‘681015‘203050
State
a 2 3 4 5 6 8 10 12 16 20 30 40 60 100

k 2 3 4 5 6 8 10 12 16 20 30 40 60 100
dme |2 2 3 4 5 6 8 9 13 16 24 31 47 79

Kazda kolumna tej tablicy; przy & wyrazonych w dowolnych jednostkach
dlugofei, pozwala skonstruowaé odpowiedni e-longimetr. Tak np. longi-
metr na rysunku A jest skonstruowany za pomocg kolumny, ktorej
pierwszg liczbg jest 5.

W ukiadzie tréjkatowym wspdlezynnik przy = we wzorze (4) jest
b3, [4ke, czyli po podstawieniu b = 2¢ bedzie’ on réwny &V/3 [k. Bedzie
on réwny jednodei dla & = 81/3 co wobec tego, ze k (ilo§¢ powtérzen
pomiaru) musi byé liczbs naturalng, daje mozno$é konstrukeji réwnie
wygodnego longimetru tylko dla niektérych e. Na przyklad e-longimetr
o ukladzie tréjkgtowym pokazany na rysunku B ma kétka o promie-
niu ¢ = 4,03 mm. Jest to liezba dobrana do relacji 4,05V/3~ 7 = k.
Odjemnik }re wynosi tu 6,37 ~ 6. Przepis postugiwania si¢ tym-longi-
metrem jest wige taki: Diugo§é rzedu ¢ = 4,05 mm hiku X otrzymamy
nakladajge siedmiokrotnie (losowo) longimetr na hik X i od lgeznej ilogei
kélek trafiajacych luk odejmujgec 6. W podobny sposéb mozna dobraé
inme uklady liczb dla s-longlmetréw o ukladzie tréjkatowym. Sap one
zawarte w tabhcy 2

TABLICA 2

1,15 1,78 2,31-2,89 4,056 5,78 8,67 11,56 14,4 28,9 57,8

b 2,30 3,46 4,62 5,78 8,10 11,6 17,3 23,0 28,8 57,8 115,6
k 2 3 4 5 7 10 15 20 25 50 100
tne |2 -3 4 5 6 9 14 18 23 45 91

W przepisie poslugiwania si¢ longimetrem (A lub B) zalecalem
k-krotnie losowo naklada¢ longimetr na luk. Zamiast losowo, mozna
longimetr nakladaé systematycznie, co w pewnych przypadkach jest
wskazane. W tym celu w §rodku longimetru mozna narysowadé k-ramienng
gwiazde (na longimetrze A 10-ramienng, na longimetrze B 7-ramienng).
Obok mierzonego luku naleZy narysowaé odcinek i zaznaczyé jeden
z jego koticéw. Nastepnie nalezy longimetr nakladaé na mierzony luk
tak, Zeby Srodek gwiazdy przypadl na zaznaczony punkt, a kolejne ra-
miona gwiazdy na odeinek narysowany obok luku. Przy i-tym pomiarze
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i-te ramie gwiazdy powinno si¢ nakladaé na ten odcinek. W tym przypadkun
mozna nie zapisywaé poszczegélnych iloei n; kélek longimetru trafia-
jacyeh w luk przy i-tym nalozeniu longimetru. Wystarczy liczby n;
odkladaé¢ od razu na liczydle, a po dokonaniu wszystkich ¥ pomiaréw
(po obejécin calej gwiazdy) nalezy odjaé¢ wskazany odjemnik. Odczytuje
sie z liczydia od razu dlugo$é rzedu ¢ mierzonego tuku.

5. Opisany wyzej pomiar e-longimetru daje, jak juz wiemy, dilugosé
rzedu & tuku X. Jeéli luk X jest 2e-wypukly i ma konrce odlegle co naj-
mniej o 2¢, to dlugodé rzedu ¢ jest réwna dlugosei klasycznej. Jefli jednak
ik X nie jest 2e-wypukly, tj. w niektérych miejscach ma promien krzy-
wizny mniejszy od ¢, dlugofé rzedu ¢ jest wielkoseig nows, ktérg konwen-
cjonalnie przyjmuje za diugosé. Poniewaz o empirycznych lukach nie
mozna stwierdzié, jak to wspomnialem poprzednio, czy sg prostowalne
czy tez nie, wige tym bardziej nie mozna stwierdzié, czy sg one 2&-wy-
pukle. Mozna wiec uwazaé, ze dla wszystkich lukéw empu-ycznych diu-
goéé rzedu ¢ jest nows konwencjonalng miarg.

Struktura lukéw empiryeznych moze byé bardzo kapryfna. W pracy
[4] zwracalem juz uwage na potrzebe upraszczania empirycznych zbio-
réw i zaproponowalem do tego celu operacje c-uwypuklania. Zastosu-
jemy te operacje do uproszczenia geometrycznej struktury tuku. Empi-
ryczny luk interesuje nas zazwyczaj jako granica dwéch obszardw, jak
np. brzeg ‘morza, lifcia, brzytewki, tj. granica miedzy obszarem morza
i ladu, lifcia i tta, brzytewki i tla. Gdyby interesowal nas luk, ktéry nie

jest taka granicg, moglibyS§my sztucznie po-

@ prowadzié np. kolo przez koince luku, a utwo-

A rzyltyby si¢ dwa obszary, na ktére nasz luk
_-\W dzieli kolo (tarcze kota).

8 Niech wiee 4 i B bedg dworha obszarami

7i-193] rozgraniczonymi lukiem X (rys. 11). Przez

Rys. 11 C,.(4) oznaczalem w pracy [4] 2e-uwypuklenie

obszaru A, czyli najmniejszy zbiér 2e-wypukly

zawierajacy obszar A. Mozna go na.zwaé e-generalizacjq obszaru A.

Brzeg tego zbioru, a raczej te jego czeéé, ktéra zawarta jest w domk-

nigtym obszarze B, bede oznaczal przez G(A/B) i deQ nazywat e-zgene-

ralizowanym brzegiem obszaru A w obszarze B:

(8) | G,(4/B) = BFr(C,,(4)).

Yk G(4/B) jest narysowany na rysunku 11 linig przerywang. Moina.
go skonstruowad w nastepujacy sposéb. Po luku X toczymy od strony
obszara B kolo o promienin s, Obwiednia wszystkich polozet kola sklada
gig:2 dwdch galezi; e-zgeneralizowanym brzegiem obszaru 4 w obszarze B
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bedzie ta galaZ obwiedni, ktéra lezy blizej luku X. W przypadku gdy
obszar A jest 2¢-wypukly, G (4/B) pokrywa sie z lukiem X. _ _

Analogicznie przez G(B/4) oznaczam e-zgeneralizowany brzeg obszaru
B w obszarze A. Otrzymamy go toczagc kolo o promieniu & po luku X
od strony obszaru 4. Na rysunku 12 narysowano linig grubg luk X,
a liniami cienkimi luki G,(4/B) i G(B/A). Oba obszary 4 i B réwno-
czefnie sg 2s-wypukle wtedy i tylko wtedy, gdy luk X jest 2e-wypukly.
Woéwezas tuki G(4/B) i G(BfA) pokrywajs sie z lukiem X. Jefli tylko
jeden z obszaréw A lub B jest 2e-wypukly, to jeden z tlukéw G.(4/B)

A-morze
6w X
‘27 r/
// A
2 ,,{ /// 7 :
2 f"ﬁég ‘ A
/.y’// 7 Q—(A/B) (\_ ”
Z
6(A.8) 8-lqd TR
|ZM-184]
Rys. 12

lub G(B/A) pokrywa si¢ z tukiem X, a drugi jest rézny. Jeli wreszcie
saden 'z obszaréw 4 i B nie jest 2s-wypukly, to wszystkie trzy luki ss
rézne. W ostatnich dwéch przypadkach, tzn. jesli tylko luk X nie jest
2¢-wypukly, miedzy lukami G(A/B) a G,(B/A) zawiera si¢ pewien obszar
dwuwymiarowy, a mianowicie obszar (,(X). Obszar ten nazywam
s-zgeneralizowanym brzegiem obszaréw A i B: -

G(4, B) = 0,(X).

Oto przyrodnicza mterpretae]a tych okreflen. Wyobra.imy sobie,
%e obszar A jest morzem, a B ladem i rozwasmy granice miedzy morzem
a ladem (rys. 12). Ograniczymy si¢ do-stanu w jednej chwili, ezyli nie
bedziemy rozwazali zmian wywolanych przyplywami czy nadbieganiem
fal. W okreflonej chwili wykonamy na przyklad serie dostatecznie do-
kiadnych zdjeé fotograficznych. Ale i wtedy, jak wiemy, brzeg bedzie
rozgraniczal poszczegélne ziarna piasku od wody oplywajacej te ziarna,
a przy wigkszej dokladnosci bedzie krzywg jeszcze bardziej skompliko-
wang. Otz e-zgeneralizowanym brzegiem lgdu w morzu bedzie nagtepujacy
huk: Na morzu ulozymy plaskie kolo o promieniu &, ptywajace po wodzie.
Tym kolem bedziemy sig starali plynaé jak najblizej ladu, to znaczy tak, -
ze w kazdej chwili bedziemy dotykali ladu co najmniej jednym punktem
naszego kola, ale kolo stale bedzie caly powmrzchm& na wodzie. Zatoki
wezsze niz 2¢, tj. takie do ktérych sie nasge kolo nie dostanie, zostana
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zaliczone do 2¢-uwypuklenia ladu, a linia, po ktérej toezyé sie bedzie
nasze kolo bedzie obwiednig owego kola we wszystkich polozeniach, ezyli
bedzie s-zgeneralizowanym brzegiem lagdu w morzu.

Podobnie jedli kolu pozwolimy poruszaé sie jak najblizej morza,
ale tak, zeby calg swoja powierzehnig znajdowalo si¢ na ladzie, wéwezas
nie dotrze ono do polwyspow wezszych niz 2¢ i zostana one zaliczone do
2e-uwypuklenia morza. Linia, po ktérej przetoczy sie w tym ruchu nasze
kolo, bedzie e-zgeneralizowanym brzegiem morza w ladzie. Zauwazmy,
ze te dwa zgeneralizowane luki nie pokryja sie. Yk G.(B/A4), czyli
e-zgeneralizowany brzeg ladu w morzu, pozostawi po stronie lagdu zbyt
waskie zatoki, a po stronie morza — czysta wode. Natomiast tuk G(A4/B)
pozostawi po stronie morza zbyt waskie pétwyspy, a po stronie lgdu —
suchg ziemie. Miedzy tymi dwoma lukami bedzie sie zawieral c-zgenerali-
zowany brzeg obszaréw lagdu i morza, G, (4, B) bedzie nie linig (lukiem),
lecz obszarem o pewnym polu dodatnim, obszarem skladajacym sie
z waskich zatok morskich i waskich pétwyspéw ladowych. Moga tam
wystgpié réwniez jeziora z morsks woda i wyspy o ziemi ladowej. Lecz
W obszarze tym nie- znajdziemy ani jednego skrawka ladu, ani morza,
na ktérym pomiescitoby si¢ kolo o promieniu e. :

Za pomocy s-longimetru: opisanego w ustepie 4 mozna mierzyé diu-
go$é rzedu & dwoch lukéw: c-zgeneralizowanego brzegu obszaru 4 w ob-
szarze B i e-zgeneralizowanego brzegu obszaru B w obszarze A bez ryso-
wania tych brzegéw. Oznacza to, ze pomiar lukéw G,(4/B) i G(B/A) lub
jednego z tych lukéw mozemy wykonadé majgc tylko rysunek luku X
rozgraniczajacego obszary 4 i B (lub te obszary w naturze) i e-longi-
metr. Potrzebne nam jednak jest do tego jeszeze oddzielne kolo o promie-
niu ¢ (takie jak jedno z kél z-longimetru), wyciete z tektury.

Przy pomiarze dlugoéci rzedu & luku X liezyliSmy kola e-longimetru
trafiajace tuk X. Obecnie bedziemy wéréd tych kol rozrézniali kola osig-
galne z obszaru A, osiggalne z obszaru B i nieosiggalne. Kolo s-longi-
metru nazwiemy osiqgalnym z obszaru A, je§li w obszarze A mozna
umiescié dodatkowe kolo wyciete z tektury tak, zeby miato punkty wspoél-
ne z rozwazanym kolem longimetru. Podobnie kolo longimetru nazwiemy
osiggalnym z obszaru B, jefli zdotamy dodatkowe kolo umiescié¢ calkowicie
w obszarze B i to tak, zeby mialo punkty wspblne z rozwazanym kolem
longimetru. Kolo longimetru nieosiaggalne ani z obszaru A, ani z B na-
zwiemy nicosiggalnym. Na rysunku 13 widzimy luk X dzielacy obszary A4
iB oraz e-longimetr nalozony na luk X. Kolo a tego longimetru jest
osiggalne zar6wno z obszaru A4, jak i z B. Kolo b jest osiagalne tylko z A,
kolo ¢ tylko z B, a kolo d jest nieosiagalne. Niekiedy mozemy od razu,
bez dodatkowego kola stwierdzié, czy kolo jest lub nie jest osiggalne
z jakiego§ obszaru. W niektérych przypadkach musimy poshuzyé sie
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dodatkowym kolem (z tektury), c0. oczywiscie czyni pomiar trudniejszym.
Na rysunku 14 przedstawiono przyklady latwyeh i trudnych okre§len
(w tych ostatnich przypadkach pokazane sg linig kropkowamae dodatkowe
kola).

Na to, zeby kolo e-longimetru trafito luk @,(4/B), potrzeba i wy-
starcza, Zeby to kolo trafilo luk X i bylo osiggalne z obszaru B. Rzeczy-
widcie, jeSli kolo longimetru trafia luk G,(4/B), to nie moze ani calkowicie

ZM-196

Rys. 14

leze¢ w obszarze A, ani calkowicie leze¢ w obszarze B; stad wynika, ze
musi ono trafia¢ luk X rozgraniczajacy obszary A i B. Jefli dalej kolo
to trafia tuk G,(4/B), to zawiera punkty zbioru C,,(B), ale punkty tego
zbioru maja te wlasnodé, ze do kazdego takiego punktu mozna dobraé
kolo o promieniu ¢ lezgce catkowicie w obszarze B. A wiee koto longi-
metru trafiajace tuk G,(4/B) jest osiagalne z obszaru B. Na odwrét, jesli
kolo longimetru trafia luk X i jest osiagalne z obszaru B, to zawiera
punkty zbioru C,(B) i punkty obszaru A, wiec trafia brzeg obszaru
C,(B), czyli Tuk G,(A4/B).

Analogicznie, na to, zeby kolo a-longmetru trafilo lnk G,(Bj4),
potrzeba i wystarcza, zeby to kolo trafito tuk X i bylo osiagalne z obszaru A.

- Wynika stad nastepujacy sposéb pomiaru dtugofci rzedu & e-zgene-
ralizowanego brzegu obszaru A w obszarze B: Nakladamy e-longimetr -
ng tk X i liezymy ilo§é két longimetru trafiajgcych luk X i zarazem
osiggalnych z obszaru B. Pomiar powtarzamy k-krotnie (liczba % z ta-
blicy 1 lub 2 powinna byé zanotowana na longimetrze) i od Iacznej ilo§ei
policzonych két odejmujemy odpowiedni odjemnik }me (réwniez zanoto-
wany na longimetrze). W analogiczny sposéb mozna pomierzyé dlugodé
rzedn ¢ tuku G,(B/A). Nalezy zaznaczyé, ze luki G.(4/B) i G,(B/A) nie
muszy byé 2e-wypukle i wobec tego ich dlugo§é rzedu z nie musi byé
dtugoseig klasyezng.

Liezba ko6l e-longimetru trafiajacych luk X, ale nieosiggalnych ani
z obszaru A, ani z B, §wiadezy w pewien sposéb o wielkosei s-zgenerali-
zowanego brzegu obszaréw A i B. Mianowicie kolo takie jest nieosiggalne,
jesli lezy ocatkowicie wewngtrz zbioru -G (4, B), czyli jefli $rodek tego
Zastosowanla Matematyki IIT 18
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kola: lezy wewnatrz c-rdzenia (patrz [2], (D2)) zbioru G,(4, B). Oczeki-
wana liczba kot nieosiggalnych trafiajgeych luk X jest wige oczekiwang
liczbg punktéw trafiajacych w e-rdzen zbioru G (4, B), czyli bedzie
proporcjonalna do pola e-rdzenia zbioru G,(4, B). Wspélezynnik pro-
porcjonalnosci zostal przez odpowiedni dobor statych sprowadzony do
jednodei. Jak widzimy, liczba nieosiggalnych két trafiajacych w luk X
jest wskaZnikiem wielko§ci s-zgeneralizowanego brzegu obszaréw A i B
(owego obszaru granicznego miedzy ladem a morzem, zlozonego z waskich
zatok i pélwyspdédw). To, ze liezba ta jest zerem, nie znaczy jednak, ze
e-zgeneralizowany brzeg obszaréw A i B ma pole réwne zeru; znaczy
to tylko, ze brzeg ten jest waski, a mianowicie, Ze e-rdzen tego brzegu
ma pole réwne zeru. :

6. Ponumerujmy kola e-longimetru liczbami 1, 2, ..., r i rozwazajmy
zdarzenie Z; polegajace na tym, ze po nalozeniu longimetru na tuk X
i-te kolo trafi luk X. Przez x; oznaczymy zmienng losows przyjmujaca
warto§é 1, gdy zajdzie zdarzenie Z;, a warto§é 0, gdy zajdzie zdarzenie
przeciwne, tj. gdy i-te kolo nie trafi tuku X. Przez & = #,+4y+...+ 2,
oznaczymy ilo§é két longimetru, ktére przy jednym nalozeniu trafity
lhk X (w ustepie 4 zmienng losowy « oznaczaliSmy przez n;).

~Gdyby zdarzenia Z; byly niezalezne i gdyby prawdopodobieristwo P
zdarzenia Z; bylo niezalezne od 4, zmienna losowa x mialaby rozklad
binomialny o §redniej rp, réwnej oczekiwanej ilo§ci k6l e-longimetru
trafiajacych tuk X, i o wariancji Bernoulliego rpq (gdzie ¢ = 1—p). Ale
zdarzenia Z; nie sg niezalezine, 83 one dodatnio skorelowane. Chodzi o to,
ze jefli jedno kolo longimetru trafitlo luk X, to prawdopodobieristwo,
ze sgsiednie kolo réwniez trafi ten tuk, jest wieksze niz prawdopodobieni-
stwo, ze dowolne kolo longimetru trafi luk X. Korelacja miedzy zdarze-
niami Z; zalezy od ksztaltu tuku X; dla jednych tukéw jest wieksza, dla
innych mniejsza. Ta dodatnia korelacja powieksza Wal'iancj@ zmiennej
losowej x, czyni j3 na.dnorma,ln@

Z drugiej strony, prawdopodobiefstwa zdarzeh Z; sa zaleine od i.
Mianowicie przy nakladaniu longimetru na luk X wykorzystuje sie za-
zwyczaj frodek longimetru i dlatego kola lezace w frodku przyrzadu
majg wieksze prawdopodobieristwo trafienia w tuk X niz kola lezgce na
brzegu przyrzadu. Wplywa to na zmniejszenie si¢” wariancji zmiennej
losowej @ (podnormalnoéé), a wielko§¢ tej zmiany zalezy od mierzgcego,
tj. od tego, czy naklada on longimetr na luk X frodkiem czy réwniez
brzegami,

Te dwa wplywy w pewnej mierze si¢ redukuja i mozna z pewnym
przyblizeniem twierdzié, ze zmienna losowa » ma wariancje normalng
rpq. Wariancja zmiennej losowej #n, ktéra jest sumg ¥ zmiennych losowych
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niezaleznych x (laczng ilodcig kot trafiajacych przy k niezaleinych nato-
Zeniach longimetru), jest wige w przyblizeniu réwna krpq, a przy duzym
longimetrze, tj. gdy r jest wielkie w poréwnaniu z oczekiwana wartodeig
zmiennej x, ¢ jest bliskie jednodci, czyli wariancja zmiennej losowej =
jest réwna krp/n. Stad wniosek, ze nalezy si¢ spodziewaé, Ze wariancja
diugosei rzedu e tuku X jest liczbg rzedu mierzonej dtugosei, a Srednie
kwadratowe odchylenie jest rzedu pierwiastka z tej dlugodei. A wiee im
wieksza jest dlugo§é (rzedu ¢) luku, tym wieksza dokladnogé (procentowo)
daje pomiar longimetrem. Jefli np. dlugo§é rzedu ¢ jakiego§ luku jest
réwna 20, to nalezy oczekiwaé fredniego bledu kwadratowego tej dtugosci
rzedu 4- 5 czyli 20°/,-25°/,. Jedli dlugosé jest réwna okolo 100, to §redni -
blad kwadratowy jest rzedu 10, czyli okolo 10°/,. Gdyby, ]a.k to wspo-
mnialem w kornicu ustepu 3, do pomiaru tuku tak dobraé e, zeby stosunek
n = ¢/L(X) byl nie wiekszy od 10°/,, to wobec tego, ze przyjmujemy
¢ 21, byloby L(X) > 10, czyli fredni kwadratowy blad *stanowilby
nie wiecej niz 30°/, dlugodei rzedu e.

- W praktyce pomiary longimetrem okazaty sie daleko dokladniejsze,
nizby to wynikalo z powyzszych rozwazan. Widoeznie wplyw réznej
roli §rodkowych i skrajnych két longimetru, zmniejszajacy wariancje,
jest daleko silniejszy niz wplyw zaleznofci miedzy zdarzeniami Z;. Stad
wynika, Ze W praktyce wariancja byla wybitnie podnormalna.

Wraz z laborantkami Instytutu Matematycznego PAN, J. Dobro-
wolskg, A. Huskowskq 1 M. Kusiakows, pomierzyliémy longlmetraml kilka-
nascie krzywych (pomiar powtarzaliSmy kilka razy, w jednym przypadku
~ 200 razy). Celem tego pomiaru bylo zbadanie w praktyce bledu systema-
tycznego i losowego pomiara réinych krzywych réznymi longimetrami
oraz zbadanie czasu potrzebnego do wykonywania pomiaréw.

W celu zbadania bledu systematyeznego, trzy osoby, A, B i 0, nato-
zyly losowo po 60 razy (kazda osoba) e-longimetr (¢ = 3 mm) na tuk 2
(rys. 18) i policzyly iloci ko6l longimetru trafiajgeyeh luk., W tablicy 3
podano szeregi rozdzieleze owych ilo§ei két trafiajacych luk 2, §rednie,
Wwariancje i rednie odchylenia kwadratowe tych ilodci.
Jak widaé, nie ma systematycznej réznicy miedzy Arednimi wynikéw
otrzymywanych przez osoby A i B. Natomiast jest istotna réznica miedzy
A i O (kryterium Studenta daje wiarogodnosé hipotezy méwiacej o nie-
istnieniu résmicy — réwnsg 0,0001). Réznica miedzy wynikami otrzy-
manymi przez B i C jest réwniez istotna. Wariancja wynikéw otrzy-
manych przez B jest istotnie wieksza (przy poziomie wiarogodnodci 1° [o)
Od wariancji A, wariancje za$ otrzymane przez A i C nie réznig, sie istotnie.

Wynika gtad, ze mozna si¢ obawiaé bledéw systematycznych obcig-

zajacych wyniki pomiaru longimetrem. W naszym przypadku skrajna
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réznica wyniosla 0,80, tj. 5°/,-6°/,. Nalezy sie tez liczyé z systematy-
cznymi réznicami bledéw, réznice te moga wymosié okolo 20°/, bledéw.

Nagtepnie zajglem sie bledem losowym. Juz z tego co pisatem po-
przednio ‘wynika, ze blad losowy zalezy w duzej mierze od mierzacego
iu osoby A byl o 20°/, mniejszy niz u osoby B. Wariancje wyniku jednego
nalozenis longimetru oznaczmy przez s*. Diugo§é rzedu 3 mm wyznaczamy

TABLICA 3

: Liczba natozen wykona-

Liczba k6t trafiajacych tuk 2 nych przez osoby

A B C

12 - 1 2

13 2 5 8

14 9 i3 24

15 29 12 15

16 15 23 10

17 4 4 1

18 — 1 —

19 1 1 —_
Srednia liczba két 15,23 | 15,20 | 14,43
Wariancj_a ‘ 1,02 1,78 - 1,16

' Srednie odchylenie kwadrato-

~ we fredniej ' 0,13 0,17 0,14

z sumy szefciu wynikéw, czyli wariancja dtugodci rzedu 3 mm bedzm
wariancjg sumy szefciu zmiennych losowych niezaleznych o wiariancji s*,
czyli 6s® (staly odjemnik nie zmienia wariancji). W tablicy 4 podano §rednie
dlugosci rzedu 3 mm Iuku 2 otrzymane przez osoby A, B i O, érednie
odchylema, kwadratowe tych dlugodci obliczanych z szefciu narIOZeﬁ
i te same odchylenia Wyrazone w procentach dhigofei huku.

"TABLICA 4

A | B | C

Srednia dtugo&é rzedu 3 mm luku 2 |86,7 |86;56 | 81,9

~ Srednie odechylenie kwadratowe dlu-
goéei otrzymanej z 6 nalozen 2,47 8,22| 2,62

To samo odchylenie w %, 2,9 | 3,7 | 3,2

Na poczatka mmejszego ustepu obhczyhémy, e w przypadku normalnej

wariancji to frednie odchylenie kwadratowe powinno byé rzedu V90 ~ 9,5,
& wiec empiryczna wariancja pomiaréw rzeczywiscie jest pod.normalna
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 Blad losowy pomiaru (§rednie odchylenie kwadratowe) mozna esty-
mowaé na podstawie ]édnego pomiaru zlozonego z 6 nalozeni longimetru
0 &= 3 mm, Oczyw:[éele blad ten bedzie wyestymowany z mniejszg
dokla,dnoém@, lecz ‘dla celéw poréwnawezych to wystarezy.

Rysunek 15 przedstawia 10 likéw. Na kazdym z nich dokonano
dwukrotnie pomiaru dlugo$ci rzedu 3 mm, 5 mm i 8 mm odpowiednimi
longimetrami. o ukladzie kratowym. Wyniki podano w tablicy 5. Mozna
w niej przefledzié, jak zmniejszaja sie dlugodci coraz to wigkszych rzed6w
(¢ = 3,5,8 mm) lukéw réznej krzywizny; od najwiekszej (tuki 1 i 2)
do najmniejszej (tuk 8). Luki 9 i 10 byly szczegélnie krétkie. W ostatnim
wierszu podana jest diugo§é L(X) tych krzywych, pomierzona metods
kroczkéw. Metoda ta polega na liczeniu maltych kroczkéw robionych
wzdiuz tuku ostrzami odmierzacza (rozpigtosé ostrzy ustalona jest §rubg).
Dlugosé kroczka okreéla si¢ przez vdmierzenie 100 kroczkéw wzdluz
prostej. Jak mdaé tuki o dostatecznie malej krzywiZnie maja dlugofé
rzedu & bardzo zblizong do dlugodei otrzymanej metoda kroczkéw.
Litery A i B oznaeczaja osoby wykonujace pomiary. Podaje wyniki obu
0386b po to, zeby mozna bylo zobaczyé réznice miedzy dwoma pomiarami
- (kazdy skladajgcy sie z sze§ciu nalozen) wykonanymi przez rézne osoby.

TABLICA 5

~_ Luk

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Dlugoétx :

A 69 87 145 135 165 158 64 58 28 10

LX) g g7 86 145 138 175 166 65 63 20 10
Igx A |61 79 132 132 168 163 656 56 20 11
®'B |54 75 121 128 174 171 61 60 20 13

x 56 63 111 107 166 159 66 57 21 11
Tl )B 61 69 106 111 158 162 66 58 20 9

L(X) 76 106 151 138 176 171 65 58 22 10

Jak widaé z tej tablicy, pierwsze trzy tuki majg dlugodé rzedu 3 mm,
mniejszg od dlugodci pomierzonej kroczkami. Diugogé rzedn 5 mm tych
luk6éw jest mniejsza od dtugodci rzedu 3 mm, a jeszeze mniejsza jest diu-
208¢ rzedu 8 mm. Nastepny hik 4 ma dlugodé rzedu 3 mm réwng dlugodci
Pomierzonej kroczkami. Natomiast jego dlugo§é rzedu 5 mm jest nieco
Mmniejsza, & dtugodé rzedu 8 mm — wyradnie mniejsza. Nastepne dwa
toki, 5 i 6, majg dlugodei rzedu 3 mm i 5 mm réwne diugofci mierzonej
h‘nezka.ml, a dligoéé rzedu 8 mm mniejszg. Wreszcie ostatnie cztery
tuki, 7, 8, 9 i 10, maja dtugosei rz¢du 3 mm, 5 mm i 8 mm réwne dlugoé(n
mierzonej kroezkam
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- Luki 9 i 10 sa specjalnie krétkie. Stosunek # = ¢/L{X) dochodzi
dla tych lukéw do 75°/, (przy &= 8 mm). Pozostate luki maja dlugosei
przekraczajace 60 mm i dla nich stosunek 7 jest daleko mmniejszy, chociaz
niekiedy przekracza 10°/,, co przyjeliémy poprzednio za gérng granice.
Mimo to bledy losowe obeigzajace wyniki pomiar6w nie sg duze. Tablica 6
zawiera stosunki 7, i wskazniki wariacji, W,, tj. procentowe bledy obcig-
zajgce dlugosei rzedu . W kolumnie oznaczonej symbolem %, podano
ilodci nalozen longimetru potrzebne do jednego pomiaru dlugofei rzedu e.
Oczywiscie gdyby caly pomiar powtérzyé n-krotnie (tj. natozyé s-longi-
metr nk-krotnie), blad gredniej dlugodci rzedu e otrzymany z tych =
pomiaréw zmalaltby Vn razy.

TABLICA 6
Luk '
1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10
ks :
6 s 44 35 21 22 1,8 1,9 47 50 13,0 30,0
W, 3,56 2,8 1,7 1,7 33 1,7 37 39 63 122
1075 8,2 63 38 38 30 31 17,7 89 250 45,0
Ws 36 36 36 21 31 1,8 22 58 95 155
16 143 13 7,1 17,5 51 50 12,1 14,0 381 72,8
W 79 57 3,0 42 36 21 55 6,0 13,2 182

Jak widaé, w przypadkach kiedy stosunek 7, nie przekracza 10°/,,
blad pomiaru nie przekracza 6°/,, przy czym tylko w dwéch przypadiach
przekracza 4°/,. Widaé dalej, ze gdy e si¢ powieksza, na ogél i biad
wzrasta, a réwnoczeénie wzrasta 7.

W tablicy 7 podano dlugosei TABLICA 7

x e-zgeneralizowanych brzegéw ob- o : ,
szardéw, na ktére dziely plaszezy- 1 2 7 8 9 1o
.zng tuki na rysunku 15. Uméwimy Diugosé

si¢ oznaczaé obszar lezacy ponad - 7. A 50 73 59 56 24 9
hikiem X przez P, a obszar lezacy B 37 62 49 56 22 11
Pod tym lukiem przez Q. Diugoéé Ly A 54 81 62 57 23 11
tuku’'G,(Q/P) oznaczymy przez L, - i ' 34 72 20 :7 zz 1;
& diugo§é tuku G,(P/Q) przez L,. Le 89 63 67 658 1
Kazda z tych dlugoétln zostala po- "B 42 54 57 54 22 12
mierzona przez dwie osoby, A i B. I ‘3 -gg gg gg g; ?g }i
Kazdy pomiar skiadat sig z & na- - A 42 49 66 61 19 10
lozen longimetru. Pomiary te sg Ls g 41 46 58 56 23 10.
Obcigzone wigkszymi bledami za- = 4 46 67 85 61 20 10
réwno losowymi, jak i systema- Ls p 42 52 57 56 19 9
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tycznymi. Osoba A otrzymywala systematycznie wyniki wieksze niz
osoba B o okolo 4. Po wyrugowaniu tego bledu systematyecznego znaj-
duje sie, ze blad losowy stanowi okolo 5°/, mierzonej dilugofci.

- 'W tablicy 8 podaje — dla poréwnania — dlugoSei tukéw 1, 2 i 6
mierzone liniowym longimetrem H. Steinhausa. W tablicy tej podano
§rednie uzyskane z 50 nalozen longimetru kazda. Takie §rednie obciazone
sa bledami losowymi mniej wiecej tego rzedu co wyniki jednokrotnyech
pomiaréw e-longimetrem. Np. blad $redniej (z 50 nalozenn longimetru
Steinhauga) dtugosei rzedu 1 luku I stanowi 4,5%/,, a dla rzedu 8 stanowi
3,3°/, dlugo$ei mierzonego tuku.

TABLICA 8
Dlugosé rzedu
1 1 2 3 4 5 6 7 8
Luk '
1 44 62 74 78 179 80 80 81
-2 47 71 90 100 108 110 111 -111
6 77 126 153 163 168 188 168 168

Na zakonczenie podam czas potrzebny do wykonania pomiaru réz-
nych dlugoéei. A wiec na pomiar diugodei rzedu ¢ (¢ = 3,5 lub 8 mm)
ktéregokolwiek luku z rysunku 15 potrzeba dwoéch do czterech minut.
Pomiar taki (skladajacy sie z 6, 10 lub 16 nalozen longimetru) daje blad
okolo 4°/,. Dla otrzymania metodg H. Steinhausa diugofci rzedu =
takiego hiku z tg sams dokladnodcig trzeba wykonaé 50 nalozert longi-
metru, co wymaga okolo 15 minut, czyli 4 razy wigcej niz pomiar e-longi-
metrem. Pomiar metodg kroczkéw (dwukrotny pomiar i dwukrotne ozna-
czenie dlugofei kroczka) wymaga ponad 10 minut. Dokladnoéé tej metody
bardzo zalezy od ksztaltu luku. Dla lukéw o malej krzywiZnie (np. dla
hiku 6) metoda kroczkéw daje bardzo dokladne wyniki (blad stanowi
okolo 0,3°/, dlugosei), ale dla luk6éw o duzej krzywiznie dokladnoéé ZNACZ-
nie maleje (np. dla lnku I blad stanom okoto 4°/,).
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 25. 5. 1956

10. I9PKAJD (Bponuag)
"0 ,ZIJ]I{IHE QMHIJPPI'EIECHI/IX KPHBBIX
PEBOME

Jaumaa fyrd MA0CHOK KpuBOH (MnE KOPOTKO, AYTH) ABIAETCA PASPHBHHM PYHK-
" quoHAaJNoM. I103TOMY B NpPOMSBOJBHON OKPECTHOCTH RAYIHM MAJIOH JIHHH MOMHO HaWTH
APYTyl AYry, AAMHA KOTOPO# NpOM3BONbHO Goibpmras. 3T0 BHBHBAaET HEMPHATHEE
OpPaKTHYECKHAe CAEACTBHA IIPH MSMEPEHMH NIMHHK IMOUPHIECKHX nyr. Ecan usBecTHO
yCHOBHE NG KOTOPOMY COBAaHO AYry (Hamp. ed ypaBHeHWe), MOKHO CHPOCHTB, eCTh-IH
aTa Ayra cupamiuAeMolt M Kaxaa eé gumHal Ho ecam jyra BOSHAKIA BMIMPHIECKM
(gamp. Kpaift> ZuCTa MR Jie8BHA), HENLBA BEMHMCJAMTH €8 TIMHH, HE [aske NpoBe-
pHETH, CHPAMIAEMAA-1H OHA. OcMOTpHBAA Kpaik aHCcra depes Be CHIbHeHINe ONTH-
YeCKHe CHCTEeMH IOJIY4YaeM ROCJAeHOBATENBHOCTH AYT (9epr. 2), KasKmas € KOTOPHX
HAXOAMTCA HOGAABOCTH IpemHmymeit, HO CYyIeCTBeHHO pasHA mo aumme. Her CMHCTA
POBOPHTH O HIpeZese 3TOH MOCAESAOBATENLHOCTH M O AJAHE DTOro Ipejena.

T. Illratinxays, KoTopH# o6paTHa HA 5TO BHHMAHWS, HPOANOMHI HEHOTOPHIE
apubnu:ReHHEe AAAHH TOPAAKA ® (v = 1, 2,...) Upn USMEPUBAHAK N CPABHUBAHAH
AANHH DMEEPHIOCKHX AyT. IIOHATHA BTH OCHOBAHH HA TEOPHH Kpodrona. IIpocroi
npu6op, KapTouKa NpospauHcit Gymarm hapanaearHo pasrpadiena, paspemaer
ONEHMBATH JJIMHEH DPOMSBONBHONO NOPARKA sMmupmiecko#t payrm. HepgocraTrom
BTOr0 METON3 ABJIAETCA HEONPERedeHHOCTH COOTHOMECHWA MEMIY NIMHOM IOPARKA 7
a wpaccuuyecko#t puamuoit. TIpakTuuyeckm HEMB8BECTHO, YT0 0GOBHAYTAET n M KHAKHE HE-
TouHOCTH OHO HmpmumHEseT. HakoHem, OKasHBAETCHA, 4TO AJIMHA HOPAJKA N, TAK :Ke
KaK M KI4CCHYEeCKasd NNNHA, ABIACTCA DASPHBHHM QYHHIHOHAIOM.

B crarse [3] aBTOpoM omnpepexesa Oaura nopsdka & SMOAPHIECKOH AYIH,.
ocHOBaBa Ha maen Mmmkomcmoro. [InmmEa mopsajgra & pyru X ompegeaneTca mo §op-
myae (3), npuubu a{X) o6osHauaer nIocKylo Mepy muomecTsa A(X) ompeneneHsoro
Popmynot (2). OxasmBaercd, 4To [JINHA TOPAKKA & HEXPEPHBHAA H y6uBaoman
OyERmEA nepemenmoft & U, MPHTOM, AAWHA 3TA ABIACTCA HONMPEPHBHHM QYHKIMOHA-
nom pyre X. Ecim gyra X cupAMifseMa, TOTAA AJIUHA NOPAAKA & CTPSMHTCA K KIac-
cATgcKoft gamEe NPE & —> 0. Has Ayr 2e-BHOYRIHX (ep [4]), AAHEER HOPARKRA &
PEBHA KAACCHIOCHON JIJIKBG. '

Yrobu oNpegexdTh NAMEY HOPAxKa & AyrE X ciepyer ONERATH a(X). Moxuo
K ¥POMY DPUMOHWTH TOTOUHHYE HiamuMerp (wepr. 6, 7 m 8). Vs dopuyan (2) cuexyer,
IT0 TOYRA DTOTO NTAHAMETPA HONMAmaeT B MEOmecTBO A(X) TOrga W TOZBKO rorga,
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KOTJ{a KPYT C HeHTPOM B dTOH TOUKE U panuyca & mepeceder ayry X (uepr. 9). Ha arom
NPHHONNG MOCTPOCHO &-JOHTMMeTP (CP. BKIEANHINE HA HpospauHoi’ Gymare). Taxof
JIORTUMETP HAKIANHBAETCA k-KPaTHO Ha mamepaemyw nxyry X u. cumraerca obmee
YHCI0 # KPYyroB JOHTHMeTpPa Hepecexawmux nayry X (upm b mHarnagsBanuax). dop-
MyaH (4) FawT pAauEy mopaaka & AyrH X (4 m b — paccrogEmA Mem[y NEHTPaMy
KpyroB IOHTEMETPa, & — B KBajpaTHolt pemeTKe, b — B TpeyrodpHOWt pelmeTKe).
Moo Tak momoGpars mapaMeTpH @, b u k, aro6H moHrEMerp O mocTaTouHO Bdde-
KTEBHHEM # 4T0OH koadpdunumenrt npu n B dopmyae (4) paBuanca 1. B xaappdraon
pemérre AOCTHTAETCA HTOr0 IpUBENMaz bk = ¢ = 2¢ (Axa 2¢ marypaxpHpx). Iloxy-
gaercs Torpa dopmyay (5). Ha moHrumerpe sammeaHO YHCI0 b HAKIANHBAHEN JOHTH-
MeTpa Ha AYTY N BHYHTaeMoe me/2, KOTOpOe BHUMTHBaeTcA ¢ obmero amexa n Kpy-
roB JOHTHMETPA HOMABMIMX B W8MEPAEMYI0 AYTY, 4ToGH HOAyYdTh RAAMHY LOPARKA &
9TOH Hyrd.

Ha uepteme 11 mpepnBHAA INHEA NPENCTABAAET &- renepannanponannyro rpa-
HEny obnactm A B obmactm B. OnpejencHme 3TOro MOHATHS AaHO (opmyno# (6),
B roropolh Fr(X)= X (T_:;Y) oGoBHAYAET OrpaHWYEHHE MHOKecTBa X, a (gd) —
-2g-BHOYHKAYHO O0060N0YKY MHOMecTBA A. ABTOp mpejiaraeT sTo NOHATHe KAaK YTO-
4yHeHWe NOHATHA TeHepaamsanmum ynorpebisemoro Hampumep B reorpadmm. IIpm .
TIOMOIIYM e-TOHIEMETPA MOKHO Ges HoOABOYHKHX depTeselt MBMEPHTD AMARY MOPATLKA &
TAKOTO . 5-TeHEPANUSMPOBAHHON IPAHEOM OfHOM obmacTm B Apyroi, eca: Hatxepqeno :
TOABKO AYIy pasfeidsiomyn sTm obmacru.

* OunasmBaeTcsa, 4YTO CiIydaliRaA BeJIWYMHA %, 4 AMEHHO o6mes uUMCIO HPYTOB
JOHTEMETPA, DMOmANAKWIHUX B Ayry X mpm % HaxkIafslBaHUAX JOHIAMETPA Ha AYTY,
HMeeT paciipenelieHMe CpPaBHEMOe € pachmpefeineHumeM OmEOMmansHoM. Ha yBemmuenue
AHUCHEPCHR BIMAET KOPPEIANHA MEMRRIY CAYYAAME COCTOAIEMA B HOUATAHAN CMEK-
HHX KDPYIOB JOHTHMeTps B msMepsemyo ayry. Ha yMmedsimeHHe ZUCHEPCHM BIIASET
89BHCHMOCTL BEPOATHOCTH TOTO, YTO KPYI JOHTUMETPA HOHANAET B YTy, OT DACIOJO-
JMEHAA KpYyra B JoHruMeTpe. OKABHBAGTCH, YT0 IMIHPUYECKAA HACHepCHA NepeMeHHON
mogEOpMaabHa. Omum6GKA AAVHH TOPAAKA & OLNGHHBAEMON s-JIOHTAMETPOM, BABHCHT
0T MBMEPAOMEro JaNa X or opMH EYTH.

B raGmmne 6 mpexcrasmeno npomerTHHE ommbxm W, (¢ = 3, 5 1 8 MM). AAMEH
HOpARKa & jecaAtE ayr (I, 2, +es, 10) m3 wepresma 15. smeperme AJmHS DOPAZHA & .
- (cocroamee B bk HAKIAJHBAMEAX &-JOHTEMETPA) OYeHb J6rkoe M [AA OXHOR nyrm
(mamp. ¢ weprema 15) TpeGoBamo He CHONHA TOTHPEX MHEHYT.

J. PERK AL (Wrodaw)
ON THE LENGTH OF EMPIRIOCAL O URVES

SUMMARY

The length of an arc of a-plane curve (shortly: an arc) is a discontinuous funotlon-

al. Therefore, arbitrarily close to an arc of small length it is posslble to find another

are of arbitrarily great length. This causes unpleasant practical oonsequences in
measuring .the lengths of empirical ares. If we know the convention according to
. ‘whioh tlve: are.has arisen (6. g. an equation), we may ask whether the are is rectifiable
and what is its length. But if the arc has arisen in another way, empirieally (e. g.
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the edge of a leaf or of a razor blade), we are not able to calculate its length or even
to find out whether it is rectifiable. Observing a leaf edge by ever stronger optical
systems, we obtain a sequence of arcs (see Fig.2), each of which lies close to the pre-
ceding one but differs essentially from it in length. It is absurd to speak of a limit
of that sequence and of the length of that limit.

H. Steinhaus, who has pointed out this situation, suggests certain approximate
lengths of order n (n = 1, 2, ...) for measuring and comparing the lengths of empi-
rical arcs. These notions are based on Crofton’s theory. A simple device, a sheet of
transparent paper ruled with parallel lines, makes it possible to estimate the lengths
of empirical ares of any order. A drawback of this method is the weak connection
of length of order » with classical length. We do not know the practical significance
of n and we do not know what inacouracies are due to it. Finally, we find that length
of order = is a discontinuous functional, just as classical length.

In paper [3] I have defined the length of order & of an empirical arc on the
basis of Minkowski’s idea. The length of order ¢ of the arc X is defined by formula (3),
in which ¢,(X) denotes the area of the set A,(X) defined by formula (2). We find that
the length of order ¢ is a continuous and decreasing function of the variable & and
a continuous functional of the are X. If the arc X is rectifiable, the length of order ¢
tends to the classical length as ¢ decreases to zero. For 2z-convex arcs (see [4]) the
length of order ¢ is equal to the classical length.

In order to determine the length of order ¢ of the arc X it is necessary to esti-
mate a,(X). This can be done by means of a point planimeter (see Figs. 6, 7 and 8).
From formula (2) it follows that a point of such a planimeter will hit the set A4,(X)
if and only if the circle with centre at that point and radius & hits the are X (see Fig. 9).
This is the principle on which the s-longimeter is built (see the added sheets on trans-
parent paper). A longimeter of this kind is placed % times upon the are X which is being
measured and the total number » of circles of the longimeter whieh hit the are X
is counted (in % placings). Formulas (4) give the length of order ¢ of the arc X (¢ and b
being the distances between the centres of the circles of the longimeter; a — in a
square lattice, b — in a triangle lattice). It is possible to choose the parameters a, b
and % so as to make the longimeter as efficient as possible and the coefficient of »
in formula (4) equal to 1. Such is the case in the square lattice if we take k = a = 2¢
(for natural 2¢). Then we obtain formula (5). On the longimeters are marked: the
number k of placings of the longimeter upon the arc and the subtrahend 4we which
we must subtract from the total number n of circles of the longimeter which hit the
_arc which is being measured, in order to obtain the length of order & of that are.

A broken line shows in figure 11 the s-generalized boundary of the domain A
in the domain B. The definition of this notion is given in formula (8), in which

Fr(X) = X(1-X) denotes the boundary of the set X and C(4) denotes the
2¢-convex envelope of the set A (see [4]). I should like to propose this notion as
& more exact version of the notion of generalization used in geography, for example.
With the aid of an s-longimeter it is possible to measure, without any additional
dramngs, the length of order & of such an e- -generalized boundary of one domain
inside another with only the are dividing those domains being drawn.

We find that the random variable n, namely the total number of circles of the
longimeter which hit the arc X in % placings of the longimeter upon the are, has a
distribution which is comparable with the binomial distribution. The increase of the
variance is due to the correlation between the events which consist in hitting the
arc'which is being measured by the neighbouring circles of the longimeter. The de-
crease of the variance is due to the relation of the probability that a circle of the
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longimeter hits the measured arc and the position of the circle in the longimeter.
As a result it is found empirically that the variance of the variable n is subnormal.
The error of the length of order ¢ estimated by means of an e-longimeter depends
upon the person who does the measuring and upon the shape of the are. Table 6 con-
tains the percentage errors W, (¢ = 3, 5 and 8 mm) of lengths of order & of ten arcs
{1, 2,..., 10) shown in Figure 15, The measurement of the length of order & (consist-
ing in k placmgs of the z-longimeter) is very easy and takes up a little under four
minutes for one arc (e.g., the one in Fig. 15).



