S. PASZKOWSKI (Wroclaw)

ZAGADNIENIA NUMERYCZNE APROKSYMACQJI

JEDNOSTAJNEJ (I)
(O alternansie wielomiandw optymalnych)

W dalszym ciagu <a,d> oznacza przedzial domkniety, (a,bd) —
przedzial otwarty o korcach a i b, ||&]| — norme funkeji £ ciaglej w prze-
dziale (—1, 15, tj. liczbe max |£(t)|, W, — zbiér wszystkich wielomianéw

<1
algebraicznych stopnia niewiekszego niz n. Male litery laciniskie 0ZNaczaja

liczby, greckie — funkcje.

1. Pojgcia. Praca dotyczy pewnych wlasnogei aproksymacji jedno-
stajnej, ktérej podstawowe pojecia przypominamy. Przez blqd aproksy-
macji funkeji & cigglej w przedziale {(—1,1)> wielomianem v bedziemy
rozumieé liczbe [|& —y]|l. Wielomian vy, eW,, ktéremu odpowiada najmniej-
szy blad aproksymacji, tj. taki wielomian, ze 16— wull = min||&—y]|,

' W,

nazywamy wielomianem optymalnym dla funkeji ¢ w klagie W: (inw prze-
dziale {—1, 1>). Punkt te{—1, 1) nazywamy (e)-punktem wielomianu v,
jezeli w ¢ funkecja |£—y,| osiaga wartosé maksymalng, réwng [|&—y,[l;
w szezegélnosei ¢ jest (+)-punktem, jesli EQ)—yu(t) = [|E~w,)| i (—)-
-punktem, jesli &(¢)—y, (1) = —Hé—ynll. Zbiér wszystkich (e)-punktéw
nazywamy allernansem wielomianu v» (odpowiadajacym funkeji &).

Wiasnoécia charakterystyczng wielomianu optymalnego jest istnienie
7n+2 (e)-punktéw bedacych (przy ich uporzadkowanin wedlug wielko§ei)
ha przemian (+)- i (—)-punktami.

2. Zagadnienia, Wielomian optymalny dla dowolnej funkeji cigglej
najlatwiej znaleZé metods Remesa, czyli metods wyréwnywania maksi-
méw ([2], [3]). W metodzie tej konstruuje si¢ rekurencyjnie ciag {%m}
wielomianéw klasy W,, zbiezny do v,. Pierwszy wielomian tego ciagu
(oraz liczbe e,;) okrefla sie ukladem réwnan liniowych wzgledem jego
wspblezynnik6w:

E () ~ pna (uy) = (—_l)kem (k=0,1, ceey nt1);
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tu uy, s dowolnymi liczbami spelniajgeymi warunek —1 < uy < %y, <
<o <y < 1. Znajae juz wielomian v, wyznacza sie punkby
1 S Unie < Umayy < ..o < Uniinr < 1, W ktérych funkeja &— g,
0siaga na przemian minimum i maksimum, i okrefla si¢ wielomian y, ,,,,
(oraz liczbe ¢, ,,.,) za pomoca réwnan

é-(um-{—l,l‘:)—'l’u,erl(um+1,k) = (_1)k3n,m+1 (k=0,1,...,nF1).

Udowodniono, ze lim yu, = y,, Lim|e,,| = [|&—p,l, & jeli wielomian y,
m—» 0 m—oo
ma dokladnie n4-2 (e)-punkty u, < u, < ... < Up, 1, tO TOWDIEZ lim ¥, =

Metoda Remesa jest w kazdym konkretnym przypadku tym uzy-
teczniejsza, im lepiej pierwszy element ciggu {¥nm) Przybliza jego granice,
¢zyli szukany wielomian optymalny, innymi slowy, im punkty w,,, %,
ralhgy 89 blizsze (e)-punktéw wielomianu optymalnego. Wybér punk-
tow Poczatkowych powinien obyé si¢ bez rachunkéw numerycznych,
Wige praktycznie cenne 89 wezelkie informacje o rozkladzie (e)-punktéw
W przedziale przyblizania, ktére mozna uzyskaé przed konstrukeja ciggu
{'an}» Informacje te dotychczas wynikaty tylko z jednego twierdzenia
8, Bernsteina,, cytowanego w §3.2. W §4 podajemy kilka nowych twier-
d.zeﬂ- 0 (e)-punktach wielomianéw optymalnych dla pewnych funkeji
claglych, a w § 5 wyciagamy z nich wnioski praktyczne. '

.3+ Uwagi pomocnicze. 3.1. p-tym wielomianem Czebyszewa nazywa

8¢ wielomian T, (¢) = cos(parccost). Dla te{—1,1) jest [T,(t)] <1,
@ ekstremalne ‘Wwartodei, réwne —1 i 1, wielomian Czebyszewa przybiera
W p-+1 punktach

(1) o = co8((p—K)mfp) (b =0,1,...,p)

tporzagdkowanych wedlug wielkofci (oznaczenie obowigzujace w calej
Pracy). W tych punktach

Tplom) = (—1P*  (k=0,1,...,p). .

3.2. 8. Bernstein udowodnit ([1], str. 85), ze jesli funkecja & ma
(”Jf,l)'ﬂ?'ae Pochiodny i ta w przedziale (—1,1> ma staty znak, to wie-
lomian v, Optymalny dla ¢ w klasie W, ma dokladnie -2 (¢)-punkty
%oy Uy ooy Uy, takie, ze
(2) -1 =uo=0no<u1<c,;1<'ug<...<c,,,n_l<u“<c,m=un+l =1.
Przy tym, jesi £%9(t) > 0, to 1 jest (+)-punktem, a jesli £"+Y(t) <0,
% 1 jest (—)-punktem wielomianu p,. )
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3.3. Jedli p-ta pochodna funkeji ¢ istnieje i ma staty, rézny od zera
znak w przedziale (—1, 1), to wszystkie wyznaczniki postaci
19 .. S (vp)

|
-1
(3) !1 P O £() y gdzie —1<v,<ny<... <o, <1,

...........

s3 rézne od zera i maja znak zgodny ze znakiem &P (1),
Istotnie, niech

10y ... 9070 E(w,)
1o, ..o &(w,)
=l | =abtatatt... fa, #7,
1951 ... 0071 E(0p_y)
1¢ ... P

gdzie liczba a jest dodatnia jako wyznacznik Vandermonde’a punktéw
Doy D1y eeny Up_y. P-ta pochodna tej funkeji, réwna a£®, ma na mocy
zalozenia staly znak w przedziale (—1,1), wiec funkecja 5n®® (k =
=1,2,...,p—1) moze mie¢ w tym przedziale najwyzej k pierwiastkéw,
a funkcja n moze mieé najwyzej p pierwiastkéw, ktérymi sy — jak latwo
spostrzec — liczby v, vy, ..., vp_;. Pierwiastki funkeji o', ..., n®~? leza
zatem w przedziale (vy, v, ,), & dla ¢ > v,_, funkcje 7,9, ..., 5@, 4@
majy staly znak. Niech np. %(f) >0 dla t > v,_;, a w szczegélnodei
n(vp) > 0, tj. niech wyznacznik (3) bedzie dodatni. Poniewaz #(v,_,) = 0,
wige co najmniej w jednym punkecie przedzistu (v,_,, 1> jest #'(t) > 0.
Na mocy powyzszych uwag nier6wno§é ta zachodzi dla wszystkich
t > vp_,. Analogicznie, zastepujac liczby v,, v,, ..., v,_, przez pierwiastki
odpowiedniej pochodnej funkeji s, dowodzimy nier6wnofci #’(t) > 0,
ey 1P (t) > 0 spelnionych (miedzy innymi) dla ¢ > v,_,. Dla przy-
padku 7(v,) < 0 otrzymujemy uklad przeciwnych nier6wnosci. .Ozna-
cza Yo, ze wyznacznik (3), réwny #(v,), i funkeje 5P (f) = a&®(t) maja
te same znaki, czego nalezato dowie§é. :

3.4. Jedli w k-elementowym ciggu zlozonym z zer i jedynek jest j
par utworzonych przez sgsiadujace ze sobg jedynki, to w ciggu jest co
najmniej —[4(j+1—%)] zer ([#] oznacza cze$é calkowita liczby ).
Istotnie, oznaczmy przez z ilo§é zer w ciggn, liczbe jedynek poprzedzajg-
cych pierwsze w ciagu zero przez y,, liczbe jedynek lezacych w ciggu
miedzy i-tym a (i+41)-szym zerem przez y; (¢ =1, 2,...,2—1), liczbe
jedynek nastepujacych po ostatnim zerze przez y,. Poniewas y; kolej-
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nych jedynek tworzy co najmniej y; —1 par, wigc wobee yo+y,+...+y, =
= k—2 mamy nier6wnosé :

iz @i—1) = k—z—(z+1) = k—2%—1,

i=0.
skad 2 > (k—1—j)/2 i 2 = —[(j+1—k)/2], bo # jest liczba calkowits.

3.5. Aby unikngé wielokrotnego powtarzania siéw ,,co najmniej”’,
bedziemy w dalszym ciagu uzywaé zwrotu ,,funkcja 6 ma r pierwiastkéw”
oznaczajacego, 7e 6 ma ich co najmniej r (z uwzglednieniem krotnosei).
Z tych samych powodéw bedziemy méwié, Ze ¢ jest podwéjnym pier-
wiastkiem funkeji 8, je§li 8(f) = 6'(f) = 0, nawet przy &'(f) = 0.

4. Twierdzenia o alternansach. W calym niniejszym paragrafie y,
Jest wielomianem optymalnym w klasie W, i w przedziale {(—1,1) dla
funkeji &, o ktérej mowa w twierdzeniach, a punkty wg, 4y, ..., %np1,
takie e w, < w, < ... < Upy1 B2 (e)-punktami y,. Metoda dowodu
bwierdzerh 1-4 jest w zasadzie taka, jak cytowanego w § 3.2 twierdzenia
Bernsteina, ale rézni sie wieloma szezeg6lami.

TWIERDZENIE 1. Jedli (n-+1)-s2a i (n+-m)-ta (gdzie m > 1) pochodna
funkeji & istnieje i ma staly znak w preedziale {—1, 1>, to w kasdym pree-
dziale domkni@tym, ktérego koricami sq réime (e)-punkiy wielomianu v,,
lezy co najmniej jedna z liczb Cpim—1,89 Cngm—119 +o3 Cnym—1 nym—1-

Dowéd. W dowodzie bedziemy dla prostoty opuszezaé w symbo-
lach cn-[-m_],k pierwszy wskaznik.

‘ Poniewaz ¢, — Ug = —1, Cpym_1 = Uy, = 1, Wige nalezy udowodnid,
ze dla kazdego % — 1,2,...,n—1 istnieje takie I, ze u; < ¢ < ugy,-
_WySta’cmY wige wykazaé, ze jest sprzeczne z zalozeniami twierdzenia
1s.tnienie takich % (gdzie 1 <k <n—1) i I, dla ktérych zachodzilaby
nieréwnogé

(4) o < Up < Upyy < €y

Przyjmijmy by = Hf—%ll, 07 = E"""»Un—enTn+m—ly 0F = §— Wﬂ‘[—
tonlyym_y. Mamy (§7)B+™ — (§+)0+™ = +™ wiee kazda z funkeji
07, 6% moze mieé najwyzej m--m pierwiastkéw (z uwzglednieniem ich
krotnosei) w przedziale ¢ —1, 1), Niemozliwo§é nieréwnoéei (4) udowod-
nimy wykazujae istnienie n-+-m--1 pierwiastkéw funkeji 6~ lub 8+.’

Przypusémy, ze zachodzi np. nieréwnosé ‘

(5) Tn+m-1(°’t+1)(§(“}c+1)""/’n(uk+1)) > 0

i rozpatrzmy pod zalozeniem (4) i (p) funkeje 6~ (w przypadku prze-
ciwnej nieréwnofci — funkcje 8*) oddzielnie w przedziatach (wy, %e.1),
(Urp1, 1y, <—1, u). Wykazemy trzy tezy: A, B, C. '
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A. Funkcja 6~ ma jeden pierwiastek w przedziale (uy, 4z, )-
Istotnie, na mocy zalozenia (4) jest

(6) ITn+m—1(t)| < 1 dla te <uk7 'uk+l>7
a funkeja £—y, ma w punkta,ph Uy 1 Ug, moduly réwne e, 1 rézne znaki,
skad 67 (uz)d™ (ury1) < O.

B. Punkcja 6~ ma n--m—1l—1 pierwiastkéw w przedziale (wup ,,1).
Aby to udowodnié, zbadamy ciag

(7) ' 07(e41)y 07 (Craa)y -2y ‘S"(On+m—2)7 67 (1)

zlozony z n+m-—1—1 lHezb. Jezeli element J7(c;) tego ciagu jest przy
1 < n+m—1 réwny zeru, to ¢; jest pierwiastkiem podwdjnym 46-. Isto-
tnie, mamy |T,, m_1(¢;)] =1, wiec z réwnofci 07 (¢;) = 0 wynika, Ze
|E(€;)— wales)| = e, czyli ¢; jest (e)-punktem, w ktérym funkeja. &—y,
osigga ekstremum. Poniewaz ¢; jest punktem wewnetrznym przedziatu
(—1,1), wiee Tpom 1(6) = E(a)—va(e:) =0, 67'(¢) =0. Jesli dwie
sgsiednie liczby w ciggu (7), np. §7(¢;), 67(¢;,1), 83 rézne od zera, to w prze-
dziale (c;, ¢;,,) lezy pierwiastek funkcji 6. Istotnie, jedli

67(6) = &(6)— vul&s) — e Trym-1(e) = E(&) —ypale) +(—=1)""7, # 0,
6_-(%_,_1) = E(ci-}-l)—'I’n(ci+l)+(—1)n+m—1_len # 0,
to z nier6wnoei |&(c;)— va(G)l < €ny 1£(0i1)—¥u(Giy1)| < 6, Wynika,
ze liczby 6~ (¢;) i 67 (¢;,,) majy rézne znaki.
'~ Tak wige kazdemu elementowi zerowemu (z wyjatkiem ostatniego)
w ciggu (7) odpowiada podwdjny pierwiastek funkeji 67, a kazdej parze
sgsiednich elementéw réinych od zera — jeden pierwiastek tejze funkeji.
Jegli wspomnianych par jest j, to na mocy § 3.4 funkcja 4- ma w prze-
dziale (e, 1) nastepujacy liczbe pierwiastkéw:

®) Rl i TR
(9) —2[f+1_(”’;m_’“2)]+1, jeSli  47(1) = 0.

Liezba (8) jest réwna n+m—I1—2 albo n+m—I—1, w zaleznoéci
od tego, czy j—n—m--1 jest parzyste, czy tez nieparzyste. Podobnie
liezba (9) jest réwna n-tm—I—2 albo n+m—I—1, tj. funkeja 6~ ma
w przedziale {¢,,,1) co najmniej n-+m—1—2 pierwiastkéw. Zupelnie
tak samo dowodzi sig, ze - ma w przedziale {¢. 3, 1) (oczywicie, ]eéh
142 < n+4m—1) co najmniej n--m—Il—3 pierwiastk6w.

Rozwazymy teraz osobno dwa podprzypadki:
B;. 67 (a41) #* 0. Na mocy tej nier6wnosci, nieréwnosci (6) dla ¢ = u_,
i () funkeja 6~ ma rézne znaki w punktach w,; i ¢, Wige ma pier-
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wiastek w przedziale (u;_,, ¢,,). Poza tym funkeja 6~ ma nt+m—1—2
pierwiastkéw w przedziale (¢, ,, 1>, wige teza B jest spelniona.

By, 07(01) = 0. Jedli 141 =n+4+m-—1, czyli ¢, =1, to funk-
cja 0~ ma pierwiastek ¢,, i teza B jest spelniona, poniewaz wtedy
1=n+m—(n+m—1) =n+m—1—1. Jesli I+1 <ntm—1, ezyli
61 <1, to ¢,, jest pierwiastkiem podwdéjnym funkeji 6~. Poniewaz
funkeja 6~ ma n-+m—1—3 pierwiastk6w w przedziale (¢ 42y 1>, wiec
ma n+m—1—1 pierwiastkéw w przedziale {¢_.,,1), a to implikuje
teze B.

C. Analogicznie dowodzi si¢, ze funkcja 6~ ma l+1 pierwiasthéw
w preedziale (—1,u) (w B ilo§¢ pierwiastkéw byla réwna ilo§ei tyeh
liczb spofréd coy €1y ...y €uym_1, ktére 83 wieksze od u,,; podobnie
tutaj ilod¢ pierwiastkéw jest réwna iloSei tych liczb spoéréd ¢, ¢y, ...,
Cnom—1;y KtOre sa mniejsze od w;).

Konsekwencjy tez A, B i C jest to, ze funkeja 6~ ma 1+ (n+m—I—1)-+
+(1+1) = n+m-+41 pierwiastkéw w przedziale (—1, 1).

Nastepne dwa twierdzenia uzupelniajg twierdzenie 1 dla réznych
wartofei m. W dowodzie twierdzenia 2 wykorzystujemy nastepujacy

LEMAT. Jedli funkcje u © v ciagle, okreslone w przedziale {a,b> spel-
niajqg nastepujgee warunki:

1° istniejg punkty a =a,<a, <...<a;,=0b, a=a,<a, <
<. ...<a;=btlakie, sea, Fa,pray k=1lmod2), 0 <k<i,0<l <],
wlty) = (—1F dla k= 0,1,...,4, v(ay) = (=1  dla 1 =0,1,...,].

2° p®) <1 dla t #au,lr(t) <1 dlat#a,,
to funkeja pn—v ma w prezedziale (a, b) co najmniej

(10) i+4§)—1 dla i =j(mod2),
(11) (i+7)—4% dla  is%j(mod2)
roénych pierwiastkéw.

Dowé6d. Przypadek I: i = j, ezyli }(i+4j)—1 = i—1. Niech naj-
pierw ¢ bedzie parzyste. Punkty a,,, @,s, ..., @, ;_; (W ktéryeh u(t) = —1
i u(t)—»(t) <0) oraz a,,, a,5,..., @, ;_, (W ktéryeh »(t) = —1 i u(t)—
—»(?) > 0) s3 na mocy zalozenia 1° wszystkie rézne, wiee mozna je upo-
rzagdkowaé w i-elementowy cigg. Miedzy dowolnymi sgsiednimi elemen-
tami tego ciagu lezy pierwiastek funkeji u— ». Istotnie, jesli jeden z tych
elementéw nalezy do ukladu {a,}, a drugi do ukladu {a,}, to — jak juz
zauwazyliémy — funkeja u#—» ma w tych punktach rézne znaki. Jefli
zag np. liezby a,,, a,; sasiaduja ze soba po uporzadkowaniu, to funkeja
#—» ma rézne znaki w punktach a,,, a,, oraz w punktach a,,, a,,. Zatem
teza lematu jest przy ¢ parzystym spelniona.
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Niech teraz ¢ bedzie nieparzyste. i—1 punktdéw a,, a,s, ..., @, i s
@1y Bay.ey 0, 3 Dorzgdkujemy wedlug wielkofei, otrzymujge uklad
Qpy Qgy .oy G;y. ROWDi®Z 7—1 DPunktow a,e, @, ..., @, i 1y G2y By ..oy
a,;_; porzadkujemy, otrzymujge uklad b,,bsy...,0;_,. Rozumowanie

przeprowadzone dla parzystego i daje teraz nastepujacy wynik: w kasz-
dym z przedzialéw

(12) (@1, Ag)y (A2, A3)y .oy (Wpy @;_3),
(13) (bn be)r (bw bs), ey (bimzy bi.-l)

lezy jeden pierwiastek funkecji u—v, a dwa pierwiastki, jesli oba konce
przedzialu nalezg do tego samegd ukladu spodréd [a,}, {a,]. Dlatego
teza jest oczywista w dwoch przypadkach: 1° jeSli istnieje przedzial
z grupy (12) rozlaczny z przedziatem (b, b;_,) lub przedziat z grupy (13)
rozlgezny z przedzialem (a,, a;_,), co jest mozliwe tylko wtedy, gdy

(14) 4, < @y < by <by b @, <y <b, <by,

2° jefli konce ktérego§ z przedzialéw (12), (13) nalezg oba albo do ukladu
las}, albo do ukladu {a,).
Zal6zmy zatem, ze nie zachodzi 1° ani 2°. Z zaprzeczenia 2° wynikaja
zwigzki : ‘

a = min{a’ply avl}7 Ay = ma’xla’_uly a’wl})

bl = min‘auz, a;vz} ) bz = nax {aﬂg, a/'s} .
Poniewaz pierwszg z nieré6wnosei (14) mozna napisaé¢ w postaci

. max {a,,, a,,} < minfa,,, a,},
czyli
a,ul g dy2y apl g @y2y @1 < a’y?’ % g A2

wige negacja tej nierownosci oznacza, ze a,, < @, lub @, < a,,. Przy-
puéémy np., ze a4, < Quy + Wtedy mamy a,; << @,y << @, << @, czyli
a, < b, < ay < b,. Dlatego funkcja x—v» ma oprécz i—2 pierwiastkéw
lezgcyeh w przedzialach (13) (¢—1)-szy pierwiastek w przedziale
(@1 @5) = (@y, by), na ktérego kraricach funkeja ta ma wartodci o rbz-
nych znakach.

Przypadek II: ¢« = § (mod2), i # j. Rola liczb ¢, j jest symetryczna,
wiee niech np. ¢ > j. Jest prawie oczywiste, ze ilo§é réznych pierwiastkéw
funkeji u—» w przedziale (@, b) wynosi co najmniej ¢—2. Istotnie, r6z-
nica x—» ma po jednym pierwiastku w kazdym z i—2 przedzialéw
(@1 Guz)y +o-3 (@i gy @y 4_1), PODieWaZ na kraricach tych przedzialéw ma
rézne znaki. Z zatozenia przypadku II wynika, ze ¢ > j+2, skad 1 —2 >
> }+j+2)—2 = $(+)—1.
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Przypadek IIL. ¢=£j (mod2). Przypu§émy zndéw, ze ¢ > j. Wtedy
funkeja 4 —» ma po jednym pierwiastku w kazdym z i—1 przedzialéw
(Bury Bua) s ooy ( Wiy Byi1)y (B i1y @ 5) = (W 5_y,D). Twierdzae to o osta-
tnim przedzmle, korzystamy z tego, ze wobee 7 5= j (mod2) mamy u(d) =
= —»(b), tj. u(b)—»(b) # 0. Poniewaz i > j+1, wiec i—1 > }(i+j+1)—
—1 = }(¢+j)— 4, czego nalezato dowiesd.

TWIERDZENIE 2. Jesli (n+1)-s2a ¢ (n+2)-ga pochodna funkecji &
istniejq i majq stale znaki w preedziale (—1, 1), to prey é,’-‘(n“’(t) () < 0
zachodzq nierdwnoéct

(15) —1 =y =0Cpp10 < U < Cpy1g < U < ... < Uy < Cnyin << Uppy =

. = lptin+1 = 1,
a przy ECTN) EATI(4) > 0 zachodeq nierdwnosci

(16) —1= c’n—{-l,o = Uy < Cn+l,l < Uy < c'n.+1,2 <...< c1n.+l,'n. < 'u’n< c'rr.+l,n-{,-l -
- u"+1 5 1.

Dowdd sklada sie z dwoch czesci. W czefei a) wykazemy, ze

A7) e #w dla 0<1, j<ntl,
(n4+1—7d)r

n-+1

gdzie ¢; = ¢, ,; ; = cO8

w cze§ci b) za pomocyg twierdzenia 1 i nierdwnosei (17) udowodnimy
zwigzki (15) i (16). Przy tym zatozymy — co nie zmniejsza ogdélnoSei
rozwazan — ze sign{£(1)—y,(1)) =1 = Ty (1), tj. zalozymy (zobacz
§ 3.2), ze £"*(t) > 0. Na mocy okre§lenia punktéw ¢, i u, pociaga to za
soba réwnosci

(18) (—1"'* =1, (cx) =sign(é(we)—yu(we)) dla k=0,1,...,n+1.

| a) Rozwazmy funkeje 6~ = é—y,—€, Ty, 07 = &~y +6,Tpia,
gdzie e, = [|&§—pyll.
a,) Najpierw, badajac funkcje¢ 6=, wykazemy, ze zachodzg nie-
réwnosci '

19) ¢; #u; dla 0<t¢,j<ntl, ¢=j(mod2).

Na mocey (18), definicji liczby ¢, i réwnoseci uy = ¢ = —1, %, =
=€y, =1, liczby —1 i 1 sg pierwiastkami funkeji 6-. Punkt ¢; dla
0 <4< n+1l jest pierwiastkiem tej funkeji tylko wtedy, gdy ¢ = u;,
gdzie i = j (mod2). Wtedy ¢; = u,; jest pierwiastkiem podwéjnym funkeji
0~, poniewaz w tym punkcie przedzialu (—1,1) funkeje T, i &—v,
osiggaja ekstremum.

Zastosowania Matematyki IV. 4
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Whbrew (19) przypusémy, ze istnieje | > 0 punktow
(20) Ciyy Ctyy -vos Gy Bdzie 0 <@ <y <00 < <01,

takich, ze ¢, = u;, 6, = Uz, ..., Oy = U, i = f (M0d2). Jefli przyj-
miemy dodatkowo ¢, = jo = 0, ¢4, = Ji;1 = n+1, czyli ¢ = Uz = —1,
»cil+l =u]-l+l =1, to ik-{-l_ik Ejk+1—jk(m0d2) dla k:ﬂ,l,...,l.
Na mocy lematu (nieréwnosé (10)) funkeja 6~ w kazdym z przedziatéw
otwartych (¢, e;,,) (6 =0,1,...,0) ma }(is1— o)+ Girr—ju)—1
pierwiastkéw, Poniewaz 6~ (—1) = 67(1) = 0 i poniewaz na mocy przy-
puszczenia funkeja 6~ ma ! pierwiastkéw podwéjnyeh (20), wiee liczba
jej pierwiastkéw w przedziale {(—1,1) jest niemniejsza od

1
2+ 20+ Y (3o — i)+ G — i) —1) = 2421+ (1) — (1+1) =
k=0
=n+l+2 =>n+t3.

Mamy jednak (67)*+? = §0+3  wige z zalozenia o stalofci znaku £°+% (1)
wynika, ze funkeja 6~ nie moze mieé n- 3 pierwiastkéw. W ten spos6b
wykazaliémy nier6wnosé (19).

a,) Teraz, badajgc funkecje 6%, nudowodnimy, ze
(21) ¢ £u dla 0<i,j<ntl, 434§ (mod2).

Punkty ¢, = —1 i ¢,,; = 1 nie sg pierwiastkami funkeji 6*. Punkt ¢;
dia 0 < ¢ < n-+1 jest pierwiastkiem tej funkeji tylko wtedy, gdy ¢; = u;,
gdzie ¢ == § (mod2), i jest wtedy pierwiastkiem podwéjnym. Whrew (21)
przypuéémy, ze istnieje ! > 0 takich punktéw i przyjmijmy dla nich
dawne oznaczenia (20). Oznaczajac tez, jak poprzednio, ¢; = u;, ¢;, =
= Ujyy ooy Gy = Up, by = Jo = 0, G = fi; = n+1, otrzymujemy i, =
= jo (mod?2), 4, 2= jp (mod2) dla k =1,2,...,1, 4, = ji,;(mod2), skad

h—te 7= J1—jo (mod 2), 4,y — % 5= fiy—J; (mod 2),
g — % = frp1—je (mod 2) dla kE=1,2,..,1—1,

Oznaczajgc przez r, liczbe pierwiastkéw funkeji 6t w przedziale
(€i,y C5,) OtTZyMUjemy - .
7o 2 Ml —d)+Gr—Fo)) =%, 71 = (1 — 0+ G — i) — 3
(z nier6wnofei (11)),
e 2 Yo — )+ G —i)) =1  da  k=1,2,...,1—1
(z nieréwnodci (10)).
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Zatem jesli » jest liczbg pierwiastkéw funkeji 67 w przedziale (—1, 1), to

[ i
r = 214 Z e = 20+ 2 ko — )+ G — i) =l = n+141 = n+ 2.
k=0 k=0
Jest to sprzeczne z zaloZeniami twierdzenia. Istotnie, nier6wnosé » > n-4-3
Jest sprzeczna z zalozeniem stalo§ei znaku £**3(1), a z réwnosci r = n-+ 2
wynikaloby, ze signé*(—1) = (—1)"*"?signd*(1), co jest sprzeczne z tym, ze

signo*(—1) = sign(£(=1)—y,(—1)), signd* (1) = sign(&(1)— p,(1)),
sign (£(~—1)~yu(—1)) = (—1)""sign(£(1)— pa(1).

W ten sposob wykazaliSmy nierdwnosci (21), ktére razem z (19) daja
zwigzki (17).

b. Na podstawie twierdzenia 1 i nieréwnodci (17) w kazdym z n—1
przedzialéw otwartych

(22) (ul7 uz), (u27 Iu3)7 R (u"l—-l’ uﬂ)

lezy co najmniej jeden z n punktéw e, ¢,, ..., ¢,. Wykazemy najpierw,
ze w zadnym z przedzialow (22) nie mogy lezeé¢ dwa punkty ¢;, ¢;, czyli
wykazemy, ze albo e¢,€(ug, u;) = (—1, u,), albo c,e(u,, U, ;) = (U, 1).
Przypusémy, ze jest inaczej. Poniewaz w zadnym sposréd przedzialéw (22)
nie moze leze¢ wiecej niz dwa punkty sposrdd e, e, ..., c,, bo wtedy
w innym przedziale tych punktow by nie bylo, wiec dla pewnego
k musi by¢é eye(uy, Us)y ooy Cror € vy W)y Cr€(Uny Upyq) 1 Gy (Upy ey,
czyli
U << O < Gy < Wr 1y 0k+2€(uk+ 1 '"'k+2)’ vy Cne(un~1y u’n)-

Wtedy na mocy (18) funkeja 6~ ma po jednym pierwiastku w kazdym
z n+1 przedzialdéw (u,, ¢1), ..., (Ui, &)y (k) Gei1)y (Chyas Uk i1)y -y (Uny Cn)
oraz ma pierwiastki w punktach —11i 1, razem ma wiec n+ 3 pierwiastki
— wbrew zalozeniu. :

7 tego, co udowodnilismy dotgd w czesci b, wynika, ze zachodzi
jedna z dwéch nieréwnosei

(23) —l Uy <oy << Uy <<y < ove < Uy < € <1,
(24) 1< <U << U< ... << u, <1.

Rozpatrzmy przypadek (23) i funkeje & = &7 Je, = &/ep— (¥nf€n—+Tuyr)-
W punktach w,, u,, ..., %, znak funkeji é jest zgodny ze znakiem funkeji
§—y,, wigc na mocy (18) mamy signd(ux) = (—1)"""* dla k =1,2,...,n.
Poza tym mamy d(—1)= 8(1) =0, signé(e,) = —signTy,1(6n) = 1,
wige oznaczajac @ = — (9y,/én+Ty,,) otrzymujemy uklad »+ 3 réwnosci
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lihiowych wzgledem liczby e,' oraz n-+2 wspélezynnikow wielomianu
weW, ;:
o(—1)+E&(—1)e' =0,
o(m)+ E(m) ey = (=17 F o) (k =1,2,...,n),
w(cy)+ E(ea) ez = [d(e.)l,
w(1)+ £(1)e" = 0.
Z tego ukladu wynika réwno§é

1 —1 ... (=1 0 1 —1 ... (=1 &(—1)
1 wy e d™ (D)) | 1wy . ™ E(wy)
L e |
T wy . w —18(u)l 1wy W E(wy)
1 e ...* 18(cy)! 1 e .. ' Ea)
11 ...1 0 11 ...1 £(1)

Z nier6wnofci (23) i z postaci ostatniej kolumny wyznacznika stojacego
w liczniku wynika, Ze jest on ujemny. Caly iloraz, réwny e;’, jest dodatni,
wige wyznacznik stojacy w mianowniku jest ujemny. Na mocy (23)
i§3.3 dla p = n+2 oznacza to, ze £”+3(t) < 0 i &O+N(p) £+ (4) < 0,

W analogiczny sposéb otrzymujemy w przypadku (24) nieréwnosé
(1) g74+3(4) > 0. Otfrzymany rezultat mozna wiee sformulowaé na-
stepujaco: Jesli £"*1(2)£"+M(1) < 0, to zachodzi (23), czyli (15), a jesli
g N() M (1) > 0, to (24), czyli (16).

TWIERDZENIE 3. Jesli (n+1)-8za i (n+ m)-ta, gdeie m > 2, pochodna
funkeji & istnieje © ma staly zmak w przedziale (—1, 1), to prey E™V(1)x
xEMMM) <0 mie ma (¢)-punkidw widomianu vy, w preedeiale
(Onym_1,nem_2,1) = (0081:/ (n+m—1), 1)’ a pray EMN() EM(8) > 0 nie ma
ich w przedziale (—1,0q1m_1;) =(—1, —cosw/(n+m—1)).

Dowé6d. Zalézmy np., ze E"*+™(t) < 01 £"Y(#) > 0 (pozostale trzy
kombinacje znakéw £"+™ 4§ "4V rozpatruje sie analogicznie). Stad
wynika (§ 3.2), iz %,,; = 1 jest (+)-punktem vy, i 1 jest pierwiastkiem
funkeji 6 = (§—vya)/tn—Tyim_1, gdzie €, = ||E—y,|. Whrew tezie przy-
pusémy, ze w przedziale (¢,,.m_s,1) (dla prostoty piszemy ¢, zamiast
0n+m—l,k) lez‘y (G)-pllllkf: Uy wielomianu Yy tj- Cnim_zg < Up < 1. Ponie-
wai u, jest (—)-punktem tego wielomianu, wiec

d(u,) = (E(u,,)—y),,(un))/e”—Tn+m_l(u,,) = —1—Tp m_1(th),

& zatem d(u,) <0, czyli 6(u,) = —|0(u,)l.
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W punktach —1 = ¢y, €, ..., 6, m_, Mamy

6(0]6) = ('S(ck) - '/’n(ck))/en_Tn,-;-m-»](ck) = (S(ck) - 'Pn(ck)) /en_( _1)n+m—-l—k

i poniewaz |&(ci)— paler) < e,, Wige d(gr) = (—1)*"*|8(q)| dla k =
=0,1,...,n4+m—2.

Zauwazajac jeszcze, ze 6(1) = 0 1 0znaczajac @ = — (yu/ey~+Thim-1)€
€ Wpom_1, czyli 6 = &e,'+ o, otrzymujemy uklad n+m+1 réwnosei linio-
wych spelnionych przez liczbe ¢;' i n+-m wspélezynniké6w wielomianu w:

w(er)+ E(e)er = (=1 d(er)] (k=0,1,...,n+m—2),
w (%) + ‘S(un)e;l = —|6(u,)l,
w(1)+ £(1)e;" = 0.

Podobnie, jak w twierdzeniu 2, wynika stgd réwnosé

1 ¢ PRSI C Vs I CA
1ea e P (1) 8 ()
R R I
" 1ewmey .- G:i::___; I‘s(cn-*-m-l)l
1 w, R Vit — | d(u,,))|
11 e 1 0
1 ¢, ver G E(ep)
1 ¢ cee 3T E(ey)
1epmg ... G:I:nn:; E(Cnym—32)
1 u, oo URTTL B (wy)
11 . 1 &)

Otrzymany iloraz jest dodatni, poniewaz e, > 0. Dodatni jest takie
Wyznacznik stojgey w liczniku ulamka, co wynika z nieréwnodci ¢, <
LG <. <Cpyum_g <%, <1 i z postaci ostatniej kolumny tego wy-
znacznika. Dlatego réwniez mianownik powyzszego ulamks jest dodatni,
czyli (§3.3 i z zalozenia twierdzenia 3) &*+™(t) > 0 whrew przyjetemu
zatozeniu. Twierdzenie jest wige udowodnione.

Ostatnie twierdzenie tego paragrafu rézni si¢ nieco tematem od po-
Przednich. Ustala ono mianowicie wzajemne polozenie alternanséw
wielomianéw optymalnych r6znych stopni, odpowiadajacych tej samej
funkeji przyblizane;.

TWIERDZENIE 4. Dana jest junkeja & i wiclomiany y,  v,,, optymalne
dla & odpowiednio w klasach W, i W,,,. Jefli (n+1)-aza i (n+2)-ga po-
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chodna funkeji & 1siniejq © majq sialy znak w przedziale {—1, 15, u,, u,, ...

ey Uy (gdzie uy < Uy < ... < Up,;) Sq (e)-punktami wielomiany y,,
@.-Vgy Vyyovey Vpyp (gdRIE vy < 0y < ... <V .y) 8q (e)-punkiami wielomianu
Yni1y 10 2achodzi nieréwnosé '

‘-1 =’l)0 =u0<?)1<u1<7)2<u2<--- <un<vn+l<u.",+l :/Un'z :1-

Dowodd tego twierdzenia jest zupelnie analogiczny do dowodu twier-
dzenia Bernsteina — $ciflej: po zamianie w tym ostatnim » na n+1.
Roéznica polega tylko na tym, ze teraz pomocniczymi funkejami, ktérych
pierwiastki si¢ bada, sg nie funkeje &— vy, 1 —llE— v, 1T 1 1 E— i+
116~ 9a il Tnyr ([1], str. 85, wzdr (25)), ale funkeje (£ — "l’n+1)/”§ Yol —
—(E—y)lIE—wull 1 (&= vui)/lE—wurll+ (E—wa) /€ — wall.

5. Wnioski praktyczne. W praktyce wazne jest przede wszystkim'
twierdzenie 2, ktére w polgezeniu z twierdzeniem Bernsteina (§ 3.2)
daje nastepujacy

WNIOSEK 1. Jedli (n+1)-82a © (n+ 2)-ga pochodna funkeji & istniejq
i majq staly znak w preedziale {(—1, 1>, to przy E*I(HE" () < 0 zacho-
dzq 2wiqzki
(25) W€ (Copory Cuyr )  dla k=1,2 ... n,

a przy EIV)EMTA(E) > 0 wigeki
Up€(Cpprky Ck) dla kK =1,2,...,n
Wynika to wprost z twierdzenia Bernsteina, twierdzenia 2 i stad, ze

—1 = Cy 1,0 — Cpo < cn-&-l,l <ty <...< Coon_1 < (’n-pl,n < Cpy = c'nr-f-l,n-yl =1

Zmaczenie praktyczne twierdzenia 3 polega na tym, ze w pewnych
przypadkach daje dodatkowe — w poré6wnaniu z wnioskiem 1 — informa-
cje o polozeniu punktu u, albo w,, tj. drugiego albo przedostatniego
punktu alternansu. Przy zalozeniach wniosku 1 mamy mianowicie

. WNIOSEK 2. Jedli m jest najmniejszq liczbg naturalng wickszq od 2,
takq e pochodna E£™*™ istnieje oraz ma znak staly i résmy od znaku
f(n+2)(t)7 to

u1€<cn+m4l,l) Cpi11) przy E(M.l)(t)f(nu)(t) < 0,

(26) (n +1) (n-+2)
une(cn-;-l ”ny On-}-m—l n+m~2> przy & (t)£ (t) > O'

Istotnie, jelinp. &"+1(2)&™+(¢) <0, to z (25) wynika, ze u, e €(Cngy Cni1,1) =

( —1, Cpy1,1)y @ 2z twierdzenia 3 wymka ze wynone(—1, ¢, ., 1,); stad
otrzymuje si¢ (26).

Przy spelmionych zalozeniach WlllOBkll 2 o pochodnych &*+1 g

i £*+™ mozna oszacowaé z dotu odleglosé najblizszych (e)-punktéw wielo-
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mianu y, — co zZreszta ma raczej teoretyczne niz praktyezne znacze-
nie. Zachodzi nastepujacy

WNIOSEK 3. Jesli (n-+1)-sza, (n+2)-ga i (n+m)-ta (gdzie m > 2)
pochodna funkeji & isiniejg ¢ majq staly znak w preedziale (—1,1) oraz
LN ERED() < 0, to odlegloéé miedzy dowolnymi réimymi (e)-punktami
wielomianu y, optymalnego dla funkeji & w klasie W, jest niemniejsza od

1o . (2n+1)m | 1o }
, sin sin, .
2(n+m—1) 2n(n+1) 2n(n+41)

2 min {sitf

Dowé6d. Niech np. &) +3(1) < 0. Wtedy na mocy poprzednio
udowodnionych wnioskow uy = —1, 4€<{Cr 1,1 €ay1,1)s U2 €(Cury Cryy 2y - -«
oy Un€(Cun_1y Cnrrn)y Unpy = 1 = €. Zatem odleglo§é miedzy sasiednim
(e)-punktami jest niemm'éjsza od najmniejszej z liczb

27 Caim-1,1T1y Cr1—Crsinas-ovs Can— Cugrm-
Mamy
Cngm_1+1 = cos %71;1;_21)—“ +1 = 25gin® T ;;’:n_l),
(w—k)r . (n+l—Fk)=
e O 1 = €O ——— — €08 = —— 2
k(.2n+1)7: ) ke

= 28in

k=1,2,...,n).
| D) ey » 2y )
Dla znalezienia najmniejszej z tych liczb przyjmijmy @ = kr/2n(»-1)
(8kad n/2n(n+1 <o <n/2(n+1)), y(2)= Cup— Cp.1.k = 28I0(2n+1)2sinz.
Poniewasz |

' (€) = 2c08(2n+1)zcosx((2n+1)tge+ tg(2n+1)a)

1 Poniewaz y’ w przedziale (wn[2n(n+1), x/2(n+1)) zmienia tylko raz
znak: z dodatniego ha ujemny, wiec najmniejszg z liczb c¢,,—cp.q,, ..
“evs Cup—Cpyir, Moze byé tylko jedna z liezb e

A . (2n+1)w 7
c’u_cn*-l,l == 281]1

. 3 T
?m(n—FTi 81N o (nﬁ—{—l ), Con—Cpyn = 2s1_11 5(;;_?) .
Ale latwo zauwazyé, ze €,,— Cp. 1 0 > Cupm-_1,1+1, Wiee najmniejszg z liczb
(27) jest min{e, 1.1 +1, 6y —Cnyry), €0 cheieliémy wykazaé.

Jefli o funkeji £ wiemy tylko, ze £&"+1(1) i £"+7(¢) istnieja i majg staly
Znak w przedziale (—1, 1), to o polozeniu (e)-punktéw v, v,, veey Upye
Wwielomianu Y1, Optymalnego dla funkeji é w klasie W, ,, méwi tylko
twierdzenie Bernsteina. Dalszych informacji dostareza (na mocy twier-
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dzenia 4) znajomo§é wielomianu v,, optymalnego dla funkcji' ¢ w kla-
gie W, — a fciflej méwiac znajomo&é jego (e)-punktdw mwg, %y, ..., Uy, .
Fakt ten wyraza hastepujacy

WNIOSEK 4. Jesli (n+1)-sza i (n-+ 2)-ga pochodna funkcji & zstmem
i majq staly znak w preedeiale (—1,1), to pray EPFI(E)EM(E) < 0 zachodeq
2wiqzkt

(28) Cvee(Cayrp, ) dla k=1,2,...,n41,
a prey EPVDEA(E) > 0 zachodzq 2wiqeki
(29) V€(Ug_yy Cpirx) dla k=1,2,...,n+1.

Dow6d. Niezaleznie od znaku iloczynu £*tV(4)"+3(f) na mocy
twierdzenia Bernsteina i twierdzenia 4 sa spelnione zwiazki vy e(c,. $1k-19
Cnir i)y Ou€ (s, %) dla k=1,2,...,2+1 i punkt v, nalezy do czefei
wsp6lnej przedziatéw

(30) (cu+1,k—17 0n+1,k)7 ('u'k—l L] uk)-

Jegli g™(1)e*+3(4) < 0, to z nieréwnodci (15) twierdzenia 2 otrzymu-
Jemy ¢, 151> U1, % < Cpirk 1 02¢8¢ Wspllng przedzialdéw (30) stanowi
przedzial (Cn,ir_:, %) — stad (28). Natomiast przy &"9(1)&"+3(t) > 0
czefcia wspbélng przedzialéw (30) jest (ux_,, Ony1x) — stad (29).

Na zakonczenie dodajemy — co jest zreszta zupelnie oczywiste — ze
wszystkie rezultaty tej pracy mozna przenieié na aproksymacje w do-
wolnym skoficzonym przedziale domknietym {a, b). Nalezy tylko wyste-
pujace w twierdzeniach liczby ¢, zastapié przez }(b— a)ey+§(a-b).
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C. TAMKOBCKH¥ (Bponaas)
YHCIEHHBIE BOPOCHl PABHOMEPHOH ANIIPOKCHMAIINH (I)

(06 asvmeprarce noaunomos mawsywuwez0 npubauscenus )

PESBIOME

Crolrm ¢ > 0003HAYAWT 3aMKHYTHU MHTEpPBajJ, CKOOKM () — OTKPHTHA HH-
TepBal, Wy — MHOMECTBO BCeX aarefpaudecKHX WOIMHOMOB CTeHEHH He BHIE .

JAna yarmun &, HenmpepHBHOY B uMHTepBage {—1, 1>, MOAMHOMOM HAMIYUHIErO
npuban;KeHNA M3 Kiacca Wy ABIfeTCA TAKON HOIMHOM tn, 4TO

max |£(t)—- ya(f)] = min max|&()—y ().
<1 veWy, <1

Touxu muETepBanma (—1, 1), B KOTOPHX QYHKIDUA |&— yy| HMeEET MAKCHMYM,
HA3HBAIOTCA (¢)-TOUKAMM INONMHOMA y,. M8BecTHO, uTO CcymecTByeT mo KpaiiHed
Mepe n--2 (¢)-To4er, B HOTOPHIX pasHOCTH &(I)— pu(f) MODEpEeMEHHO NOMO:RUTETIBHA
M OTpUOATENLHA.

HoanaomMue Hamayumero mpubammteHHA MOKHO BHYHCIMTL II0 MeToxy Pemesa,
T. 8. IO METOAY BHPABHHBAHMA MAKCHMYMoB ([2], [3]). DToT MerTox maeT pesyJdLTATH
TeM Jyuiie, 4eM xy4ire GEI0 M3BeCTHO pacmpefeneHpe (€)-TOYeK MCKOMOTO MOJHHOMA
emé [0 Ha4Yajya BHUMCIeHHIL. .

K pacopepenenuio (e)-ToOUek OTHOCHJIACEH A0 CUX IOP JMIIS CACLYOIIAH TeopeMa
Beprmresina ([1], crp. 85):

Ecau npouaeodrnas nopadra n-+1 dynxyuu & cywpecmeyem u ne mensem snaxa
8 unmepease {—1,1>, mo nosurom Heuaywwieeo npubauncerus Yn %k Hynrsyuu &
¢ xaacce Wy umeem mouno n-+2 (€)-mounu wo, uy, ..., Uni1, Komopte ydosremeopaiom
Hepasencmey (2) npu obosnavewusz (1).

OcHOBHEE pesyJbTarH 2T0H DPAGOTH, OTHOCAIMMECH H YHA3AHHOMY BONpPOCY,
ComocTaBiaeHH Hmwe B Buje Tabmuuu. IIpum aToM yg, Yny) CYTh HOXMHOMH HAHIYY-
mero ppuGameHRdA K QyHknmm & COOTBETCTBEHHO B Kiaccax Wy N Waits
%, U, -0, Uny) — (6)-TOUKA NMONMHOMA Yn, 2 09, V1,..., Vnpa — (6)-TOUKA WONH-
HOMA yp43. Yciaosme Dy osHavaeT CymecTsOBaHMe He MeHAOme# sHaka B {—1,1)
npomspopnol nopagka p Pynxnmm & Touxm epy ompemeneHn Qopmynost (1). Ilpex-
HoNtomxeHnA TeopeM AAaHH B NEpBOit CTPoOKe M HmepBOM cTon6ne HMKecxepyomeH Ta-
6aanu, caeacTBA — BRYTPH TaGnMOu:

() () < 0 | gD (5) (1) > 0

ke=12,...,n ke (On k—1, Ont1, k) uke(eni1, ks Omk)

Dﬂ-}-l H Dn+2

k=1,2,...,04+11" vge(oniy k-1, %x) vke (U1, Ony1,k)

Dyyy, Dyya, Dpym (m > 2)

£+ ) gntm (1) < 0. u16{Cnym—-1,15 Cn+1,1) | Un€{Oni1, ns Cnym-1,nim-2>
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THE NUMERICAL PROBLEMS OF UNIFORM APPROXIMATION (I
(On the {¢)-points of polynomials of best approvimation) |
SUMMARY

The brackets ( > denote a closed interval, the brackets ( ) — an open oue;
W, is the set of all algebraical polynomials of degree not greater that =.

For a function & continuous in the closed interval {(—1, I> a polynomial y,e¥W,
such that

max |&(t)— yp() = min max|E(f)— p (1)
1H<1 v, i<l

is the polynomial of best approximation in the eclass W, of all algebraical
polynomials of degree not greater than m. The points of the interval (—1, 1)
at which the funetion [£— yy| has its maximum are termed the (e)-points of the
polynomial y,. It is known that there exist at least n+ 2 (e)-points at which the
difference &(t) — yyu(f) is in turn positive and negative.

Polynomials of best approximation can be found by the method of Remes,
i.e., the method of adjusting the maxima ([2], [3]). The results obtained by this
method are the better the more decurately we know — before starting the caleu-
lation — the distribution of the (¢)-points of the desired polynomial of best approxi-
mation in the interval {—1, I). :

So far we have had only the following theorem of Bernstein ([1], p. 85) on the
distribution of (e)-points: if the (n+1)-th derivative of the functfon ¥ exists and
has a constant sign in the interval (—1, 1>; then the polynomial v, which is of best
approximation for the function & in the class Wy, has exactly »-+ 2 (e)-points
Uy, Uy, ..., Unyq Satisfying inequality (2) with notation (1).

The main results of the present paper, concerning the above mentioned problem,
are given below. The functions g, yn1.are pelynomials of best approximation for
the funetion £ in the classes Wy and Wy, respectively; ug, ui, ..., un,; are the
(e)-points of wy, and vy, vy, ..., Vpya are the (e)-points of Ynil- The condition D,
implies .the existence and consta.ncy of sign of the p-th derivative of the function &
in the interval (-1, 1>. The points ¢p; are defined by formula (1). The a,ssumpﬁmns
are given in. the first line and in the first column of the table, the assertions — in.
side the table:

5(ﬂ+1) (& §(ﬂ+2) (t I .5(n+1) z) gn+2) (t) - 0
E=1,2,...,n |  ugelen k—150nt1,k) l wke (Cn 41, Ics Cnk)
J)n+1 » Dn+2 | ]
k=1,2,...,n+1 Vre(Cnp1,k— 1,uk) B vke(uk 1. c,,“k)
— | 3
?

Dypiis» Pnsgs Dppm (m > 2) | _
) L upede; =115 Cn+1,1) : Unele Cootmi 'y
£ (1) H4M (1) << 0 ! el T ne {1, Cainton-2>



