J. MURZEWSKI (Krakow)

0 OBJETOSCI I SRODKU CIRZKOSCI
KUBLA ELIPTYCZNEGO

1. Sprawa poprawnego obliczenia objetodci i §rodka ciezkosci kubla
eliptyeznego wynikia przy wykonywaniu ekspertyzy przez prof. F. Wojna-
rowskiego, kierownika katedry budownictwa stalowego Politechniki
Krakowskiej. Przedmiotem tej ekspertyzy bylo zarysowanie si¢ stropu
w budynku mieszezacym urzadzenia do zmiekezania wody kottowej;
grozilo to zatrzymaniem ruchu w duzym zakladzie przemystowym. Dla
przedsigwzigcia odpowiednich §rodkdéw zaradczych nalezalo zbadaé przy-
czyny tego uszkodzenia budowlanego.

Spofréd sil, na ktére strop byl narazony, decydujacy wplyw mial
ciezar blaszanego leja zsypowego, wypelnionego maczka wapienng. Lej
6w mial dolny otwér kolowy, gérny za$§ — eliptyczny; byl wiee ksztaltu
eliptycznego kubla. Przy obliczeniach statycznych wylonila sie nie-
przewidziana trudnosé. Mianowicie wzor na odleglo§¢ $rodka eiezkosci
kubla od. dolne] podstawy, wzigty ze znanego zbioru wzoréw matema-
tycznych i tablic stosowanych w budownictwie stalowym [4], dal nie-
prawdopodobny wynik. Rzecz charakterystyczna, ze ten bledny wzér
powtarzat si¢ od kilkudziesieciu lat we wszystkich wydaniach tego skru-
pulatnego skgdinad podrecznika. Rewizja wzoru na odleglosé¢ srodka ciez-
kodei kubla nasunela dalsze watpliwosei, nieco ogélniejszej natury. W ich
wyniku zakwestionowany zostal takze wzér na objetosé kubla, jakkol-
wiek nie tkwi w nim zapewne zadna pomylka obliczeniowa ani drukarska.
Nieseisto§¢ tego wzoru wynika z niewla§ciwego, naszym zdaniem, przy-
jecia ksztaltu przekrojow kubla. Poniewaz sprawa poprawnego obliczania
objetosci i §rodka ciezkosei kubla moze mieé znaczenie w liczniejszych
zagtosowaniach technicznych (np. dna bunkréw i silosow). wydaje sie,
ze warto ja przedstawié blizej.

2. Rozne zrodla [1],[3],[4], [5] objasniajg zgodnie, ze kubel jest to
bryla, ktorej podstawami sa dowolne elipsy. Rysunek aksonometryczny
kubla (rys. 1), jaki jest czesto do tych objasnien dolaczany, wskazujo
ponadto, Ze odpowiednie osie podstaw sa rownolegle i ze prosta laczaca
frodki podstaw jest do podstaw prostopadia. Przekroje pionowe kubla
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Przechodzace przez odpowiednie osie podstaw sa symelrycenymi trapezams.

‘Te wskaz6wki jednakze nie okreflaja jednoznacznie ksztaltu bryly.

Aby to zrobié, nalezy je uzupelnié jeszeze jednym stosownym postula-

tem co do wlasnodei geometrycznych

kubla. d
Moéglby to byé na przyklad na-

stepujacy postulat: '

(A)  Weseystkie prazekroje poztome
(prostopadie do osi bryly) sq elipsams.

Niewgtpliwie taki wladnie waru-
nek przyjeli autorzy znanych nam
wzoréw na objetos$é kubla [1], [3], [4],
[6]. Jest rzeczg oczywisty, ze waru-
nek ten jest spelniony w szezegélnym
Przypadku stoika eliptycznego $cigtego,
czyli kubla eliptycznego o podsta-
wach podobnych. Jeéli jednak zalo- 7i
Zymy, ze warunek ten ma byé spel-  Rys 1. 4BOD i A’BC'D - elipsy,
nmony dla dowolnych kubléw, a wiec ACC’A’ i BDD'B’ — trapezy.
takze dla kubléw o podstawach
niepodobnych, to zachodzi pytanie, czy przyjecie takiego postulatu nie
Pocigga za sobg koniecznosei odmdéwienia tym ostatnim innych wlasno§ei
charakterystycznych dla stozkéw eliptycznych Scietych. Wesimy pod
uwage na przyklad takie wlasno$ci geometryczne:

(BY Weszystkie przekroje pionowe przechodzqee przez oé bryly sq trapezams.
(C)  Pobocznica jest powierzchniq prostokreslng tego rodzaju, 2e dowolne

dwie proste lezqee na pobocznicy dzielg obwody podstaw na czedei proporcjo-
halne,

Okazuje sie, ze kazdy z postulatow (A), (B), (C), lgcznie z zatoze-
niami Wwymienionymi na wstepie tego ustepu, okrefla inng bryle(?). Prze-
konano sig o tym, gdy obliczajac objetoé tych bryl otrzymano za kai-
dym razem inny wzér. Ktéra z tych bryl nazwaé kublem? Wydaje sie,
76 Zadna z powyzej zdefiniowanych na to nie zastuguje. Ze wzgledu na
skojarzenig, praktyczne i techniczne mozliwosei produkceji (np. przy wy-
konaniy z blachy), kublem powinna byé bryla, ktérej
(D) pobocznioa jest powierzchniq rozwijalng na plaszezyinie, ,
% taka bryla na ogél réini sie od trzech poprzednich. :

 Gdy podstawami kubla (tj. bryly D) sa mocno wydluzone elipsy
© dtuzszych osiach wzajemnie prostopadtych, bryta D zbliza sie ksztaltem

_—
() Bryly te oznaczono odpowiednio przez 4, B, C i D.
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do czworoscianu. Gdy podstawy sa w przyblizeniu podobne geometry-
cznie, bryla D rézni si¢ niewiele od bryt 4, B, C. W tym ostatnim wiec
przypadku mozna by dopusci¢ dla bryly o poboceznicy rozwijalnej wzory
wyprowadzone dla innych bryl o podstawach eliptycznych (np. rozpo-
wszechnione w literaturze wzory dla bryly A), nalezy jednak zdawaé
sobie sprawe z wielkodei bledu, jaki si¢ wtedy popelnia. Dla wyjaénienia
i rozstrzygniecia tych rzeczy podajemy: w ustepie 3 — wyprowadzenie
rOwnania pobocznicy kubla eliptyeznego (tzn. bryly D), w ustepie 4 —
obliczenie objetosci i polozenia srodka cigikofci kubla eliptycznego,
w ustepie 5 — poréwnanie wzoréw dla kubla z wzorami uzyskanymi dla
bryt A, B, C.

3. Réwnanie pobocenicy kubla eliptyeznego wyprowadzimy opierajac
8i¢ na twierdzeniu Gaussa z geometrii rézniczkowej. Glosi ono, ze powierz-
chnia jest rozwijalna na plaszezyzinie, jezeli we wszystkich punktach ilo-
czyn krzywizn gléwnych réwna sie zeru:

1 |
(1) =0
R, R,

Przez kazdy punkt pobocznicy kubla da si¢ poprowadzié prosta
lezagca na pobocznicy. Wszystkie proste lezace na pobocznicy musza
oczywifcie przeciagé sie z obwodem podstawy dolnej i podstawy gérnej.

Wapélrzedne punktéw pobocznicy uzaleznimy od dwéeh parametréw.
Jeden parametr przypiszemy prostej, na ktérej dany punkt sie znajduje,
drugi parametr wyznaczy polozenie punktu na tej prostej.

Za pierwszy parametr obieramy wielkoéé a charakteryzujaca punkt,
w ktérym prosta przecina elipse¢ dolna. Polozenie punktéw na prostej
okreslamy parametrem ¢ proporcjonalnym do odleglosci punktu od pod-
stawy dolne;j.

Parametr « obieramy w ten sposéb, by wspélrzedne punktu dolnej
elipsy, w ukladzie pokazanym na rysunku 1, byly okre§lone wzorami

.’1:'1 = al GOSa,
2) Y1 = bysinae,
.3'1 S5 O-

Kazdemu punktowi obwodu podstawy dolnej przyporzadkowana jest
rosta, ktéra z kolei wyznacza na obwodzie podstawy gérnej punkt
» wspéirzednych

Ly = A5CO8M,
3) Y: = b,sinﬁ,

;/‘2 -_—_-ho
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Parametr § jest funkcja parametru «, na razie blizej nie znang:

(4) B =fa).

Parametr { definiujemy jako stosunek odleglodci punktu od podstawy
dolnej do calkowitej wysokosci kubla:

(5) c=zh; 0< <.
Wspéhrzedne punktéw prostej lezgcej na pobocznicy kubla sg funkcjami
liniowymi parametru ¢ i spelniaja warunki brzegowe (2) i (3):
r = a,(1—Z)eosa+ aylcosf,
(6) ¥y = by(1—2C)sina+b,¢sing,
2z = hi.
Przy nieoznaczonej funkeji (4) réwnania (6) odpowiadaja dowolnej

pobocznicy prostokredlnej. Jak wiadomo z geometrii rézniezkowej [2],
zachodzi wzér

1 1 LN-—M
(7)

A N

gdzie

ax\* 0y)2 (02)2
8 == = il
%) B (05) +(ac \ac)
(9) - F = Oz am+a§, dy 0z 0z

3¢ Ba ' AL Oa O Ba’

w ( o) (e + )

z Oy oz
|0C2 acz acz
or dy 0z —_—
(11 =|— =2 |- VEG—
) L=\% & 7 VEG—-F,
oz dy ‘?_z,.
Oa E da
| 9% oy 0% |
0fda 0{0a @l0a
or o 0z —_—
(12) M= Z % %I yEG=
% et ot VEG—F?,
"o dy 0=

| %« %a  da
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P oy o
0a* 0a® 0d° |
!
oz Oy o2 —
N=|— 2 ZZ|.YEG—F".
(13) T Y EG —F*
0w Oy Oz
e Do da

Ze wzor6éw (1) i (7) wynika, ze réwnanie pobocznicy rozwijainej ma
spelmiaé¢ warunek

(14) LN —M% = 0.
Z réwnan (6) i wzoru (11) wynika, ze
(15) L=0,

a to dlatego, ze
o’z oy 0%

— = — =0
alt o oz ’
a zatem warunek (14) przyjmuje postac

(16) M =0.
W wyrazenin (12) licznik przyréwnujemy do zera:
’ . d . d
| a,8ina— a, sinﬁ—ﬁ —b,co8a + b,cosﬂ-»ﬁ. 0
dua da
(17) —a,c08a+ay cosp —b,8ina + b, sing hi=0,

—a,(1—¢)sina— afzcsinﬁg—é b,(1— C)cOSa+b2Ceosﬁ-g—g 0

i
i
|
|
|
Po przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy réwnanie
. ap .4
(18) albasmacosﬁa; —-azblcosasmﬁ;z—g = 0.

Poniewaz funkecja (4) nie moze byé funkejq stala, wige

(19) dplda # 0
i w rezultacie
a;b,

b
(20)  tgp =240 = kytga, gdzie K, = :

7 réwnan pobocznicy prostokreslnej (6) rugujemy zmienng g za po-
mocg wzoru (20) i otrzymujemy réwnanie poboeznicy kubia:

x = a)(1—{)eosata, ! [V1+kitg'a,
(21) y = by(1—{)sina+bk, Ltga/V1+ Kitg'a,
2 = hi.
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4. Objetodé¢ kubla we wspolrzednych walcowych wyraza sie wzorem

) 2n
(22) V=14[de [ r*dg,
‘o 0
gdzie
(23) r=Va'ty, ¢ = arctg(y/z).

Przy ustalonym 2z wspélrzedne biegunowe (23) s3 funkcjami jedynie
parametru o. Odpowiednio do tego transformujemy wzér (22):
/2

(24) _2hfdcf ( -ag’——af'y)d

Objetosé kubla obliczono za pomoca wzoru (24) i réwnan (21).
Otrzymano

(28) V = ZhIdeQ[albl(l— £l cos’a+t ayb, ot E’é"sga(lz%}k%tgza) +
thbal(1—0) cosa(l—f ;citg’a)"‘"z Fahti= ‘Tio;ﬂ;gza
+ @, b,(1— £)? sinza +ab, cosl (kli‘:i:; tea)
+a1b,0(1—-2) %“ Fabe(1—0) s a(];2j_iI;;c;g )m] da =
. P if'% Varbaashs + asb),

gdzie E(k) oznacza catke eliptyczna zupelng drugiego rodzaju, a
ky = aybylash,, ki = Vi K.

Obliczenia przeprowadzono przy zalozeniu, ze k; < 1.

Jezeli nier6wno$é powyzsza nie jest spelniona, to przez calkowanie
W ukladzie wspéirzednyeh przeniesionych do gérnej podstawy, otrzy-
mamy analogiczne wzory, tylko modulem calek eliptyeznych bedzie

ky = agbyfaby = 1/ky, ki =V1—E.
- Wprowadzajac oznaczenia
(26) k= min(ky, k), K =Vi—k, 0<k<I,
otrzymujemy wzér ogélny |

e ¢ = Ha
3

)l a1bzazb1+ asbh ]
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Aby nie przytaczaé¢ obliczen momentu statycznego, analogicznych
do obliczen wskazanych wzorem (25), podamy od razu ostateezny wzér
na odlegtosé érodka cigskosei kubta od dolnej podstawy:

. a1b1+(4/7‘V%)E(kl)l/-a1bzazb1+3azb2 h
(28) Fo= - —— L

by + (2/nVE)E(K')V a,byash, + asb,

5. Wyprowadzenie wzoréw dla innych bryl o podstawach elipty-
cznych pomijamy jako mniej istotne i malo urozmaicone pod wzgledem
matematycznym. Przytoczymy gotowe wyniki i poréwnamy je z wyni-
kami uzyskanynﬁ dla kubla.

Objetosé bryly typu A, B, C i kubla D mozna wyrazié jednym symbo-
licznym wzorem

(29) | T = yh[ah+ 7V ab,asb; -+ agh,],

gdzie wspédtezynnik y zalezny jest od parametru k okredlonego wzo-
rem (26) i od typu bryly. Dla poszezegélnych typéw wspélezynnik ten
wynosi odpowiednio

(30) va = (1+k)/2VE,
(31) v = = EK)VE,

gdzie K(k’), jest calkg eliptyczng zupelng pierwszego rodzaju,
n/2 -
2 - 2 /1
(32) ve=_ f (l/k COSaCO8 P+ '/—’; sinasinﬁ)da,
0
gdzie « i 8 sy zwigzane réwnaniem przestepnym
B(Ve*—e/k, )
E(¢,a) | BB —ctk) ’
E(d') i BV ke, }=—p)
B(/o—#o)
tutaj E(¢, a) oznacza calke eliptyczng niepelng drugiego rodzaju,

gdy %k <e<Vi;

¢ = min(a, (b, b,/a,, ay/b,, by/a,), ¢ = ]/1—02-

Dla bryly D (czyli kubla) mamy

" 2 71
(33) Yp = EE(k’)l/ g
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W dogodniejszej formie wzér (29) wyglada nastepujaco:

(34) V = dnhlah,+6(ab,+ ash,) + a.b,].
(35) ba=14%;
2 k
36 (s [ _K k’ —_——— :
{ ) R = ( ) 1+ k’
9 /2
(37) o = ﬁ(1~+%’)‘ 0 (kcosacosp -+ sinesing)da;
.2 1
38 On = — Bk ——
(38) D=~ (k') i

Objetos¢ eliptycznego stozka §cietego, czyli kubla o podstawach
podobnych, wynika z wzoru (34) przy odpowiednim wspélezynniku o
(35)-(38) i & = 1:

(39) V = knh(ad,+ ah,+ ash,].

Wartosei wspélezynnik6w y i 6 dla bryl A, B,C i D por6wnano
ze Sobg na zalgczonych wykresach (rys. 2 — symbol J, na rysunku ozna-
cza funkcje Bessla pierwszego rzedu).

’.5r H T : T T
\\% k= min ((beg‘agb/)_
i ) 3 )
y} % \\ - | 8201 {01 2
\\ [ '_1 : _
r ‘ H
< Q’/Q . H
10 g ———i 10
8 ; ‘
A
1.7 : e
4 ! N i
2 ) : i"“‘“’*”'? 'T_‘ d:
f=0637 d"n | -;_____;___ L_ _i____:___‘i_'____‘ ,
J,BE)=0567 ¢ [T~ T :
—d[ d‘a C=k/._,__1v__ i
f
_...d‘s I
/ "
P
"% a5 10
Rys. 2

Szeroko spopularyzowany wzér dla bryty A ((34) i (35)) mozna po-
traktowaé jako przyblizony wzér na objetosé kubla. Gdy mimosrody
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elips niewiele si¢ od siebie réznia (k > }), blad popelniony jest niewielki
(4 < 3%,). Jednakze, gdy elipsy daleko beda odbiegaé od podobienstwa,
przyblizenie okazac sie¢ moze niedopuszczalne. W granicznym przypadku
(k = 0) blad dochodzi do wielkosci '

Vp—V bo(2/m— 3} b

AP 4 _ 4 2(2/mw—4) _ 0’215/(1+ T _1) = 21,5%,.
Vn (2/m)ayby+ a,b, 2 b,

Gdy mimosrody podstaw znacznie si¢ od siebie rdéznig, nalezy sto-

sowad wzory (34)-(38). Wartosci wspélezynnika (38), z nieco wiekszg
dokladnosecia niz to mozna odezyta¢ z rysunku 2, podaje tablica 1.

TABLICA 1
2 B a.b azb
Wartosci wspolezvnnika 6p = — » ——(-——)-, k= min( 12 —--?——1-)
T 1+%k ayh,  a,b,
k 0 1 2 3 4 53 6 7 8 9

0,0 0,6366 6315 6254 6202 6153 6093 6047 6001 5959 5919
0,1 0,5880 5844 5809 5774 5741 5711 5684 5652 5624 5599
0,2 0,5574 5549 5526 5502 4580 5459 5440 5421 5402 5375
0,3 0,5369 5362 5337 5322 5307 5294 5280 5267 5254 5243
0,4 0,6232 5221 5211 5201 5191 5182 5173 5164 5166 5148
0,6 0,6140 5133 5126 5119 5112 5108 5100 5094 5089 5084
0,6 0,5079 5074 5069 5065 5061 5057 5053 5049 5046 5042
0,7 0,6039 5036 5033 5030 5028 5025 5023 5021 5019 5017
0,8 0,5015 5014 5012 5011 5010 5008 5007 5006 5005 5004
0,9 0,5003 5003 5002 5002 5001 5001 5000 5000 5000 5000
1,0 0,5000

Uwagi powyzsze odnoszg si¢ tez do wzoru na odleglodé $rodka cigskodor
kubla eliptycznego od jego dolnej podstawy. Wzér taki — analogieznie
do wzoréw (29) i (34) — mozna napisaé w formie
@b+ 2yV a,by by + 3agby . 7_':
by Vabya,by + asb, 4
lub w réwnowaznej postaci

(41) . — yb1+20(aibs+ 39b1)+ 3050, A
"7 Tabit 8(Gbat db)+ Ggby &

Wspélezynniki y wyrazaja sie wzorami (30)-(33), a & wzorami (35)-(38).

(40) 2, =
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Prace wplynela 17. 3. 1956

I MypmeBcrull (Kpakos) _
OF OBBEME H LEHTPE THMECTH BHAJTHIITHYECKOIO BEJ]PA

PESIOME

Bedpom HABHBAETCA TeN0, OCHOBAHMA KOTOPOro ABIAKTCA BJIKICAMI, a Bep-
THKAJbHHE CeYeHHA NPOXOJAIlMEe Yeped COOTBETCTBYIOIIME OCH 3JJIMIICOB ABIAIOTCA
PaBHOCTOPOHHMMM Tpamenuamu (puc. 1). OAHAKO DTO ONpejeNieHNMe He XAPAKTEpPH-
3yeT Tena NMONHOCTHIO. B paGorTe OmmMCaHH uYeTHpe PA3HHX TeJla, KOTOPHE YJOBIETBO-
PAIOT aToMy oupepaenennio (oHu o0osHayeHun uepes 4, B, 0, D); us HUX aABTOP Npej-
JaraeT Hazwsarh BegpoM Teao D ¢ paseépraBalomeiicAa GoKOBOHt TOBEPXHOCTHIO.
Herounoctn B fopmyimax gas 06sEMa M TOJOMKEHHMA HEHTDPA TAMECTH Beipa, BCTpe-
vanomuecss B nyGaMKaUHAX, BHBBAHH B o0ueM HeonpenelX8HHOCTHIO CaMoil (opMer
Beapa. MO#HO Take BCTPETHTHh COBCeM HeBepHHE POopMynsl [4] HaBepHO BCieICTBHE
ommbkn,

Ha ocuosaunu reopemm laycca ua auddepennuansuoit reomerpun (1) BuiBe-
AEHO ypaBuenue Goropoii momepxmocTH Beapa (21). IToToM BHYHCIEHH NPH HOMOIIH
JLIMATHYECKUX MHTErpatoB QpopMmyasl Aas o6oéMa Beapa (27) H PacCTOAHAA IEHTPA
TAxRecTH or ocxHoBaHua (28). dopMmyuasl jpuaf cayyas Begpa C pasBépTHBAIONLeiicA
Gokozoii MOBEPXHOCTH CPABHEHE ¢ YOPMYNAMU RJIA TPEX OCTAIBHHX H3 TEPEUNCICHHEX
TN OOBEM Bcex YeTHIPEX TeJ MOMHO 3amMcaTh OxHON dopmymoit (29), Wil HKBHBA-
IEHTHON Qopmy:oii (34). B atuX dopMymax OT POAa TeNa 3ABUCAT TOJIbKO KodpHIUeEH-
TH ¥ u 4. 3Hayenna BTHX KOIGUOHEHTOB cpaBHeHH Ha rpaduke (pme. 2). Omubra mpu
NpnMenenuu nerounHx qopmyn nas o6séMa Beapa Moxer npeBsofitm 200/,

J. MURZEWSKI (Krakéw)
ON THE VOLUME AND CENTROID OF THE ELLIPTICAL BUCKET

SUMMARY

The bucket is a term given to a solid whose bases are arbitrary ellipses and
whose vertical sections passing through the corresponding axes of the ellipses are
S‘3"1511_1116131'&3a.l trapezoids (fig. 1). This definition, however, is not sufficient. The author
distinguishes and describes four different solids answering to the above definition
(denoted by the symbols A, B, 0 and D) and suggests that only one of the four,
lamely the solid D with a developable lateral surface, be termed a bucket. Inacour-
a.clesjn the formulas of the volume and the position of the centre of gravity of the
buckat, occurring in publications. are mostlv due to incomnvlete descriptions of the
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shape of the bucket. Other completely false formulas also occur [4], being probably
due to error.

On the grounds of Gauss’ theorem in differential geometry (1) the author intro-
duces the equations of the lateral surface of the bucket (21). Then, using elliptic
integrals, he formulates the formulas of the volume of the bucket (27) and the
distance of the centre of gravity from the base (28). The formulas concerning the
bucket with a developable lateral surface are compared with the corresponding for-
mulas for the remaining three solids mentioned at the beginning of the paper. The
volume of each of the four solids in question can be expressed by a general symbolic
formula (29) or by an equivalent one (34). In these formulas only the coefficient y,
or §, is dependent on the type of the solid. The magnitudes of these coefficients are
compared on a graph (fig. 2). If the exact formula of the volume of the bucket is not
applied, the error committed may exceed 20%/,.



