J. ODERFELD (Warszawa)

O STATYSTYCZNEJ KONTROLI CECH -ADDYTYWNYCH

§ 1. Ograniczamy si¢ do przypadku, gdy populacja generalna ma
rozkiad normalny, co czesto zachodzi w statystycznej kontroli jakosei.
Zadanie polega na oszacowaniu odchylenia §redniego tej populacji. Do
tego celu stosuje sie rézne estymatory nieobcigzone, ktérych dobry prze-
glad podat Zitek [1]. Sg to: érednie odchylenie kwadratowe, odchylenie
Przecietne, frednia réznica Giniego, rozstep itd.

W praktyce SKJ uprzywilejowanym estymatorem odchylenia §red-
niego jest rozstep w prébee pomnozony przez pewien staty wspélezynnik.

Jak wiadomo, efektywnodé tego estymatora jest bardzo niska w préb-
kach bardzo malych (powiedzmy 2-sztukowych) i w prébkach duzych
(powiedzmy 50-sztukowych). Wiadomo réwniez, ze wyznaczanie rozstepu
W duzych prébkach czesto bywa obarczone jednokierunkows omyhks
(zawsze in minus), trudng do wykrycia i uniknigeia. Z tych powodéw
uzywa si¢ rozstepu zwykle wtedy, gdy préobka liezy kilka (zwykle od
3 do 6) elementéw.

Opiszemy przypadek, gdy daja sie polaczyé zalety rozstepu i duzej,
nawet bardzo duzej licznofei prébki do precyzyjnego estymowania
odchylenia fredniego o w populacji generalnej; przy sposobnofci mozna
Prébke wykorzystaé¢ do estymowania fredniej 4 w populacji generalnej.

Taki przypadek zachodzi wtedy, gdy mierzong ceche mozna auto-
matycznie sumowaé przy mierzeniu. Podamy pare przykladéw z prak-
tyki statystycznej kontroli jakosci: laczny ciezar 50 bulek lub papieroséw
réwna si¢ sumie cigzaréw wszystkich bulek lub papieroséw, Ilaczna gru-
boké 50 waleczkéw lozyskowych rowna si¢ sumie grubodci wszystkich
waleczkéw itd.

_ Pokazemy, ze w tych przypadkach mozna bardzo latwo oszacowaé
41 o, czasem przy uzyciu niezbyt skomplikowanych przyrzad6éw specjal-
nych, a czasem nawet tylko za pomocyg przyrzadéw uniwersalnych.

Niechaj pomiary w prébee o licznodci 2n tworza ciag @, gy ...y Tap-
Podzielmy ten ciag na n grup i w kazdej zaznaczmy liczbe wigkszg.
OZI}aczmy przez 8, sume wigkszych liezb w grupach, a przez 8, sume
mniejszych. '
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Estymatorem odchylenia S$redniego o w populacji generalnej jest

0,8862
(1) 0= (B Sm).

n
Wariancja tego estymatora jest
_0,6708 ,

g,

2
(@) Do) ==
mozna ja wiec dowolnie zmniejszyé¢ zwigkszajac ».

Efektywno§é estymatora p wynosi 0,438, niezaleznie od licznodci
probki.

Do dowodu oznaczmy przez R rozstep w probee dwuelementowej.
NieobcigZzonym estymatorem. o jest (por. [1]) ok, = 0,8862R. Jego
wariancja jest 0,5708¢%. Ze sposobu w jaki powstal estymator ¢ widaé,
ze jest on po prostu §rednig arytmetyczng z n estymatorow Of1, €O UZa-
sadnia (1) i (2).

7 twierdzenia Rao i Craméra wynika, ze w prébce o licznosei 2n
najmniejsza wariancja estymatora sigmy wynosi o®[4n; dzielac to wyra-
zenie przez (2) znajdujemy efektywno§é réwna 0,438.

Estymatorem $redniej # w populacji generalnej jest

(3) 7 = (Sut 8-
n

Jest to zwykla §rednia, ktéra jak wiadomo, jest estymatorem naj-
bardziej etektywnym.

§ 2. Pokazemy teraz zastosowanie wzorow (1) i (3) do statystycznego
kontrolowania addytywnej cechy produktu masowo wytwarzanego.
Og6Inosé rozwazari nie ucierpi, a konkretno$é zyska, jesli przyjmiemy,
ze chodzi o ciezar bulek.

Przypus$émy, ze nominalny ciezar bulki jest D, a przedzial tolerancji
ma szeroko§¢ T i jest symetrycznie rozlozony wzgledem D. Technik no-
tuje to w postaci warunku: cigzar bulki ma byé DLT/2.

Z biezgcej produkeji piekarni pobieramy losowo w réwnych odste-
pach czasu po n par bulek i ktadac obie bulki z kazdej pary na szalki
wagi poréwnujemy ich ciezary. Wszystkie ciezsze bulki wrzucamy do
jednego koszyka, a wszystkie lzejsze — do drugiego. Teraz wazymy kazdy
koszyk osobno uwzgledniajge tare i otrzymujemy ciezary netto S, i §,,.

Wielkosei i ¢ obliczone z wzoréw (3) i (1) mozna wykorzystaé do
prowadzenia w znany spos6b karty kontrolnej Sredniej i odehylenia $re-
dniego. _

Jak widzimy, pomiary s3 tu bardzo proste, redukujg sie do poréwny-
wania ciezaréw (bez ich rejestrowania) i do dwéeh wazen, ktorych wy-
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nikiem s3 dwie liczby 8, i S,.. Rowniez proste jest rachunkowe opraco-
wanie tych wynikéw, mozna je jednak jeszcze bardziej uproscié¢, na
przyklad mozna przygotowaé dla ustalonej liczby = tablice, z ktorych
si¢ odezytuje ¥ i o zaleznie od S, i S, ; mozna réwniez zbudowaé prosty
nomogram itd.

§ 3. Inng mozliwoseig jest prowadzenie karty kontrolnej, ktorg na-
zwiemy kartq sum i réénic.

Jedli jest spelniona relacja 7' > 6, co jest reguly w procesie techno-
logicznym dobrze uzgodnionym z wymaganiami technicznymi, to pro-
dukt bedzie praktycznie wolny od defektow, gdy bedzie zachodzila po-
dwdjna nier6wnosé

(4) D—-3T+30c <u<D+3T—30.

Mnoznik 3 przy o pochodzi z ,reguly trzysigmowej” dobrze wypro-
bowanej w praktyce.
Poniewaz frednia Z w probee o licznosci 2n ma rozklad N (u, o [V2n),

wiee stosujge raz jeszeze regute trzysigmows otrzymujemy dozwolony
Dbrzedziat dla z

(D—3T+36—30(V2n, D+ 3T — 30+ 30/V 2n),
a stad polozenia linii kontrolnych na torze sum

) H, = 2nD+[nT —30(2n—V2n)],
Hy = 20D —[nT—30(2n—V2n)].

Ocezywigcie na torze mozina przyjaé umowne zero na dogednym poziomie.

Oczekiwana warto§é rozstegpu w losowo pobranej parze elementéw
jest Fsiﬁ o, czyli 1,128s, a odchylenie frednie w rozkladzie rozstepu
W parze elementéw jest 0,8530.

Oczekiwana warto§é réznicy 8,— 8, jest wige 1,128n0, a odehylenie
Srednie tej roznicy (wobec niezaleznosci rozstepéw kolejnych par) jest
0,853V no. Rozklad 8u— 8 jest w przyblizeniu normalny, mimo wyraZnej
asymetrii w rozkladzie rozstepu prébki dwuelementowej, gdyz = jest
duze (kilkanagcie lub kilkadziesigt). Jesli wiec uznamy, zgodnie z prakty-
kg SKJ, ie prawdopodobienstwo 0,5°/, falszywych sygnalow jest przy

kontroli rozrzutu odpowiednie, to otrzymamy polozenia linii kontrolnych
ha torze réznie

©) K, = 1,128nc+ 2,38+ 0,853V no = o(1,128n+ 2,2V n),
K, = 1,128n0 — 2,580,863V no = o(1,128n—2,2Vn).
Zastosowania Matomatykd IV. 7
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Pod wzgledem zakladania i prowadzenia: karta sum i réznic jest rownie
prosta jak klasyczna karta Sredniej i rozstepu, ale — dzieki duzej licznodei
prébki — o wiele precyzyjniejsza.

§ 4. Na zakonczenie opiszemy dwa przyrzady specjalne pozwalajgce
na zastosowanie karty sum i réznic do kontrolowania §rednicy waleczka.
Przyrzady te zostaly wykonane na zlecenie Instytutu Matematycznego
PAN zgodnie z zasadami zaproponowanymi przez autora i podanymi
w pracy [2]. Konstruktorem byl mgr Z. Bochenek z katedry metro-
logii Politechniki Warszawskiej. '
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Rys. 1. Przyrzad do pordwnyvwania pary waleezkaow. (Fot. K. (Hedroyé)

Do poréwnywania §rednic w parze waleczkéow stuzg szezypce poka-
zane na rysunku 1. Pare waleczkéw pobrang losowo umieszeza si¢ miedzy
dokladnie réwnoleglymi szezekami i lekko si¢ zwiera szezeki, ktére zacis-
kajg si¢ na grubszym waleczku. Waleczek cieriszy pozostaje IuZny i wy-
pada ze szezypiec po ich obréceniu. W ten sposéb dzielimy » par wa-
leezk6w na n sztuk wigkszych i » mniejszych.

Do pomiara 8, i 8,, stuzy przyrzad pokazany na rysunkach 2 i 3.
W korpusie I sg dwa rowki 2, z ktérych jeden jest przeznaczony na wa-
leczki wigksze, drugi na mniejsze. Po wlozeniu do rowka » wateczkéw nzu-
pelniamy ich szereg plytka 3 o znanej dlugoSci, lekko dociskamy wa-
leczki przykrywka 4 zaopatrzong w gumowa podkladke i wkiadamy klin.
mierniczy § o zbieznofei 1:100 z podziatkg milimetrowg od 0 do 100.
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Pomiar polega na odezytaniu numera kreski klina zbiegajacej sie¢ z po-
wierzchnia mierniczg 6. Niechaj ten numer bedzie w w przypadku wa-
leczkéw wiegkszych, a m w przypadku mniejszych. Niechaj plytka 3
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Rys. 2. Schemat przyrzadu do pomiaru Sy i 8y waleczkdw

Rys. 3. Przyrzad do pominrn 8y i 8, waleezkdw. (Fot. K. Giedroye)

Ina,. dlugosé¢ p, w praypadku waleczkéw wiekszych, a p, w przaypadku

Mniejszych. Przyrzad jest tak wykonany, ze wymiar I wynosi dokla-

dnie 200 mm, gdy zero klina mierniczego zbiega si¢ z krawedzig 6.
Mamy wige (w milimetrach)

S =200—p, 15w, Sy = 200— Pyt 55 M,
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czyli
(7) St 8 = 400 — (Pt pu)+ 55 (0 +m),
(8) . Sw—Sm = p'”l_pn4'+“l“(l‘,’b“ (W—m).

Zamiast rejestrowac¢ na karcie kontrolnej wartosci 8,+ 8, reje-
strujemy tylko w-m, a zamiast S,—§,, rejestrujemy w— m. Polozenia
linii kontrolnych wynikaja z wzoréw (5) i (7) oraz (6) i (8). Na przykiad
polozenie H, gérnej linii kontrolnej na torze w--m obliczamy z zaleznofci
H, = (H,— 400+ p,,+ p,,)100; liczba ta jest wyrazona w setnych mili-
metra.

Dogodne moze byé przyjecie obu plytek tej samej dlugosci (p,, = Pm),
jednakze przyjmujac p,, > p, mozna powigkszy¢ zakres pomiarowy
przyrzagdu bez uszczerbku dla dokladnodei i bez komplikacji dla kontro-
lera, ktéry w kazdym przypadku ma tylko zmierzy¢ w i m, dodaé te liczby
i odjaé, a wyniki zaznaczyé na karcie kontrolne;j.

Jefli decydujemy sie na rdézne dlugoSci plytek, to celowy jest taki
dobér ich dilugodei, zeby oczekiwane potozenie klina przypadalo w po-
lowie dlugodci pomiarowej (na kresce nr 50), gdy S$rednia §rednica
w partii waleczkéw jest réwna Srednicy nominalnej D i gdy odchylenie
Srednie ma przewidywana wielkosé ¢. W tych warunkach zachodzg relacje

2nD = 401 — (Pw + Pm)s 1,128nc = Pm— Dy

skad latwo znaleZé p,, i p,.

Pr6by przeprowadzone na partii waleczk6w o znanym rozkladzie
frednic pokazaly zadowalajaca powtarzalno§é wynikéw i zgodnosé ich
z teoriy.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

A. OXEPO®EJ b (Bapmasa)
O CTATHCTHYECKOM KOHTPOJE AN/ HTHBHKX ITPH3HAKOB

PEBIOME

B cratbe rosoputca 00 oueHKe CPeHeR M AUCHEPCHH NMPUBHAKA C HOPMAJIBbHLIM
pacmpefieieHneM B HMPEINOI0KEHHH, YTO dTOT NMPHAHAK ajjiutumen. Tawom, HA NIpu-
Mep, Bec NpPEAMETOB MaCCOBOI'0 NPOM3BOMACTBA.
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U2 renepaabuoli COBOKYNHOCTH BHIOMpAaeM 2n 31eMEHTOB, [eIMM KX H3 THApPH
M B Kol mape HaxoguMm Gomsmiuii ¥ MeHbHRE >meMenr. IloroM HaMepsAeM mnpu-
BHAK Sy CYMMH 7 GONBLINX 2MEMEHTOB H MPH3HAK S;; CYMMbI % MEHBIIHX 2IeMEHTOB.
Ws uncen Sy 11 Sm MOKHO COCTABHTH MPOCTHE OHeHKH cpefHed w mucmepcitnm, OleHKa
AMCIIEpCUM MMeeT, NPaBIa, Maayw 20dPexruBHOCTs Mo QuUNIEpPy, HO €€ TOYHOCTL MOM{ET
Grire BEeIHKA, NMOCKOJbRY 4YHCJIEHHOCTH BLI60pHH MOMHO YBEJIHYHUTH, He YCIOHMHAA
U3MEepEeHH. 1 BEIYMCICHHA.
_ B craree omricaga pgajsiie CHelMaJbHAH KOHTPOJBLHAA KAPTA, NPUMEHHTENHHO
K aTOMy cayuao, u yCTpolicTBO A aRTOMATH3ANMM HSMepeHHH B NIPOHIBOJCTBE
POXMKOBR I8 HOTHIHNIHUKOB HAYeHHA.

J.ODERFELD (Warszawa)
ON THE STATISTICAL CONTROIL OF ADDITIVE GHARACTERISTIOS
SUMMARY

The paper deals with the estimation of the mean and the standard deviation
of a characteristic with a normal distribution under the assumption that the cha-
racteristic is additive.

Such is, for instance, the property of the weight of mass — produced articles.

We draw 2n elements from a general population, divide them in pairs and find
the larger and the smaller element in each pair. Next we measure the characteristic Sy
of the sum of # larger elements and the characteristic Spm of the sum of the smaller
elements. From the numbers Sy and 8,, we can construet simple estimators of the
mean and of the standard deviation. It is true that the standard deviation estimator
has small efficieney in the sense of R. A. Fisher, but its precision may be great since
the size 2n of the sample may be large without any complications in measuring and
calcalation. ’

The paper contains a description of a special quality chart suitable for this
%ase and a device permitting an automasization of measurement in the production
of rollers for roll-bearings.



