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kå7ü)à_á è»ï�é=íPñ¨ó;ú�÷Xï�é ö ó;ç�õ�è»ï�ó\í%ì�ë\éPñrê9ïkíPñXç9á�òËç9áê�ç9á
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kå ö â��må ö ï�á�ìâ��	�må ö éPë\òWèTë;ómíPñ¨ê9ë;÷���ü���á%íPî�ë�ç�íPî�ëmé2î�ï�á�ì ö æ5ç�� ò)éPë;ò=ú�÷rí2éPë\õ%ï�ñ¨á�ò)í=éPú�ë�ñXáËíPî�ë�ï�÷Xø9ëmù�é�ï B(X) � î�ëméPë
X
ñXòiï���ï�á»ï�óyî òWè»ï�ó\ë9ü/ý�î�ñXò�ñXòiï ò=ñ¨õ�è�÷XëIó\ç9á�ò=ë���ú�ë\á�ó;ëþç9ô2íPî�ëþó�î�ï�é�ï�ómíPë\éPñ���ï�íPñ¨ç9á ç9ô�ó\ç9õ�è»ï�ómí

ë;÷¨ë;õËë\á�í�ï�é��iç�èTë\é�ï�íPç�éPò0ç�á B(X)
ù�����ç9á�ø�ï�á�ì��Bç9ú"éPç9ú"é5â ��å"!^ó;ôZü$#)ð�ï�õ�è�÷Xë%��ñ¨áËíPî�ñXò)è»ï�èTëmé'&tï�á�ì

íPî�ë � ë;÷¨÷ �)( á�ç � á�ô^ï�ómí�íPî»ïkí�ë\ê�ëmé��Iì�ë\éPñrê9ï�íPñ¨ç9á�ç9á B(X)
ñXò�ñXá�á�ë\é-â *9å7ü

+ á�ï�íPú"é�ï�÷,�Bú�ë\òWíPñXç9á íPî�ï�í5á�ç � ï�è�èTë�ï�éPò5ñXò � î�ï�íoó;ï�á � ë�òPï��ãï�ùTç9ú"íoó\ç9õ�è»ï�ómíoì�ë\éPñrê9ïkíPñXç9á�ò
ñXá�ï�é=ù�ñ¨í=é�ïké��-��ï�á�ï�ó�î�ï�÷Xø9ëmù�é�ï�ò\ü�à_á[ô^ï�ómí ö íPî�ëméPëLïkéPëoíPî"éPë\ë5éPë;÷Xï�íPë;ì.��ú�ë\òWíPñXç�á�ò0/ � î�ï�í�ñXòHíPî�ëoôKç�éPõ
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ì�ñ��Të\éPë\á�íIôKéPç�õ�íPî�ë�õËë\íPî�ç�ì�òþú�ò=ë;ì�ñXá�íPî�ëãï�ô?ç�éPë\õËë\áBíPñ¨ç9á�ë;ì�èÙïkèeëméPò\ü 5 ë�ñXá�íPë;á�ì íPç ì�ëmê�ë\÷Xç�è
ò=ç9õËë@ñXì�ë;ï�ò�ôKéPç�õ íPî�ñXò�á�ç�íPëLñXá�ï�ò=ú"ù»ò=ë��Bú�ë\áBí ö ÷Xç9á�ø9ëmé�ï�á�ì�õËç�éPëLíPë\ó�î�á�ñ¨ó�ï�÷Tè»ï�èTë\é;ü��ú"é�á�ç�íPëoï�÷Xò=çiô?ç�÷X÷Xç � òHíPî�ë5÷XñXá�ë5ç9ôcñXá�ê�ë\òWíPñXø9ï�íPñXç9áIó\ç9á�ó;ëméPá�ñXá�ø�íPî�ë1�Bú�ë;òWíPñ¨ç9á � î�ë\á�ï�ì�ëméPñ¨ê�ï �
íPñXç9á ç9ô�ï ��ï�á�ï�óyî�ï�÷¨ø9ëmù�é�ï A î»ï�ò�ñ¨íPò�é�ï�á�ø�ë[ñ¨á�íPî�ë !���ï�ó\ç�ù�ò=ç9á &Lé�ï�ì�ñXó;ï�÷2é�ï�ì

(A)
ç9ô A ütàZíiñXò� ë;÷¨÷ �)( á�ç � á�íPî�ï�í%ñXá�íPî�ë�ó�ï�ò=ë � î�ë;á A ñXò%ó\ç9õËõ-ú�í�ïkíPñ¨ê�ë�íPî�ñ¨ò%î�ç�÷Xì�ò%í=éPú�ë�ôKç�éþëmê�ëmé���ì�ëméPñ¨ê�ï �

íPñXç9á!â��0*�å ö ï�á�ìIíPî�ë\éPëoï�éPë5ê9ïkéPñXç9ú�ò�á�ç9á�ó\ç9õËõ�ú"í�ï�íPñrê�ëLëmð�íPë;á�ò=ñ¨ç9á�ò�ç9ô'íPî�ñXò�ô^ï�õËç9ú�òHéPë\ò=ú�÷rí%!^ò=ë\ëLôKç�é
ë\ð�ï�õ�è�÷Xë���ïkíPî�ñ¨ë;ú � ò�ò=ú"é=ê�ë'��â��	�kå+ç�á�íPî�ñ¨ò�íPç�è�ñXóD&�ü


 ë\í-ï�á�ç�íPî�ë\é-õ�ç�íPñ¨ê�ï�íPñXç�á�ô?ç�é-ú�ò-ï�éPë�éPë\ò=ú�÷¨íPò-ç�á ï�÷Xø�ë\ù�é�ï�ò@î�ï;ê"ñ¨á�ø á�ç9á��\ë\éPç�ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á�ò@ç�ô
û»á�ñríPëLé�ï�á ( ü2��ç�é�ë\ð"ï�õ�è�÷Xë ö â�� ö�
 ç�éPç9÷¨÷Vï�é����kåcíPë\÷X÷Xò�ú�ò�íPî�ï�í�ñXô/ò=ú�ó�îãï�á�ï�÷Xø9ëmù�é�ïËñ¨ò�è�éPñ¨õËëLíPî�ë;á�ñ¨í
õ�ú�òWí5ùeë@û»á�ñríPë�ì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷ ö ï�á�ì�â�� ö�
 ç�éPç9÷X÷Xï�é�� 
�ü 
kå/ø9ñ¨ê9ë;ò5ï�á!ï�è�è�éPç�è�éPñVï�íPë�ø�ë;á�ëmé�ï�÷Xñ���ï�íPñ¨ç9áãç�ô
íPî�ñ¨ò�ï�ò=ò=ëmé=íPñXç�á�íPçËò=ë\õËñ¨è�éPñXõ�ë�ï�÷¨ø9ë\ù�é�ï�ò\ü=��ú"é�éPë\ò=ú�÷ríPò�ó;ï�á�ùTëLñXá�è»ï�é=íPñ¨ó;ú�÷Vïké�ê"ñ¨ë � ë\ì�ï�ò�ï�á�ï�÷���íPñXó
ë\ð�íPë\á�ò=ñXç9á�ò�ç9ôcíPî�ë;ò=ëoè�ú�éPë\÷���ï�÷¨ø9ë\ù�é�ï�ñ¨óLéPë\ò=ú�÷¨íPò\ü

� ë\íLú�òoèeç�ñXá�í@ç9ú"í@ò=ç9õËë�ñXõËõ�ë;ì�ñVïkíPëËç�ù�ò=ë\é=ê�ï�íPñ¨ç9á�òLó;ç�á�ó\ëméPá�ñ¨á�ø�ó\ç9õ�è»ï�ómí@ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç9á�ò ö ï�á�ìíPî�ëméPëmù �Lñ¨á�ì�ñ¨ó�ï�íPë � î»ïkítï�á�ò � ëméPò/ç9á�ë0ó;ï�á-ëmð�èTë;ómícó;ç9á�ó\ë\éPá�ñ¨á�ø�íPî�ëDíPî�éPë\ë��Bú�ë\òWíPñXç9á�òcèTç9ò=ë\ì�ï�ùTç�ê�ë�ü
�tñ¨éPòWí ö ñXôHï ��ï�á�ï�óyî ï�÷¨ø9ëmù�é�ï A ó\ç9á�í�ï�ñ¨á�ò-ï�û�á�ñ¨íPëËì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷)ñXì�ë�ï�÷ I ï�á�ì D ñXò-ï[ùTç9ú�á�ì�ë\ìì�ëméPñ¨ê�ï�íPñ¨ç9áÿç�á A î»ï\ê"ñXá�ø�ñ¨íPòþé�ï�á�ø�ë!ñXá I !^òPï�� ö ï�á�ñXá�á�ëmé�ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç9á x 7→ ax − xa � î�ëméPë
a ∈ I & ö íPî�ë\á D î�ï�ò�û�á�ñríPëIé�ï�á ( ï�á�ì�ò=ç!ñXá�è»ï�é=íPñ¨ó;ú�÷VïkéËñ¨í�ñXò�ó\ç9õ�è»ï�ómí;ütà_á�ç9ú"éËõ%ï�ñ¨á�éPë\ò=ú�÷rí
� ë�ò=î�ï�÷¨÷�íPî�ë\éPë\ô?ç�éPë�ó\ç9á"û�á�ë�ç9ú"éPò=ë\÷¨ê�ë\ò)íPç�ï�÷¨ø9ë\ù�é�ï�ò � ñ¨íPî�ç9ú"í2á�ç9á��\ë\éPç@û�á�ñ¨íPë�ì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷»ñXì�ë;ï�÷Xò\ü
�5ë\ð�í ö ñXôHï[ùTç9ú�á�ì�ë\ì ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç9á D î»ï�ò�ï�á�ç9á��\ë\éPç�ë\ñXø�ë;á�ê�ï�÷Xú�ë

λ ö íPî�ë;á�ëmê�ë\é��!ó\ç�é=éPë\òWèeç�á�ì�ñ¨á�ø
ë;ñ¨ø9ë;á�ê�ë\ómíPç�é

a
ñ¨ò0á�ñ¨÷¨èTç�íPë\á�í;üBý�î�ñXò0ñ¨ò � ë;÷¨÷ �)( á�ç � áþï�á�ìËë;ï�ò �iíPç@ò=ë\ë !��Rú�òWí2á�ç�íPë�íPî�ï�í

n|λ| · ‖an‖ =

‖D(an)‖ ≤ ‖D‖ · ‖an‖ ô?ç�é�ëmê�ë\é��
n ≥ 1

&�ü+ý�î�ë\éPë\ô?ç�éPë ö ï�ó;ç�õ�è»ï�ó\í-ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á ç�á ï.��ï�á�ï�ó�î
ï�÷Xø9ëmù�é�ï � ñríPî�ç�ú�í2á�ç9á��;ëméPç-á�ñ¨÷¨èTç�íPë\áBí2ë\÷Xë\õËë;á�íPò0ñXò0á�ë;ó\ë;ò=òPïkéPñX÷��%ï%�Bú�ï�ò=ñ¨á�ñ¨÷¨èTç�íPë\á�íHç�èTëmé�ï�íPç�é;ü$�5ç �
ç9á�ë�õËñ¨ø9î�í � ç�á�ì�ëmé � î�ë\íPî�ëmé�íPî�ë[òPï�õËë�ñXò�í=éPú�ë�ú�á�ì�ë\éËò=ç9õ�ë�õ�ñX÷Xì�ëméþï�ò=ò=ú�õ�è�íPñXç�á�ò�íPî�ï�á�íPî�ë
á�ç�á � ëmð"ñ¨òWíPë;á�ó\ë�ç9ô5è�éPç�èTëméþá�ñX÷¨èTç�íPë\á�íPò\ü �tñ¨á�ï�÷X÷�� � ë�éPë;õËï�é ( íPî»ïkíþó;ç9õièÙï�ó\í%ì�ë\éPñrê9ï�íPñ¨ç9á�ò%ç9á Aô?ç�éPõ ïió;÷¨ç9ò=ë;ì�ñXì�ë�ï�÷cç�ô+íPî�ë � ñXë@ï�÷¨ø9ë\ù�é�ï�ç�ôtï�÷¨÷'ùTç9ú�á�ì�ë;ì�ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç9á�ò�ç9á A ü��ú"é�õ�ë\íPî�ç�ì � ç�é ( òHô?ç�é�õËï�è�ò�õËç�éPë5ø9ë;á�ëmé�ï�÷ÙíPî�ï�áIì�ë\éPñrê9ï�íPñ¨ç9á�ò\ü + ÷Xñ¨á�ë;ï�é�õ%ï�è

D : A → AñXò�ó�ï�÷X÷Xë\ì ï ¢\���i�F���m y�������^�7��« â �kå+ñ¨ô/íPî�ëméPë@ë\ð�ñXòWíPò�ï�á ï�÷Xø9ëmù�é�ïËë;á�ì�ç9õËç�é=è»î�ñ¨ò=õ
T
ç9á A ò=ú�óyî�íPî�ï�í

TD = DT
ï�á�ì

D(xy) = D(x)T (y) + xD(y) = D(x)y + T (x)D(y)
ô?ç�é�ï�÷X÷

x, y ∈ A ü2��ï�ò=ñ¨ó@ë\ð"ï�õ�è�÷Xë\ò�ç9ô/ò=ë\õËñXì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á�ò�ï�éPë@ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á�ò%!^ô?ç�é
T = 1

&�ï�á�ì�õ%ï�è�ò
ç9ôÙíPî�ë�ô?ç�éPõ

D = 1−T � î�ë\éPë T ñXò2ï�á$�%ï�÷¨ø9ë\ù�é�ïLë;á�ì�ç9õËç�é=è�î�ñXò=õ[ü �5ç�íPë�íPî»ïkíHï@ò=ë\õËñXì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á
D
òPïkíPñXòWû�ë;ò

LD(a) = DLa − LT (a)D
ï�á�ì

RD(a) = DRa −RT (a)Dô?ç�é�ë\ê9ë\é��
a ∈ A � î�ëméPë ö Lx ï�á�ì Rx ì�ë;á�ç�íPë5íPî�ëL÷Xë\ôKí�ï�á�ì�íPî�ëoéPñ¨ø9î�í�õ�ú�÷¨íPñrè�÷XñXó;ï�íPñ¨ç9á�ò�ù��

x ö ñ^ü ë�ü ö
Lx : y 7→ xy

ï�á�ì
Rx : y 7→ yx

ü

�TÕ������!Ú��! �Ý#"KØ� 
$�%#&('#)�&+*-,/.�0!.#1 �m� A ¯��%�325��«T���y¬���§ 4���¯y ��[¥D�^�^¬"�65"��«T��«"©��y P��7D«��^�Z�þ�����þ�m«�¢��F��«T��§+�7������§ ¢98;:K¡
D
�?¢�� ���6�=<»���m�5¢\���i�F���m y�������^�7��« ��« A > �^¬"�y« D(A) ⊆ rad(A)

��«T�
D
�?¢��@?�5���¢��K«��^§ <����Z�m«»�

�A<»�y P���Z�� 	8
�H P�k�W¡�8 �Bú�è�èTç9ò=ë�íPî�ï�í

D(a) /∈ rad(A)
ô?ç�é%ò=ç9õËë

a ∈ A ü)ý�î�ë\á�íPî�ëméPë�ñ¨ò b ∈ A ò=ú�ó�î�íPî�ï�ííPî�ë�ë\÷Xë\õËë\áBí
c = D(a)b

ñXòLá�ç�í%�Bú�ï�ò=ñXá�ñ¨÷¨èTç�íPë\áBí;ü + ó\ó\ç�éPì�ñXá�ø9÷�� ö íPî�ë�ç�èTë\é�ï�íPç�éPò Lc ï�á�ì Rc ï�éPë



COMPACT SEMIDERIVATIONS
J �DI

á�ç�í��Bú�ï�ò=ñXá�ñ¨÷¨èTç�íPë\áBí;ü �Bñ¨á�ó\ë
Lc = DLab − LT (a)DLb

ï�á�ì
Rc = RbDRa − RT (a)bD ö íPî�ë;ò=ëí � ç�ç�èTë\é�ïkíPç�éPò�ïkéPë�ó\ç9õ�è»ï�ómí;ü�ý�î�ëméPë;ôKç�éPë ö ë;ï�ó�î�ç9ôLíPî�ë;õ î�ï�ò�ï�á�ç9á��;ëméPç�ë\ñXø9ë\á�ê9ï�÷Xú�ë � î�ç9ò=ë

ó;ç�é=éPë\òWèTç9á�ì�ñXá�øþë;ñ¨ø9ë;á�òWè»ï�ó\ë�ñXò�û�á�ñ¨íPë-ì�ñ¨õËë\á�ò=ñ¨ç9á�ï�÷7ü � ë\í
λ
ùeë�ïþá�ç9á��\ë\éPçþë\ñXø9ë\á�ê9ï�÷Xú�ë�ç9ô

Lc
ï�á�ì

÷Xëmí
u ∈ A ùTë[ñríPò�ë\ñXø9ë\á�ê�ë;ómíPç�é;üDý�îBú�ò ö u 6= 0

ï�á�ì
(Lc − λ)Lu = 0

üDý�î�ñXò�õËë;ï�á�òiíPî�ï�íiíPî�ë
é�ï�á�ø9ë�ç9ô

Lu
ñ¨ò5ó;ç�áBí�ï�ñXá�ë;ì ñXá�íPî�ë-ë;ñ¨ø9ë;á�òWè»ï�ó\ëiï�á�ìãò=ç

Lu
î�ï�ò�û�á�ñríPë-é�ï�á ( ö ñ^ü ë�ü»íPî�ë@éPñ¨ø9î�íoñ¨ì�ë;ï�÷

uA ñXò[û�á�ñ¨íPë!ì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷^ü�à_á�ç�éPì�ë\é[íPç�ò=î�ç � íPî�ï�í
Ru
î�ï�ò�ï�÷Xò=ç�û�á�ñ¨íPëãé�ï�á ( � ë!ú�ò=ë�ì�ú�ï�÷

ç�èTë\é�ï�íPç�éPò\ü �5ç�íPë�íPî»ïkí
(R∗c − λ)R∗u = 0 � ñ¨íPî R∗c ó;ç�õ�è»ï�ó\í ö � î�ë\á�ó\ë R∗u ñXòoç9ôDû»á�ñríPëié�ï�á ( ù �

íPî�ëþòPï�õËë�ï�éPø9ú�õËë\á�íËï�á�ì�ò=ç!ñ¨ò
Ru
üDý�î�ï�í�ñ¨ò ö íPî�ëI÷¨ë;ôVí�ñ¨ì�ë�ï�÷ Au ñ¨òiû�á�ñ¨íPëIì�ñ¨õËë\á�ò=ñ¨ç9á�ï�÷7ü,��ú"í

íPî�ë\á�íPî�ë�ñ¨ì�ë;ï�÷ AuA ñXò)û�á�ñ¨íPë�ì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷^ü�à_á�ì�ë;ë\ì ö �Rú�òWí2á�ç�íPë�íPî»ïkí2ñ¨ôTíPî�ë�ò=ëmíPò {a1u, . . . , anu}ï�á�ì {ub1, . . . , ubm} ø9ë\á�ëmé�ï�íPë�íPî�ë�ê�ë;ómíPç�éþòWèÙï�ó;ë\ò Au ï�á�ì uA ö éPë;òWèTë\ó\íPñrê�ë\÷�� ö íPî�ë\á íPî�ë ò=ë\í
{aiubj | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} ø9ë\á�ëmé�ï�íPë\ò5íPî�ëiòWè»ï�ó\ë AuA üeý�îBú�ò ö íPî�ëiñXì�ë;ï�÷tø9ë\á�ë\é�ï�íPë\ìù �
u ö Cu+Au+uA+AuA ö ñ¨òDï�á�ç�á2�\ëméPç�û�á�ñ¨íPë2ì�ñXõ�ë;á�ò=ñXç�á»ï�÷�ñXì�ë;ï�÷7ü�ý�î�ñXò+ç9ô�ó;ç9ú"éPò=ë2ó\ç9á�í=é�ï�ì�ñXómíPò

ç9ú"é�ñXá�ñ¨íPñXï�÷cï�ò=ò=ú�õ�è�íPñXç9áeüÙý�î�ëméPë;ôKç�éPë ö D(A) ⊆ rad(A)
ü

�5ç � ò=ú"è�èTç9ò=ëËíPî�ï�í D ñXò@á�ç�í �Bú�ï�ò=ñXá�ñX÷rèTç�íPë;á�í;ü 5 ñ¨íPî�ç9ú"í-÷¨ç9ò=ò-ç9ô2ø9ë\á�ëmé�ï�÷¨ñ¨í � � ëËõ%ï��!íPî�ë;á
ï�ò=ò=ú�õËëoíPî�ï�í

1
ñXò�ñ¨íPò�ë\ñXø9ë\á�ê9ï�÷Xú�ë9ü"àZíPò�ó\ç�é=éPë\òWèeç�á�ì�ñ¨á�ø�ë\ñXø9ë\á�òWè»ï�ó;ë V ñXòHû�á�ñ¨íPëoì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷'ï�á�ì öò=ñXá�ó;ë

D
ï�á�ì

T
ó\ç9õËõ-ú�íPë ö ñ¨íLñXòLñ¨áBê�ï�éPñXï�á�í-ú�á�ì�ë\é T ü �Bç�ç9á�ë�ó;ï�á!û�á�ì�ï[á�ç9á��\ë\éPç

v ∈ V ï�á�ì
µ ∈ C ò=ú�óyî íPî�ï�í T (v) = µv

ü � ñXó ( ï�òWèTë\ó\í=é�ï�÷�ñXì�ë\õ�èTç�íPë;á�í P ç9ô D ò=ú�óyî íPî�ï�í
1 − P

ñXò
ç9ô�û�á�ñríPë�é�ï�á ( ï�á�ì r(DP ) < 1

1+|µ|
!^î�ë\éPë ö r( . ) ì�ë;á�ç�íPë\òËíPî�ë�òWèTë\ó\í=é�ï�÷�é�ï�ì�ñXú�ò4&�ü �5ç�íPë[íPî�ï�í

DLv − µLvD = Lv ö ï�á�ì�î�ë;á�ó\ë

DP (PLvP )− µ(PLvP )DP = PLvP.
ý�î»ïkí�ñXò ö (LDP − µRDP )(PLvP ) = PLvP

ü�æ5ç � ëmê�ëmé ö ò=ñ¨á�ó\ë

r(LDP − µRDP ) ≤ r(LDP ) + |µ| r(RDP ) = (1 + |µ|)r(DP ) < 1
ñ¨í/ô?ç�÷X÷Xç � ò/íPî�ï�í PLvP = 0

üD��ú"í/íPî�ë\á
Lv = (1−P )Lv+PLv(1−P )

î�ï�ò+û�á�ñ¨íPë0é�ï�á ( ü	�BñXõËñ¨÷Vï�éP÷��
� ë�ò=ë\ëiíPî�ï�í Rv î�ï�òoû�á�ñ¨íPë�é�ï�á ( ü + òoò=î�ç � á ïkùeç;ê�ë ö íPî�ñ¨òoñXòLñ¨õ�èTç9ò=ò=ñ¨ù�÷Xë�ò=ñXá�ó;ëiñ¨íLñXõiè»÷¨ñXë\òoíPî�ï�ííPî�ëoñXì�ë�ï�÷cø�ë;á�ëmé�ï�íPë;ì[ù��

v
ñXò�û�á�ñríPë@ì�ñ¨õËë;á�ò=ñ¨ç9á�ï�÷7ü

� '#)/'�������)�� ,/. ,/. 1 �\� A ¯��I� 25��«T���m¬���§ 4���¯y ���¥D�^�^¬"�65"��«T��«�©��m P��7D«��^�Z�[��� �%�m«�¢P�F��«T��§t�7������§ ¢98
	 ¬"�y« �^¬"�-�\§¨��¢\���%��¢�¢\���m�7���^� ���@��§ 4B��¯y P��4B�y«T�m P���Z���%¯m°þ��§K§'���6�=<����\�0���m y�������^�7��«�¢@��« A �P��«�¢��?¢��^¢L�W¡?�5���¢��?«��?§ <»���Z�y«»���A<��m P���Z�� y¢98
�H P�k�W¡�8 ý�î�ë;ç�éPë\õ ��ü���íPë\÷X÷Xò2ú�ò0íPî»ïkí2íPî�ë � ñ¨ë5ï�÷Xø�ë\ù�é�ï-ç9ô'ï�÷X÷»ó;ç�õ�è»ï�ó\íHì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á�ò2ç�á A ó;ç�á�ò=ñ¨òWíPòç9ô �Bú�ï�ò=ñ¨á�ñ¨÷¨èTç�íPë\á�í2ç�èeëmé�ï�íPç�éPò\üBý�î�ë\éPë\ô?ç�éPë�ç9ú"é2ó;ç�á�ó\÷Xú�ò=ñ¨ç9á%ô?ç9÷¨÷Xç � ò)ôKéPç9õ â���� ö 
 ç�éPç9÷X÷Xï�é��.�	��ü �kåFü

�Bú"è�èeç�ò=ë�íPî�ï�í A ñXòLï[ò=ë\õËñ¨è�éPñXõ�ë ��ï�á�ï�óyî�ï�÷Xø9ëmù�é�ï"üeà_ô I ñ¨ò@ïIá�ç9á��;ëméPç[û�á�ñ¨íPëiì�ñ¨õËë\á�ò=ñ¨ç9á�ï�÷
ñXì�ë�ï�÷cç9ô A ö íPî�ë;á I ñríPò=ë;÷¨ôtñXò5ï�û�á�ñ¨íPë@ì�ñXõËë\á�ò=ñXç9á�ï�÷+ó\ç9õ�è�÷Xëmð�ò=ë\õËñrè�éPñ¨õËë�ï�÷Xø�ë\ù�é�ï ö ï�á�ìãï�ò�ò=ú�óyî öù �-5 ë;ì�ì�ëmé=ù»ú"éPá�íPî�ë;ç�éPë\õ ö ñrí�ñ¨ò�ñ¨ò=ç9õËç�é=è�î�ñXó@íPç Mn1

× . . .×Mns

ôKç�é�ò=ç9õ�ë@èTç9ò=ñ¨íPñrê�ë@ñXá�íPë\ø9ëméPò
n1, . . . , ns

!^î�ë\éPë ö Mn
ì�ë;á�ç�íPë\òHíPî�ëLï�÷¨ø9ëmù�é�ï�ç9ô+ï�÷X÷

n× n ó;ç9õiè»÷¨ë\ðþõ%ï�í=éPñ¨ó;ë\ò4&�ü"à_áIè»ï�é=íPñXó\ú�÷Vï�é ö Iî»ï�ò�ï�á[ñXì�ë\áBíPñrí �Ië\÷Xë\õËë\áBí�ôKéPç�õ � î�ñXó�î�ç9á�ëLë;ï�ò=ñ¨÷��Iñ¨á�ô?ëméPò�íPî�ï�í�íPî�ëméPëoñXò�ï�ó\ë\áBí=é�ï�÷eñ¨ì�ë\õ�èTç�íPë\á�í eñXá A ò=ú�ó�î%íPî�ï�í I = eA ü�ý�î�ë�ó\ç9á�ì�ñ¨íPñ¨ç9áËéPë���ú�ñréPë;ì%ñXáþý�î�ë\ç�éPë;õ ��ü���ó;ï�á%ùTë�íPî�ë\éPë\ô?ç�éPë�òWí�ï�íPë\ì%ñXá
ïoá�ñXó\ë\é)ô?ç�éPõ�ü �ãç�éPë;ç;ê�ë\é ö ò=ñ¨á�ó\ë�è�éPñXõËë�ï�÷Xø9ëmù�é�ï�ò)ó;ï�á�á�ç�í0ó\ç9á�í�ï�ñXá�ó\ë;á�í=é�ï�÷�ñ¨ì�ë\õ�èTç�íPë\á�íPò)ì�ñ �TëméPë;á�íôKéPç9õ

0
ï�á�ì

1 ö ý�î�ë;ç�éPë;õ �Bü �1�"ñ¨ë;÷¨ì�ò�íPî�ë@ôKç9÷X÷¨ç � ñXá�ø�éPë;ò=ú�÷rí;ü
� '#)/'�������)�� ,/.�
�. 1 �\� A ¯��@��«��?«�7D«��^�Z�-��� �%�m«�¢��7��«T��§ <Ù y���þ� 25��«T���y¬[��§ 4���¯y �� 8/:?¡ D �?¢L�Ë���6�
�
<»���m�0¢m�����7���m y�������^�F��«���« A > �^¬"�m« D(A) ⊆ rad(A)
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D
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5 ëHéPë\õ%ï�é ( íPî�ï�ítíPî�ëméPëHéPë�ï�÷X÷���ëmð"ñXòWíDá�ç9á��;ëméPçLó\ç9õ�è»ï�ómí)ì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á�òtç9áiñXá"û�á�ñríPë�ì�ñ¨õËë;á�ò=ñ¨ç9á�ï�÷
è�éPñ¨õËë%��ï�á�ï�óyî ï�÷¨ø9ë\ù�é�ï�ò\ü ��ç�é�ë\ð�ï�õ�è�÷Xë ö í�ï ( ë-ïËó\ç9õËõ�ú"í�ï�íPñrê�ë@è�éPñ¨õËë%��ï�á�ï�ó�îãï�÷¨ø9ëmù�é�ï B � ñ¨íPî
ó;ç9õièÙï�ó\í%éPë\ø9ú�÷Vï�é%éPë\è�éPë\ò=ë;á�í�ï�íPñ¨ç9á�ç9á ñ¨íPò=ë\÷Xô�â 
kå !^ñ7ü ë9ü ö ëmê�ëmé��

Lb ö b ∈ B ö ñXò%ó;ç9õièÙï�ó\í'&�ü2ý�î�ë;á
A = M2(B)

ñXò�è�éPñXõËë@ï�á�ì�ñXá�á�ëmé�ì�ë\éPñrê9ïkíPñXç9á�ò�ç9á A ï�éPë@ó\ç9õ�è»ï�ómí;ü
� éPñ¨õËñ¨íPñrê�ë%ï�÷¨ø9ëmù�é�ï�ò�ï�éPë�ùTç�íPî!è�éPñXõËë%ï�á�ì ò=ë\õËñXò=ñ¨õ�è�÷Xë�ü ��ç�é@íPî�ë\ò=ëþï�÷¨ø9ëmù�é�ï�ò 
 ç�éPç9÷X÷Xï�é��@��ü��

íPî�ëméPë\ô?ç�éPëLø�ë\íPò�ïiè»ï�é=íPñ¨ó;ú�÷Xï�éP÷��[ò=ñ¨õ�è�÷Xë@ô?ç�éPõ�ü
� '#)/'�������)�� ,/.�� . 1 �\� A ¯��-�=<Ù y� ���?�^� ���=25��«T���m¬[��§ 4���¯m P� 8�:K¡5�^¬"�m P�@�����?¢y�^¢o�i«T��«"©��y ��%�P�6� <����\�¢\���i�F���m y�������^�7��« ��« A > �^¬"�m« A �K¢ 7D«��^�Z�������þ�m«�¢��F��«T��§ 8

�5ç�íPëËíPî�ï�í 
 ç�éPç9÷¨÷Vï�é�� ��ü * ñXá�è»ï�é=íPñXó\ú�÷Vï�é�ø9ë\á�ë\é�ï�÷¨ñ��\ë;ò@íPî�ëËéPë\ò=ú�÷¨í�ç9ô�æ5ç õ�ë;á�íPñXç�á�ë\ì ï�í-íPî�ë
ùeë\ø9ñ¨á�á�ñ¨á�ø"üBà_ô � ë�ó\ç9á�ò=ñXì�ë\é2ç9á�÷��Ëì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç9á�ò ö íPî�ë;áËíPî�ñ¨ò0ó\ç�éPç9÷X÷Xï�é��Ëó�ï�áËùeë�ëmð�íPë\á�ì�ë\ìþï�ò0ô?ç9÷¨÷Xç � ò\ü
� '#)/'�������)�� ,/.��/. 1 �\�

D
¯��-�%���6� <����\�0���m y�������^�F��«!��«���25��«T���y¬���§ 4B�;¯m P� A 8/:?¡ P �K¢@�=<Ù y� �
�

�^�^� ���@�7������§Ù�?« A �W¡o�K«�7D«��?�Z�i������� �þ�y«�¢��7��« > �^¬"�m« D(A) ⊆ P 8	�����P�� ����K« 49§ ° > D(A) ⊆ rad(A)
�?«

�^¬"�i����¢\�-¥D¬"�y« A ¬"��¢o«T� <Ù y� ���?�^� ���-�F���P��§�¢-�W¡ 7D«��^�Z��������� �%�m«�¢��7��«�8
�H P�k�W¡�8 �BñXá�ó;ë P ñXò-ñXá�ê�ï�éPñVï�áBí�ú�á�ì�ë\é D â���� ö ý�î�ë\ç�éPë\õ �Bü��kå ö D ñ¨á�ì�ú�ó\ë;ò�ï�ì�ë\éPñrê9ï�íPñ¨ç9á DP ç9á
A/P ì�ë\û�á�ë;ì[ù��

DP(x+ P) = D(x) + P ü2�5ç�íPëoíPî�ï�í
DP

ñXò�ó\ç9õ�è»ï�ómí�ï�á�ì�ò=ç 
 ç�éPç9÷X÷Xï�é�� ��ü *
ñXõ�è�÷Xñ¨ë;ò�íPî�ï�í

DP = 0 � íPî�ï�í�ñXò ö D(A) ⊆ P ü

C∗ � ï�÷¨ø9ë\ù�é�ï�ò+ï�ì�õËñrí=íPñXá�ø�á�ç9á��\ë\éPç�ó\ç9õ�è»ï�ómí+ì�ë\éPñrê9ï�íPñ¨ç9á�ò � ëméPë0óyî�ï�é�ï�ó\íPëméPñ��\ë;ìLñXá%â�� ö 
 ç�éPç9÷X÷Xï�é��
��ü *�å7ü�5 ë@ï�éPë@á�ç � ñXá ï�èeç�ò=ñ¨íPñXç�á�íPçËø9ë\á�ë\é�ï�÷¨ñ��\ëLíPî�ñ¨ò�éPë;ò=ú�÷¨í�íPçËò=ë\õËñXò=ñ¨õ�è�÷Xë%��ï�á�ï�óyî�ï�÷¨ø9ëmù�é�ï�ò\ü
� '#)/'�������)�� ,/.�
�. 1 �\� A ¯��ã� ¢m�����K¢�� �=<T§¨� 25��«T���m¬ ��§ 4B�;¯m P� 8 	 ¬"�m« �^¬"�y P�!�����?¢��^¢ � «Ù��«"©��m P�
���6� <����\�0���y y� �����^�F��«!��« A � ¡L��«T�%��«»§ °�� ¡5�^¬"�m P�-�����?¢��^¢@�%���m«»�^ P��§Ù�7�����=<»���Z�y«»� e �?« A ¢A5»�y¬I�^¬"����^¬"�@�F������§

eA �?¢ 7D«��?�Z����� �þ�y«�¢��7��«T��§+��«T�%«Ù��«T���6� � 5��Z���^�����	8
�H P�k�W¡�8 �Bú�è�èTç9ò=ë�íPî�ëméPë�ë\ð"ñ¨òWíPòLïþá�ç9á��;ëméPç[ó\ç9õ�è»ï�ómíLì�ëméPñ¨ê�ï�íPñXç�á!ç�á A ü + ò5èTç9ñ¨á�íPë;ì!ç�ú�íLï�ùTç�ê�ë öý�î�ë\ç�éPë\õ ��ü �5ñ¨õ�è�÷Xñ¨ë;òHíPî�ï�í2íPî�ë\éPë5ñXò�ï�á�ç9á��;ëméPçió;ë\á�í=é�ï�÷Tñ¨ì�ë\õ�èTç�íPë\á�í

e
ò=ú�óyîIíPî�ï�í

eA ∼= Mn1
×

. . .×Mns

ü(�ãç�éPë\ç�ê�ëmé ö ôVéPç9õ íPî�ëoè�éPç�ç�ô+ç9ô+ý�î�ë;ç�éPë;õ ��ü�� � ëLò=ë\ë5íPî»ïkí e ó;ï�áIùTëoóyî�ç9ò=ë\á�ò=çiíPî�ï�ííPî�ë-ñ¨ì�ë;ï�÷
eA ñ¨ò5ø�ë;á�ëmé�ï�íPë;ì�ù��ãï�áãë\÷Xë\õËë;á�í

u
ñ¨á
D(A)A !^á�ï�õËë\÷�� ö u = λ−1d(a)bu

&�üÙà_ôtë\ê9ë\é��
ni

� ï�ò 1
íPî�ë\á

D � ç9ú�÷Xì%ó\÷Xë;ï�éP÷��iê�ï�á�ñXò=î%ç9á eA ö ï�á�ìËò=ç u = eu ∈ eD(A)A = D(eA)A = {0} öï�ó;ç9á�í=é�ï�ì�ñ¨ó\íPñ¨ç9áeü�ý�î�ë\éPë\ô?ç�éPë
ni ≥ 2

ôKç�é�ò=ç�õËë
ni ö õËë�ï�á�ñ¨á�øiíPî�ï�í eA ñ¨ò�á�ç9á�ó;ç�õËõ�ú"í�ï�íPñ¨ê9ë9ü�ý�î�ëó;ç9á�ê�ëméPò=ë-ñXò�í=éPñrê"ñVï�÷	���Rú�òWí�í�ï ( ë�ï�á ñXá�á�ë\é5ì�ë\éPñrê9ï�íPñ¨ç9á�ñXõ�è�÷Xë\õËë\á�íPë;ì�ù�� ïËá�ç9á � ó;ë\á�í=é�ï�÷+ë;÷¨ë;õ�ë;á�í

ñXá
eA ü
��ôHó\ç9ú"éPò=ë%ç9á�ë%ó;ï�á ó�î�ç�ç9ò=ë

e
ñ¨á 
 ç�éPç9÷X÷Xï�é��@��ü �[ò=ç�íPî�ï�í

eA ∼= Mn
ô?ç�é-ò=ç9õËë

n ≥ 2
ü � ëmí

ú�òþï�÷Xò=ç õËë\á�íPñXç9á�íPî�ï�í 
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