1. Introduction

Dans ce mémoire, nous établissons un résultat de complétude asymptotique pour I’équa-
tion de Klein—-Gordon dans la métrique de Kerr apres restriction a certains sous-espaces
de solutions d’énergie positive.

La métrique de Kerr, qui est une solution exacte de I’équation d’Einstein, modélise
des trous noirs en rotation. Elle généralise la métrique de Schwarzschild, qui décrit des
trous noirs a symétrie sphérique. Jusqu’a aujourd’hui, il y a bon nombre de résultats sur
la théorie de la diffusion pour des équations de champ dans la métrique de Schwarzschild
(voir [B1], [B2], [BM], [DHS], [D], [DK1], [DK2], [DK3], [J], [N1], [N2], [Mel], [Me2], [SZ]).

A notre connaissance, de tels résultats ne sont pas connus pour la métrique de Kerr.
Cette métrique est un modele plus réaliste de trou noir que la métrique de Schwarzschild :
I’existence d’un corps céleste ayant une parfaite symétrie sphérique est en effet peu prob-
able (voir [HE]).

La différence principale entre la métrique de Schwarzschild et la métrique de Kerr
est 'existence d’une ergosphere dans la deuxieme. Dans cette ergosphere, le champ 0,
devient de type espace. Il se trouve que plus généralement, il n’existe pas de champ de
Killing global de type temps, i.e. la métrique de Kerr n’est pas stationnaire (voir [HE]).
La conséquence pour I'équation de Klein—Gordon est la suivante. Si on 1’écrit sous la
forme

(0 — 2ikdy + h)u = 0,
(1.1.1) ult=0 = uo,

Orult=0 = u1
avec h, k autoadjoints sur un certain espace de Hilbert, h n’est pas un opérateur positif.
Alors Iénergie E(u) = ||0yul|? + (hu,u) qui est conservée le long de I'évolution n’est pas
positive. Dans le Chapitre 9 (Application a la métrique de Kerr), nous construisons des
sous-espaces hilbertiens sur lesquels h est positif. Pour I'existence de ces sous-espaces,
nous avons besoin que la masse de la particule soit strictement positive. Notre résultat de
complétude asymptotique est valable apres restriction a ces sous-espaces. C’est pourquoi
nous supposons des le début h > 0. La métrique de Kerr possede moins de symétrie
que la métrique de Schwarzschild, mais la méme décroissance a l'infini. Dans cette situ-
ation, on ne peut pas appliquer des techniques de perturbation & trace (voir [H]). Notre
démonstration de la complétude asymptotique est alors basée sur une estimation de
Mourre et un principe d’absorption limite.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante : le Chapitre 2 est consacré au cadre
hilbertien. Nous rappelons d’abord un résultat de [H] selon lequel on peut écrire (1.1.1)

(5]
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comme un systeme de premier ordre de la forme

(1.1.2) i f=Lf,

(1.1.3) L—(h1/2 0 )+(k k)
o 0 —hl/2 kK

et lui associer un groupe unitaire e**’. Apres quelques rappels sur la théorie de Mourre,
nous en décrivons une extension abstraite. Nous déduisons d’une estimation de Mourre
pour h une estimation de Mourre pour h'/2 et puis une estimation de Mourre pour un
opérateur de type L avec k constant. Le passage d’une estimation de Mourre pour h a une
estimation de Mourre pour h'/2 a déja été étudié dans [DHS], en se basant sur la version
de la théorie de Mourre exposée dans [CFKS]. Malheureusement, cette version n’est pas
entierement correcte (dans [GG] on trouve un contre-exemple au théoréme du viriel sous
les hypotheses de [CFKS]). C’est pourquoi nous avons préféré donner une autre version
de ’estimation de Mourre pour la racine d’un opérateur, qui est basée sur la version de
la théorie de Mourre qu’on trouve dans [ABG].

Dans le Chapitre 3, nous décrivons le cadre géométrique. La variété que nous con-
sidérons est de la forme M = Rx K avec K une variété compacte. Sur M nous considérons
un opérateur hg séparable et un opérateur borné et séparable kg. L’hamiltonien hg et kg
servent comme opérateurs de référence. Nous décrivons ensuite I’hamiltonien perturbé
h et la perturbation k de kg. Pour choisir la dynamique de comparaison, il y a deux
démarches possibles :

1) on compare la dynamique avec une dynamique qui vient d’une métrique plus simple
sur la variété,

2) on cherche la dynamique de comparaison la plus simple, méme si cela ne provient
pas d’une équation de Klein—Gordon associée a une métrique lorentzienne ; ceci revient a
chercher des profils.

Nous suivons ces deux démarches. La variété M est une variété avec deux bouts. Nous
comparons la dynamique dans les deux bouts avec deux hamiltoniens différents. Nous
avons alors quatre hamiltoniens asymptotiques h, et quatre opérateurs asymptotiques
k, que nous décrivons a la fin du Chapitre 3. Les opérateurs L, Lg, L, sont construits
comme décrit dans le Chapitre 2.

Le Chapitre 4 est consacré a une étude des différents hamiltoniens et de leurs espaces
de Sobolev.

Dans le Chapitre 5, nous établissons des estimations de Mourre pour les hamiltoniens
introduits dans le Chapitre 3. L’opérateur h est un opérateur du deuxieme ordre qui
agit sur une variété avec deux bouts. Un bout est exponentiellement grand, 'autre est
polynomialement grand. h n’est alors pas elliptique et le générateur de dilatations ne
peut pas servir comme opérateur conjugué. Un opérateur conjugué pour un opérateur
du type h a été proposé dans [FH]. Nous suivons la méme voie, mais pour des raisons
déja expliquées, nous utilisons une autre version de la théorie de Mourre que les au-
teurs de [FH]. Ceci demande un petit travail supplémentaire pour obtenir I'estimation
de Mourre pour h. Ensuite on utilise les résultats du Chapitre 2 pour passer a une
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estimation de Mourre pour L. La situation pour les hamiltoniens séparables est plus
simple puisqu’ils sont elliptiques apres restriction sur les espaces de moment angulaire fixé.
L’estimation de Mourre pour Ly, L, suit alors des arguments standards et des résultats du
Chapitre 2.

Nous établissons le résultat de complétude asymptotique en deux étapes. Dans la
premiere étape, nous nous ramenons a un probleme séparable en comparant L avec L.
Dans la deuxieme étape, nous établissons une comparaison avec les dynamiques asymp-
totiques. Pour expliquer pourquoi la premiere étape semble étre nécessaire, considérons
comme un modele plus simple ’équation des ondes dans la métrique de Schwarzschild.
La perturbation a l'infini est une somme de deux perturbations. Une perturbation est
en 1/r? (dans les coordonnées de Regge-Wheeler) et donc clairement & courte portée.
L’autre est en r—3Agz. Elle est également & courte portée puisqu’elle devient une per-
turbation en 1/r3 apres diagonalisation selon les valeurs propres du Laplacien sur la
sphere. Cet argument n’est bien entendu pas valable, si comme dans le cas de Kerr,
une des deux dynamiques n’est pas a symétrie sphérique. En se ramenant d’abord a un
probléeme a symétrie sphérique, nous évitons alors des perturbations a longue portée ar-
tificielles. La perturbation entiére sera & longue portée puisqu’on considere I’équation de
Klein—Gordon.

Le Chapitre 6 établit cette premiere étape dans la démonstration de la complétude
asymptotique. La démonstration est basée sur l'estimation de Mourre et le principe
d’absorption limite.

Dans le Chapitre 7, nous introduisons les projections asymptotiques. Ces projections
servent a séparer les solutions qui se propagent dans les différents bouts de la variété.

Dans le Chapitre 8, nous démontrons la complétude asymptotique. La démonstration
utilise I’estimation de Mourre, le principe d’absorption limite ainsi que les résultats des
Chapitres 6 et 7.

Dans le Chapitre 9, nos résultats sont appliqués a la métrique de Kerr. On y trouve la
construction des sous-espaces sur lesquels on a une énergie positive. On considere ’énergie
qui est associée au champ de Killing (utilisant des coordonnées de Boyer-Lindquist et
désignant par 2y la vitesse angulaire de I’horizon relative & I'infini) 9, + 2150y. Ce champ
de Killing est de type temps pres de 'horizon et de type espace a I'infini. La symétrie axiale
de la métrique de Kerr donne la conservation d’un moment angulaire pour les solutions
de I'équation de Klein—-Gordon. Ceci permet d’imposer par la suite une restriction sur le
moment angulaire de la donnée initiale. La masse positive de la particule rend 'opérateur
positif. Pour des mésons neutres, nous pouvons permettre au moins 106 modes (selon le
moment angulaire et la masse du trou noir, méme plus).

2. Le cadre hilbertien

Dans ce chapitre, nous décrivons le cadre hilbertien du probleme. Nous étudions d’abord
une équation des ondes abstraite. Ensuite nous établissons a partir d’une estimation
de Mourre pour un hamiltonien une estimation de Mourre pour sa racine et pour un

probléme matriciel.
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2.1. Une équation des ondes abstraite. Nous rappelons ici quelques résultats de [H].
Considérons une équation des ondes abstraite sur un espace de Hilbert H de la forme
suivante :
02u — 2ikdyu + hu = 0,
(2.1.1) ult=0 = uo,
atu‘t:() = Uz.
Nous supposons pour la suite :
(2.1.2) h,k autoadjoints,
(21.3) h>0, 0&opp(h),
(2.1.4)  D(k) > D(hY?) et VYue D(Y?), |kul| < CIRY?ul + |ul).

On introduit I'échelle d’espaces de Sobolev abstraits suivante : H? := D(h), H! :=
D(h'/?), H® := H. Sur H' nous introduisons la norme ||u||? := (hu,u) (comme 0 & oy, (h)
il s’agit bien d’une norme). Soient H! le complété de H! pour cette norme et HZ le
complété de H? pour la norme ||u||3 := (hu,u) + ||hul|?. Pour f = (fo, f1) € H! & H nous
posons

1f1% = l1f1l* + (hfo, fo)  (norme d’énergie)

et nous définissons l'espace d’énergie R := H! @& H comme le complété de H! & H
pour cette norme. Remarquons que la norme d’énergie est formellement conservée par
I’évolution :

(2.1.5) 9|0l + (hu,u)) = 2 Re(dsu, d2u) + 2 Re(hu, dyu) = 2Re(dyu, 2ikdsu) = 0.

Nous réécrivons 1’équation des ondes comme un systéme de premier ordre :

(2.1.6) {iaﬁf = RJ,

fli=o = (ug,u1),
avec

(S )

R= .

—ih —2k

On a (voir [H, Lemme 2.2] (1)) :

LEMME 2.1.1. R est autoadjoint sur R avec domaine D(R) = H? & H!.

Transformation unitaire. Soit L := H & H. 1l est utile d’introduire la transformation
unitaire suivante :

U:R—L, U= <h1/2 ' > U=yt = 2 (h_w h_W)
: — L, = = ’ = = = ;
V2 \ 12— V2\ —i i

hl/2 — k k
L:=URU'=
ko —h'2—k
On a (voir [H, Proposition 2.1]) :

PROPOSITION 2.1.2. D(URU~Y) = UD(R) = H! & H.

(*) Une erreur s’est glissée dans le texte de [H, Lemme 2.2] : lire HZ au lieu de H>.
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L’évolution est décrite par un groupe unitaire e~ *~.
Dans la suite pour expliciter la dépendance de U par rapport a h, nous utiliserons
parfois la notation U(h).

2.2. La théorie de Mourre

2.2.1. Rappels. L’ingrédient principal de l’estimation de Mourre est le commutateur
[iH, A] entre ’hamiltonien H et un autre opérateur autoadjoint A, appelé l'opérateur con-
jugué. Comme tous les deux opérateurs sont en général non bornés, il faut étre soigneux
afin de définir correctement le commutateur. Nous rappelons dans ce contexte les con-
ditions de Mourre (voir [M]). Soient H, A deux opérateurs autoadjoints. On dit que le
couple (H, A) vérifie les conditions de Mourre si

(M1") D(A) N D(H) est dense dans D(H),

(M2') €4 préserve D(H), SUP|s<1 |He*4Au| < 0o, Vu € D(H),

(M3') [¢H, A] définie comme forme quadratique sur D(H)ND(A) est bornée inférieure-
ment, fermable et s’étend en un opérateur borné de D(H) dans H :

i, Al(u, 0)| < Cl|[Hul[|[vll,  Vu,v € D(H) N D(A).
Il a été remarqué dans [GG] que le théoreme du viriel reste valable sous les conditions

(M1) €4 préserve D(H),
(M2) [¢H, A] défini comme forme quadratique sur D(H) N D(A) s’étend en un opéra-
teur borné de D(H) dans H :

|[iH, Al(u,v)| < C|[Hul|[[v],  Vu,v € D(H) N D(A).
(M1"), (M2') et (M1) sont en effet méme équivalents.
Le cadre le plus agréable pour l'estimation de Mourre est peut-étre le suivant (on

peut le trouver dans [ABG]) :
Un opérateur borné C' est de classe C*(A;H) ssi

R > s — e¥4Ce 4 est C* pour la topologie forte de B(H).

H € C*(A) s'il existe z € C\ o(H) tel que (z— H)™' € C*(A;H). (M1)-(M2) impliquent
H € C'(A) et le théoreme du viriel est vrai sous la seule condition H € C1(A) (voir
[ABG]).

La condition H € C1(A) a été caractérisée dans [ABG, Theorem 6.2.10] par le com-
mutateur [H,iA] :

PROPOSITION 2.2.1. L’opérateur H est de classe C*(A) ssi les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

(i) il existe C < oo tel que
|(Au, Hu) — (Hu, Au)| < C||(H +i)ul|?, Yu € D(H)N D(A),
(ii) 4l existe z € C\ o(H) tel que
{ue D(A) | (z— H)'u e D(A), (Z— H) 'u € D(A)}

est un ceeur pour A.
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En général, il n’est pas facile de vérifier les conditions (i), (ii) si les domaines de H
et de A ne sont pas connus explicitement. Une possibilité de vérifier dans un tel cas la
condition H € C'(A) consiste & chercher d’abord un cceur commun pour les opérateurs
H et A. Un tel cadre est décrit dans [GL]. On commence avec une petite extension du
Théoreme de Nelson (voir [GL, Lemma 1.2.5]) :

LEMME 2.2.2. Soient H un espace de Hilbert, N > 1 un opérateur autoadjoint sur H, A
un opérateur symétrique sur H tel que D(N) C D(A) et

(i) [[Aul < C|[Null, u € D(N),
(ii) |(Au, Nu) — (Nu, Au)| < C||N*/?u||?, u € D(N).

Alors Uopérateur A est essentiellement autoadjoint sur D(N). De plus siu € D(A), alors
(14 ieN)~u converge vers u dans la topologie du graphe de D(A) quand ¢ — 0.

L’opérateur N est appelé un opérateur de comparaison. Dans cette situation, il suffit
de calculer le commutateur sur D(N), plus précisément, on a le lemme suivant (voir [GL,
Lemma 3.2.2]) :

LEMME 2.2.3. Soient H, Hy, N des opérateurs autoadjoints sur un espace de Hilbert H tels
que N > 1, D(H) = D(Hy) comme espaces de Banach, et (z — H)™! envoie D(N) dans
lui-méme. Soit A un opérateur symétrigue sur D(N). Supposons que Hy et A vérifient les
hypothéses du Lemme 2.2.2 avec opérateur de comparaison N et continuons a désigner
avec A l'unique extension autoadjointe de A. Supposons en plus

|(Au, Hu) — (Hu, Au)| < C([|Hu|® + ||ull®),  VYu € D(N).
Alors :

(i) D(N) est dense dans D(A) N D(H) équipé de la norme |Hu| + || Aul| + |Ju],
(i) la forme quadratique [H,iA] sur D(A) N D(H) est l'unique extension de [H,iA]
sur D(N),
(iii) H est de classe C1(A).

2.2.2. Une extension abstraite de la théorie de Mourre

Estimation de Mourre pour la racine d’un opérateur. Soient h > 0 et b deux opérateurs
autoadjoints sur un espace de Hilbert H avec h € C'(b). On suppose que le couple (h, b)
vérifie une estimation de Mourre sur un intervalle I? = [o?, 3?] (3 > a > 0) :

(2.2.1) 1r2(h)[ih,b]12(h) > v12(h) + k  avec v > 0 et k compact.

Nous allons construire un opérateur b,, dépendant d'une fonction de troncature y, tel
que h'/2 € C1(by) et tel que le couple (h'/2,b,) vérifie une estimation de Mourre sur tout
intervalle I C I = [a, 3] avec dist(I,R \ I) > 0. Pour ceci nous choisissons une fonction
X € C5°(]0, 0[) avec x|r2 = 1. Comme h € C*(b), on a x(h) : D(b) — D(b) (voir [ABG]).
L’opérateur x(h)by(h) est alors bien défini sur D(b). Comme opérateur symétrique défini
de maniere dense, il est fermable. On note b, la fermeture. Comme h € C'(b), on a
x(h) € C*(b;H) par [ABG, Theorem 6.2.5] et donc b, autoadjoint par [ABG, Lemma
7.2.15].
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THEOREME 2.2.4. (i) Pour tout x € C§°(]0,00]), le couple (h'/2,b,) vérifie (M1), (M2)
et [hl/Q, by] posséde une extension a un opérateur borné.
(if) Pour tout I C I avec dist(I,R\ I) > 0 et tout x € C§(]0,00[), x|z =1, on a
1f(h1/2)[ih1/2,bx]lj(hl/Z) > ulf(hl/z) +k avec p>0 et k compact.

Démonstration. (i) La démonstration de (M1) est analogue a celle de [H, Lemme 3.3(i)].
Nous affirmons que [ih'/2,b, ] posséde une extension & un opérateur borné, ce qui montre
en particulier (M2). Commengons par remarquer que grace a [ABG, Proposition 7.2.16]
h € C(by) et que [ih,b,] posseéde une extension & un opérateur borné que nous allons
désigner par [ih, by]o. En effet

[ih, by] = x(h)[ih, b]x(h)
au sens des formes quadratiques sur D(h) N D(b), donc

[[ih, by ] (u, v)] < Cllull[|vll,  Vu,v € D(h) N D(b)

et D(h) N D(b) est dense dans D(h) par [ABG, Theorem 6.2.10], D(h) dense dans H.
Soit ¥ € C§°(]0,00]) avec Xx = x. Comme h € C'(by), on a X(h) : D(b,) — D(by) et
X(h)byX(h) est bien défini sur D(b, ). On a by, = x(h)byx(h) sur D(b) et par densité sur
D(b, ). Rappelons maintenant que

X(R2R(h) = 7= { s7Y2%(h)h(s + h) ' ds,
0

otl, comme supp X C ]0,0c[, intégrale converge en norme. Pour u € D(h'/?) N D(by),
on a

(byu, h'/?u
= (bx)z

— (hY?u,byu)
hyu, B ?%(h)u) — (KX (R)u, by X(h)u)

-~

= 7r_1

s 20X (R)u, h(s + h) " X (R)w) — (A(s + h) 7 X(R)u, byX(h)u)} ds

V2= X(M)u, (s +h) 7 X (B)u) + (s + 1) 7' X(h)u, byX(h)u)} ds

"2 {(by (s + h) "' X(h)u, (s + h) "' X(h)u)

|
3
Sty Oty Oy

s+ h)TIX(h)u, by(s + h) 7' X (h)u)} ds

I
=

sY2([h, byJo(s + h) T X(h)u, (s + h) "X (h)u) ds,

\
N
L
Ohlag

ott nous avons utilisé l'identité h(s+h)™1 =1 —s(h+s)~! et le fait que x(h)(s+h)~!:
D(by) — D(by). En utilisant

(2.2.2) (s +h)7IX(R)| < C(s+6)"t  (6>0)
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nous pouvons alors estimer
I[B2, 0] (w,u)] < Cllull?, Vu € D(h'?) N D(by),
i.e. [h}/2,b,] est borné.
(ii) Soit maintenant ¥ € C§°(I?) avec x|z = 1, x comme dans les conditions de (ii),
en particulier Xy = ¥. Par un calcul similaire & celui dans (i), on obtient au sens des
opérateurs bornés :

(223)  R(WERY2, bR (h) =~ | s7/2(s + h) 7 R(R)[ih, bR (R) (s + h) ™' ds
0

>yt S sY2(s+ h)TIR2(R) (s + h) "t ds
0

+ 7t | 52 (s + ) TIR(BER(R) (s + h) "t ds
0
> uX2(h) + k

avec pu > 0. L’opérateur (s + h)~'X(h)kX(h)(s + h)~" est compact. L’intégrale dans la
troisieme ligne de (2.2.3) est convergente en norme grace a (2.2.2). L’opérateur k est alors
compact, ce qui termine la démonstration. m

Estimation de Mourre pour un probléme matriciel. Soient x € C§°(]0,00[) et H, h >0,
b, by comme ci-dessus, en particulier h € C L(b). Nous considérons les opérateurs autoad-
joints suivants sur L :
by 0 hY2 0 -1 1
By, = * ) D(B,) = D(b,) ® D(b,), L::( )+c( )
X ( 0 by (Bx) (bx) (bx) 0 —h'/? 1 -1
avec ¢ € Rt et D(L) = H' @ H' (H' = D(h'/?), voir Section 2.1). Soit S; C R un
sous-ensemble discret tel que 0 € S, et
VA € R\ Sy, 3I voisinage de A avec 17(h)[ih,b]1;(h) > v1;(h) + k
avec v > 0 et k compact. On appelle S;, 'ensemble des sewils de h. Nous posons Sy, :=
{—=cE£ VA2 + 2| A€ Sy} On obtient :
THEOREME 2.2.5. (i) Vx € C§°(]0,00]), (L, By) vérifie (ML), (M2).
(ii) YA € R\ Sg, Ix € C§°(]0, o0]), I woisinage de A avec
1](L)[ZL,BX]1](L) ZILLII(L)+K1 Si)\>0,
1[(L)[iL,—BX]1[(L) EUII(L)—FKQ SZ')\<O7
avec 1 >0 et K; (i =1,2) compacts.
Démonstration. (i) (M1) est vérifié puisque e***x : H! — H!. Vérifions (M2) :
ih/2,b 0
[ZL,BX]: ([Z X] >.
0 —[ihY/2,b,]

Par le Théoreme 2.2.4, [ih'/2,b,] possede une extension & un opérateur borné. (M2) est
alors vérifié.
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(ii) Soit he := h+ 2, D(h.) = D(h). Les seuils de h. sont donnés par Sy, = Sy, + c2.
Nous ne traitons que le cas A > 0, i.e. A= —c+ Vg + %, 0 < Xy € R\ Sy, Pautre cas
étant analogue. Soit I C]c2, oo[ un intervalle ouvert avec Ag+c2 € I et INS),, = (). Soient
X1 € Cgo(f) avec x; = 1 dans un voisinage de \g + ¢ et x € Cgo(f) avec X1X = X1-
Nous définissons x¥ € C§°(]0, 00[) par X(—c++/x) = x1(x). On a ¥ = 1 dans un voisinage
de . Dans ce qui suit, b, désigne la fermeture de x(h + ¢?)bx(h + ¢?). On introduit la
transformation unitaire suivante :

V(h) = < ar1(h) azi(h) )

alg(h) agg(h)

avec
¢ M2+
a11(A) == @5 (\/M——CQ— /\1/2)2)1/2, a12(A) == @5 (m - )\1/2)2)1/2,
asi(N) = ‘ )= AV
(2 + (m+)\1/2)z)1/2 (c + (m+)\1/2)2)1/2

a;;j sont clairement continues R* — R. Afin de démontrer que a;;j(h) definissent bien des
opérateurs bornés de H — H, il faut vérifier que les a;; sont bornés, ce qui suit du fait
que

lim all()\) = 1, lim agl()\) = O, lim alg()\> = O7 lim agg()\) = —1.
A—00 A—00 A—o00 A—o00

V (k) est unitaire puisque a?, + a2, = a3, + a3, = 1, a11a21 + ai2a22 = 0. On obtient

V*LV:E<_C+\/}L+—CQ 0 >
0 —c—Vh+c
On a
V*X(L)iL, BJX(L)V = X(L)[iL, BIX(L)
avec

~ ai1byair + ajebyars ajibyasy + arsbya
B:V*BXV:( 110ya11 + a12bya12 a11byaon 12x22).

a21bya11 + a22bya12 a21bya21 + azobyass

On pose hi=—c+vVh+ 2, b= ai1bya11 + a12byaiz. Alors, comme supp x C |0, cof,

> ( X ()[R, BIX(R) 0 )
0 0
On obtient, en utilisant le Théoreme 2.2.4,
X(h)[ih, DX (h) = axixa (he)[ih/2, by)x1 (he)arn + araxa (he) [ihY/?, by]xa (he)asz
> a11(vX3(he) + k)arr + ara(vx3(he) + k)aia = vxi(he) + k,

avec k compact si le support de X est suffisamment petit. Ici on a utilisé deux fois que
[h,a;;] = 0, Vi, j, ainsi que a?; + a3, = 1 (V unitaire). Donc, en rassemblant,

VL)L, BX(L)V > vX*(L) + K,  X(L)[iL, B\JX(L) > vX*(L) + K,

avec IN{, K compacts et v > 0. m
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3. Le cadre géométrique

Dans ce chapitre, nous décrivons la variété lorentzienne que nous considérons ainsi que les
différents hamiltoniens liés a cette géométrie. Nous commencons par décrire I’hamiltonien
séparable hg, qui sert d’hamiltonien de référence, et nous décrivons ensuite I’hamiltonien
perturbé ainsi que les hamiltoniens asymptotiques. Nous considérons une variété de di-
mension n du type M =R x K avec K une variété compacte. Nous munissons M de la
densité dy = drdw de classse C'*°, ol dw est une densité C'*° sur K. Soit P un opérateur
différentiel elliptique du deuxiéme ordre formellement autoadjoint sur L?(K,dw). Alors
P est autoadjoint avec domaine I'espace de Sobolev H?(K). Nous supposons également
P > 0. Pour une variété Y, nous notons Cp°(Y’) I'ensemble de fonctions C* qui sont
bornées avec toutes leurs dérivées sur Y.

3.1. Classes de symboles. Soit ¢ > 0. Nous définissons comme sous-ensembles de
C°(M) les classes de symboles suivantes ((x) := va2 +1) :

O((r)™=%), r— o0,

O(emI™),  r — —oo;

fesS™ ssi VaeN,geN"1 9290f € O((r)™).

fes™ ssi VaeN, BeN"t 929°fc {

Rappelons que pour f € C*°(R), on a
fes™ ssi YaeN, orf e O(r)™™ ).

Nous allons comprendre la classe de symboles S™ comme sous-ensemble de S™.

3.2. Hamiltonien séparable. Considérons sur C§° (M) l'opérateur
(3.2.1) ho= D2+ g(r)P+ f(r) avec f,g€ C°(R), g,f > 0.
On exige g € S™271, f/ € S72 et I'existence de R, C,co > 0, co € R tels que :

e’ < CgW(r), i=0,1,
(3.2.2) Vr < —R, {e‘” < Ci(r).
(3.2.3) flir) e O((r)_Q), r— —00,
(3.2.4) Vr>R, (r72<C(-r)gW(r), i=0,1,
(3.2.5) F(r) = co — ‘;—2 €O(r)™?), r— .

Soit ensuite ko € C°(R) avec kfj € S5 et

ko —c1 € O((r)™2), r— oo,
326 (oo™

avec ¢ > 0. Si ¢y = 0, alors on exige co > 0.

REMARQUE 3.2.1. Les fonctions g, f, kg dépendent uniquement de r. L’écriture (3.2.1) ex-
prime le fait que 'opérateur hg est séparable. Si hg est le Laplacien associé a une métrique
sur M, alors (3.2.2) exprime que le bout M~ = R~ x K est exponentiellement grand.
De fagon analogue, (3.2.4) exprime dans ce cas que M™T = R* x K est polynomialement
grand.
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Comme P est elliptique, P > 0 et K compacte, il existe une base hilbertienne (y;);en
de L?(K,dw) constituée de vecteurs propres de P. Soit \; > 0 la valeur propre associée
au vecteur propre y; et Y; := Vect{y;}. On écrit

Hi= LM, d) = LA(R, dr) @ L2 (K, dw) = @y L*(R,dr) @ Yi,
H; = L2(R,d7°)®}/27 L :=H, ®H,.
Si 'on pose
(3.2.7) hy == D} +g(r)\ + f(r),  D(hy) = H*(R),
alors on obtient que (hl, D(hl)) est autoadjoint sur H; puisque g, f sont des fonctions
bornées. Alors hg est autoadjoint avec domaine

(3.2.8) D(ho) = {u =3, w € D(hh), Y |Ihbul)? < oo}.
l

l

3.3. Hamiltonien perturbé. Dans un premier temps, nous allons considérer des per-
turbations de 1’équation des ondes

0?u — 2ikoOpu + hou = 0,
(3.3.1) ult=0 = uo,
8tu|t=0 = Uz,
que nous allons écrire sous la forme
O2u — 2ikdyu + hu = 0,
(3.3.2) ult=0 = Uo,
Oput| =0 = us.
Soient 64,...,60,_1 un systéme de coordonnées locales sur K et D; := Dy,. Nous con-
sidérons sur C§°(M) un opérateur h > ef (¢ > 0) et une fonction k € C°(M) avec

(333)  Alegwo =ho+ Y. Dig"Di+ Y (¢'Di+ Dig)

4,7€{1,...,n—1} i€{l,...,n—1}
+Dyg"" Dy + ¢" Dy + Drg™ + f1

=: ho + hi,
(3.3.4) k:=ko+ki.
On exige :
(3.3.5) (97),9"" f1 >0,
(3.3.6) (r\?g" esS 271 i je{l,...,n—1},
(3.3.7) ges3 1t Gie{l,...,n—1},
(3.3.8) g7 es
(3.3.9) g- e STH71/2
(3.3.10) fres 21,
(3.3.11) k€S2

Nous désignons par (h, D(h)) 'extension de Friedrichs de h.
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REMARQUE 3.3.1. (a) Si l'on pose |[|[v]|| = >_; [|Div|| Lo (&) + ||V Lo (), alors on obtient :

(3.3.12) g Il < C(r)~2g(r),

(3.3.13) lg*ll < Cmin{(r)~2, f1/2(r)}g"?(r),
(3.3.14) g™ lll < C(r)~2,

(3.3.15) llg"lll < Cmin{(r) =2, f1/2(r)},
(3.3.16) £l < Cmin{(r)~2, f(r)}.

(b) Si g" est purement imaginaire, il suffit d’imposer (D,g") € S™2~! au lieu de
(3.3.9) puisque ¢" D, + D,.g" = (D,g") et (D,g") est un terme du méme type que f1. Une
remarque analogue est valable pour g°.

3.4. Hamiltoniens asymptotiques. Dans notre modele, nous avons deux asympto-
tiques (qui correspondent a r — £00). Nous allons faire une comparaison & l'infini positif
et a l'infini négatif avec deux hamiltoniens asymptotiques différents. Les hamiltoniens
asymptotiques que nous introduisons maintenant portent deux indices. Le premier indice
explique & quel infini nous allons comparer avec cet hamiltonien (+ pour 'infini positif,
— pour infini négatif), le deuxiéme indice explique quelle approche nous suivons (1 cor-
respond a la comparaison avec une équation des ondes plus simple, 2 correspond a une
description de la dynamique en termes de profils).
Dans un deuxiéme temps, nous allons comparer (3.3.1) a l'infini positif & (i = 1,2)
(3? — Zik(“)at + h(Jr)i))u =0,
(3.4.1) ult=0 = uo,
8tu|t=0 = Uy,
et a 'infini négatif & (i = 1, 2)
(8,? — Qik(_7i)8t + h(_J))u =0,
(3.4.2) ult=o = uo,
Optt]p=0 = uq.
A Tlinfini positif, nous allons modifier dans ’application a la métrique de Kerr la dy-
namique pour (3.4.1), ¢ = 2, par un modificateur de Dollard.
On va décrire maintenant les opérateurs h(4 ;) et k(4 ;). Nous fixons trois fonctions
gi,f(_J) € CgO(R) avec

(3.4.3) 0<g-€S™> ' 0<gyeS? 0<fonesS™
(3.4.4) Vr <—R, €77 <Cgs(r), e7" <Cf1y(r),
(3.4.5) Vr>R, (r)72<Cgy(r).

Soient T' > 0, 6y € C°(R) avec supp 0y C |—o0, =T'/2[U]T/2, 00[ et Oy = 1 sur |—o0, —T'[U
|T, 00[. Soit 0 < 64 € S%~ et 0, (r) =1 pour r > 1. On pose :

(3.4.6) f(Jr’Q) (r):= el Oo(r) + co,

7]

(3.47) ) = 00 (2 000) + 5 ) + 5
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Nous choisissons 7" > 0 suffisamment grand pour que f; 2y > ¢o/2 > 0. Nous introduisons
les hamiltoniens suivants :

hi—ay =D} +g-(rP+ fn(r),  heny = DF+ g4 ()P + f1)(r),

h(_,g) = Dg, h(+72) = Dz + f(+,2) (T)
On pose N := {0, (—,4), (+,i) | i = 1,2}. Pour v € N, les hamiltoniens h!, sont construits
de facon analogue & hl, avec domaine H?(R) et les h, sont autoadjoints avec domaine

D(hy,) = {u = Zul ‘ul € H*(R), Z AL )? < oo}.

1 !
On définit W) par
hl, = D? + W/,

Nous posons

e siv=(+4),i=1,2,
(348) Ry = {0 siv=(—i),i=1,2.
REMARQUE 3.4.1. (a) Les hamiltoniens h,, v € N, sont tous séparables.

(b) L’hamiltonien hq est “proche” de D2 + f(r) grace a son caractere séparable,
qui permet de voir g comme un potentiel. Avec ce point de vue, il suffit d’imposer une
condition de courte portée aux potentiels g1 pour pouvoir les comparer avec g.

(c) Le terme a longue portée est dans f(y ;). f(4,2) est choisi tel que la dynamique de
Dollard dans I'application a la métrique de Kerr devienne la plus simple possible. D’autre
part, 'hamiltonien A4 2y lui-méme possede au moins une valeur propre si ca < 0. fiy 1)
differe de f(4 o) de fagon que h(4 1) ne possede pas de valeurs propres (voir Section 4.2)
et tel que (4 1) est strictement positif si ¢ > 0.

4. Etude des hamiltoniens h,h, et de leurs
espaces de Sobolev associés

Dans ce chapitre, nous étudions les hamiltoniens h et h,, ainsi que leurs espaces de Sobolev
associés.

4.1. Résultats techniques. Soient Vi € CP°(R), Vi > 0et Vi € S¢(R) avec ()¢ < CV;
(C >0, o € N). On pose

H' = D>+ Vi(r)\ + Va(r), Di(H") ={ueH; | HueH},
H:=D?4+Vi(r)P+Va(r), Di(H)={ucH|HucH}

ot H'u et Hu sont & comprendre au sens des distributions.
Soit u € C§°(M). Alors u € N, D(P*). L’écriture

o
U,:Zuh ulzl{)\l}(P)u
=0
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a un sens et converge dans (1), D(P¥). A cause des injections de Sobolev

oo
u= Zul est convergente dans C§°(M).
1=0

Par dualité, si u € D'(M), on peut écrire
u:Zula <ula¢> = <ua¢l>v ¢€Cgo(M)7
1=0

et la série converge dans D'(M). On a aussi

(Hu,¢) == (u, Hop) = > (u, H'¢y) = > (H'w, ¢).

! !
Donc si w € D(H), on a

VieN, u € DH"), > |Hwu|? < co.
l

LEMME 4.1.1. (i) C§°(R™) est dense dans H*(R™) N D({(z)?), Vo, s € N,

(i) C§°(R) est dense dans Dy(H') équipé de la norme de graphe,

(i) C§°(M) est dense dans D1 (H) équipé de la norme de graphe.
Démonstration. Nous allons utiliser le calcul pseudodifférentiel et en particulier la quan-
tification de Weyl (voir Appendice C). Soit ¢ € C5°({|z] < 1}), ¢ >0, { ¢ = 1. Soit en
plus x € C§°(R™), [|02x|| <1, V|a| < s et x =1 sur {|z| < 1}.

(i) On pose

F,: LPR™) = C(R™),  ur x(z/n)d(D/n)u,

ol (E est la transformée de Fourier de ¢. On a :

(1) F,, — 1 fortement dans H*(R™),

(2) F,, — 1 fortement dans D((x)?).

(1) En effet F;,, — 1 fortement dans L?(R™) et

[((D)*, (D) ™" = el + O(n™?) avec en(,€) = s(€) 2EVax(z/n)n~" $(¢/n),
donc e¥ € O(n™1).

(2) On a

[i(2)?, Ful(x) "¢ = £ + O(n™?) avec  fu(x,€) = —x(z/n)n” "2 Ved(E/m)o(x) >,
donc f¥ € O(n™'), ce qui termine la démonstration de (i).

(ii) On prend le méme F, que dans la démonstration de (i) pour m = 1. Il suffit de
démontrer

[(H'+1),F)JH +1)"" e O(n™?).
Utilisant Uellipticité de H' et le Théoreme C.3, on obtient
ope(H' +1)71) = (€ + Va(r)\ + Va(r) + 1)1
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Donc, on a
[i(H' + 1), F)(H' + 1) = e — [ +O(n?)
avec
eatr©) =26 (£) 23( £ )€+ o+ () + 7,
Fu(r,€) = (V{(r)X + V3 () x(r/n)n= @ (6 /n) (€2 + Vi(r) A\ + Va(r) + 1) 7,
ce qui entraine
ew €O(n™), fYeom™)

et montre (ii).

(iii) On identifie L?(R,dr) ® Y; ~ L*(R,dr). Soit u = > u; € D1(H). On a au sens
des distributions Hu = Y H'u; et donc u; € D;(H'!) pour tout [. Pour ¢ > 0, nous
choisissons N > 0 tel que

€
S OIHE + Dw|* < 5
I>N

Comme u; € Dy(H'), il existe ¢l € C°(R) tel que
I(H + 1) (w — ¢ly)
Nous posons ¢n := >,y ¢l € C8°(M). On a

ICH + D= o) = D I(H + Dwl® + D I(H +1)(w — dly)|I* < e. m

I>N I<N

2 5
< —=.
| 2N

Soient maintenant Do(H') le domaine de 1’extension de Friedrichs de H' & partir de
C§°(R), Dy(H) le domaine de I'extension de Friedrichs de H & partir de C§°(M) et

Dy(H) := {u = w | w e Dy(HY, Y |H w|? < oo}.
l l
LEMME 4.1.2. (i) Dy(H') = Dy(H') =: D(H'),
(i) Di(H) = Dy(H) = Dy(H) =: D(H).

H
En particulier (H', D(H")) et (H, D(H)) sont autoadjoints.

Démonstration. (i) Notons H} I'échelle d’espaces de Sobolev associée a (H', Dy(H')).
Montrons d’abord que (H', D;(H')) est autoadjoint. Pour u,v € D1(H') et v, € C°(R)
tels que v,, — v dans D1 (H'), on calcule

(H'u,v) = lim (H'u,v,) = lim (u, Hv,) = (u, H'v)

n—oo
et donc (H', Dy (H")) est symétrique.

Montrons qu’il est fermé. Soient w, € Di(H'), v, € H; avec u, — u dans Hj,
Hu,, = vy, v, — v dans H;. On a H'u,, — H'u au sens des distributions, donc H'u =
v € H; au sens des distributions, i.e. u € Dy (H!) et H'u = v.

Il reste & montrer que Im(H! + i) = H;. Pour v € H; il existe par le théoréme de
Lax-Milgram u € H} tel que (H' +i)u = v et donc H'u = v — iu € H, i.e. u € Dy (H).
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(H', D;(H')) est alors autoadjoint et il étend (H',C$*(R)). Pour démontrer qu’il
s’agit de lextension de Friedrichs, il suffit grace a [RS, Theorem X.23] de démontrer
Dy (HY) C H}. Soit Q' la fermeture de la forme quadratique associée a (H', C5°(R)).
Soient u € D1(H') et u,, € C§°(R) avec H'u,, — H'u. Alors Q' (u, —u) — 0, i.e. u € H;}.

(ii) On a clairement Dy(H) = D3(H) puisque H(Y ,w) = Y, H'w; au sens des
distributions. La démonstration de D1(H) = Ds(H) est analogue & la démonstration de
(i) en utilisant que C§°(M) est dense dans D1 (H). m

4.2. Absence de valeurs propres. Nous commencons avec un lemme qui se trouve de
fagon implicite dans [B2] et [BM] :
LEMME 4.2.1. Soient
H:= L*R,dr), VeCF[R), 1z Ve L'(R,dr),
82

9 _ g2
H:=—55+V, D(H)=HR).

Alors :

(i) (H,D(H)) est autoadjoint.

(ii) L’équation
(4.2.1) Hu=Mu, X>0,
n’admet pas de solution non triviale dans L*(R,dr).

Démonstration. (i) suit de V' € L (R).
(ii) Nous considérons I’équation intégrale
T
: inVA(r —y)

4.2.2 ug(r) = =V 4 VAT Y vy dy.
(4.2.2) +(r) | = (y)u(y) dy
Remarquons que pour v+ € L (R), I'intégrale est convergente grace a 1x-V € L (R, dr).
L’équation intégrale (4.2.2) admet une unique solution uy dans L*°(R) N C(R). Cette
solution est dans C*°(R) et elle vérifie (4.2.1) :

—00

(4.2.3) lus (r) — eEVAT| 4l — (FiVAEY)| 50, r— —oo.
La théorie des équations différentielles implique que (4.2.1) posseéde exactement deux
solutions linéairement indépendantes. Le Wronskien W(uy,u_) = v/ u_ — u’ uy est

constant grace & (4.2.1). La constante est égale & 2iv/\ # 0 par (4.2.3). Toute solution de
(4.2.1) est alors combinaison linéaire de u,,u_. D’autre part toute solution L? de (4.2.1)
est dans H*(R) — Cp°(R) et tend donc vers 0 avec toutes ses dérivées quand r — —oo.
Elle doit alors étre égale a zéro. m

LEMME 4.2.2. On a 0 & J,cpr 0pp(ho) Uapp(h).
Démonstration. Le lemme suit directement de h, h, > Df pour tout v € N. m

Le Lemme 4.1.2 s’applique & tous les h,,v € N. Nous notons H* resp. H’, 'échelle
d’espaces de Sobolev associée a h resp. h,, HL, ’Hévy le complété de H!, H. pour la
norme (hu,u) resp. (hyu,u). Comme tous les k, sont bornés, les couples (h, k) et (hy, k,)
vérifient les conditions (2.1.2)—(2.1.4). On note L, L,, R, R,, R, R, les opérateurs et
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espaces d’énergie associés & (h, k) resp. (hy,k,) et L\, R, Rl les opérateurs et espaces
d’énergie associés a (h!, k,) selon la Section 2.1.

REMARQUE 4.2.3. 0 ¢ op,,(R) puisque 0 est valeur propre de R ssi 0 est valeur propre
de h. Une remarque analogue est valide pour les R,,, v € N.

THEOREME 4.2.4. h,, R, ne possédent pas de valeurs propres pour v € N'\ {(+,2)}.

REMARQUE 4.2.5. Si ¢3 < 0, alors le potentiel W(ZJr 2) possede des puits et Ay 2y, R4 2)
possedent dans ce cas une valeur propre.

Démonstration du Théoréme 4.2.4. Soit d’abord v # (+,1). Le résultat pour h, suit
directement du Lemme 4.2.1. Pour démontrer que R, ne possede pas de valeurs propres,
il suffit de démontrer que R! ne possede pas de valeurs propres. Nous supprimons dans

la suite l'indice 1. Soit 0 # f = (f1, f2) € H2 ® H), avec
J2 = —iAf1, Ja = —iAf1,
v) — A .
ol =21 = { Sihufi— 2k fo = A2 T Uhufi = 2kAf — N2 f =0,
i.e. A? est valeur propre de h, — 2k, A. On a 1x- W, € LY(R,dr) et 1g-ko € L' (R, dr).
Il suit A = 0 grace au Lemme 4.2.1. Mais on a déja vu dans le Lemme 4.2.2 que 0 n’est

pas valeur propre de h,. Le cas v = (+,1) est analogue. Il faut considérer le potentiel
W1y = co/2 plutot que Wiy 1.

4.3. Estimations de résolvante

LEMME 4.3.1. On a pour tout u € D(hg) :

(4.3.1) lg(r)D; Djull < C(|[houl| + [[ull), 4,7 €{1,...,n—1},
(4.3.2) | Dul| < C(|[houll + [[ull),

(4.3.3) lg"2D;ull < C|RY ?ull,  je{l,...,n—1},

(4.3.4) ID,ul| < C|lhd ul.

Démonstration. Remarquons d’abord
30 >0,VreR, |¢'(r)| < Cgq(r).

Ceci suit de ¢ € S™27 1. Le calcul suivant peut étre justifié si ’'on se restreint d’abord
a un sous-espace du type H;. L’estimation qui en résulte est valable comme estimation
entre formes quadratiques sur D(hg). On a

hg = (D7 +g(r)P + f(r))*
= D} + D}g(r)P + D:f(r) + g(r)D:P + g*(r)P* 4+ 2g(r) f(r) P + f(r) D} + f*(r)
= D} +2D,g(r)PD, + D.[D,, g(r)|P + [g(r), D,] D, P
+2D, f(r)Dy + Dy[Dy, f(r)] + [f(r), D] Dy + g*(r)P? + 29(r) f(r) P + f*(r)
> DY~ 0,g'(r)P + ¢ (r)0,P — 3, f'(r) + f'(r)0, + ¢*(r) P*
> D} — eg?(r)P? — C.D? — C. + g*(r)P*
> Df — zng(r)P2 — st;1 — 5'5 + 92(7“)132
=3(Di+g*(r)P?) —C  (e=1/2).
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Il s’ensuit || D2ul| < C(||houl| + ||ul)), |lg(r)Pul| < C(||houl| + ||ul|) et donc (4.3.1), (4.3.2)
sont vérifiés. (4.3.3) suit de
(9"2(r)D;)*g"*(r)D; = g(r)D;D; < Cg(r)P < Cho.
(4.3.4) suit de D? < hy. m
On va noter ho, = ho — hy, et hé)y = hl — hl, = W& — Wi Soit j+ € CZ(R)

avec supp j— C ]—oo, 1[, suppj; C |—1,00[ et j5 + j2 = 1. On pose jes) = js pour
§e{+, —},ie{1,2) et jo=1.

LEMME 4.3.2. (i) Pour u € D(hg), on a :

(4.3.5) [(r)*haull < C([houll + fJul),
(4.3.6) [{r)ha (r)ull < C(l[houl] + [|ul),
(4.3.7 Iha (r)?ull < C(llhoul| + [|ull)-

(i) Pour u € L3(R), on a pour tout v € N :
()% g ho pull < Cillull.

Démonstration. (i) On ne démontre que (4.3.5), les démonstrations de (4.3.6) et (4.3.7)
étant analogues. On a

1(r)2haull < ) IGr)2DF g Dyull + Y 14r)* (9" Diw + Dig'yu
1] A

+[[(r)2Drg™ Dyl + [[(r)* (9" Dy + Dyg" yul| + [[{r)? frul].
Ensuite
1(r)2D; g% Dyul| < ||{r)*(Dig"”) Djull + ||(r)*g" D} Djul
< lg(r)Djull + [lg(r)Di Djull
< C(|lhoul| + |lull)  grace a (3.3.6), (4.3.1) et (4.3.3),
1(r)? (9" Diw + D g'yu|| < 2](r)?g' Dyul| + ||(r)*(Dig? )u|
< C(lg"*Dyul| + |Jull)
< C(|lhou|| + |lul|) grace a (3.3.7) et (4.3.3),
1(r)? Drg" Dyul| < [[{r)*(Dyg"") Dyul| + || () g™ Dl
< C(IDyull + | DFull)
< CO(JJhou|l + ||ull)  grace a (3.3.8), (4.3.2) et (4.3.4),
1(r)*(g" Dr + Dyg"yull < 2|[(r)?g" Dyl + ||(r)*(Drg) |
< C(|Drull + [lul))
< C(Jhou|l + |Jull)  grace a (3.3.9),(4.3.4),
()2 frul| < Cllu||  grace & (3.3.10).
Ceci termine la démonstration de (i).
(ii) suit directement des conditions sur g, g+, f, f(— 1). =
COROLLAIRE 4.3.3. Siu € D(hg), alors hu € H et
(4.3.8) [hu]| < C([[houll + [[ul])-
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4.4. Description du domaine de h. On désigne par ¢, qo les formes quadratiques
associées a h, hg.

TuEOREME 4.4.1. (i) D(q) = D(qo), i.e. D(h/?) = D(hy/?).
(ii) D(h) = D(hy).
Démonstration. (i) Il suffit de démontrer qu’on a pour u € C§°(M) :
C'qo(u) < q(u) < Cqo(u) avec C > 0.
Pour v € C§°(M), on a

Q(u) = (hua u) = (ho'u, U) + Z(giijU, D’Lu) + (gTTDrU, Dru)
ij
+> ((g'Di + Dig')u, w) + (9" Dy + Drg")u, u) + (fru, u)
(hou, uw) = Cllg"* Dyul| || full = C||Dyul| || £/l
%(houa u) - C(fua U),

ou on a utilisé (3.3.5), (3.3.13), (3.3.15) ainsi que le Lemme 4.3.1. Il suit go(u) < Cq(u)
grace a h > ef.

>
>

Dans I'autre sens,
g(w) = go(w) + Y (9" Dju, Diu) + Y _((¢'Ds + D g')u, u)
ij i
+ (9" Dru, D) + ((g" Dy + Drrg”)u, u) + (fru, u)

< qo(uw) + Y IV1g71D;ull [|V/1g7] Diull
i

= g
IVETDl? + 23 | a2
g'f'
2| D2 + e

< ao(w) + (Y llg"2Djull g*/* Diul
ij

+ Dyl +2 3 llg 2 Daal] 1 2ul + (fu,w))

< Cqo(u)

grace au Lemme 4.3.1 et (3.3.12)—(3.3.16).
(ii) Remarquons d’abord que D(h) C HZ (M) : si u € D(h), alors hu défini au sens

des distributions appartient & H, ce qui entraine u € H?2

. grace a l'ellipticité locale de

lopérateur. On a déja vu que
D(ho) ={u € H | hou € H}.

Montrons d’abord D(h) C D(hg). Soient . € C*(R) (¢ = +,—,0), suppy_ C
J—o00, =1, supp o C =2, 2[, supp oy C J1,00[, 1 =37 42, ®I(.) := ¢=(-/T). On pose
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D @l (ho+iN) Tl +of (h+ix) Mg
56{4’77}
On a R(A) : H — D(hg), i.e. hgR(A)u (déf. au sens D’) € H pour tout u € H. En effet,
hoRNu= 3" 9 ho(ho +iN) " 0 u + 6E ho(h +iX) g u
86{-‘1—,—}
+ Z [ho, X1 (ho 4+ iN) "'l w + [ho, g J(h +iN) Mg u € H
ee{+,—
car (h+iX\)"1:L? — H1200

Pour T, A suffisamment grands, il existe un opérateur borné C(\), ||C(N)]| < 1/2, tel
que

(h+iN)"t=RNA+CA\)!
ce qui entraine D(h) C D(hy).
En effet,
(h+ iR =1+ Y I (h=ho)(ho+iN) "Wl + > [h vl (ho +iX) 'yl
e€{+,—} ee{+,—}
+ [h, g )(h+iX) Mg
Grace au Lemme 4.3.2, on a
V6 >0, 3Ty > 0, VT > Ty, YA > 0, Ve € {+, -},  [[¥Z(h — ho)(ho +i)) 7| < 4.
[h,T] sont des opérateurs d’ordre 1 & support compact. Ceci entraine
c(T)
W.
On obtient donc, en choisissant d’abord T et puis A suffisamment grands,
(h+iNRA) =1+C()), [[CV| <1/2.

Montrons maintenant D(hg) C D(h). Par la premiere partie du théoréme, on a D(q) =
D(qo) et

T, %2 1(ho + ) I, [y w5 J(h 40 7H| <

3C > 0, Vu € D(q) = D(qo), C'q(u) < qgo(u) < Cq(u).
De plus, on a
D(h) = {u e D(q) | lq(u, v)| < |[ol|, Vv € D(q)}

Soit maintenant u € D(hg); alors hou € H, ce qui entraine hu € H par le Corollaire
4.3.3. Par le méme corollaire, on obtient

lq(u, v)| = [(hu, v)| < C([[houll + [lulDlv]] < Clloll, Vo € D(go) = D(q),
donc w € D(h). m

LEMME 4.4.2. Soient f,g € C™(R) avec lim ;| f(v) = 0, lim|y o g(z) = 0. Alors
g(r)f(h) et g(r)f(hy,) sont compacts pour tout v € N.

Démonstration. On ne démontre le lemme que pour h, la démonstration pour h, étant
analogue. Il suffit de supposer f,g € C§°(R). Soit {2 un domaine borné qui contient
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supp g. Alors g(r) f(h) envoie L?(M) dans H?(£2). Mais H?(£2) — L?*(2) — L*(M) et
la premiére injection est compacte par le théoreme de Rellich (voir [T]). m

4.5. Espaces d’énergie. Par la discussion dans la section précédente, on a H? = H3,
HY = H, HL = Héo, ce qui entralne R = Ry au sens des espaces topologiques. Les
relations entre les autres espaces d’énergie sont décrites par le lemme suivant :

LEMME 4.5.1. (i) Pour tout v, € N, j, est continue de R dans R et de R, dans R,,.
(i) On a R — R(_ 1), R(+,1) = R avec injection continue.
(iii) j_ est continue de R 1y dans R; jy est continue de R dans R4 1)

Démonstration. (i) est clair; montrons (ii). Comme R = R au sens des espaces topolo-
giques, il suffit de démontrer qu’il y a des injections continues Rg — R(_ 1) et R4 1) —
Ro. La premiere affirmation suit de g_(r) < Cg(r), fi—1)(r) < Cf(r), la deuxieme
affirmation suit de g(r) < Cgy(r) et f(r) < Cfi4 1)(r).

(iii) Par le méme raisonnement que dans (i), on peut remplacer R par Rg. L’affirma-
tion pour j_ suit alors de g(r)j_(r) < Cg_(r), f(r)j—(r) < Cf—1)(r). L'affirmation
pour jy suit de g1 (r)j+(r) < Cg(r), fi+,1)(r)js(r) < Cf(r). m

5. Estimation de Mourre

Dans ce chapitre, nous établissons I'estimation de Mourre pour les opérateurs définis dans
le Chapitre 3. L’estimation de Mourre est l'ingrédient principal pour la démonstration de
la complétude asymptotique.

5.1. Résultats techniques. Nous définissons un opérateur de comparaison par
N:=ho+r>+1 (agissant sur H), N':=h)+r>+1 (agissant sur H;).

Par le Lemme 4.1.2, D(N'!) et D(N) sont autoadjoints avec domaine

(5.1.1) D(N') = {u € H; | N'u € H;}

resp.

(6.12) D(N)={ueH|NueH}= {u = Zul ‘ u € D(NY), Z [Nl < oo}.

Les estimations suivantes vont étre utiles dans la suite :

LEMME 5.1.1. Pour tout u € D(N) :

(5.1.3) Ir?ull® < [Null® + [Jull?,

(5.1.4) lhoul? < | Nu|l® + [lul®.

REMARQUE 5.1.2. Utilisant le Lemme 4.3.1, on peut aussi contréler || D?ull, |lg(r)P|, ...
par || Nul|.

Démonstration. Pour justifier les calculs suivants on peut utiliser le Lemme 4.1.1; les
estimations sont valables au sens des formes quadratiques sur D(N) :
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N% = (r? + ho)® + 1 +2(r% + ho)
>t +1%ho + hor® + hg + 1 = 1* + 2rhor + rlr, ho] + [ho, 7]r + b + 1
=1 4 2rhor +rr, D2 4+ [D?,r]r + A2 + 1 =r* + 2rhor — 1 + h2
>rt 4 hd—1. m
On peut alors caractériser les domaines de N!, N de la facon suivante :
(5.1.5)  D(N') = D(hg) N D((r)?),
(5.1.6) D(N) = D(ho) N D({r)?),
(5.1.7)  D(N)= {u = w [ € DINY, Y [Rhwilf? + [[r?u)® < oo}.
1

LEMME 5.1.3. Soient n € N et z € C\ o(h).

(i) (z=h)~": D({r)") — D({r)").

(i) (z —h)~' : D(N) — D(N).
Démonstration. On a clairement (z—h)~! : D(h) — D(h) et (ii) suit alors de (i) puisque
D(N) = D(h) N D({r)?).

Montrons d’abord
(5.1.8) (z—h)"t: D(r) — D(r).
Ceci est équivalent a

eisr -1

(5.1.9) sup (z—h) || < oo, Yue D(r).
sl<1 s
On a
isr 1 isT _ —1_—isr __ _ —1 isr _ —1 1— —1isr
e (z—h)*lze (z—h)"te (z—h) 48 (z—h)"t1-e )
s s s
Clairement,
sup |[e""(z —h)~! o™ ul| < oo, Vue D(r).
ls|<1 s
On a
isr _ —1,—isr __ _ —1 L
e""(z—h)"te (z—h) (s by hs —h (z— h)-1
s s
avec

he =€ The™™" hy —h=5"(¢g" + 1) +is((¢"" + 1)3r + 0:(¢"" + 1)) — s(¢" +7").

En utilisant (2 — hg) ™! = €¥"(2 — h)~te™*" et D(h) C D(D?), (5.1.9) en résulte.
Supposons alors maintenant

(z=h)~": D((r)") — D((r)")
et montrons
(5.1.10) (z—=h)~': D((r)™™) — D((r)™).
Si u € D({r)**1), alors (r)u € D({r)"), donc

<7“>n+1(2 _ h)*l = <7’>n(<7’>(2 - h)71<7ﬂ>71)<r>u'
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I1 suffit alors de démontrer
(5.1.11) (ry(z —h)"Hr)™L D({r)™) — D({r)™).
Ona (r)(z—h)"Hr)"t = (z = (r)h{r)=1) "1 et (r)h{r)~! est un opérateur du méme type
que h, ce qui entraine que
(z = (rh{r)=H) =" D((r)") — D((r)"). =

REMARQUE 5.1.4. On démontre de la méme facon que (z — hl)~! envoie D(N') dans
D(NY).
LEMME 5.1.5. On a h € C*({r)).
Démonstration. Nous utilisons la Proposition 2.2.1. Par le Lemme 5.1.3, on a (z —h) ™! :
D((r)) — D({r)) pour tout z € C\ R. Ensuite, [(r), h1] est borné de H? dans H par le
Lemme 4.3.2. Finalement, on a

116, ()] (u, w)| < ClIDyull ull < Cll(ho)"?ull llull,  ¥u € D(hy) N D({r))

avec C indépendante de [. Pour voir ceci, il suffit grace au Lemme 4.1.1 de calculer le
commutateur sur C§°(R) et d’utiliser (4.3.4). m

5.2. Opérateur conjugué pour h. Nous suivons [FH]. Soit F' € C*°(R) avec F(z) =0
pour z > 1 et F(xz) =1 pour z < 1/2. Soit o > 0 la constante de la Section 3.1. Nous
définissons
Fe F<U7‘+ln(P—|— 1))
S
Soient fy € C°(R), f+ > 0avec f_(x) =1pourz <0, f_(z) =0pourz > 1, fi(z)=1
pour z > 1, fi(z) =0 pour <0 et f2 + f2 = 1. Soit fy r(-) = f+(-/R). Nous posons
Ks:=(or+In(P+1)—2S)F2, D(Ks)={u€cH,Ksuc H}
et
X_(r,P):=f? g(r)Ks, X4(r):=rf7 g(r).
LEMME 5.2.1. Soient ¢ > 0, fo, fi € C®(R) avec |02 fi| < Cyolr) =1l supp fi € |00, 1[.
Alors
C{r)y a=0,

c. o £0 unif. en q.

o2 (alr) i+ )l < {
Démonstration. On a

1084 f0022 [1(r + q)| < Clay Cay (r) 7121 (r 4 @)1 102,
Sursupp fronaquer<r+¢<1=1<{(r+gq) g\/§<r). n

Nous posons ¢ = ¢(I) = A\;+1. On obtient X_(r, ¢) & partir de X_(r, P) en remplagant
P + 1 par g. Soient e(r,q) := or +Inq — 2S5, F, := Fs((or +1nq)/9).

COROLLAIRE 5.2.2. (i) |X_(r,q)] < C(r) uniformément en q,R pour tout S, et

|X(_i) (r,q)| < C uniformément en q, R pour tout S et tout i > 1,
(ii) f2 rKs est borné de D(N) dans D(D,), f> D, est borné de D(N) dans D(Ks).

Démonstration. (i) suit du Lemme 5.2.1.
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(ii) On a D(N) C D(ho) C D(D,) par (4.3.4). Une conséquence de la partie (i) du
corollaire est
[Dr, X—(r,¢)](w,u)] < Clul?

unif. en ¢, ce qui donne X_(r, P) : D(D,) — D(D,.) et donc la premiere affirmation. La
deuxieme suit de

| X (r, ) Drul| L2y < [[(r)Drull 2y < 5(1(r)%ullf2 ) + [ D2ullL2w))
< O(IN"ul Ty + llulZ2w))
unif. en ¢ en utilisant la premiere partie du corollaire ainsi que les Lemmes 4.3.1 et 5.1.1. =
On pose :
bo:=3(DyX_(r,P+1)+hc), by:=5(DX(r)+hc), b:=>b_+b,.
Gréce au Corollaire 5.2.2, b; (i = —, +) et b sont bien définis sur D(N).

REMARQUE 5.2.3. A partir de maintenant, nous allons systématiquement considérer tous
les commutateurs entre deux des opérateurs hg, b; (i = 1,2), b, N comme des formes
quadratiques sur D(N). Nous notons hé, bﬁ, bt, N leurs restrictions & H;. Afin d’obtenir
une estimation d’un commutateur sur D(N), il suffit de démontrer une estimation uni-
forme en [ sur D(N'!) et par le Lemme 4.1.1 de démontrer cette estimation sur C§°(R).
Ceci justifie en particulier I’application de la regle de Leibniz pour calculer des commu-
tateurs avec b, qui est une somme de produits de plusieurs opérateurs.

LEMME 5.2.4. Les couples (ho, N) et (b, N) vérifient les hypothéses du Lemme 2.2.2.
Démonstration. Commencons avec (hg, N) :
D(N) C D(ho),  |lhoull < C|[Null, Vue D(N),
en vertu de (5.1.4). Pour u € D(N), on a
I[ho, N](u,u)| = |((=2 — 470, )u, u)| < (2 + 2r* + 2D?)u,u) < C(Nu,u).
Considérons maintenant (b, N) : b est bien défini et symétrique sur D(N) et
[bull < C[[Null,  Vu € D(N),
en vertu du Corollaire 5.2.2 et de (4.3.2), (5.1.3), (5.1.4). On a
[iN', b = L1X" + 2D, X' D, — (¢/(r)\ + f'(r) + 2r) X _,
donc
I[iNY b ] (g, wp)| < (X" wy, w)| + 2|(Dr X" Dy, w)|
+1((d (N A+ f(r) +2r) X _up,w)|,  Yu € D(NY).

Les deux premiers termes peuvent étre majorés par C(N'u,u;) utilisant le Corollaire
5.2.2. Sur supp X_, on a or +1lng < S et donc

1
(5.2.1) g/ (MNX_| < Ceo™ M gr 4 Ing — 28| F? (%) <c.
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Le dernier terme est alors majoré par C(N'u;,u;) utilisant le Corollaire 5.2.2 et le fait
que f'(r) est borné. De fagon analogue, on a

[iNY b ) = (AXY + 2D, X, D,) — (¢'(r)\ + f'(r) +2r) X4
Alors
Vu; € D(NY), (¢ (N Xpug, w)| < Clg(r) Mg, wp) < (hhug, ) < C(N'ug, wy).
Les autres termes peuvent étre estimés de la méme fagon que pour [b' , N'|. m
LEMME 5.2.5. On a h € C1(b).
Démonstration. On utilise le Lemme 2.2.3. Il reste a démontrer
|(bu, hu) — (hu, bu)| < C(l[hull® + [lull*),  Yu € D(N).
1°" pas : Nous allons estimer |[iho, b](u, u)|. Estimons d’abord |[ihg, b_](u, uw)|. On a
comme forme quadratique sur D(N') :
1
[ih,bL] = 5 X' + 2D, XDy = (g' (A + f(r) X,
donc
[, 8] (ur )| < 51(X wg, )| + 21(Dr X7 Dy, )|+ [((g' (1) A+ f () X g, )|
pour tout u; € D(N'). Le premier terme est borné par le Corollaire 5.2.2. Le deuxieme
terme est majoré par C(hlu;,u;) en utilisant (4.3.4) et le Corollaire 5.2.2. Pour estimer
le troisiéme terme, on utilise (5.2.1) et |f'(r)X_| < C. Donc
|[ihk, b5 ] (ug, w)| < C((hh 4 1)uy,u;)  pour tout u; € D(NY).
Estimons maintenant |[ihg, by ](u,u)|. On a comme forme quadratique sur D(N') :

lihe, b ] = LX) + 2D, X', D, — (¢'(r)\i + /() X 4.

-2
Les deux premiers termes peuvent étre estimés de la méme fagon que les deux premiers
termes dans I'estimation pour [ih), b! ]. Pour estimer le dernier terme, on utilise
g (MMXL] < Cg(r)h,  [f/(n X4 <C.
Ceci donne
[k, b ) (u,w)| < C((hf + 1)ug,wy) — pour tout w; € D(NY).

2¢me pag : Nous terminons par l'estimation de |[ihy,b](u,u)|. Par le Lemme 4.3.2,
(ry2hy, (r)hi(r) et hq(r)? sont bornés de H? dans H. D’autre part, (r)~1b et b(r)~! sont
bornés de H! — H, donc [ihy,b] est borné de H? dans H~!. m

5.3. Estimation de Mourre pour h. Sil’énergie est inférieure a ¢, alors la particule
ne peut pas s’en aller vers l'infini positif :

LEMME 5.3.1. Soit x € C§°(]0,co[). Alors les opérateurs x(ho)f+.r et x(h)f+ r sont
compacts.

Démonstration. Grace au Lemme A.4.2, x(h) — x(ho) est compact. Il suffit alors de dé-
montrer le lemme pour x(ho) f+ r. Nous définissons I'opérateur (h.,, D(h)) par

hey = co — f(r) + ho.
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he, est autoadjoint puisque f(r) est borné. Comme h., > co, on a x(he,) = 0. Alors
x(ho) f+,r = (x(ho) = X(he,)) f+,R-
En utilisant la formule de Helffer—Sjostrand, il suffit de démontrer :
(5.3.1) (2= ho) Hho — hey) (2 = hey) “frrll <ClImz|™2, 2z€ K cCC,
(5.3.2) (2 —ho) " (ho — hey)(2 — hey) " f1.r est compact
pour z € C\ (c(ho) Uo(he,)).
(5.3.1) est clair, vérifions (5.3.2). On a
(z—ho) " (ho = heo)(z = hey) ™ from
= (2= ho) " (ho — heo) f+.r(z — hey) ™!

+ (2= ho) T (ho — hey) (2 = hey) Mheo, fr.RI(2 = hey) T

Le deuxiéme terme est compact grace au Lemme 4.4.2 puisque fii’)R (i > 1) est & support

compact. (ho — hey)f+.r = (f(r) —co)f+r — 0 (r — £o0) et le premier terme est
compact par le méme lemme. =

LEMME 5.3.2. Pour R, S suffisamment grands et tout 0 < \g # co, il existe un intervalle
I voisinage de Ay et v > 0 tels que

1 (h)lih, 11 () = 1, (h) + K,
avec un opérateur k compact.

Démonstration. 1°* PAS : Nous estimons d’abord le commutateur [ihg,b]. Commengons
avec Uestimation de [ihg, b_].
Rappelons que e(r,q) = or +1Ing — 25, FL = F((or +1nq)/S) et ¢ = q(I) = A\, + 1.
D’apres la démonstration du Lemme 5.2.5, on a
[ih, 0" ] = 2D, X' D, +1/2X"" — (¢'(r)\ + f/(r)) X _.
Ensuite
XZ/ — (f—,R)WKS + Ql = Ql1 + Ql
avec Q' € O(R™,57!) unif. en I. On a également f'(r)X_ € O(R™1!) unif. en ¢ puisque
f' € §72. On estime
XL =€ (r,q)f2 q(F§)® +e(r,a)(f2 p)'(F§)? + e(r,a) f2 r((F§)*)
> el(ra q)fiR(Fé)Q = UfE,R(F:l;)Z-
De plus
—X_g' (A = —CX_g(r)\ > CSf? p(F§)Pg(r)A.
Donc pour C'S > 20,
(5.3.3)  [iho,b] > 20(f- rF§hGFSf- r) +20(f- rFS)"(f- rFS) + Q1 + O(R™, 571
=20f_ pFShOFSf—r+ QL +O(R™',S71)
unif. en ¢. Ici on a utilisé que f(r)f- r € O(R~2). Nous allons faire quelques remarques
intermédiaires qui nous permetteront de supprimer 'indice ! dans (5.3.3) et ainsi de
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comprendre l'inégalité comme inégalité entre formes quadratiques sur D(hg). Elles vont
également servir pour terminer I'estimation.
f+.r préserve D(hg) et on a
_ i _ _
(5.3.4) [(z—ho) Y fer] = 3 (z— ho) M(DyV fer +he)(z —ho) "t

ce qui entraine

(5.3.5) [(z—ho)™ Y, fe.r] € O(R™Y)|Imz|"? pour z € K CC C compact.

Par la formule de Helffer-Sjostrand, ceci donne pour x € C§°(R) :

(5.3.6) [X(ho), f=,r](ho + 1) € O(R™Y).

De méme on calcule

(5.3.7) [(z —ho)™ Y, Fs] = (2 — ho) " ‘[ho, Fs](z — ho) ™%,

donc

(5.3.8) [(z = ho)™ ', Fs] € O(S™1)|Im 2|72

et Fg préserve D(hg). Par la formule de Helffer—Sjostrand, ceci donne pour x € C3°(R) :
(5.3.9) [x(ho), Fs](ho +i) € O(S™).

Nous posons T := f_ g(1 — Fg). Alors

(5.3.10) T préserve D(hg) avec norme O(1) unif. en R, S

par (5.3.5) et (5.3.8). Sur supp7 on a
(5.3.11) e’ (P+1)=or+In(P+1)>5/2 donc g(r)P > CeS/2.

Il s’ensuit

VM > 1,38y, VS > Sy, Tg(r)PT > MT?
et donc
(5.3.12) ThoT > MT?,

au sens des formes quadratiques sur D(N) ou D(hg).
Nous allons estimer ||(z — ho)'T||. Utilisant (5.3.12), on a

_ _ _ 1 _ _ _
(2= ho) ' T%(Z = ho) " < 7 (2= ho) "' ThoT'(z = ho) ™"

1 _ _ _ 1 1 e _
= 27 Tz = ho) Yho(Z — ho) ™ 'T + 77 OB L S™H[Imz| 3
pour z € K CC C compact. Ceci suit de (5.3.5) et (5.3.8). Puis on a

(z—ho) tho(Z—ho) ! < Cllmz|™?, z€ K ccC.
Il s’ensuit

(z—ho) 'T%(Z = ho) ™' < = |Im 2|73

=lQ

et donc

_ c _
Iz = ho) Tl < 7 Im2| ™2, z€ K.
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Utilisant la formule de Helffer—Sjostrand, on obtient pour x € C§°(R) :

C
(5.3.13) Ix(ho) Tl < 5775

Avec ces remarques intermédiaires et apreés multiplication avec x/(ho), (5.3.3) devient
(5.3.14)  x(ho)[iho, b-]x(ho)
> 20x(ho) [~ rFshoFs f- rx(ho) + O(R™1,571) + x(ho)Q1x(ho)
= X(ho) f-,rhof- rX(ho) + X (o) f- rho f- rR(Fs — 1)x(ho)
+ x(ho)f- r(Fs — 1)hof— rFsx(ho) + O(R™,57") + x(ho)Q1x(ho),
ol @1 = @,Q'. K, X(ho)Q1x(ho) est clairement compact. Par (5.3.6) on a
lIx(ho) f= rholl € O(1) unif. en R, S. Par (5.3.6), (5.3.9) on a ||hof— rFsx(ho)| € O(1)
unif. en R,S. Finalement par (5.3.13) on a | f- r(Fs — 1)x(ho)|| — 0(S — o0) unif.
en R.
En rassemblant, on obtient pour x € C§°(]0, o0]) :
(5.3.15)  x(ho)f- rEshoFsf- rx(ho) > x(ho)f- ,rhof— rX(ho) + O(R™',S7") + K;
= f— rx(ho)hox(ho)f—r + O(R™, 571 + K,
> f- rx*(ho)f- r+O(R™, S + K,
= pax(ho) f2 gx(ho) + O(R™', 871 + K,

avec p1 > 0. Ici on a utilisé deux fois (5.3.6).

Estimons maintenant [ihg, b;]. On a

[ih, by ] = X' + 2D, X! D, — (¢'(r)\ + f'(r) X4

Comme
g (MNXy = =g/ (A f3 g > cg(r)Mf g,
XV X €OR™Y) et X, =f2p+r(fip) >fin
on obtient
[ih{), b] > 2D, f2 z Dy + cg(r)Nif? g+ O(R™)
> min{2, ¢} f1 r(hh — f(r) f+.r + O(R™).
Donc

[iho, by] > min{2,c}fy r(ho — f)f+.r+ O(R™Y)
au sens des formes quadratiques sur D(hg). Nous distinguons deux cas :

(a) Si 0 < Ag < ¢, on choisit x € C§°(]0, cg[) supportée dans un voisinage de Ag. On
a vu dans le Lemme 5.3.1 que x(ho) f+,rff+ rx(ho) est compact. Donc on a

(5.3.16) X(ho)[iho, b+}X(h0) > min{2, C}X(ho)f+7RhOf+,RX(h0> + k1 + O(R_l)
> pax(ho) f3 rx(ho) + ki + O(R™)

avec ki compact et pg > 0. Ici on a de nouveau utilisé (5.3.6).
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(b) Si Ag > ¢g, on choisit x € C§°(Jeg, 00[) supportée dans un voisinage de Ag. Par
(5.3.6) on a pour un € >0 :
xX(ho) f+,rho f+,rX(ho) = f+.rRX(Ro)hox(ho) f+.r + O(R™")
> (co+ ) f+.rX°(ho) f+.r + O(R™)
= (co +&)x(ho) f3 rx(ho) + O(R™).

D’autre part, comme lim, . f(r) = cg, on a

X(ho) f,mf(r) f+.rX(ho) = cox(ho) f7 rx(ho) + o(R°).

En rassemblant,

(5.3.17) xX(ho)[iho, by]x(ho) > psx(ho) f7 rX(ho) + o(R°)
avec [z > 0.
Rassemblant (5.3.16), (5.3.17) on obtient

X(ho)[iho, b4 ]x(ho) = pax(ho) f2 rx(ho) + o(R%) + k
avec 4 > 0 et k compact.
Ajoutant (5.3.15), on obtient
X (ho)liho, blx(ho) > px?(ho) + K + o(R°, 5°)

avec > 0 et K compact.
2¢me pas : Nous estimons maintenant [ihy, b]. En fait x(h)[ih1, b]x(h) est compact. La
preuve se fait en défaisant le commutateur :

X(W)habx(h) = x(h)(ho + @) (r) " x (ho + 1)~ {(rYha(r) x (r) " bx(h)
+ x(h)(ho +)(r) ™! x (ho + ) "' D7, (r)] x (ho + 1) ha(r) x (r) "'bx(h).
Le premier facteur de chaque terme est compact grace au Lemme 4.4.2 et les autres

sont bornés grace au Lemme 4.3.2 et le Corollaire 5.2.2. Il suit 'affirmation et alors le
lemme. =

5.4. Opérateur conjugué pour L. Nous rappelons que

Pour une fOHCllOIl X S CO ( 0, oo ) nous pOSODS

b, 0
B (0 . ). DB = D0 DOy
ol by est défini comme la fermeture de x(h)bx(h), et b I'opérateur conjugué pour h (voir
la Section 2.2).

Nous allons souvent utiliser les mémes notations pour des opérateurs qui agissent
sur H et ceux qui agissent sur £L = H & H. Plus précisément, un opérateur A, qui agit
sur ‘H, agit sur £ par

A(Ul, UQ) = (A’U,l, AUQ)
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Le commutateur [ih'/2,b,] possede une extension & un opérateur borné par le Théoréme
2.2.4. 1l en est de méme pour le double commutateur :

LEMME 5.4.1. [by, [ihY/2,b]] définie comme forme quadratique sur D(N) posséde une
extension a un opérateur borné.

Nous allons utiliser également le lemme suivant :

LEMME 5.4.2. L’opérateur [k,by] est compact et (r)[k,b,] est borné, en particulier le
double commutateur [by, [k, by]] posséde une extension & un opérateur borné.

Les démonstrations des Lemmes 5.4.1 et 5.4.2 se trouvent dans I’Appendice A.2.

PROPOSITION 5.4.3. Le couple (L, By) vérifie les conditions de Mourre et le double com-
mutateur By, [iL, By]] est borné. En particulier on a L € C*(By).

Démonstration. On montre d’abord que le couple (L, By,) vérifie les conditions de Mourre.
(M1) est vérifié puisque e***x : H! — H! (voir le Théoréeme 2.2.4).
Vérifions (M2) :

0L By = ( [ih'/2,b,] 0 | ) N ( —[ik, by] [ikz,bx]] )

0 —[ih*/2 )b, lik,by] —lik, by

Par le Théoreme 2.2.4, [ih'/2, b, ] possede une extension & un opérateur borné. [ik,b,] est
borné en vertu du Lemme 5.4.2. Alors [iL, B, | est borné et (M2) est vérifié, en particulier
ona L € CY(B,).

La dérivée de s — €*Px(z— L)~ le~"Bx au point s = 0 est (z— L) ~'[iL, By](z— L)'
Pour démontrer L € C?(By), il faut démontrer que cette dérivée est dans C'(B,; £). Par
la régle de Leibniz (voir [ABG, Proposition 5.1.5]), il suffit de démontrer [iL, B,] €
CY(By; L), ce qui par [ABG, Lemma 6.2.9] revient & estimer le commutateur adQBX (L).
On a

[bX7 [ihl/Qv bXH 0 > < _[bx’ [ik’ bx]] [bxv [ikv bXH >
0 ~[bx, [ih1/2, by ]] [bx; [k, by ]l —[bx, [ik, by]]

Le premier terme est borné par le Lemme 5.4.1, le deuxiéme est borné par le Lemme
5.4.2. Ceci termine la démonstration. m

Bli s =

5.5. Estimation de Mourre pour L. Soit Sy, := {—c1 £ +/co + ¢%, £,/¢, 0}, ot ¢o, 1
sont définis dans la Section 3.2.

THEOREME 5.5.1. Pour R, S suffisamment grands et tout A € R\ Sy, il eviste x €
C§°(]0, x[), I wvoisinage de A et p > 0 tels que

1[(L)[2L7BX]].](L) > ,U,].[(L) + K; st A >0,
1](L)[ZL, 7BX]].](L) > ,LLII(L) + K; St A< 0,
ot K; sont des opérateurs compacts.

REMARQUE 5.5.2. On peut en fait montrer que I’ensemble des seuils est égal a §L =
{—c1£+/co + ¢2,0}. La démonstration étant plus longue et le résultat pas plus avantageux
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pour la démonstration de la complétude asymptotique, nous renongons a ce résultat un
peu plus précis.

Démonstration. Nous ne traitons que le cas A > 0, 'autre étant analogue. Choisissons
un voisinage I; C ]0,00[ de A. Soit Iy C ]0, 00| suffisamment grand pour que pour x €
C§°(]0, (), x|1, = 1 on ait pour tout x € C5°(I) :

X(—e1 + o+ c)x(z) =X(—a + Vo +e),  X(Va)x(z) =X(Va).
A partir de maintenant, nous fixons un tel X- Soient _, 1, € C®(R) avec supp¢_ C
|—00, 1[, supp¢py C ]—1,00[ et 92 + ¢i = 1. Grace au Lemme A.3.3(ii), on a pour
5(/ S 0000(11) .
L)L, BR(E) = ML) iL, Byl (L) + XL (L, Byl X(L) + K

avec K un opérateur compact. Soit

I (h1/2 0 ) I <h1/2 0 >+<—cl c1 >
D ‘= ) M = .
0 *hl/Q 0 7]7,1/2 c1T —C

Remarquons que grace au Lemme 5.4.2,
[iLp,By| = [iLm, By] = [iL, B,] + K
avec K compact. D’apres les Lemmes A.3.3 et A.4.4, on a
X(L)$-lil, By]$-X(L) = -X(Lp)[ilp, By]X(Lp)- + K
avec un opérateur K compact. D’apres le Théoreme 2.2.5, on a
Y-X(Lp)[iLp, BIX(Lp)Y— > np-X*(Lp)y— + K

avec 11 > 0, K compact, si le support de X est assez petit. Par les Lemmes A.3.3 et A.4.4,
on obtient

X(L)Y4[iL, Byl X(L) = ¢ X(Lar) [iLar, ByIX(Lar )+ + K
avec K compact. De nouveau par le Théoreme 2.2.5,
Oy X(Lan) [iLar, BYX(Dan)ty > vato i X2 (L )y + K
avec vo > 0 et K compact si le support de X est assez petit. De nouveau par les Lemmes
A.3.3 et A.4.4, on obtient
X(L)[iL, ByX(L) > vX*(L) + K
avec v > 0 et K compact. =

On obtient en utilisant [M] une conséquence du principe d’absorption limite :

THEOREME 5.5.3. VY € C§°(R\ (S, Uopp(L))), Ix € C5°(]0, 00]), Vi > 1/2, Vop € L,

oo

VI1(By) e (L) dt < Clly>

0
L’opérateur L ne posséde pas de spectre singulier continu et le spectre purement ponctuel
est localement fini dans R\ Sg.
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Rappelons que
Rl2 0 ko k
L0< 0 1/2)+< 0 ) D(Lo) = H' & H™.
0 _ho kO _ko

L’opérateur by, est défini de la méme fagon que b, en prenant des troncatures en hg

au lieu de prendre des troncatures en h. L’opérateur By, est défini comme B,, mais a

partir de bg . Lo n’étant qu'un cas particulier de L, les Théoremes 5.5.1 et 5.5.3 sont
alors également vérifiés pour le couple (Bo.y, Lo).

5.6. Estimation de Mourre pour h,. Dans cette section, nous allons considérer
les opérateurs h!, et espaces H; et supprimer I’exposant resp. Iindice I pour alléger
les notations. Les opérateurs h, sont tous elliptiques et nous pouvons alors prendre
le générateur de dilatations comme opérateur conjugué. Nous allons utiliser le calcul
pseudodifférentiel et en particulier la quantification de Weyl, voir I’Appendice C. On a
clairement o (h,)(r, &) = & + W, (r). Soit b := $(rD, + D,r), D(b) = {¢ € H | bp € H}.
(b, D(b)) est autoadjoint. Notons que grace a [H, Lemme 3.1], C5°(R) est dense dans
D(b) N H?(R).

LEMME 5.6.1. Les couples (hy,b), (hy, (r)),v € N, vérifient les conditions (M1), (M2).

Démonstration. e**® préserve H?(R), e**{") préserve H?(R) également, (M1) est alors
vérifiée. On a

[ih,,b] € ¥%°  [ih,, (r)] € ¥1°
par le calcul pseudodifférentiel, ce qui montre (M2). =

Nous posons

W v= 0,(+,4),1=1,2, W fas v= 0,(+,4),1=1,2,
O 10, sinon, 1710, sinon.

Soit j+ € C°(R) comme dans le Chapitre 4.
LEMME 5.6.2. Soient H := D?+V (r),V € Ci°(R), V > 0, D(H) = H*(R), lim, .o, V(r)
=c¢>0, x € C°(]0,c]). Alors jix(H) est compact.

La démonstration est la méme que pour le Lemme 5.3.1.

LEMME 5.6.3. Soit v € N. Pour tout 0 < A, # cf il existe un voisinage I de X\, et u >0
tels que

1[(hl,)[’ih,/, b}l[(hl,) > ,u].[(hl,) + k
avec k compact.

Démonstration. Nous ne traitons que le cas v € {0, (+,4)}, i = 1,2, 'autre étant plus
facile. Soit x € C§°(Jco, 0]) ou x € C§°(]0, ¢o[) supportée dans un voisinage de A,. On a

X(ho) ik, bx (hy) = 2x(hw ) X (hy) = 2x(hy ) (W () + W (1)) x ()
= 2X(h’u)hVX(h1/) - QX(h'V)WV(T)X(h’l/) + k,

avec k compact puisque limj,| o 7W/(r) = 0.
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1°* ¢AS : supp x C ]0,¢o[- On a
X(h )W (r)x(hy) = x(ho )Wy (1) j - (r)x(hw) + X (R )Wy (1) 4+ (r)x (hy).

Le premier terme est compact grace au Lemme 4.4.2, le deuxieéme terme est compact
grace au Lemme 5.6.2. Donc

X ()b, Bx (hy) > px? (hy,) + k,
avec ¢t > 0 et k compact.
2¢Me cAS : supp x C |cp, 00[. On a pour € > 0 :
X (o) ik, blx(hy) > 2x(ho ) (co + & = Wi (r))x(hw) = px*(hy) + k

avec ¢ > 0 et k compact.

5.7. Estimation de Mourre pour L,. Nous supprimons de nouveau l'indice /. Soient
by et By, comme dans le Chapitre 2 (construits & partir de h,). On a b, , € =1,
h, € ¥?9 ce qui donne (voir [H])

11/2 —0,0 2 11/2 —00,0

[ih)/?, by ] €U0, ady )/ € w0,
en particulier les deux opérateurs sont bornés. Utilisant k, € S°, k/, € S=3, on obtient
que

[k, by ] et ad%x _k,, sont compacts.

Il s’ensuit de la méme facon que dans la Section 5.4 :

PROPOSITION 5.7.1. Le couple (L., By.,.,) vérifie les conditions de Mourre pour tout x €

C5°(]0,00]), v € N, et le double commutateur By, [iL,, By ]| est borné. En particulier
L, € C*(By,).

Soit S, := {—c} £ \/W,:I:\/%,O}. Ona:
THEOREME 5.7.2. Pour tout v € N, A, € R\ S,, il existe x € C§°(]0,00(), I voisinage
de A, et p> 0 tels que
(5.7.1) 17(L)[iL,, By J11(Ly,) > plr(L,) + K1 si X, >0,
(5.7.2) 17(Ly)[iLy, =By |11(Ly) > pl, (L) + Ky si A, <O,
avec K; compacts et u > 0.

REMARQUE 5.7.3. La démonstration est analogue a celle du Théoreme 5.5.1. La démon-
stration du Théoréme 5.5.1 repose sur les Lemmes A.3.3 et A.4.4 qui restent valables pour
L}, par restriction sur £;. Pour L}, v # 0, on n’a pas besoin de lemmes équivalents puisque
le comportement asymptotique pour r — Foco est le méme et les k, sont constants.

Le théoréme suivant est valable pour L, sans et avec ’exposant [.
THEOREME 5.7.4. Soit v € N. Alors
vx € Cg°(R\ (S, U Upp(LV)))a Jx € C5°(]0, 00]), Vi > %a Yy € L,

o0

V(B ) e e R(L )l dt < Ol
0
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Les opérateurs L, ne possedent pas de spectre singulier continu et le spectre purement
ponctuel de L, est localement fini dans R\ S, .

6. Comparaison avec la dynamique séparable

Dans ce chapitre, nous allons nous ramener a un probleme séparable en démontrant
un résultat de complétude asymptotique qui compare L avec Lg. On va démontrer la
complétude asymptotique a ’aide du principe d’absorption limite.

6.1. Résultats techniques. Pour x € C§°(]0, 00]) nous choisissons x1 € C§°(]0, 0o])
avec xx1 = x. Par le Lemme 5.1.5, h € C'((r)). L’opérateur x1(h)(r)xi(h) est alors bien
défini sur D((r)) et symétrique, donc fermable. Sa fermeture, que nous appelons d, est
autoadjointe par le méme raisonnement que pour b,. Soit dy 'opérateur qui est construit
de la méme fagon que d, mais en prenant des troncatures en hgy au lieu de prendre des
troncatures en h. Pour x € C§°(]0, cc[) donnée, le choix d'un d est équivalent au choix
d'un x1 € C§°(]0, c0[) avec x1x = X-

LEMME 6.1.1. Pour tout x, x1 € C§°(]0,00[) avec xx1 = X, les opérateurs suivants sont
bornés :

(@) (b))~ () box),
(i) () (L +d)™h, (1+do) ™ {boy)-

Démonstration. (i) Nous démontrons que b, (r) ! est borné. En effet,
b (r) ™ = x(W)b(r) = (r)x(h)(r) .
x(R)b(r)~! est borné grace au Corollaire 5.2.2. (r)x(h){r)~! est également borné car

h e C((r)).
(ii) Nous démontrons que (b,)(1+ d)~! est borné. Pour u € D(N), on a

[bxcull < CIl(r)ull
par la partie (i) du lemme. Comme x1(h) : D(N) — D(N), on a pour u € D(N) :
oyl = lloxxT (R)ull < Cllr)xE (R)ull < C(lIxa () (ryxa(R)ull + [Jul)
puisque le commutateur [x1(h), (r)] posséde une extension & un opérateur borné. m
LEMME 6.1.2. Soient x € C§°(]0,00[) et ¥ € Cg°(R). Alors
(Bx)X(L)(L = Lo)X(Lo){Bo.x)

définie comme forme quadratique sur D(N)® D(N) posséde une extension a un opérateur
borné.

Démonstration. Nous affirmons d’abord que les opérateurs [(B,), X(L)] et [(Bo,y), X (Lo)]
sont bornés de £ dans H!' @ H'. Soit ¥ une extension presque analytique de X avec
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B h2 0
0 bk
bk [(by) L
z— L) "dzNdz.
((by). 4 —[<bx>,k1)( S

Notre affirmation est alors démontrée si [(b, ), h/?] et [(by), k] possédent des extensions
a des opérateurs bornés (ce qui entraine en particulier la convergence en norme des deux
intégrales). Par [DG, Lemma C.3.2] il suffit de démontrer que [by, h'/?] et [by, [by, h'/2]]
resp. [by, k] et [by, [by, k]] sont bornés. Ceci suit du Théoréme 2.2.4 et des Lemmes 5.4.1
et 5.4.2.

11 suffit alors de démontrer que les opérateurs suivants sont bornés :

Ry = (L — Lo)(Bo)X(Lo),
Ry = X(L)(By)(L — Lo),
Rz = X(L){(By)(L — Lo){Bo)X(Lo)-

L _<h1/2h(1)/2 0 >+(k1 k1 )_T+T
’ 0 R/ _pie ko —k o

Si dans Ry, Rs, R3 on remplace L — Ly par 15, alors les trois opérateurs qui résultent sont
bornés grace a (3.3.11) et grace au fait que (r) ~'(bg ), (by)(r) ! sont bornés. I reste &
considérer

Ry =Ti(Box)X(Lo), Ry =X(L)(Bx)T1, Ry =X(L)(By)T1(Box)X(Lo)-

Les commutateurs [h, b,] et [[h, by], b, ] sont bornés grace au Lemme A.2.5. On en déduit
grace & [DG, Lemma C.3.2] que les commutateurs [(i + ho) ™!, (bo )] et [(i +h) 7L, (by)]
sont bornés de ‘H dans H*.

Il suffit alors de démontrer que les opérateurs

ri= (W% = he*) (i + o)~ (box),
ry = (b (i + 1) 7MY = hg'?),
rs = (by) (i + h) 7 (W7 = ko) (i + ho) ™ (bo.y)
sont bornés. Utilisant le Lemme 6.1.1, on se rameéne a démontrer que
Fu= (W2 = he!?) (i + ho) 1 (1 + do),
o = (L+d)(i+ h) "' (W% = n}/?),
s = (L+d)(i + h) " (h"% = hl/*)(i + ho) (1 + do)

sont bornés. Les commutateurs [d, (i + h)~1] et [(i + ho) ™!, dp] étant bornés de H dans
H2, il suffit de considérer

>(z — L) 'dz ndz

On a

vl = (b2 = hg/*)do (i + ho) ™",
rh = (i + h) " d(h2 — hl/?),
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rh = (i+h)" (A2 = hg/*)do(i + ho) !
Considérons d’abord 7. Soit 2 € C§°(]0, 00[) avec xax1 = X1 et X(A) := x2(A)VA. On
a comme forme quadratique sur D({r)) :
d(h'? = hg*)do = x1 (h)(r)xa () (B2 = hg* )t (o) () xa (o)
= x1(h)(r)xa(h)(X(h) = X(ho))x1(ho)(r)x1(ho)
= (xa (W) (r)xa(h){r) =1 > ({r)(R(R) = X(ho))(r))
x ((r)"xa(ho) (r)xa (ho)).-

Les premier et troisieme facteurs sont bornés par le Lemme A.4.1, le deuxiéme facteur
est borné par le Lemme A.4.3.
Considérons maintenant r5. On a comme forme quadratique sur D((r)) :

d(h? = h/*) = xa.(h)(r)xa (h) (W2 — hy?)
= x1(h) (r)x1(h)h"/*xa(h) = x1(R)(r)x1 (h)hy
= x1 () (r)x1 (WX(h) = x1 (h){r)x1 (W)X (ho)
+xa(B) () xa (h) (xz(ho) — x2(h))hy'
= (xa (M) (F)xa(h)(r) ™Y x (P (R(R) — X(ho)))
+ O () ) xa () (r) 1) x (1) (xa(ho) — x2(h))hg'®).

Les premiers facteurs dans les deux termes sont bornés par le Lemme A.4.1, les deuxieémes
facteurs sont bornés par le Lemme A.4.3. La démonstration pour r} est analogue. m

Soit U(h) comme dans la Section 2.1.
LEMME 6.1.3. Soit x € C°(R\ {0}). Alors (1 — U(ho)U*(h))x(L) est compact.

Démonstration. Nous pouvons supposer x € C5°(]0, oo[). Soit

hl/Z 0 —C1 C1
Lp = , Ly=Lp+ .
0 —h1/2 C1 —C1
Soient ¢4 € C2°(R), ¢+ > 0 avec supp¢_ C ]—oo, 1[, supp . C ]—1,00] et 2 +¢p% = 1.
On a

X(L) = x(Lp)¥? + x(La)vi + K
avec K compact par le Lemme A.4.4. 11 suffit alors de démontrer :
(6.1.1) (1 —=U(ho)U*(h))x(Lp) est compact,
(6.1.2) (1 = U(ho)U"(h))x(Lar) est compact.
(6.1.1) étant un cas particulier de (6.1.2), on ne démontre que (6.1.2). Rappelons que

I . 1 [ hY2 p1/2
Uita) = ﬁ(hm—)’ v = ﬁ( i )
0

11
1—h1/2h‘1/2< >
(1= hg A

Ceci donne

(1= U(ho)U"(h)) =

DN | =
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On a
11

1_h1/2h71/2 <
( 0 ) .

)X(LM)

N | =

(1 = U(ho)U"(h))x(Lar) =

11
11

| =

(W2 = hg*)(i 4 )~ ( )h‘l/Q(i +h)x(Lar)

et il s’agit de démontrer que :

(6.1.3) (RY/% — hé/z)(i + h)~! est compact,
(6.1.4) h=Y2(i + h)x(Las) est borné.
(6.1.4) est vérifiée grace au Lemme A.4.5. Montrons maintenant (6.1.3). On a
(W12 = hg/)(i+ h)~ =771 | 7V (h(s + h) ™ = ho(s + ho) 1) (i + h) ! ds,
0

Notons que l'intégrale converge en norme. En effet, on a en utilisant D(h) = D(ho) :
[s7Y2(s+ ho) tho(i + h) M < C(s) 732, s> 1,
s~ 2ho(s 4+ ho) 1@+ h) Y| < Os™Y2, s<1,
et les mémes estimations sont valables pour les termes avec h au lieu de hg. Puisque
h(s+h) "t =1—s(h+s)"! ona
sV (h(s+h) — ho(s +ho) 1) (i + k)
= (5"2(ho + ) 7)) ((r) (h = ho)(h+ 8) (i + h) 7).
Le premier facteur est compact par le Lemme 4.4.2, le deuxiéme est borné par le Lemme

4.3.2. Ceci donne un opérateur compact. L’intégrale étant convergente en norme, (6.1.3)
en découle. m

6.2. Opérateurs d’onde

THEOREME 6.2.1. Les limites fortes

(6.2.1) s—tlim eltle=itho,
(6.2.2) s-lim eithoe=itlyc()

existent. Si on désigne (6.2.1) par QF, alors (6.2.2) est égale a (QT)* et (21)* Q2T =1,
QT =1°(L).

Démonstration. Par un argument de densité, en utilisant que oy, (L) ne peut s’accumuler
que sur Sy, ainsi que le fait que L ne possede pas de valeurs propres, il suffit de démontrer
Pexistence de

(6.2.3) s;lirglo etle=tlog2( L),
(6.2.4) s-lim. elthoe=itly2(T)

avec x, X € C°(R) et supp x C R\ (St Uopp(L)), suppX C R\ Sp. On a
(6.2.5)  etoe N3 (L) = et (x(Lo) — x(L))e " Ex(L) + e Fox(Lo)e” M x(L).
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D’aprés le Lemme A.4.4, x(Lo) — x(L) est compact. Comme supp x N opp(L) = 0 et
0sc(L) =0, e"*Ex(L) — 0 faiblement, alors (x(Lo) — x(L))e~#£x(L) — 0 fortement, le
premier terme dans (6.2.5) tend alors fortement vers zéro. On a

(6.2.6) (Lo)etroe= Ly (L) = x(Lo)e" 0i(Ly — L)e "Ly (L).

BT
Soit ¥ € C*(R\ (Sz Uopp(L))) avec xX = x. Donc

%X(Lo)eitLoe—itLX(L)

= (" x(Lo)(Bo,x) ") x ({Box)X(Lo)(Lo — L)X(L)(By)) x ((By)~'x(L)e™"**)

avec x convenable. Les premier et troisieme facteurs sont intégrables grace au Théoreme
5.5.3, le deuxieme facteur est borné grace au Lemme 6.1.2. Ceci montre 'existence de
(6.2.2). La démonstration de l'existence de (6.2.1) est analogue. m

THEOREME 6.2.2. Les limites fortes

(6.2.7) s—tlim elthte=itho
(6.2.8) s-lim e'foe=R1¢(R)
t—o0o

existent. Si 'on désigne (6.2.7) par 27, alors (6.2.8) est égale a (27)* et on a
(6.2.9) Nt =1, QTN =1%R).
Démonstration. A partir du Théoreme 6.2.1, on obtient ’existence des limites
s-lim e TU(h)U(ho)e™"™ . s-lim ™ 0U* (ho)U (h)e™ " 1°(R).
Il s’agit alors de démontrer que
s—tlilgo e™B(1 — U*(h)U(hg))e o =0, s—tli)rgo e"Bo(1 — U*(ho)U(h))e *F1°(R) = 0.

11 suffit de démontrer :

(6.2.10) s-lim (U (h)U* (ho) — 1)e ko =,
(6.2.11) s-lim (U (ho)U™ (h) — 1)e “F1°(L) = 0.

Nous allons démontrer (6.2.11), la démonstration de (6.2.10) est analogue. Par densité,
il suffit de démontrer que

s-lim (1 — U(ho)U*(h))x(L)e™ "t =0

si x € C°(R\ (S Uopp(L))). Comme oy (L) = 0, affirmation va suivre du fait que
(1 = U(ho)U*(h))x(L) est compact pour x € C(R\ {0}), ce qui est I'affirmation du
Lemme 6.1.3. =

7. Projections asymptotiques

Dans ce chapitre, nous introduisons les projections asymptotiques. Ces projections sé-
parent les solutions qui vont & ’infini positif et celles qui vont & ’infini négatif.
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7.1. Résultats techniques. Dans toute cette section, nous considérons des restrictions
a L; = H; ® H; et nous supprimons l'indice . Comme dans la Section 6.1, pour x €
C§°(]0, 0o[) nous choisissons x1 € C§°(]0, 0o[) avec xx1 = X et nous notons d,, la fermeture
de (x1(hy){(r)x1(hy), D({r))). On a comme dans le Lemme 6.1.1 :

LEMME 7.1.1. Soit v € N. Pour tout x,x1 € C§°(]0,00[) avec xx1 = x les opérateurs
by )Ty "L (by ) (1 4+ dy) ™1 sont bornés.

Le lemme suivant est ’analogue du Lemme 6.1.2 :
LEMME 7.1.2. Soit v € N. Soient x € C§°(]0,00]) et X € CP(R).

(1) (By,0)X(Lo)(Lojy — JuLu)X(Ly)(By,,) définie comme forme quadratique sur
D(b) ® D(b) posséde une extension d un opérateur borné,

(i1) (Byw)X(Ly)[Ly, j+1X(Ly){(By,v) définie comme forme quadratique sur D(b)®D(b)
possede une extension a un opérateur borné.
Démonstration. On ne démontre que (i), la démonstration de (ii) étant analogue. La

démonstration est analogue a la démonstration du Lemme 6.1.2. Nous pouvons nous
ramener a considérer

ry = (he!%5, = juhY/?)dy (i + hy) ™!
ry = (i + ho) tdo(hy/ %5, — j,hY/?),
rs = (i + ho) "Ldo(hy/% 5, — oY/ ?)dy (i + hy) !

si nous pouvons démontrer que les opérateurs suivants sont bornés (v € N) :

Ty := [(By.w), ( D:L— H @ H,
Ty := (r}(koj,, Gk )(r) : H — H,
Ty = (r)~ by > H—H,
Ty:=[(i+h,)" " (byw)] - H— HY,
Ts :=[d,, (i +h,) '] : H — H%

Le fait que T est borné suit de la méme fagon que dans la démonstration du Lemme
6.1.2 en utilisant que ad] Y i/2 adJ Vk ( = 1,2) sont bornés, ce qu’on a déja vu dans

la Section 5.7. T est borné grace a (3 2.6), T3 est borné grace au Lemme 7.1.1. On a en
utilisant (z — k)~ : D((r)) — D((r)), D(by,,) — D(by,.) :
Ty=(i+ hu)_l[hw <bx,u>](i + hV)_lv T5=(i+ hu)_l[dw hu](l + hu)_l
Les commutateurs ady,_ h, € &0, adix by, e Wm0 et ady, d, € ¥°0 étant bornés,
ceci donne 'affirmation pour Ty, T5.
Considérons d’abord 3. Soit x2 € C$°(]0,00[), x1x2 = X1 €t X(A) = x2(A)VA. On a
comme forme quadratique sur D(({r)) :
do(hg'* 5y = juhl/?)dy = x1.(ho) (r)xa (ho)xa (ho) o' uxa (ho) (rxa (o)
— x1(ho) () x1(ho) g b *x2(h)xa (ha) () x1 ()
= dO(S(\(hOMV - ]Vj(\(hl/>)dl/
= do(r) " ((r) (X(R0)d — GuX(ho))(r))((r)~'dy),
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ce qui est borné grace au Lemme B.1 et le calcul pseudodifférentiel. Traitons main-
tenant ro. Comme forme quadratique sur D({r)), on a

do(hg/* 5, — juhE?) = x1(ho) (F)x1(ho)X(ho)jv — x1(ho)
— x1(ho) () x1(ho)[x2(ho), G ]hY/
= (x1(ho)(r)x1(ho) () ™) x (N (R(ho)ju — ju X (7))
+ (x1(ho)(r)x1(ho) () ™) x ((r)dv(x2(hw) — x2(ho))Rl/?)
— (xa(ho) () xa(ho) () ™1 x ((r) [xa(ho), /2.

Le premier facteur dans chacun des trois termes est borné par le calcul pseudodifférentiel,

(ryx1(ho)jvx2(ho)hY/?
2

le deuxieme facteur de chacun des termes est borné par le Lemme B.1. La démonstration
du fait que r; est borné est analogue. m

Soit U(h) la transformation unitaire de la Section 2.1.
LEMME 7.1.3. Soient v € N et x € C§°(R\ {0}).

(i) L'opérateur (U(h,)j,U*(ho) — ju)x(Lo) est compact.
(ii) L’opérateur (U(h,)j+U*(hy,) — j+)x(L,) est compact.

Démonstration. On ne démontre que (i), la démonstration de (ii) étant analogue. On
peut supposer x € C§°(]0, 00[). Soient

hl/Z 0 —C1 (1
L0:<0 > L0:L°+< >
b 0 —hé/2 M b C1 —C1

Soient ¢4 € C°(R), supp¢)— C ]—o0, 1[, supp by C ]—1, 00| avec ¥? +w3_ = 1. Alors on
a grace au Lemme A.4.4 :
X(Lo) = x(Lp)W2 + x(Li)v} + K
avec K compact. Il suffit alors de démontrer que
(7.1.1) (U(hy)3,U* (ho) — 4, )x(L%) est compact,
(7.1.2) (U(h) 5, U*(ho) — 4 )x(LY;) est compact.

(7.1.1) étant un cas particulier de (7.1.2), on ne démontre que (7.1.2).
On rappelle que

U(h>—i<hy2 ") U*(h)—i(h‘)m h°1/2)
RERVCAN Ay YT\ i i )

donc
U(h,)3, U (ho) = 1<hi/ oo g ng 2—jv>
2\ 0 2juhg 2 = G, m%ng 2 + g,
Ceci donne

W)U (o) = X = 5082505 = ) (1] )2
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(7.1.2) va alors suivre de
(7.1.3) (hY/2j, = juhg'?)(i + ho) ™ compact,
(7.1.4) hg M2 (i + ho)x(LY,) borné.
(7.1.4) est vérifiée grace au Lemme A.4.5, montrons alors (7.1.3). On a
(/2 = Guhg!*) (i + ho) ™!
=7t {72 (hu(s + b))y — Guho(s + ho) 1) (i + ho) ! ds
0

et l'intégrale converge en norme :

—1/2 <1
71/2}7]” hu -1 -V . h -1 < S ) s> 1,
720, ) ik b < {800, 05
puisque j, : H> — H?. On a
s 2 (hy (s + hu) "G = Guho(s +ho) ) (i + ho) !

= 812(s 4 1) "M (b = ho)u(r)) ((r) 7 (s + o) M+ ho) )
= (52(s + 1) " v Bl () ((r) (s + o) (i o+ ho) ™)

Ceci est un opérateur compact grace aux Lemmes 4.3.2 et 4.4.2. L’intégrale étant con-
vergente en norme, ’affirmation en découle. m

7.2. Projections asymptotiques pour L, Lg, L,
THEOREME 7.2.1. Soit v € N. Les limites fortes

(7.2.1) s;lirglo etlj e 1°(L) =: ]Si,

(7.2.2) s—tlirglo ethvje " v1¢(L,) =: ]BIW
existent et elles sont indépendantes du choix de ji+. De plus, on a :
(7.2.3) Pl =0V Pl (27),

(7.2.4) (PY)*=Pf, (Pf,)*=Pf,,

(7.2.5) P+ Pr =1%(L), Pf, + P*, =1%L,),
(7.2.6) (L, P}] = [L,,PL,]=0.

REMARQUE 7.2.2. Si v # (+,2), alors 1°(L,) = 1.

Démonstration du Théoréme 7.2.1. L'existence de (7.2.1) suit de l'existence de (7.2.2)
avec v = ( grace au Théoreme 6.2.1; on obtient en méme temps la propriété d’entrelac-
ement (7.2.3). Il suffit de démontrer I’existence de

Sllif?o euLleie—itLlV 1C(Lly)
pour tout [ et nous allons supprimer l'indice [. Par un argument de densité, il suffit,
en utilisant le fait que les valeurs propres de L, ne peuvent s’accumuler que sur S, de
démontrer 'existence de

S‘}H& eitly j ety 2(L,)
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pour x € C°(R\ (Sy Uopp(Ly))). On a
(127) €0 jre En3(L,) = €5 [, x(L)le P x(L) + 45 x(Ly e x(Ly).

D’apres le Lemme B.2, [j+, x(L,)] est compact. Comme og.(L,) = 0, supp xNopp(L,) =0
on obtient que e~*£vx(L,) — 0 faiblement, alors

[+ X(Lu)]e_itL"X(LV) —0
fortement, le premier terme dans (7.2.7) tend alors fortement vers zéro.
Soit ¥ € CP(R\ (S, Uopp(Ly))) avec xx = x- On a

d itL, ; —i
—x(Ly)e tL"]l/e tLVX(Lu)

= "X (Ly)[Ly, jele " x(Ly)

= (eitLVX(LV)<B)~(,V>71) X (<B>N(,V>5(\(Ll/)[Lm]:|:]5(\(Lu)<B>N(,u>) X (<B>N(,u>71X(LV)eiitLu)
avec X convenable. Les premier et troisieme facteurs sont intégrables par le ThéoNréme

5.7.4, le deuxieme est borné grace au Lemme 7.1.2(ii). Ceci montre lexistence de Py .
Pour montrer que P, est indépendant du choix de jz, il suffit de démontrer

s-lim ethvape= v 19(L,) = 0
pour tout ¢ € C§°(R). De nouveau, ceci va suivre de
(7.2.8) s-lim et apy(L,)e My (L,) = 0

pour x € C§°(R\ (S, Uopp(Ly))). (7.2.8) suit du fait que x(L,) est compact, ce qui suit
de D(L,) = H' ® H! et du Lemme 4.4.2. (7.2.4) suit du fait que j3 — ji est & support
compact. (7.2.6) suit avec le méme raisonnement des Lemmes A.3.3, A.44 et B.2. m

7.3. Projections asymptotiques pour R, Ry, R,

THEOREME 7.3.1. Soit v € N. Les limites fortes

(7.3.1) s—tli}rgo e e R1°(R) =: Pf,
(7.3.2) s—thi& ety j et 1o(R,) = P,

existent et elles sont indépendantes du choix de ji. De plus, on a :

(7.3.3) Pf =0t Pf(27),

(7.3.4) (Pf)? =Pf (PE)* =P,

(7.3.5) P+ P" =1°R), P, +P", =1°R,),
(7.3.6) [R, Pf] = [R,, P{,] =0.

Démonstration. L’existence de (7.3.1) suit de l'existence de (7.3.2) avec v = 0 par le
Théoréme 6.2.2 et on obtient en méme temps la relation d’entrelacement (7.3.3). A partir
du Théoreme 7.2.1, on obtient immédiatement 1’existence des limites fortes

s—tlim e U*(h))j2U(hy)e B 1°(R,).
—00
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Il reste a vérifier que

(e = U*(hy)jeU(hy))e " 1°(Ry,) = 0.

Par densité, il suffit de démontrer

s-lim (U (h,)j2U* (h) = ju)x(Ly)e™ " =0

s-lim e

t—o00

pour x € C°(R\ (S, Uopp(Ly))). 11 suffit alors de démontrer
s-lim (U (h})jU" (h) = ja)x(LL)e " =0, VIEN,

et nous supprimons l'indice [ & partir de maintenant. Utilisant 4. (L, ) = (), ceci va suivre
de

(U(hv)]:l:U*(hl/) - ji)X(Lu) compact pour x € CSO(R \ {0})7
ce qui est inclus dans le Lemme 7.1.3. =
8. Complétude asymptotique

Dans ce chapitre, nous allons démontrer la complétude asymptotique en comparant a
I’infini posmf avec L4 ;) resp. Ry ;) et a U'infini négatif avec L(_ ;) resp. R(_ i)~ Soit 7 :

+,— — {+, —} la projection sur la premiere variable. On pose =
1,2 la proj 1 ble. O Pt =P},

et PH =P pour K € , v € N les projections etc. sont définies de la

Pr P:(H) N\ {0 N 1 P,jl, d ﬁ de 1
méme fagon.
8.1. Dynamiques asymptotiques pour L
THEOREME 8.1.1. Soit v € N\ {0}. Alors les limites fortes

s-lim eftloe~ ”L“P+ = Qjo, S- hm eithe itL"ﬁ;,rO =: W:o

t—o0 t—oo

existent. De plus, on a :

(8.1.1) Im W,y € Im1°(L,)),
(8.1.2) Wit = B,

(8.1.3) Qu,OWu,o - Py 0’

(8.1.4) Bfy = 25, BFW,
(8.1.5) O Wm0t Oy Wiho=1 (=12,

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Théoreme 7.2.1, par suite nous
serons brefs. Nous commengons par démontrer I'existence de (Z: o- I suffit de démontrer
pour tout [ I'existence de

. itLL . ittt
s—hm etloj e\ 2(L})

pour x € C&(R\ (S, Uapy(LY))). On supprime l'indice | dans la suite. On a
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(8.1.6) et e (L) = e, (x(Ly) — x(Lo))e " x(Ly)
+ e, x(Lo)]e " x(L,)
+ eFox(Lo)jue v x(Ly).

Utilisant le fait que [j,, x(Lo)] est compact par le Lemme B.2 et que j, (x(Lo) — x(L.))
est compact par le Lemme B.3, il suffit par le méme argument que dans la démonstration
du Théoreme 7.2.1 de démontrer que le troisieme terme dans (8.1.6) possede une limite.
Soit ¥ € CP(R\ (S, Uopp(Ly))) avec xxX = x. On a
d , ,
EX(Lo)eth ety (L)
e"Fox(Lo) Loy = juLu)e™ " X(Ly)
= (" x(Lo)(Bx,0) ") ({Bx,0)X(Lo)(Lojv — juLu)X(Lv){Bz.))
x ((Byw)"'X(Ly)e ™)
avec x convenable. Les premier et troisieme facteurs sont intégrables par le Théoreme
5.7.4, le deuxieme est borné gréce au Lemme 7.1.2(i). Ceci montre l'existence de (Z: o La
démonstration de I'existence de W o est analogue.
Montrons maintenant (8.1.1). On a

W = — g-lim €° itL, juefthg _ SZSL”S—lim eth,,jyefthoefzsLo

t—o0 t—o0
= eiSL"W;”’Oe_iSLO7 Vs € R.
Il suit que
X(L)Wiy = Whox(Lo),  Vx € CF(R).
Soient A € R, x € C§°(R), x > 0, x(0) = 1, xc :== x((- = A)/¢). On a

Ly (L)W, = sdim xe (L)Wl = sdim Wioxe (Lo) = Wiy Ly (Lo) =0,
i.e. Im W%O C Im1¢(L,).
(8.1.2)—(8.1.5) suivent des définitions et de (8.1.1). m

8.2. Dynamiques asymptotiques pour Rjy. Dans cette section, nous allons reformuler
le résultat du Théoreme 8.1.1 pour les dynamiques R, . La différence principale avec la
situation pour L consiste dans le fait que les R, agissent sur des espaces d’énergie
différents. Rappelons de la Section 4.5 que j, envoie R, dans Ry et Ry dans R, pour
v € {(£,1),0}. Un tel résultat est beaucoup moins évident pour les projections P, et

iRy (Cest pourquoi nous avons préféré
formuler les résultats de complétude asymptotique & I'aide des troncatures j, plutot qu’a

I’aide des projections asymptotiques.

nécessiterait une analyse détaillée du groupe e

THEOREME 8.2.1. Soit v € {(£,1),0}. On a:

(8.2.1) Yu e R,, Htlirgo elthog, o=ty = Q+0u dans Ry,
(8.2.2) Vu € Ry, 3 hm ety j e 1tRoy — T ot dans R,.

t—oo
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.Q+0 et Wi o sont indépendants du choix de ji et on a:

(8.2.3) W82 =

(8.2.4) QWi = Pjo’

(8.2.5) Plo=2,P W},
(8.2.6) Q(t,l),ow( ot Q(Jr 1), W(i,l),o =1L

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Théoreme 7.3.1. Nous avons a
démontrer que pour x € C§°(R\ {0}), on a

VieN, (UMRY)5,U*(hh) — j,)x(Lh) est compact,
ce qui suit du Lemme 7.1.3. =

Pour v € {(—,2),(+,2)}, on n’a pas tous les résultats du Théoreme 8.2.1 puisque j,
n’envoie pas R, dans Rg. C’est pourquoi nous introduisons les espaces suivants :

R{::{UER,, uzZul,uleﬁl}, veN.

fini

Alors on a le théoréme suivant :

THEOREME 8.2.2. Soit v € {(—,2),(+,2)}. Alors, on a:

(8.2.7) VueRL, 3 hm et et 19(R, Ju = Q+Ou dans Ro,
(8.2.8) Yu € Ry, Htlirgoe R g em oy — W ou  dans R,

On a

(8.2.9) ||Q+0u||R0 < |lullr, pour tout u € RS

et lopérateur 27 L0 §'€étend a un opérateur borné de R, dans Ro, qu’on appelle de nouveau

QIO. Les opérateurs Qmo, W:O sont indépendants du choix de j+ et on a :

(8.2.10) ImW,}H, c Im1°(R,),
(8.2.11) Wjon;fo P,

(8.2.12) Q5 Wi =P,

(8.2.13) Pfy = Pr WS,
(8.2.14) 20y W0t 20 oW =1

Démonstration. La démonstration de (8.2.8) est analogue & celle du Théoreme 8.2.1. Afin
de démontrer (8.2.7), il suffit de démontrer I'existence de

(8.2.15) lim €0, e~ Ry 1¢(RL Yy,
dans Rl pour tout u; € R, et la démonstration de (8.2.15) est également analogue & celle
du Théoreme 8.2.1. Afin de démontrer (8.2.9), on utilise que
lim effoj, e~ 1¢(R,)u = tlim e BoU* (ho)j, U(hy)e "B 1°(R, )u
—00

t—oo

pour tout u € R{f et qu’on a clairement

e U™ (ho)ju U (hy)e™ " 1¢(R, Jullz, < |lullr,, Yue€R,. m
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8.3. Dynamiques asymptotiques pour L. On obtient les dynamiques asymptotiques
pour L a partir des dynamiques asymptotiques pour Lq en utilisant le Théoreme 6.2.1,
la régle de la chaine et la propriété d’entrelacement entre Py et P .
THEOREME 8.3.1. Soit v € N\ {0}. Alors les limites fortes

S_tlirgo eitLefitLl,]’S;)rV —. .(NZ;F, S}lirf,lo eitLl,efitLﬁ;r —. W;r

existent. De plus, on a :

(8.3.1) ImW;" CIm1°(L,), Im2} CIm1°(L),
(8.3.2) Wit =P/,

(8.3.3) QW = P,

(8.3.4) P} = QfBf, W,

835) QL W +00 W =19D)  (i=1,2).

8.4. Dynamiques asymptotiques pour R. On obtient les dynamiques asymptotiques
pour R a partir des dynamiques asymptotiques pour Ry en utilisant le Théoreme 6.2.2
et la regle de la chaine.

THEOREME 8.4.1. Soit v € {(4,1),0}. On a:

(8.4.1) Yu € Ry, Eltlim e e Ry = OFu  dans R,
(8.4.2) Yu € R, Eltlim et e B Ryy = Wiiu  dans R,,.

QF, WF sont indépendants du choix de j+ et on a :

(8.4.3) Im 2,7 C Im1°(R),

(8.4.4) Wb =B,

(8.4.5) 2Fwi =P,

(8.4.6) Pr=F P W,

(8.4.7) QE W+ 020 Wiy =1°(R).

THEOREME 8.4.2. Soit v € {(&,2)}. Alors on a:

(8.4.8) Vu € RY, Eltlim e e MR 1R u = 2Fu dans R,
(8.4.9) Yu € R, 3 tlim et j e MBI RYyu = Wiu  dans R,.
On a

(8.4.10) 192 ullr < |lullr,  pour tout u € R}

et DUopérateur 2% s’étend a un opérateur borné de R, dans R, qu’on appelle de nou-
veau §2f . Les opérateurs (27, W, sont indépendants du choix de ji et on a :

(8.4.11) ImW," CIm1%(R,), Im2} CcIm1%R),
(8.4.12) Wiot =pPf
)

(8.4.13 QW = P,
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(8.4.14) Pr =P W},
(8.4.15) 0 W'+ 020 Wi, =1R).

8.5. Dynamique de Dollard. Dans cette section, nous établissons un résultat de com-
plétude asymptotique pour un probleme a longue portée qui va servir dans le Chapitre 9.
Soient 6y comme dans la Section 3.4 et ¢ > 0 tels que

C2 C
=0, > — .
c—i—‘s‘ 0(5)72>0
On considere les hamiltoniens
H':= D24 c+ %90(3), D(H') = H2(R),
H}:=D? +e, D(H}) = H*(R).

Les hamiltoniens H, Hy sont définis & partir de H', H(l) comme nous 'avons expliqué dans
la Section 4.1. On pose

V(s) = 2 0y(s).
|s|
Soit F la transformée de Fourier :

FP©) = e " fa)dr,  F o)) = 5 | egle) de
R R
On pose
Lico ={(f1,f2) € Li | Ffi € Cg°(R\ {0})}.
On définit

X(t):=1it Dg—i—c—l—%lntc—Q UL (t) :zexp(

B o x)

0 X
UL (t) est bien défini sur £; o, et on a
(8.5.1) Vf€Lice, NULM®e = Iflle.

L)~ étant dense dans £;, U () s’étend & une application unitaire sur £; que nous notons
de nouveau U}, (t). En utilisant de nouveau (8.5.1), on obtient que Up(t) = @@, Uh(t)
définit une application unitaire sur £. On pose

L= (0 N DL = D(EV2) @ DY),
0 _H1/2
Ly est défini de fagon analogue. On obtient :

THEOREME 8.5.1. Les limites fortes

(8.5.2) s—tlim ety (t),
(8.5.3) s-lim Up(—t)e™m1¢(Ly)

existent. Si (8.5.2) est égale a 2,7, alors (8.5.3) est égale a ($,7)* et on a

Ir>

QL (20) =1%(Ln), ()2 =1.
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Démonstration. 11 suffit de démontrer le théoréeme pour les restrictions a £; et nous allons
supprimer 'indice I. Nous allons utiliser [Ki2, Theorem 1.5], [Ki2, Theorem 1.6] et [Kil,
Lemma 2.6] avec ¢(7) = (7 + ¢)'/2. On obtient I'existence des limites fortes

S'tlir?o ez’t¢(ﬁ)e—it¢(ﬁo)—is¢(t,D3), S'tlir?o eit¢(ﬁo)+i5’4,(t,Ds)e—itqb(ﬁ)10(1’;)7

oﬁﬁ:H—c,fI():Ho—cet

o' (1¢1%)
Set.&)= | v(2se)ds
0
On calcule
t(&2+c) 7122 ds
S¢(t7£) = S 6200(28§) % = m Ht+7‘(t,§), oll T(t,{) = 7‘(5), t> T(ﬁ)a
0

et 7(€) est une fonction réelle. Ceci donne le théoréme. m

9. Application a la métrique de Kerr

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les résultats des chapitres précédents a 1’équation
de Klein—Gordon dans la métrique de Kerr.

9.1. La métrique de Kerr. La métrique de Kerr décrit des trous noirs en rotation. Sa
forme explicite est donnée sur M = R; x R x S? par

/1 2 M 2
(9.1.1) ds* = 0* = dt2 - — <d¢ arr dt) sin? 6 — % dr? — p%de?,
ol
(9.1.2) 0® = 1% +a*cos? 0,
(9.1.3) A=1r2+a%—2Mr,
(9.1.4) 3?2 = (r* 4+ a?)? — a®Asin? 4.

On peut interpréter M comme la masse du trou noir et J = aM comme son moment
angulaire. Nous considérons ici le cas de ’espace-temps de Kerr a rotation lente, i.e.
a? < M?. Dans ce cas, la métrique de Kerr posséde deux horizons qui sont donnés par

A=0, ie. r—=M-—M?2—a? ry=M++\V/M?—-a?

Pour la suite on va considérer uniquement la métrique de Kerr extérieure, i.e. la région
r > r4. Un aspect particulier de la métrique de Kerr est ’existence d’une ergosphere qui
est donnée par

ry <r <r.(f) =M+ /M?—a?cos?(d)

A Tlintérieur de Pergosphere, le champ 9/0t devient de type espace. Nous insistons ici
sur le fait que la métrique de Kerr extérieure n’est pas stationnaire, i.e. il n’y a pas de
champ de Killing global de type temps (voir [HE]). On trouvera une discussion détaillée
de la métrique de Kerr par exemple dans [HE], [ON] ou [W].
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9.2. L’équation de Klein—Gordon associée. Pour une métrique générale le d’Alem-
bertien associé a la métrique peut étre calculé dans une base de coordonnées locales par
la formule

9 )
o=loI7"? 5 <|91/2 955 5> 9] = det(gag)-

Pour la métrique de Kerr, on obtient
lg| = o*sin? 6.

L’équation de Klein—Gordon, qui décrit un champ scalaire de masse m, est alors donnée
par

O+m?)f=0
Z 4aMr A—a?sin®6
= 82f + =5 aqbatf ———5—03f — — 0.(49,f)
02Asin® 0
. 2,0
*m 89(sm05'9f) +m f =0
A m2o%A 4aMr a?
& Of = 55 (0,(A0:f) + Asa f) + —5—F + 00ef + 55 051 =0,
ol on a utilisé que le Laplacien sur la sphere est donné en coordonnees sphériques par
1
A =
57 Sing
Dans toute la suite nous supposerons m > 0. Soient
ri +a? r? +a?
Cyp i'= —, C_ = ——.
ry —Tr— ry —7r—

Nous introduisons maintenant une coordonnée de type Regge-Wheeler qui est donnée
par
s=r+cirlnlr—ry|—c_Inlr—r_|,

ce qui entraine

A .
(95 == m 67« (VOII' [Ch])
r est alors une fonction implicite de s. Dans toute la suite, un prime va désigner une
dérivée par rapport a s. L’équation de Klein—-Gordon devient
daMr r? + a? A a® m2o°A
(921) <3t2 a¢at 22 85(7'2 + 042)85 - EASQ + ﬁai + 22 )f = O

On pose ensuite

v 2 , X2 2 2
H:=1L <RXSw7md$dw>, H:=1L (RXSWdeW),
ol dw = sin 6dfd g,

X

U:H—H, —
RV

f.

Si f vérifie (9.2.1), alors u := U f vérifie
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tarir VaET:

2 2
(KG) <a§ 00— v rae

2, 2
0s(1* + a*) 04 )

\/_ \/_ m2g2/1

On peut écrire 'équation de Klein—-Gordon sous la forme

0?u — 2ikdyu + hu = 0,
(9.2.2) ult=0 = uo,
Ol t=0 = u1,

ou h et k sont des opérateurs symétriques sur H. Comme on ’a déja indiqué dans
Iintroduction, l'opérateur h n’est pas positif. Par conséquent, I’énergie conservée de
I’équation de Klein—Gordon dans la métrique de Kerr n’est pas positive, et le flot as-
socié ne peut pas étre considéré comme un groupe unitaire sur un espace de Hilbert. Ce
phénomene est directement lié a I'existence d’une ergosphere. Il est d’ailleurs intéressant
de noter qu'un “Gedankenexperiment” imaginé par Penrose (voir par exemple [W, Sec-
tion 12.4]) reposant sur 'existence de ’ergosphére montre qu’il est possible d’extraire de
Pénergie (dans le cadre de la mécanique classique) d’un trou noir de Kerr.

9.3. Dynamiques asymptotiques. Dans cette section, nous allons décrire les équations
qui décrivent les dynamiques asymptotiques. On pose o := 1/c;. Notons que

A= (T(S) _ ,,,_)c_/c++lea(sfr(s)).

On pose
_ c—/eq+1p—0(Bo(s)|s|+r4)
g (s) = TS D ,
(r3 +a?)?
(r+ — r_)c—/c++1670(‘S|00(5)+T+)m27ﬂ_2~_
fen(s) = M2

Soient g, 0 comme dans la Section 3.4. Nous allons considérer les équations sui-
vantes :

2a
<82 - T —5 0901 — 92 —g_(s)Ag2

a2

(KG(—, 1)) e+ a;>u 0,

—|t=0 = u—,Oa

Ou_ =0 = u_1,

92 + 2a = 0,0 82+“7262u —0
2+ pUt — Us r2 2 Y - =Y

7|t:() = U_ 0,

atu—\t=0 = U-n1,
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2 2 2
5 oo m” 2Mm m”
(615 as 9 ( ) ‘ ‘QASQ +9+( )( 2 |S| 90(3)> + 2
+ (0 ()71)La2 Uy =0
(KG(+1)) +A8 2(r2 +a2)2 0)" T

U+|t:0 = U4 0,

atu+|t:0 = Uy,

2
(af _ ot m2 MM 90(5)>u+ —0,

||
(KG(J“Z)) U+|t:0 = U+ 0,
atu+|t:0 = Ut 1,
4aMr A a?
2 2 Ao 2
(at * (r2 4 a?)? a¢8t % (r2 4+ a?)? szt (r2 4 a?)? (‘3¢
24
(KGo) + (r2 + a2)2>v =0,
U|t:0 = o,
8tv|t:0 = V1.
2 2 2 2
(atz 4aMr daMr o, — \/r;a 35(7'2+a2)35 \/r;a
\/Z \/Z a? m2o%A

U\tzo = U,

8tu|t:0 = Uuz.

Les équations (KG(_ 1)) et (KG(_ 2y) décrivent la dynamique pres de I'horizon, les équa-
tions (KG4 1)) et (KG(4 2)) décrivent la dynamique a linfini. (KGg) décrit une dy-
namique intermédiaire & symétrie sphérique. (KG) est I’équation de Klein-Gordon. Rap-
pelons & cet endroit que la troncature 6, dans (KGy 1)) sert uniquement & éviter la
création d’états liés. Pres de l'infini, cette équation devient

1 2Mm?
(33 — 87— 0o(s) 3 Asz +m” — T 90(8)>U+ =0.

sl
9.4. Résultats d’existence et d’unicité. Dans cette section, nous allons démontrer
des résultats d’existence et d’unicité pour les équations de la Section 9.3. On va décrire
un cadre general dans 1eque1 toutes ces équations vont entrer.

Soient M = Rg x S2 et h et k deux opérateurs différentiels symétriques d’ordre 2 et
1 respectivement sur C§° (/\/l) On consideére ’équation suivante :

(02 — 2ikd, + h)u = 0,
(9.4.1) oo = uo,
8ut=0 = Ui.
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Nous allons faire les hypotheses suivantes sur E, ko

(9.4.2) h+ k* > 0 au sens des formes quadratiques sur CSO(MV),

on note I'extension de Friedrichs (h + k2, D(h + k?)),
(9.4.3) +[h,ik] < C(h + k?) au sens des formes quadratiques sur Cg°(M),
(9.4.4) 0 & opp(h + K2).

(9.4.2) est la condition que ’équation (9.4.1) est hyperbolique. (9.4.3) va assurer des
estimations a priori. Ces deux conditions sont de nature géométrique. (9.4.4) est nécessaire
pour définir une norme d’énergie, qui est égale a la norme d’énergie de la Section 2.1 dans
le cas k = 0. Néanmoins, on peut établir un résultat d’existence et d’unicité aussi sans la
condition (9.4.4) (quitte & changer la norme d’énergie). Nous définissons ’échelle d’espaces
d’énergie de la fagon suivante. On pose

(5 )
FE = ~ .
—h 2ik

Pour (ug,u1) € C§°(M) x C5°(M), on pose
(0, )1 = [ = ikeuo|* + (7 + &*)uo, uo).

L’espace £F est défini comme le complété de C5° (M) x C§°(M) pour la norme
k

(w0, un) 3 = D 1B (uo, ur) 2.

i=0
La condition (9.4.4) assure que || - ||g» définit bien une norme. On écrit souvent £ au lieu
de £° et on désigne le dual de EF par £7F.

Avant de démontrer des estimations d’énergie, nous voulons expliquer comment 1’éner-
gie £ intervient de facon naturelle dans le probleme. Pour ceci, nous allons transformer
(9.4.1) en une équation de type
(9.4.5) (02 + h(t))v =0

avec h(t) > 0. Considérons une transformation unitaire v = e*“*u, u solution de (9.4.1).
Alors, on a
0w = icetu + et ou,
ce qui entraine
e“toyu = A — icv,
v = —c*v + 2ic(dv — icv) + € (2ikdyu — hu)
= v 4 2i(cOv + ke N (Dv — icv)) — ehe Ny

= €U (? 4 2ke — h)e "t + 2ie’ (¢ + k)e " dyu.

Si I'on pose ¢ = —Fk, alors v vérifie (9.4.5) avec
h(t) = e—izt(ﬁ_i_%Q)eitEt.
L’énergie naturelle associée & ’équation (9.4.5) est égale &
lllF = 19:v]1* + (h(t)v, v).
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On obtient I’énergie £ en réécrivant 1’énergie 7 pour u. On pose
P:=0,— E.

On a lestimation d’énergie a priori suivante :

LEMME 9.4.1. Soit u € C([0,T); £ N CL([0,T]; EY). Alors,

(9.4.6) sup ||u(t)

0<t<T

2 < O (Jlu(0)

T
2o+ VIPulig at).
0

Démonstration. Nous affirmons d’abord que pour (ug,u1) € £, on a
(9.4.7)  2Re(—hug + ikuy, uy — ikug) + 2Re((h + k*)ug, u1) < C((h+ k*)uo, uo).

En effet, les deux cotés sont continus pour la norme E! et il suffit alors de démontrer

(9.4.7) pour (ug,u1) € C§(M) x C§°(M) :
2 Re(—hug + ikuy, uy — ikug) + 2Re((h + k)ug, uy) = —2Im(hug, kug) = [h, ik] (o, uo)
< C((h+ k*)ug, ug),
ol on a utilisé (9.4.3).
Soit u(t) = (ug(t),u1(t)). On traite d’abord le cas i = 0. On a

%Hu(t)”% = 2Re(8yuy — ikOyug, u1 — ikug) + 2Re((h + k2)ug, Byuo)

= 2 Re(—hug + ikuy + (Pu)y — ik(Pu)o, uy — ikug)
+ 2Re((h + k*)ug, uy + (Pu)o)
< C((h + k*)ug, up) + 2Re((Pu)1 — ik(Pu)o, u1 — ikug)
+ 2Re((h + k?)uo, (Pu)o)
< C(lul2 + [[Pul2),
ol on a utilisé (9.4.7). Ceci donne lestimation pour ¢ = 0 grace au lemme de Gronwall.
Les autres estimations suivent par récurrence en utilisant que P commute avec E. m

Nous pouvons alors démontrer un résultat d’existence et d’unicité :

THEOREME 9.4.2. Soient f € L%([0,T);E?) et g € E'. Alors il existe une solution unique
we C([0,T]; € de

(9.4.8) { (0 = Eyu=f,

ult=0 =g
et u(t) vérifie (9.4.6).

Démonstration. Montrons d’abord 1'unicité. Soient f =0et g =0. On a
Ou=FEuecC(0,T);E7Y), ie wueCH0,t;£7)nC([0,T);EY

et u vérifie alors (9.4.6) avec i remplagé par i — 1, ce qui donne 'unicité.
Montrons maintenant I’existence. Si u est solution de (9.4.8) et

ve A=C5({t,(s,¢,0)},t <T) x C°({t, (s,9,0)},t < T),
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alors
T T
(9.4.9) V(w00 + Bv)e dt = \(f,v)e dt + (g,0(0))e.
0 0
Si 'on remplace t par T —t et P par P*, alors on obtient grace au Lemme 9.4.1 :
T
sup [[o(t)|2- < C | [Pl dt.
0<t<T 5
Il suit
T T , 12
(9.4.10) § e dt+ (g 00))e| < O §1Prof-.ar)
0 0
Sur P*A on considére la forme linéaire
T
Prv i {(f.0)e dt + (9.0(0))e.
0

Gréce & (9.4.10) cette forme est bien définie sur P*A et elle est continue pour la norme
L2([0,T];E7%). Nous pouvons I’étendre par le Théoreme de Hahn-Banach et nous ob-
tenons u € L2([0,T7]; £) tel que

T T
Y, Pro)edt = {(f,0)e dt + (g,0(0))e
0 0
si v € A. Donc
Ou—FEu=f

au sens des distributions sur ]0, T[XMV. On a
Owu € L2([0,T]; 1)
et donc
we H'([0,T);&71) — C([0,T); &),

Nous allons vérifier que u(0) = g. En effet, on a
T

V(f.0)e dt + (9.0(0)e

(u, P*v)g dt

(Pu,v)e dt — (w(T), v(T))e + (u(0), v(0))e

I
St N Ot N Ot N

(Pu,v)g dt + (u(0),v(0))e

pour tout v € A. On a déja vu que Pu = f au sens des distributions si 0 < ¢t < T Il suit
que

(u(0),v(0))e = (g,v(0))e

pour tout v € A et alors u(0) = g.
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Soit £%° =N, E* et supposons pour un moment
feC>(0,T];E>), ge&=.

Alors on obtient u € C*°([0,T]; £°). Soient maintenant f; € C°([0,T];E>), g; € £
avec

fi — f dans L*([0,T);€"), g¢; —g dans&"
et u; la solution de

{atuj — E’LLj = fj7
uj|t:0 = 9j,

qu’on vient de construire. Grace & (9.4.6), u; est une suite de Cauchy dans C([0,77; E);
soit u € C([0,T); E?) tel que

uj —u dans C([0,T]; ).
De nouveau par (9.4.6) :
u; —u  dans C([0,T];E1),
ieeu=u.m

Nous allons maintenant vérifier les hypotheses pour les équations de la Section 9.3.
Soit N' comme dans la Section 3.4. Nous écrivons I'équation (KG) sous la forme

(9?2 — 2ik + h)u =0
et les équations (KG,), v € NV, sous la forme
(82 — 2ik, + hy,)u = 0,
ce qui définit les opérateurs 71,7;, TLV,EV.

LEMME 9.4.3. Les couples (h,k) et (hy,k,), v € N, vérifient les hypothéses (9.4.2)—
(9.4.4).

Démonstration. Commencons avec (E,E) On a au sens des opérateurs sur C§° (Mv) :

~ = V12 4 a? VrZtaz VA 1 VA
2 VTR HAT 452, 2y VITTAT VA L g va
h+ k= > 0s(r* + a*)0s > ) Sinaagblneag )
A 4a®?M?r?  a?\ , m2o*A
- —5— + — <5 |05+ :
X2sin” 6 x4 X2 32
Pour démontrer que (h, k) vérifie (9.4.2), il suffit alors de démontrer que
~ A 40?2 M?*r?2 g2
4. = >
(94.11) 1(r,6) X2gin% 6 + 34 32 = 0

En effet, on a

~ 1
9.4.12 0) = ——
( ) Jn6) Y4sin? 6

_ 1
~ Z4sin®0
—a®((r* + a*)? — a®Asin® ) sin” )

(AX? + 40> M*r?sin? 0 — a® X? sin” 0)

(AX? + 40> M?r?sin? 0
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1

= Sin’g (AZ? — a®sin® OA(r? + a® + 2M7) + a* Asin 9)
Sin

= TignZg (r* + a*)? —a?Asin?
S

—a?sin?0(r? + a® + 2Mr) + a*sin* 9)

A
= TianZo ((r* 4+ a®)? — 24 sin? 0(r* + a?) + a* sin* 0)
sin

A
— Tra?y (r2 + a2 cos? 9)2,
sin

ce qui entraine en particulier (9.4.11). (9.4.4) est clairement vérifiée, vérifions alors (9.4.3).
Nous utilisons les mémes symboles que dans le Chapitre 3 (¢ = 1/c4) :

O({s)™™%), s — 00,
O(emlsl), s — —oc.

Soit p(s) = 2aMr/X2. On a au sens des formes quadratiques sur C§°(M) :

~ ~ 2 2 2 2
i) = Y T a2 50 4+ he,, ob p= Yy,

fes™™ ssi Va,feN, agagfe{

) )
Donc
~ ~ 2 2 2 2
ik, 7] <~ 0,0 + a?)a, Y — R

On ap € S~ ! et donc p € S~ 1. D’autre part, on a f(r,60) > 0 et
~ Ce’® 5§ — —00
> ) )
f(r.0) = {C(r}‘Q, s — 00.
(9.4.3) est alors vérifiée.

Vérifions alors maintenant les hypotheses pour (Eo, EO) Le raisonnement est le méme
que pour (h, k). (9.4.2) est vérifiée puisque

~ A 4a2M2r2 a2
9.4.13 0) = _
( ) fl (7", ) (7,2 + a2)2 Sin2 9 (7«2 + CL2)4 (T.2 + a2)2
1
= m (/1(7“2 + a2)2 +4a>M?r?%sin% 60 — a2(r2 + a2)2 sin? 0)
72 + a2)4sin
A .
= 2+ a)isin?o ((r? +a%)? = ((r? + a®) + 2Mr)a® sin® 0)
A
T Pt aisn’o ((r? + a®)(r® + a® cos? §) — 2Ma®r sin® 6)
A

Z G ayiang (O 2Mre) 2 0

parce que r > M > a. On a au sens des formes quadratiques sur C§°(M) :
- - 1
_ 2 - a2y
[kO)hO] - mas r“+a p08¢
avec po(s) = 2aMr/(r? 4+ a?)?, donc p) € S~ 1 et (9.4.3) est vérifiée par le méme
raisonnement que pour (h, k) utilisant (9.4.13).
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Pour v € N\ {0}, on a [k, h,] = 0 et il reste alors a vérifier (9.4.2), (9.4.4). Nous
donnons les formes explicites des opérateurs h + k2
opérateurs vérifient les conditions (9.4.2), (9.4.4) :

; on s’apercoit facilement que ces

v

E(_J) + E(2—,1) = *5'3 —g-(s)As2 + f(—71)’
b2+ k5 = 0%,

7 7 1 m2  2Mm? m?
hisy + k) =—0% - GO(S)WAW +0.4.(s) <2 - |5|90(S)> +5
+(04(s) — 1)La2
* 2(r2 +a2)2"?
> = 2Mm?
hit2) + Ky ) = =07 +m* — NI Oo(s). m

9.5. Restriction sur ’espace de solutions. Nous allons voir dans la suite qu’il y a une
classe de données initiales pour laquelle on peut trouver une énergie positive conservée.
Dans un premier temps, on va faire le changement de coordonnées suivant :

a

~: - 1t 3~=(“),

¢) ¢) 7"34—@27 [ ¢
f":: t, N 6‘{:815 + 7703- +CL26¢7
929, 85:89,
sS=s 05 = 0,

Dans ces coordonnées, I'équation de Klein-Gordon s’écrit sous la forme (ol on note encore
les nouvelles coordonnées t, s, ¢, 0) :

daMr 2a a® 4a®Mr a?
5.1 2 - _ 2
(9.5.1) (at + < 32 2+ a2>a¢at + <(T%r +a2)?  X2(r2 +a?) + 22)a¢

2 2 2 2
YRR 02 4o, YA g AS2§ il )sz.

b))

Remarquons maintenant que les coefficients de ’équation de Klein—Gordon sont in-
dépendants de ¢, ce qui nous donne la conservation du moment angulaire correspondant.
Autrement dit : si v(t, s, 0, ¢) = e"Pu(t, s, 0) vérifie

daMr 2a a? 4a?Mr a?
.5.2 2 - - - — |n?
052 (# (5 - )0 (i 22<r2+a2>+22>“

VETE o 0 VTR VA, VA
_T(’?S(r —l—a)(’?ST EAS 53 22 )1}—0,

alors v(t, s, 0, ¢) vérifie également (9.5.1). Avec cette restriction, 'opérateur h dans I’éc-
riture (9.2.2) est maintenant positif si le moment angulaire fixé n’est pas trop grand par
rapport a la masse de la particule. Pour voir ceci, posons
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9.5.3) () = — a’n? L 4a®n?*Mr B a’n?  m2p%A
e mA s (ri 4+a?)?  22(r? +a?) 32 32
r2 4 g2)2 R
= )+ Rt )
avec
a’n? 4a’n2Mr a’n? m2r2A

954)  fulr)=—

(r2 + a2)2 + (r2 4+ a2)2(r2 + a?) © (r2+a2)? + (r2 +a2)?’
a*n?Asin? 0 . m?2a? cos? A
22(7& + a2)2 32 ’

(9.5.5)  fu(r,0) =

en particulier fn(r, 0) >0 et fr(r,0) > cfn(r). On a donc f,(r,0) > 0si fr(r) > 0.
LEMME 9.5.1. Soit

2y a1 1
(9.5.6) m? > = <M+T+>.
Alors
500) = Grr g Tt 4 € Clrnoel,  aulr(s) €0(%) (s = o),
et

36> 0,Vr >ry, 00,7 gn(r) > 6(r)>.
Nous allons supposer (9.5.6) dans toute la suite.
Démonstration. Soient
fin(r) i= —a®n?(r* + a®)* + 4M?a®*n’r?,
fan(r) == —4AM?a®n®r? + AMa*n’r(rl + a®) — a*n*(r] + a*)?,

fan(r) =m2r?A(r? + a*)%.

On a

o fl,n(r) + fZ,n(T) + f3,n(7ﬂ)
) = T Tama + a2)e
fl,n(/r) = —a2n2/1(7‘2 + a2 + 2M7")7

fon(r) = 74M2a2n2(7" - 7‘+)2,

Y

ce qui entraine

r)= (T_TJF) —a2n2 r—r 7'2 a2 r
fn( )_ (r2+a2)2(7‘i—|—a2)2( ( *)( + +2M )

—AM?a*n®(r — ry) + AMPmP 23 (r — r2))

(r—ry)
(r2 +a?)?(ri 4 a?)

5 qn (7).

Alors
a?n?(r —r_)(r? +a® 4+ 2Mr) + 4M?a?n%(r — )

0 > = p(r).
an(r) >0 & m”> 4M2r2r3 (r —r_) p(r)
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(r) < na? (1 + 1
il (R T
b ri \M 1y

et donc g, (r) > §(r)? avec § > 0 si

On a

On pose

2 2
SR GET Y G

- 2Mar a
T 2 +ri—|—a2 -

Dans D’écriture pour h,, nous avons gardé le Laplacien sur la spheére pour éviter des
singularités de coordonnées. Nous définissons 1’opérateur ﬁn a partir de h,, en remplacant
0y dans I'expression pour le Laplacien sur la spheére par in. Alors h, est bien défini,
symétrique et positif sur C§° (MV), soit (hn, D(hy,)) I'extension de Friedrichs. Remarquons
que hy, > ef (¢ > 0) comme exigé dans la Section 3.3. On note H' , L,,, R,,, R, les espaces
et opérateurs construits a partir de (hy, k,) comme décrit dans la Section 2.1.

Nous décrivons également les dynamiques de comparaison avec cette restriction. On
suit la démarche du Chapitre 3. Ici 'opérateur P du Chapitre 3 est égal & —Ag2. Nous
décomposons H en harmoniques sphériques :

oo m=l
L’Rx82) =P P L*R) & Yo,
=0 m=—1
On pose
Homy = LQ(R) ® Y 1, Lo :=Hmi ® Hm,.

Soient g, 0 comme dans la Section 3.4. On pose

9 a?n?
co’n::m AR IVE
(7"+ + a?)
an
Cin = 3 2
Ty +a
Cop = 72Mm2,
( ) (r+ — ri)Cf/c++1e_‘7(00(5)|5‘+7’+)
9-\8) = 2 212 ’
(7"+ + a?)
1

9+(s) 1= Oo(s) 7

|s
()= o
ORI

(r+ — T‘,)07/C++1€_U(|S‘90(S)+T+)m27"i

f(*,l)m,(s) = 4M2Ti )

Co.n
f(+,2)77l(s) = s 90(5) + Co,n»
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C2.n Co.n Co,n
Fiearale) = 0406) (B + 5 ) + 5

—2aMr(s) a
(2(s) +a2)? 12 +>”

fanls) =

Rappelons que

kun:

)

iy siv=(+,4), i=1,2,
0 siv={(—i), i=1,2.

hyn, v € N sont construits comme décrit dans le Chapitre 3, alors par exemple
hO,n = 7852 - g(S)A52 + f(S)
et
hgtl = —0% + g()I(1+ 1) + f(s), D(hy"") = H*(R).

(homnl, D(homnl )) est autoadjoint, hg, est autoadjoint avec domaine

) !
95.7)  D(hon) = {u - Zuml ‘ € DA, SR > < oo}
m,l
Hf/m Hu én 4 , Rum, Rl,n, R, », Rl,nl, L,, et Ll,n sont construits & partir de hy ,, ky
et hf,”nl (v € N) comme décrit dans la Section 2.1. Les opérateurs h,, , sont construits de

facon analogue & ﬁn
Nous allons maintenant introduire les espaces sur lesquels les dynamiques R,, etc.
correspondent a la vraie dynamique du systeme. On pose
HE = {u(r,0,0) = v | v e L*(R x [0, 7], sin dsdf)} C H,
HL? = HL NH?,
'Hi)’fi := complété de HL® pour la norme (h,u,u),
RS = Hoh & H.
Les espaces R, sont définis de la méme fagon. Notons que e
+itR

+ithn envoie R¢ dans lui-

meéme et que e

~ 1 0 1 0 U
G- (0 DR e g = (D) ()]
—ic1y, 1 e, 1 Uy RE

Les espaces QNf ,», sont construits de la méme fagon. On définit ’espace QNn de facon ana-

logue :
~ 1 0 1 0 U
6= (1 e e e, <[ (0 0)(™)]
—ic1, 1 " e, 1 uy /IR

Les espaces G, ,, sont construits de la méme facon.

v envoie Ri’n dans lui-méme. On pose

9.6. Discussion physique. Pour voir combien de modes on peut permettre dans une
situation physiquement réaliste, il faut écrire notre condition en unités non géométriques.
Jusqu’a maintenant, on a utilisé des unités géométriques. A toute quantité qui dans les
unités non géométriques a une dimension qu’on peut exprimer en termes de longueur L,
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temps T et masse M est associée une dimension d’une puissance de longueur dans des
unités géométriques. Le passage d’une unité a l'autre peut étre établi par les facteurs de
conversion (voir [W]).

Dans les unités non géométriques, ’équation de Klein—-Gordon devient

m2ct

=0,
2

Nous posons mZ = m?c*/h?. Faisons un bilan des unités et donc des facteurs de conver-

ROf+m?ctf=0 < Of +

sion.

Quantité ‘ Dimension non géométrique | Facteur de conversion

a L*r! ¢!
M M G/
n 1 1

La formule de restriction en unités géométriques était

9 n2a? 1 1
my = — +
M3(1+ (1 —a?/M2)V/23\ M = M+ (1 —a2/M?)/2M

2 2 o\ 1/2
- e LI P A SRS
MA4(1+b)3 1+0b M?

Dans des unités non géométriques, ceci donne

226 2.2 \ 1/2\ -3 2 9 \ 1/2\ -1
9 _o _ M7a‘c a“c a“c
e = Gt M‘*(H(I_—W) ) <1+<1+<1_—M2G2> ) )

2 2 432 2.2 \ 1/2\ -3 2.2 \ 1/2\ -1
9 _ nea‘c*h a“c a“c
s <1+<1_—M2G2> ) (1+(1+(1_—M2G2) ) )

Nous considérons ici le cas de I'espace-temps de Kerr & rotation lente, i.e. a®> < M?, ou
en unités non géométriques, a®> < M2G2/c?. Le cas qui permet le moins de modes est le

i.e.

cas a = % On obtient dans ce cas
5 _ n2c?h? ol m> nch
T 2M2G?T T T T\ 2MGT

Pour un trou noir qui résulte d’un effondrement d’une étoile, nous pouvons supposer
une masse 100Mg > M > 2Msg, ot Mg est la masse du soleil (voir [W]). Nous choisissons
de nouveau le cas le plus “défavorable” M = 2Mg. L’équation de Klein—Gordon décrivant
des bosons neutres de spin 0, nous calculons le nombre de modes permis pour des mésons
neutres (m = 260 X Me, me = 9.1 x 10728 g, Mg =2 x 10% g, G = 6.667 x 1078 cm? x
gl xs72 c=2998 x 101 cm x s71 A =1.05 x 10727 g x cm? x s7 1) :

(9.6.1) n < 2.82 x 10'6.

9.7. Vérification des hypotheéses. Dans cette section, nous allons vérifier les diffé-
rentes hypotheses du Chapitre 3 pour les opérateurs qu’on a introduits dans la Section 9.5.
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On va supprimer l'indice n. Nous utilisons les mémes symboles que dans le Chapitre 3

(0 =1/cy)
fes™ si Va,BeN,o0dlfed 0L ), s =0,
O(eml*l), s — —cc.

fes™ ssi Va,BeN, 9%, f € O((r)™), |s| — oo.

On vérifie

Sm,n X Sm'm' C Serm/,nJrn'

9y

Vo e N, 9% .8™" — S§m-an

VB eN, 85:8mn — 8,
Rapport entre les variables r et s. Pour une fonction qui dépend de r et de 6, nous
définissons
O((r)™=*), r— oo,
0(1), =Ty

LEMME 9.7.1. (i) Si f(r) € T™, alors D2 f(r(s)) € S"~*~1 Va € N.
(i) Si f(s) € S™" et g(r) € TF, alors f(s)g(r(s)) € S™kn,

Démonstration. (ii) suit de g(r(s)) € S*0 et de S™" x Sk0 < Sm+km Montrons (i).
On a

f(r,0) e T™ ssi Va,BeN, 0%95f € {

or _ (r—ry)(r—r-)

Os 72 4+ 2

)

donc
a 1-Jal
Va > 1, %r {O(T )s r— 00,
O(‘T*T+|), =Ty

ce qui entraine
& c O(Sl_‘al)a §— 00,
0s® O(e77lsh, s - —cc.
(1) suit alors de la formule de Faa di Bruno :
sN=D_ > 0f(r(s)d¢r.. 0%
g>laj+...fag=a

EXEMPLES. (1) e1(r,0) = A €S>,

(2) ex(r,0) = VA € SH1/2,
(3) es(r,0) = I/Ep e,
1 1
(4) eq(r,0) = =% tzayn (22 _g 20,5
_ M 21,
)

En appliquant les regles décrites, on obtient :

(5) e5(r,0) = Vr2 +a2/X € T71, d’'olt Ose5(r,0) € S™271,
A

(6) es(r,0) = <ae %) Lo
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Rappelons que

£r) a’n? 4a®n?Mr a?n? n m2r2A
r) = — — )
(rgr Fa2)2 ' (12 +a2)2(ri ta?) (r2+a?)? | (r2+a2)?
A

ko (1) 2aMr n a n
r)=|-— .
0 (r2+a?? 12 +a?
LEMME 9.7.2. f, g, ko, f(— 1), 9+ vérifient les conditions (3.2.2)—(3.2.6) et (3.4.3)-(3.4.5)
avec T remplacé par s.
Démonstration. On vérifie d’abord les conditions sur g. On a
A= (T(S) _ ,,,_)c_/c++lea(sfr(s)),

donc pour s <0 :
O~ te?s < g(r) < Ce’ avec C > 0.

On a
, A A 2(r— M) arA A
g'(r) =0, = -
(r2+a2)2 )12 + a2 (r2+a2?  (r2+a2)3 ) r2+a?
= 4(7‘2 —2|—Aa2)4 ((r — M)(r* + a®) — 2r(r? + a® — 2M7r))
2
=1 a0 (—r(r* +a®) 4+ 3Mr* — Ma®)g(r) = p(r)g(r).
Ceci donne
: _ 2 . 2 2 2 2 _QM(T-ZF*GQ)
Sgrgloop(r(s)) =2 +a2)2( ry(ri +a®) +3Mry — Ma®) = —(7’1 ) >0,
alors
3Ry, C1 > 0,Vs < —Ry, Cylg(r) <g'(r) < Cig(r).
On a
—sp(r(s)) =2 (s — o0),
donc

3Ry, Cy > 0, Vs > Ry, G 'g(r(s)) < —sg'(r(s)) < Cag(r(s)).

Finalement g € S™2~!. Les conditions sur g sont alors vérifiées.

Vérifions maintenant les conditions sur f. D’apres la démonstration du Lemme 9.5.1,
on a
r—r4

(r2 + a2)2(ri + a2)? q(r) € O(eio‘sl), § — —00,

fs) =

puisque |r — 74| € O(e™ 711}, s — —oc0, et q(r) € C([ry,o0]).
D’autre part,
a’n? m2r2A —2M7r3 — a?(r? + a?)
— o) -3\ — 2
f(s) (r2 + a?)? - (r? + a?)? +0(s™")=cot+m (r2 + a2)?

2Mm?2

+0(s7?)

=cy— +0(s7%), s— o0
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On a
f(r)=co+ for) avec fo(r) € T,
alors
Dyf = Dsfa(r(s)) € 8727
De plus on a C'f(s) > e~°!*l pour s suffisamment petit par le Lemme 9.5.1. Les conditions
sur f sont alors vérifiées.
Vérifions maintenant (3.2.6). On a

ho(r(6) -~ 1 =~ g
A= (r2 4 g2 1

ko(r(s)) = ( (T2(+ ;;)2 ! + r2 + a2)an
Aan (r—ry)(r+ry)an

= —o'|s\ — — .
(2 1 a2)2 + (2 + a2)(r? + a?) €0 "), s 00

€O((s)™®), s— oo,

En plus
ko=c1+ky avec ky e T3,
donc
D,ko = Dyky € S™471,
(3.2.6) s’ensuit.

Les conditions sur f(_ 1), g+ sont clairement vérifiées. m

Calcul des coefficients. Nous allons vérifier les conditions (3.3.5)—(3.3.11). Pour ceci, il
faut écrire 'hamiltonien h sous la forme (3.3.3). Soient ¢ € {0, ¢, s}, g9 = gp =g, gs =1
et p;, p; des fonctions lisses. Alors
piD;piDip; = D} pipiDipi + [pi, Di|pi Dipi
= DipipipiDi + D pipi[Di, pi] + [pi, Di|pi| D, pi] + [pi, DilpipiDi
= ¢:D} D; + D; (pipi — 9i) Di + D; pipi[ D, pi]
+ [pi, Dilpi[Di, pi] + [pi, Dilpipi Di.

Il suit, en utilisant les Exemples (1)—(6), que

1 1 1 A%a?
9.7.1) g»? = 0.0 — A = — — g—4.-2
( ) 9 sin2o? T2 (12 f a2)2 (r2 + a?)2372 = )
f £ cS§ 42
b)) b)) ’

9.7.2) 4% = —Dg(
9.7.3) g% = 0,
(9.74) ¢¥=~—FT" —1=—"1— "8 271,

( r2+a2> r? +a 3/2

(9.75) ¢°=-—

(9.7.6) f1< ( T2+“2)> (ag(g)>2+‘12/1%?29f(r)+f(n9)~
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On a f(r(s)) € 8%~1, A/%2 € 87271 F € S 2~ ce qui donne f; € S~2~1. On a

f1 > 0 également. Finalement,

1 1 2a3MrAsin® @
9.7.7 ki = —2aMr| = — == S—oL
(9.7.7) 1 a r(gz (r2+a2)2> (1% + a2)252 €

(9.7.1)—(9.7.7) impliquent que les coefficients pour la métrique de Kerr vérifient (3.3.5)—

(3.3.11) a Pexception de (3.3.9). Comme g° est purement imaginaire, il suffit que g° €
S—1~=1 (voir Remarque 3.3.1(b)).

9.8. Remarque sur les notations. On a utilisé jusqu’a présent différents systémes de
coordonnées. Le passage d’'un systeme de coordonnées a un autre se fait par une rotation.

Nous entendons par un observateur une courbe paramétrée dont le vecteur tangent
en chaque point est de type temps. Pour un systéme de coordonnées (¢, z), on appelle
Pensemble de toutes les courbes de type temps de la forme (¢t = 7,2 = x¢) la famaille
d’observateurs associée au systéme de coordonnées (t,x).

Les observateurs associés aux coordonnées introduites dans la Section 9.4 (voir (9.4.5))
sont appelés les observateurs localement non tournants (voir [W]) on va appeler les ob-
servateurs définis par les coordonnées de la Section 9.5 les observateurs tournants. Les
observateurs associés aux coordonnées de départ sont appelés les observateurs de départ.

On dit qu’une famille d’observateurs attribue a I’équation de Klein—Gordon les opéra-
teurs et espaces qu’on obtient en écrivant I’équation de Klein—-Gordon dans les coor-
données correspondantes. Le schéma 1 rassemble ces opérateurs et espaces. Certains es-
paces et opérateurs pourraient étre définis mais ne le sont pas dans le texte, on les a mis
entre parentheses; d’autres ne peuvent pas étre définis naturellement (c’est le cas pour
les espaces de Sobolev quand I’hamiltonien n’est pas positif), on a mis un tiret a la place.
Chaque bloc est composé de la fagon suivante :

Opérateurs décrivant

i . Dynamique
I’équation de K-G

Espaces de Sobolev Espace d’énergie

Notons que les espaces d’énergie ne sont pas toujours les espaces d’énergie naturels
mais parfois des espaces d’énergie “hérités” d’un autre observateur.
On a un schéma analogue pour les dynamiques asymptotiques.

9.9. Espaces d’énergie. Nous avons jusqu’a présent adopté deux points de vue dif-
férents.

Le premier point de vue est celui de 1'observateur localement non tournant. Cet
observateur attribue a I’équation de Klein—-Gordon une énergie que nous avons réexprimée
pour 'observateur de départ. Ceci donne les énergies £, £,,. Ce point de vue nous a permis
d’établir le résultat d’existence et d’unicité de la Section 9.4.



70 D. Héafner

observateur localement
non tournant

h(t),0 | (R(t))

(@) | T

rotation avec vitesse
<— angulaire locale —
(différente dans les
observateur deux cas) observateur
de départ tournant

h,k R rotation avec vitesse | (h), (k)| (R)

- & angulaire constante - =)

restr.|0g = in restr.|0g = in

hn,kn | (Rn) | rotation avec vitesse | hn,kn | Ry

- é 4 angulaire constante 7—[;’4’ RZ

Schéma 1

Le deuxieéme point de vue est celui de 'observateur tournant. Ceci nous a per-
mis dans la Section 9.5 de construire des sous-espaces conservés par 1’évolution sur
lesquels I’évolution est unitaire. Nous avons ensuite également réexprimé cette énergie

pour I'observateur de départ, ce qui donne les énergies G2, GZ,.

Dans cette section, nous allons faire le lien entre les espaces d’énergie £, €, et QNfL’ , g~fn
On pose

HZ? =ML NHS, HZO=H.,NHS.
Nous supposons que n,p vérifient (9.5.6).
LEMME 9.9.1. Soient p #n et v e N. Alors
Go =& Gl,—&
avec injection continue et

QN,‘f il C:f)’ pour le produit scalaire dans &,

QN‘fn 1 QNip pour le produit scalaire dans &,.
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Démonstration. Nous commencgons avec 'injection g~;¢; — &. Il suffit de démontrer

1 0

)Hi"b @ H7117¢
—’L'Cl’n 1

[(wo, ur)lle < Cll(uo,u1)llge  pour (uo,u1) € <

et I'injection s’étend par continuité. Comme ug € H1?, on a
kug = knug,  hug = hyug,
ou on obtient ﬁn, En a partir de ﬁ,% en remplagant Jg par in. On a ensuite
lur — iknuo]|* + (b + k2)uo, uo) < [lus + icymtio]l? + (((kn + c1.0)? + b + k2 )uo, up).
Il suffit alors de démontrer
(9.9.1) (kn 4 c10)? 4 hn + k2 < Chy,
ot hy, est défini dans la Section 9.5. Soit f(r, 0) la fonction définie dans la démonstration
du Lemme 9.4.3. L’inégalité (9.9.1) va suivre de

22/1 1A
<C<fn(r9) 'nQQE’Lz)’

(9.9.2) (b +c10)?+ F(r,0)n +
ou fr(r,8) est définie dans la Section 9.5. On a

~ —2aMr a
9.9.3)  Fop+c1m =
00 Forenn— (T4 i)

= (=2Mr(r} + a®) + £?)

an
2'2(7‘3r +a?)

= (=2Mr(ri + a®) + (r* + a?)? — a®Asin® 0) an

22(r3 +a?)
) an
= ((72 + GQ)A + 2M’l"(7‘ — 7’+)(7’ + 7"+) — CLQA Sln2 9) m
2 2 2 an
= A+ 2Mr(r — —_
((r*+a®cos® 0)A+2Mr(r —ry)(r+ry)) 502 + a7
< Ce%n, s— —o0,
- | Cn, s — 00,
donc (kn +c1.0)? < Cfn(r,0) grace au Lemme 9.5.1. Grace a la formule explicite (9.4.12)
de f(r,0), on a
A 2
sin? (922n
Utilisant de nouveau le Lemme 9.5.1, on voit que
292/1
32

f(r, f)n? < C

< Cfu(r,0).

Ceci montre (9.9.2).

Soit maintenant v € N. On construit kl,n, h,,n a partir de k,,, h en remplacant 0
par tn. Montrons l'existence de l'injection QO » — &o. Par le méme argument que pour
Vinclusion G? < &, il suffit de démontrer

27.2/1

~ 9 = 9 m A 9
9. — < _—_—
(9.9.4) (ko.n +c1,0)” + fr(r,0)n” + (r2 +a?)? — C(f”(r) + sin? 0(r2 + a2)2n )’
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ot fy est définie dans la démonstration du Lemme 9.4.3 et f,, (1) est définie dans la Section
9.5. On a

Fom + 1 = (12 + a2) A+ 2Mr(r — ry)(r +14)) an

(r2 +a?)%(r3 + a?)

et donc
(995) |’kv70,n + Cl,n| S {

Ce%®n, s— —o0,
Cn 5 — 00.
(9.9.4) est vérifiée par les mémes arguments que pour (9.9.2).
Traitons maintenant le cas v € {(—,1), (—,2)}. Dans ce cas, on a Eu,n =—c1p et

o~

~ ~ 9 ~
ku,n +hyn = iyt hy,n = hu,n,

ce qui donne l’injection.
Il reste le cas v € {(+,1),(+,2)}. On a k,,, =0 et

G F iy = hyn + 263, < Chyy,
ou on a utilisé que lAzu,n >6>0.m
Pour les espaces indicés par (+,2), on aura besoin du lemme suivant :
LEMME 9.9.2. On a
£ = Gram
avec injection continue.
Démonstration. On a
||(U07u1)||é(+,2)1n = [lur +ic1 nuoll® + (her 2y.mnt0,u0) < [wn]® + (5, + Py 2).0) 10, wo)-
Puis
2Mm?
NER

G+ hip 2y = =05 +m® - Oo(s) = ht.2) = hiy2) + F(y 2y,

ce qui donne laffirmation. m
PROPOSITION 9.9.3. (i) Sur G les normes || - ||¢ et || - |ge sont équivalentes.

(ii) Pour tout v € N, les normes || - ||g, et || - ”5,‘% sont équivalentes sur GJ,,.
Démonstmti'on. R@vppelons d’abord qu’on obtient En,%n a partir de ﬁ,% en remplacant
Oy par in; hy,, et k,,, sont construits de fagon analogue.

(i) Grace au Lemme 9.9.1, il suffit de démontrer

V(uo,ur) € Hy® @ Hy?, (w0, ur)ll3s < Cll(uo, ur)|2
Soit alors (ug,u1) € HZ? & HL?. On a
o, un)lIgy = s +icr wu]|* + (g, o)
< flur = ikwuo® + (((kn + e1.0)* + hrn)uo, uo).

Il suffit donc de démontrer

A

—
32gin? 6

(En + cl,n)2 + fn(ra 0) +

_ 2 2
2 < C(f(r,a)n2+ m;2A>.
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Utilisant (9.9.3), on obtient

- 2 2/1
(Fn + c10)2 < C ngz .
On a ) .
Jn(r,0) = % fulr) + fn(r, 0) avec fn es 2L
Utilisant le Lemme 9.5.1, on obtient
m2o°A
fu(r,0) < C T2

Par (9.4.12), on a
2 ry 2
mn < Cf(r,0)n%,
ce qui termine la démonstration de (i).
(ii) Comme dans (i), il suffit de démontrer

V(uo,ur) € i @M%, (w0, un)lFs < Clli(uo, w2, -

Nous commengons avec g{i ,,- Par le méme raisonnement que pour G¢, il suffit de
démontrer

A

F]; n n2 n 5 . oNo . 9 4
(ko F-c1,n)" + fulr) + (12 + a2)2sin? 0

~ 2.2
n? <C<f1(r,9)n2+ m7rA >

(r2 + a2)2
Par le Lemme 9.5.1, on a
m2r?A

n(r) <C 55—
Utilisant (9.9.5), on obtient
. 2 2/1
(ot 100" 0
Par (9.4.13), on a

A 5 ~
—————n? < Cfi(r,0)n?,
(r2 + a2)2sin” 0 < Chron

ce qui termine la démonstration pour ég’ "
Traitons maintenant le cas v € {(—,7) | i = 1,2}. On a déja vu dans la démonstration
du Lemme 9.9.1 qu’on a dans ce cas k, , = —c1,, et

Bun = hom + k2,
et donc
Yuo,u) € G2y N Cuosun)lBy = Il Cuosu)
L’affirmation pour v = (+4,2) suit des Lemmes 9.9.1 et 9.9.2, il reste le cas v = (+,1).
Soit (ug,u1) € HZS ® HL%. On a
(o wn)l[F, = llu + s nuoll® + ey o, )

< Jluall® + (€}, + b a)n)uo, o) = [[(uo, un)Z
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puisque
At Bt aym = h(s1)m = hraym + %(2+71)7n'
Ceci termine la démonstration. m
On définit également les espaces

~ 1 0
u = Zumla Uml € Lm,l}v gg’f = ( )R'ﬁ’f'

RS ={uery o
—iCln

fini
Les espaces R&:S gﬁ’g sont définis de la méme fagon. On a le lemme suivant :

v,n

LEMME 9.9.4. On a QNE”;rfz) L CGo.

Démonstration. On pose

Ly = {u: Z Ul ‘ Ul GL'mJ}.

Im|,ll|<M
Siue GVEI:’L{Q)W alors il existe M € N tel que u € §?+72),7L N Ly et il suffit de démontrer

(9.9.6) VM >0,3Cn >0,YueGl, , Ny, |ulg, < Cullullg,, , .-
Ceci va suivre de
(9.9.7) VM >0,3Cy >0, Vu € R4.2)0 N L, lull=, < CMHU||R(+,2),7;'

Soit alors u € R4 2y, N L. On a

A
lulfe, < Clulf, < lual? + (<08 + g MO + 1)+ £u0) s o
<l + (=02 + Carn)uo, uo) < Car(flur[|* + (h(4,2),nt0, u0))
S CMHU||%(+,2),7L,
ou on a utilisé le Théoreme 4.4.1. Ceci termine la démonstration. m

Nous fixons maintenant N > 0 tel que

9 N2a2<1 1)
m° > — +— .

ri M Ty

On définit
0%~ @G o = @ an.
In|<N [n|<N

Le espaces gf N et gj’ J{, sont définis de la méme facon. Notons qu’on a grace au Lemme

9.9.1, gj; — & et ng — &, avec injection continue.

9.10. Opérateurs et dynamiques associées. Apres avoir fait le lien entre les espaces
d’énergie, nous allons faire le lien entre les opérateurs et entre les dynamiques. On a au
sens des opérateurs avec domaine H2? :

(9.10.1) h= hy, — cin + 2kpc1,, resp. hy, = h— QEan - cin,



L’équation de Klein—Gordon dans la métrique de Kerr 75

en particulier : si u € H2?, alors hu € H, ot hu est & comprendre au sens des distribu-
tions. De facon analogue, on a au sens des opérateurs avec domaine HY :

(9.10.2) k= kn—cin 1resp. kp= k+ Clon-
On a des propriétés analogues pour les opérateurs EV,EV et hyn,kun
On pose
2 1, 2, 1,
Dj; = /vaq5 & Hn¢’ Df,n = H,,ﬁ ® Hu,i'
Notons que (—ic1 01
méme. On pose

) est un isomorphisme de D¢ dans lui-méme et de Df’n dans lui-

~ 0 ) ~ 0 7
(%) (5 k)
—ih —2k —ih, —2k,

Ru et R,u, sont bien définis pour u € DY et u, € DY,,.

LEMME 9.10.1. Soient v € N, u € D§ et u, € DY,,. Alors

1 0 1 0 ~
(9.10.3) ( _ )(Rn + cl,n)< ‘ )u = Ru,
—tc1, 1 i1y 1
1 0 1 0 ~
(9.10.4) < ) (Run+cin) ( >u,, = Ryu,,
_icl,n 1 icl,n 1

en particulier Ruc€ et E,,ul, cé,.

Démonstration. Nous démontrons (9.10.3), la démonstration de (9.10.4) étant analogue.
Pour (ug,u;) € D¢, on a

1 0 1 0 (')
(i ) 1) ()
—ici, 1 i1y 1 U
ST (G [P |6
—iCLn 1 —ih, _an+cl7n ’L'Cl’n 1 U
ittty ot 2o ) i 1) (o)
i(hp +01 n) —2kn +2c1p icin 1 Uy
(- L))
i(hn + 2kpc1, — C%n) —2(kyp —c1,n) Uy Uy
)

ou on a utilisé (9.10.1) et (9.10.2). m

Nous posons pour v € N :

Zj{n(t) ::( 1 0>e—i(Rn+c1‘n)t( 1 0),
—Z'Cl,n 1 iCl,n 1
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Z;{vun(t) = ( 1 0 > _’L(RV ntci, n)t< )7
' —ic1,, 1 iC1,n

Un(t) = P Ua(t), U.nEt):= P U
In|<N

In|<N

Une solution de (KG) resp. (KG,) est un couple (u,dyu) tel que u vérifie (KG) resp.
(KG,).

LEMME 9.10.2. Pour tout (uO ,ud) € QN C &, Un(t)(ud,ud) est la solution de (KG)
avec donnée initiale (ul,ud) et membre de droite égal a zéro. On a une propriété ana-
logue pour Uy, n(t).

Démonstration. On ne démontre le lemme que pour Uy (¢), la démonstration pour Uy, n (t)
¢étant analogue. Il suffit de démontrer le lemme pour U, (). Soient alors (uf,ul) € G et
Un(t) = Up(t)(ug, ul). On a

va € C([0,00[;Gf) € C([0,00[;€).
Soit U (t) 'évolution qui associe & (vg,v1) € € la solution de I’équation de Klein-Gordon
avec donnée initiale (vg,v1) et membre de droite égal & zéro. Nous avons a démontrer
(9.10.5) Uk (t)(vo,v1) = Up (t)(vo,v1),  VE >0, V(vg,v1) € G2

Gréce a lestimation d’énergie (9.4.6), on a Uk (t) € B(E) pour tout ¢ > 0. On a clairement
Uy (t) € B(G?) C B(E) pour tout ¢ > 0 et il suffit de démontrer (9.10.5) pour (vg,v1) €
H2¢ & HL?. Soit alors (v, v1) € H2? & HL?. On a clairement U, (0)(vo, v1) = (vo,v1).
On calcule

%an(t)(uo,m) = ( ! 0)(Rn+cl,n)<z_:n 0>Un(t)(vo,v1) = Rl (t) (vo, v1),

_icl,n 1 1

ou on a utilisé que Z]n(t) envoie H2? @ HL?® dans lui-méme ainsi que le Lemme 9.10.1. =

Nous posons

~ 1 0 ~
ggsal/v” = < > Im ]'C(RVJ?«) N gz),nﬂ c v, N @ gC v,n:*

72161,” 1 In|<N
Notons que grace au Théoreme 4.2.4 on a QC v = Gv,‘fn pour v # (+,2). Considérons
alors la situation pour v = (+,2). On a k:(+72) =0 et £ 9) est égal a I'espace d’énergie
associé & (h(4 2),0) construit dans la Section 2.1. Soit ’I-NKEJr 5y échelle d’espaces de Sobolev

associée & ﬁ(+,2). L’opérateur §(+,2) est autoadjoint avec domaine ﬁ(QJDZ) @ ﬁ%+72)' On a
le lemme suivant :

LEMME 9.10.3. On a
/D b _ ;¢
(9.10.6) Im 1%(R4.2)) N GE o) = 9o (4.2

Démonstration. (9.10.6) est équivalent a

~ ~ 1 0
(9107) Im 1pp(R(+’2)) N gzﬁ_’_,g)’n = ( > Im 1pp(R(+ 2), ) N g(+ 2),n

—Z'Cl,n 1
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Comme %(+’2) = h(+’2))n + Cin, h(+)2),n >6>0,0na

_ _ 1 0

2 1 _ 2,¢ 1,¢ _1/2,¢ 1,9

M) @ Hiyz) = ( e 1 )H(+,2>,n OHEn = HiEn O Hiom
n

Par la formule (9.10.4), on voit que v € 'H?fQ) n @Héfz) ,, est vecteur propre de Ry 9),
avec valeur propre A ssi
1 0 ~ ~
( >v € H*¢ @ H"?
_icl,n 1

est vecteur propre de R4 oy avec valeur propre A+ci ,, ce qui termine la démonstration. m

9.11. Absence de valeurs propres. Dans cette section, nous allons supprimer I’indice
n. Sil’on cherche des solutions de I’équation de Klein-Gordon sous la forme e**u(s, 6, ¢),
alors on peut séparer les variables. Ceci a été observé par Carter (voir [C]). Pour I’étude
des valeurs propres, on peut ainsi se ramener a un probléeme unidimensionel.

LEMME 9.11.1. Soit 7 := V1?2 +a2. On a

7_/l

1 1
(9111) -~ 857_285 - = 5 (9? et 7'” Z 0.
T T T
Démonstration. On a
1 1 1 1 1
__857-263_ = - |:_7 6s:| T28S_ - 63 Tas -
T T T T T

"

1717, 1 1 , T )
=105, 2| 2= |2,8,|70, + 0s7|=,0,| — 0% = — — &2
T T T T

On calcule
;- r/A "y A? 2r(r— M)A 3r2 A2
T T a2 T T 1 a2 (2 r a2 (12t a?)i?
Donc
7" >0 A(r® 4 a?) = 3r2 A+ 2r(r — M)(r® +a*) > 0

—2r2 A + Aa* + 2r(r® + a*r — Mr? — Ma?) >0

—2r2(r® 4 a® — 2Mr) + Ad® 4 2r(r® + a®*r — Mr? — Ma?) > 0
AMr® + Aa® — 2Mr® — 2Ma*r > 0

& 2Mr(r? —a?) + Aa® > 0,

t o0

ce qui est vérifié puisque r > M > a et Aa® > 0. =

THEOREME 9.11.2. (i) h ne posséde pas de valeurs propres.
(ii) R ne posséde pas de valeurs propres.

Démonstration. (ii) Soit fo = (f1, f2) € H? & H! avec

B f2 = *Z‘)\fla
Rfo=Afo & { —ihf1 —2kfo = Afa,

fo = —iAf1,
< {hfl COkAfL — A2f; = 0.
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Si 'on pose
Y
f=u 1fl = Tfl’
alors

22
ferL? (R X 52 dsdw) NUTH?
et f vérifie

(9.11.2) hof =0,

x? 2 = N
1. = )2 — 20N s
(9.11.3) ha A (r? + a?)? + (r2 + a2)? h kA (r2 4 a2)?
A 1
= 7)\2 + m Ay +p)\(7’) — m 85(7"2 -+ (],2)85
avec

2 2
(9.11.4) A\ = <2anQ + )\a) sin? @ + m2a® cos? 0 — Ags,
i +a

(9.11.5) (r) = danMr\ _ 2a\n _ a?n? n 4a?n2Mr
o PAYT) = (r2+a?)? 12 +a> (12 +a?)?  (rl+a?)(r? +a?)?
a’n? m2r2A

TR rar i

Notons que
22
L? (R X 52 dsdw) = L*(R x S, (r* + a?) dsdw)

au sens des espaces topologiques. En effet,
X2 < (r? 4+ a?)?,
2% = (r? +a?)? — a®*(r® + a?)sin® 0 + 2Mra?sin® 0
(12 + a®)(r® 4+ a® — a? sin? 0)
1P+ a®)? + (P +a*) (3 (r? — a®sin?0) + 1a2(1—sin29))
> 3(r* +a%)?

\%

puisque r > ry > M > a.

On voit que Ay est un opérateur elliptique sur la variété compacte S2. Soit (zl)‘) leN une
base hilbertienne de L?(S?, dw) constituée de vecteurs propres de Ay et Z} = Vect{z}'}.
Soient (,ul)‘) 1eN les valeurs propres correspondantes. Nous pouvons donc écrire

L*(R x 82, (r? + a®)dsdw) = L*(R, (r* + a*)ds) ® L*(S?, dw)
=P LR, (r* + a®)ds) @ Z}.
leN

Comme f € L*(R x S?, (r? + a*)dsdw), nous pouvons écrire ensuite

f= Z ai(s)z
1
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avec a; € L?(R, (r? + a?)ds). (9.11.2) est alors équivalente &

A 1
(9116) )\2011 = <m ‘LLlA +p)\(7") — 7_2 85T285>Oél, VIl € N.

Considérons maintenant la transformation unitaire
Vi LA(R, (r2 +a?)ds) — L2(R,ds), v V12 +a2v,
et posons 3, := Va, € L*(R, ds). Soit aussi
A A 7!

Wit = (r?2 + a?)? i+ pa(r) & T
On obtient
(9.11.7) NGB = (=02 + WM.
Rappelons que
M) = o )
2anA

vz e A ) 0 4 a4 )

avec le ¢ du Lemme 9.5.1, et que
0 A? 2r(r— M)A 3r2A?

Tl a2 (12 4 a2)5/2 - (r2 + a2)7/2’
Ceci implique 1g- W € LY(R,ds) et W* € C2°(R). Si A # 0, on peut alors appliquer le
Lemme 4.2.1 pour conclure que §; = 0 pour tout [ € N et donc fy = 0. Soit maintenant
A = 0. Comme W (r) > 0, ceci implique 950, = 0 et donc 3; = 0 pour tout I € N. I suit
que fo =0.

(i) Toute valeur propre de h est non négative et

T

hu = A% donne hsv = 0 avec v := U 1w,

ou hj3 est obtenu a partir de ho en posant tous les coefficients linéaires en A égaux a zéro.
A partir de 13, la démonstration est la méme que pour la partie (ii). m

9.12. Opérateurs d’onde. Dans cette section, nous allons appliquer les résultats des
Chapitres 7 et 8. Soient j+ € C2°(R) comme dans le Chapitre 3, i.e. j& >0, j2 +j3 =1
et j—i) = J—, J+.) = J+ (i =1,2), jo = 1. Notons que j1 envoie les espaces R%, R,
RS et R®:] dans eux-mémes.

v,n

COROLLAIRE 9.12.1. Soient [n| < N et v e {(£,1)}. On a

1 itRy n; —itR, n _. p+
Js-lim e Juve =: P,

t—oo

Yu € R®

v,n?

Vu € RS, 3 lim efivnj ey = W,jrnu dans R

vne
t—o00 o

3 lim efinj, e Hvngy = QFu dans RY,

t—oo
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P}, 02, et Wi sont indépendants du choiz de j+ et on a

(PuJ,rn)z P;rn’ [P;rn’ RV,”] = Oa 9:71)7nw(t + 'Q W+

Gyn = 1.

71)7
Le corollaire suit des Théorémes 7.3.1 et 8.4.1 en utilisant les résultats sur ’absence
de valeurs propres. De la méme fagon, on obtient a I’aide des Théoremes 7.3.1 et 8.4.2 :

COROLLAIRE 9.12.2. Soit v € {(£,2)}. On a

3 s-lim efvinj e~ thvn —. pt

(+:1).m

t—o0 v,n?
Yu € Rf,{, 3 lim et j e 14(R, , Ju =: QF o dans R,

t—o0

Yu € RS, 3 hm elthvn j e=ithny — W;fnu dans Rf,n.

t—o0

Pf., F, et W} sont indépendants du choiz de j+ et on a

v,n? v,n
(P:n)z P;n’ [P;n, Ru,n] =0, o W( 2)m + _Q wt

(+,2),n =1L

(=2), (+:2),n

9.13. Complétude asymptotique. Dans cette section, nous allons comparer la so-
lution de I’équation de Klein—Gordon dans la métrique de Kerr avec les solutions des
autres équations de la Section 9.3. On rappelle qu’une solution de (KG) resp. (KG,) est
un couple (f(t),0:f(t)) tel que f(t) vérifie (KG) resp. (KG,).

THEOREME 9.13.1. Soit v € {0, (&,1)}.

(i) Soient (v(y,0y,vw,1)) € g‘f’N et v,(t) la solution de (KG,) avec donnée initiale
(V(1,0)> V(w,1))- Alors il existe une solution u;} € C([0, ool; QN) de (KG) telle que

(9.13.1) lus () = Guvu(t)lle =0 (t — o0).

(ii) Soient (ug,u1) € gf; et u(t) la solution de (KG) avec donnée initiale (ug,uy).
Alors il eziste une solution v} € C([0, oo[; gny) de (KG)) telle que

(9.13.2) Hv;r(t) —ju(t)]le, =0 (t — o).
Démonstration. Soient

(U(V,O)av(y,l)) = Z (Uzlyvo)av?y,l)) € gf,Na (UO;Ul) = Z (ug,u?) S g?\&[

In|<N [n|<N
On pose
1 0 . 1 0
() = 3 Jim ( et Yot
(v,0)7 “(v,1) ENH —ic1n 1 e, 1 (¥,0)> %(v,1)
1 0 ) . 1 0
o= X (et ()
oy nz<:NtHOO —icip 1 icrp 1 o

Soit u;f (t) la solution de (KG) avec donnée initiale (ua 0),u(+y 1)) et v} (t) la solution
e (KG,) avec donnée initiale (v(t 0)”"?; 1)) Alors wt (t) vérifie (9.13.1) et v} (t) vérifie
(9.13.2) grace au Corollaire 9.12.1 et le Lemme 9.9.1. m

Le théoreme suivant se démontre de la méme fagon :
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THEOREME 9.13.2. Soit v € {(+,2)}.

(i) Soient (vy,0y, V(1)) € gf]{, N Qﬁy,N et v, (t) la solution de (KG,) avec donnée
initiale (v(,,0), V(1)) Alors il existe une solution uf € C([0, ool; g?v) de (KG) avec
(9.13.3) luf () — jov,()|le = 0 (t — +o0).

(ii) Soient (ug,u1) € gf\’, et u(t) la solution de (KG) avec donnée initiale (ug,u1).
Alors il existe une solution v, € C([0,00]; gf’N) de (KG,) avec
(9.13.4) lv (8) = juu()lle, =0 (t— o0).

REMARQUE 9.13.3. Par construction ou par la Proposition 9.9.3, on peut remplacer la
norme | - || resp. || - ||, dans (9.13.1)—(9.13.4) par la norme || - ||g;.>V resp. || - Hgf,N' Les

théoremes d’existence et d’unicité étant formulés dans les espaces £ et £, on a choisi les
normes || - [[¢ et || - [le, .

9.14. Les profils. Dans cette section, nous allons décrire le comportement asymptotique
des solutions en termes de profils. Considérons 1’équation
(97 — 02 +m? — 2 () = 0,
(KG(+.2)) ul¢=o0 = uo,
(9tu|t:0 = Uz.

Cette équation est décrite par le couple d’opérateurs (TL(J“Q), 0), ce qui fait que 1’énergie
E(4,2) est la méme énergie que nous avons associée a cette équation dans la Section 2.1,
en particulier elle est conservée. Soient

- hi? 0 Mm?
Lo = ( D ) X(t) = ity/D2 +m? —ilnt —— o
0 —hiy D]
—X(t 0
Up(t) = exp ( ) )
0 X(»)
Par le Théoreme 8.5.1, on obtient :
THEOREME 9.14.1. Les limites fortes
(9.14.1) s-lim e Ler Up (1),
t—oo
(9.14.2) s-lim Up(—t)e *L21¢(Ly o))
t—o0 ’

existent. Si l'on désigne (9.14.1) par Q7 , alors (9.14.2) est égale a (f?lf)* et on a

1r»
Qr () =1Ly 2),  (20)" ) =1.

On appelle £p l'espace d’énergie associé a (D2 +m?,0) selon la Section 2.1 (qui est
identique & I'espace d’énergie associé a (D% +m?,0) selon la Section 9.4). On a clairement
E(+,2) = &p au sens des espaces topologiques. Soit U la transformation unitaire de la
Section 2.1. On pose

Up(t) := U*(D? + m*)Up(t)U(D? +m?).

On rappelle que §(+72) est 'opérateur sur £ 7y associé a (l~z(+,2), 0) selon la Section 2.1.
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THEOREME 9.14.2. (i) Les limites fortes

(9.14.3) s-lim e R U (1),
(9.14.4) s-lim Up(—t)e "Fe21°(R L 4)
t—o00

existent. Si (9.14.3) est égale a $2iF, alors (9.14.4) est égale a ($;7)* et on a
G =1(Riy2), (29" 2F = 1.

(i) Si (vo,v1) € gf;’{?w C E4,2), alors

(9.14.5) VteR, e e (uy,m) € Gl

(9.14.6) VEER, Up(t)(vo,v1) € GIYy) v,

(9.14.7) 2 (vo,v1) € gﬁ{z)w’

(9.14.8) Jle= R QF (v9, 1) = Up () (0, v1)llgg, — 0 (¢ — o0).

(iil) Si (vo,v1) € g?+,2),N — E(4.2), alors ()*(vo,v1) € QEZ’Q)’N.
Démonstration. (i) A partir du Théoréme 9.14.1, on obtient Dexistence des limites

s-lim e R U (4 0))U(D? +m*)Up (t),

t—o0
s-lim Up (~t)U*(D2 + MU (h(yz))e B2 1R, o).
Il reste a voir que

s-lim "R (1 — U* (h40))U(D? + m®))Un(t) = 0,

t—o0
s-lim Up(—1)(1 = U*(D2 +mA)U (R ,))e P2 15(Ry 5)) = 0
—00
resp.

. Pt Tm,l * )
slim o *H8 (U ()0 (D2 +m?) = DUR (1) =0, V.1,

. m *7m,l —itL"™l e Tm,l
s-lim Up(t) H=)(U(DZ +m?*)U* (b)) — Ve " E219(L ) =0, Vm, 1,

ou I'exposant m,! signifie la restriction a H,,; resp. L,, ;. Nous allons supprimer cet
exposant a partir de maintenant. Pour que 'affirmation précédente soit vraie, il suffit
que

U(D? +m*)U* (E(Jﬁg)) — 1 soit compact.
On a

L~ 1 - 11
U2+ )0 (i) ~ 1= 5024 m®) 1 =1 (1),

Soit Ay 2) = D? +m?/2 — 0y(s)2Mm?/|s|. On a h > D2. Grace au Théoréeme C.3,

-~ . m2\ ~1/2 OMm2 —1/2
Jpr(h(_i}éz)) = O'pr<<h(+72) + 7) ) = (52 +m2— T 90(S)> )
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De plus,

<§2—|—m2— 2Mm

o\ —1/2
T) _ (§2+m2)—1/2
1

2 —3/2 2
=3 <T(§2 m? - ”ﬁT’F 90(3)> L)@ —|—m2)) MﬁTTF Bo(s)dr € S51.
0

Ceci entraine

ﬁ(:rl/;) = (D2 +m?) Y24 e¥  avec eV e WTHTL

Alors (D? +m?)Y/2¢® € =21 et donc compact par le Lemme C.4. Tl s’ensuit que

(D? + m2)1/2ﬁ(_+1/22) — 1 est compact.

(ii) Soit L comme dans la démonstration du Lemme 9.9.4. Les dynamiques e itRe+.2)
et Up(t) sont définies par restriction & £ 2) N Ly, et elles préservent alors les espaces
E+,2) N L, E4,2) N L. D'autre part, on a

(9.14.9) Vil <N, Gl o, = EG2) = Gt2ms

ce qui donne (9.14.5)—(9.14.7). Si (vg,v1) € Qf’jer) > alors il existe M > 0 tel que
(vo,v1) € gf’mw N Las et (9.14.8) suit de

le™ F 2 Qi (vg, v1) — Up (£) (vo, v1)l go

< Culle” B2 O (vg,v1) — Up (t)(vo, Ul)”g(ﬁ -

< Carlle™ e Q2 (vo,v1) — Up(t) (vo, v1) — 0,

||5<+,2>
ol on a utilisé (9.9.6) ainsi que le Lemme 9.9.2. B

(iii) suit également du fait que les dynamiques e~ %2 et Up(t) sont définies par
restriction a £y 9y N Ly et de (9.14.9). m

Nous allons calculer la dynamique Up () explicitement. Soit hy = D2 + m?. On a

U*(h)<1 0 )U(h) 1<h+1/2 h+1/2><1 0 )(hlf z)
TNo -1/ 2 0 -1/ \nY/2

_( 0 m;l/?)
~in* 0 )

Ceci donne
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Pour décrire les profils pres de 'horizon, nous allons démontrer une formule explicite
pour les solutions de I'équation (KG(_ o). Soit ¢1 := a/(r + a?). On considere alors
I’équation

(07 — 03 + 210,04 + 303 )u = 0,
(KG(_ ) ult=0 = uo,
Optt]p=0 = uq.
THEOREME 9.14.3. Si ug,u1 € C§°(R x S2), alors la solution (u(t), dyu(t)) de (KG(_ 2))
est donnée par

914.10) () = % (uo(s + 1,0, 6 — crt) + (s — t,0, 6 — cxt))
s+t

+ 5 S (ui(7,0, ¢ — c17) + c104uo (7,0, ¢ — c17)) dT.

s—t

Démonstration. Si (u(t),0zu(t)) est solution de (KG_ g)), alors v(t,s,0,¢) = u(t,s,0,
¢ + c1t) vérifie

(8252 - 83)” = 07
(9.14.11) vlt=0 = uo,
8tU|t:O =u; + 016¢u0.
(9.14.10) suit alors de la formule bien connue pour la solution de (9.14.11). m

On a ensuite le

THEOREME 9.14.4. (i) Pour tout (v(_ 0),V(—1)) € Qg)’fZ)N et tout (v(1,0),0(4,1)) €

Q&{QLN, il existe des solutions u*,ul € C([0,00]; G%) de (KG) telles que
(9.14.12) lut(t) — jfu(f,z),zv(t)(v(f,oyv(f,l))||£ —0  (t— o00),
(9.14.13) I (6) = 4 Up () (e 00 )lle — 0 (= 00).

(ii) Soient (uo,ul) € Q’N et u( ) la solution de (KG) avec donnée initiale (ug,u1).
Alors il existe (vh v o) + ) € g )N €l (v v 0y (Jﬁl)) € Q&)Q),N telles que

(9.14.14) 12—, (U(_ o)vv(_71)) —j-ult )”8(,,2) —0  (t—o00),

(9.14.15) HuD< J(vF 0y 1)) — s — 0 (2= 00).

REMARQUE 9.14.5. Comme dans les Théoremes 9.13.1 et 9.13.2, on peut remplacer la
norme | - [[¢ resp. || - [l¢., ,, par la norme || - Hg¢ resp. || - ||gzpi -

Démonstration du Théoréme 9.14.4. (i) L'existence de uT(t) est déja incluse dans le
Théoréme 9.13.2. Pour démontrer l'existence de ul (t), nous choisissons d’abord wi (t)
solution de (KG (4 )) telle que

[wi(t) = Up () (v+,0) v 1)llge — 0 (= 00).

L’existence de w; est assurée par le Théoreme 9.14.2. Par le méme théoreme et le Lemme
9.10.3, on obtient

¢, f 4
wili=0 € G712y N NVYe (42,8
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Par le Théoreme 9.13.2, nous pouvons alors choisir uf € C([0, ool; gjf,) solution de (KG)
telle que

[uf(t) = jrwi(t)]e =0 (t— o0).
On a donc
luf (t) = 54U () (v(+.0), virm) e
< JuZ (t) = jrwi(®)lle + [lwi (t) = Up () (ver.0), vir1)lle
< Jluf(®) = jrwi(t)lle + Cllwr(t) = Up () (v(+00 v41)llge, =0 (t— 00),
ol on a utilisé le Lemme 9.9.1.

(ii) L’existence de (v(+_70),v(+_71)) suit du Théoreéme 9.13.2. Pour (ug,u;) € g;ﬂ, il
existe par le méme théoreme une solution wy € C([0, oo; gg)+,2),N) de (KG(4 2)) telle que
w2 (t) = jru(®)lle ., =0 (& — o0).

Utilisant le Lemme 9.10.3, on obtient wa|i=g € Im 1°(§(+,2)). On peut alors appliquer le
Théoreme 9.14.2 pour obtenir (va’o),vaﬁl)) € QEZ’Q)’N telle que
[Un @0, 00, 1) — ws (Bl — 0 (t— )

et (UE:-,O)’UE:J)) vérifie (9.14.15). m

Annexe A. Quelques lemmes concernant
le probleme non séparable

A.1. Remarques préliminaires. Dans tout cet appendice, x € C§°(R) est une fonction
de troncature. Une extension presque analytique X de x est une fonction ¥ € C§°(C) avec
Xl =X, [0X(2)| < Oy|lmz|Y, VN e€N.

Pour un opérateur autoadjoint H, on peut calculer x(H) par la formule de Helffer—

Sjostrand
i

X(H) = o

La fonction x va étre souvent supportée dans |0, co[. Dans ce cas nous choisissons y; €
C§°(]0, 00[) avec xx1 = x. La fonction x; aidera a établir la convergence des intégrales
qui interviennent. Expliquons ceci a 'aide d’un exemple.

SEZ(Z — H) 'dzndz.

Rappelons que b, est la fermeture de y(h)bx(h). L’opérateur borné [ih/2b,] s'écrit
comme intégrale convergente en norme :
oo
(A.1.1) (772, by] = 7=t | s1/2(s + h) " x(B)[ih, Blox(R)(s + h) " ds.
0
Ici [ih, b]o désigne I'extension de [ih, b] & un opérateur borné de H? dans H 1. Pour établir
la convergence en norme des intégrales que nous rencontrons, nous utiliserons les faits
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suivants :
(A.12) I(s+h) 7 <(s)7" s>1,
(A.1.3) Ix1(h)(s+h)~H| < C, s<1.

Tout terme x(h) dans une intégrale peut étre composé & droite et a gauche par x1(h),
sans changer la valeur de 'intégrale. Nous utiliserons systématiquement cette remarque
pour obtenir la convergence en 0 des intégrales (a laide de (A.1.3)), la convergence en
oo suivant de (A.1.2). En particulier la convergence en norme de l'intégrale dans (A.1.1)
suit de cette méthode.

A.2. Démonstration des Lemmes 5.4.1 et 5.4.2. On adopte les notations du Cha-
pitre 5. Nous posons Z := X_ + X,.

LEMME A.2.1. On a
(A.2.1) |1ZOZW®| < C unif. enq  sii+k>2.

Démonstration. Nous pouvons supposer ¢ = 0. Sinon le lemme suit du Corollaire 5.2.2.
Rappelons que :

(A2.2) X4] < ),
(A.2.3) |X(£)| <C unif.engq, Vi>1,
(A.2.4) | X_| < C{r+Ing).

X+X£rk), X_Xik) et X+X(_k) sont des fonctions supportées pour r dans un ensemble
compact qui est indépendant de ¢, ce qui donne l'estimation pour ces termes grace a
(A.2.2) et (A.2.3). 1l reste & considérer X_X™_ Puisque X™ est bornée, il suffit grace
a (A.2.2) et (A.2.4) de démontrer que X™ est une somme de termes qui sont supportés

soit en |r 4+ Ing| < C, soit en |r| < C. Comme k > 2, X™ est une somme de termes du
genre

)
i 1
(f} ) (or +Ing—25)™ (F2<W)> avec i > 1ouj > 1.

Sii > 1, ce terme est supporté en |r| < C'; sij > 1, il est supporté en |r +1Ing| < C. m

LEMME A.2.2. Soient j,i,k € N;3>i>1eti+k >2. On a uniformément en l :

(A.2.5) 9P\ xY| < c, IxX® g\ x9) < o,
(A.2.6) mmﬂwgme|ﬂ%WXW<@mm
(A.2.7) IxDg0nxW) < ¢, IxWgoxx®| < ¢

Démonstration. Montrons d’abord (A.2.5). On a

‘g(z))\l| < Ceo‘r+lnq

() @) o

sur supp X 7). D’autre part, or +Ing < S sur supp X
XM XD < Clor +Ing — 28]

La fonction x +— e®z™ étant bornée sur |—oo, S, ceci donne (A.2.5).
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Montrons maintenant (A.2.6). On a
9P| < Cr)y™2 " sur Supr(f) (neN) et |X(+n)| <Oyt
Donc
XD gONXE| < )TN 200 (r) < Ca(r)N

puisque ¢ + k > 2; on obtient la premiere inégalité par le méme raisonnement.

L’inégalité (A.2.7) suit de (A.2.5) en utilisant que |X(+")| < C sur SuprJ(r”) N
supp x® pour tout k,n € N. m

La démonstration du Lemme 5.2.5 montre que [ih}),b!] posséde une extension & un
opérateur borné de D(hl) dans H; avec norme indépendante de [ et par dualité de H;

dans D(h})*. Nous notons cette extension [ih),b']g. On peut alors considérer le double
commutateur ad?, b' comme forme quadratique sur H* pour tout k > 2. Nous allons voir
0

qu’il possede une extension & un opérateur borné de H3 dans L?. Ceci permet de définir

bladiébl comme forme quadratique sur H3 N D(N') = H3 N D((r)?).

LEMME A.2.3. (i) Le commutateur adiébl défini comme forme quadratique sur H> pos-

séde une extension ¢ un opérateur borné de H® dans L? que nous allons noter (adigbl)o.
(ii) L’opérateur bl(adié b)o défini comme forme quadratique sur H® N D({r)?) posséde

une extension d un opérateur borné de D(hl) dans D(RY)* avec norme indépendante de I.

Démonstration. (i) Il ’agit de démontrer

(A.2.8) jady, o' (u,v)| < CI(DF + 1> 2ull o], Vu,v € H?,

et par densité, il suffit de démontrer (A.2.8) pour u,v € C§°(R). On a

(A.2.9) [ihh, 0] = 2D, Z'D, + 32" — (¢ (") + /() Z

d’ott

(A.2.10)  [hb, [ik), b Z ( Z 0, 2 ) DL+ (g (DN + ['(1)2)”
7J=0 ;=2

+2((g' (M + [(r)2)0r + 20, (9(r) A\ + f(r)) 2/
+2Z'(g(r)\ + f(r)) Or
avec y;; € C. L'inégalité (A.2.8) suit alors de f' € S72, (A.2.2) et du Lemme A.2.2.
(ii) 11 suffit de démontrer
(A2.11)  [¥(ad2, B)o(u,v)| < Cll(hh+ Lyull | (b + Lo, Vu,v € H* (1 D(()?),
avec C indépendante de [. Grace au Lemme 4.1.1, il suffit de démontrer (A.2.11) pour
u,v € C§°(R). Ceci suit des Lemmes A.2.1, A.2.2. n

On avait vu dans la démonstration du Lemme 5.2.5 que [ihg, b] posséde une extension
4 un opérateur borné de H? dans H que nous notons [ihg, blg. Le double commutateur
ad? hg est alors bien défini sur D(N).

LEMME A.2.4. Le double commutateur ad%ho défini comme forme quadratique sur D(N)
posséde une extension ¢ un opérateur borné de H2 dans H.
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Démonstration. Toujours par les mémes arguments, il suffit de démontrer
I[i0", [ihg, b)) (w,0)] < Cll(hg + Dl flo]l,  Vu,v € CF(R),

avec C' indépendante de I. Comme opérateur agissant sur C§°(R), on a
2

it i 0 =3 (D G, 20209 Dl (¢ () + (1)) 2) 2
J=0 4>ij+k;>2

avec &'ij)kj € C. Le lemme suit maintenant des Lemmes A.2.1, A.2.2. =

LEMME A.2.5. ad?)xh définie comme forme quadratique sur D(N) posséde une extension
a un opérateur borné.

Démonstration. Nous notons d’abord que [by, x(h)] posséde une extension & un opérateur
borné que nous appelons [by, x(h)]o. Ceci suit du fait que [by, h] possede une extension
a un opérateur borné et de la formule de Helffer-Sjostrand. On a au sens des formes
quadratiques sur D(N) (x1 comme dans les remarques préliminaires) :

by e hl) = 1 (1) b X (Wl (B) b, Blox (1) + e+ ()b b, lolx(h)
puisque [by, x1(h)] = 0. Le premier terme est clairement borné, il reste & démontrer que
(A.2.12) X(h)[by, [ih, blo]x(h) est borné.

Nous avons [h, b] = [hg, b] + [h1,b]. Nous affirmons que

(A.2.13) X (h)by[h1,b]x(h) est borné,

ce qui entraine que x(h)[by, [h1,b]]x(h) est borné. Pour montrer (A.2.13), nous dévelop-
pons le commutateur, et montrons séparement que

(A.2.14) X(h)byh1bx(h) est borné,
(A.2.15) X (h)bybhix(h) est borné.
Pour montrer (A.2.14), on écrit
X(R)byhabx(h) = (¢ (h)b(r) ) x ((r)x(R)(r) = (A + ) x ((h + 1)~ (r)ha(r))
x ({r)~"ox(h),
d’ott 'on obtient (A.2.14) & l'aide des Lemmes 4.3.2, A.4.1 et du Corollaire 5.2.2. Pour
montrer (A.2.15), on écrit
X(R)bybhax(h) = (x*(h)b{r) =) > ({r)x(h)(r) = (h + 1))
x ((h+2) 71 (r)b(r) =) > ((r)2hax (),
d’ot on obtient (A.2.15) a l'aide des Lemmes 4.3.2, A.4.1 et du Corollaire 5.2.2.
Montrons maintenant que
(A.2.16) X(R)[by, [iho, blo]x (h) est borné.

On a comme forme quadratique sur D(N) :

(A.2.17) X(R)[by [iho, bl]x(h) = x* (h)[b, [iho, blo]x* ()
+ X2 (h)blx(h), [iho, Blo]x(h).
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Notons que I'application de la regle de Leibniz est justifiée ici puisque le membre de droite
est bien défini comme forme quadratique sur D(NN). Le premier terme est borné grace au

Lemme A.2.4. Traitons maintenant le deuxieéme terme. On a comme forme quadratique
sur D(N) :

X(R)D[x(R), [iho, bo]x(R)

= x(M)b(x(h) = x(ho))[iho, Blox(h) = x(h)bliho, blo(x(h) — x(ho))x(h)
x(R)blx(ho), [iho, blo]x (h)

= x(h)b[x(ho), [iho, blo]x(h) + x(R)b(x(h) = x(ho))liho, blox (h)
X(R)[b, [iho, blo] (x(h) = x(ho))x (k) = x(h)[iho, blob(x(h) — x(ho))x(h)-

Les deuxiéme et quatrieme termes sont bornés grace au Lemme A.4.3. Le troisieme terme

est borné grace au Lemme A.2.4. Traitons alors le premier terme. Grace au Lemme A.4.3,
il suffit de démontrer

(A218) X(ho)b[x(ho), [iho, b}o} est borné,
ou bien

(A2.19)  x(hh)b[x (L), [ihh, b]o] est borné avec norme indépendante de 1.

Nous allons montrer (A.2.19). Soit z € C\o(h)). On a au sens des formes quadratiques
sur D(N) :

x(ho)b'(z — hé)fl(adigbl)o(z — ho) ™!
= x(ho) (2 = ho) "' (adp, b')o(z — ho) ™
+x(ho) (2 — ho) ™ [b', holo(z — ho) ™ (adiy b)o (2 — hp) ™
=1 + Iy,

ot on a utilisé que (2 —hY)~! : D(N') — D(N') (voir Remarque 5.1.4). On utilise ensuite
le Lemme A.2.3(ii) pour voir que

|| < Climz|"%, 2z€ K ccC,
avec C' indépendante de [. Traitons maintenant I5. On a clairement
Ix(hb)(z — hb) LB, hhloll < € indép. de I pour z € K cC C
et il suffit alors de démontrer
I(z — hé)*lhf)adhébl(z —hb)7Y| < C indép. de | pour z € K cC C,

ce qui suit du fait que adjy b est borné de D(h}) — H; avec norme indépendante de 1.
Ceci termine la démonstration grace a la formule de Helffer—Sjostrand. m

Démonstration du Lemme 5.4.1. On a au sens des formes quadratiques sur D(N) :
[0/, by] = 71 | s1/2(s + h)~xa ()i, by]xa (B) (s + h) ™" ds,
0
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avec x1 comme dans les remarques préliminaires. Ceci donne
(oo}
[by, [/, b)) = 7! S Y2 (s+ h) " xa(B) by, Al (s + h) " xa (W) ik, by xa (B) (s + h) s

0
o)

+ 1| 812 (s 4 h) T () by [k, byllxa (B) (s + h)~1ds + he
0

puisque [by, x1(h)] = 0. Les commutateurs [b, h] et [by, [th, by]] sont bornés. On a

_ _ . _ Cs'/?, s<1,
5425+ 1)~ () Rl + 1) a ik b+ < { G0 e 5T
Cs'/2, s <1,

I52(s + )~ xa () by, [ih, byl (h)(s + )~ < {C’<S>3/2 s>1

ce qui assure la convergence en norme des deux intégrales et termine alors la démonstra-
tion du lemme. m

Démonstration du Lemme 5.4.2. Nous allons montrer que

(A.2.20) (h+1)(r)[k1,by] est borné,

(A.2.21) (h +4)(r)[ko, by] est borné,

ce qui entraine le lemme grace au Lemme 4.4.2. Pour montrer (A.2.20), nous montrons
séparément :

(A.2.22) (h+1)(r)k1by est borné,

(A.2.23) (h +3)(r)by k1 est borné.

On a

(h +2)(r)kiby = ((h+a)(r)ku(r) (h + 1) 1) x ((h+d)(r) " x(h) (r) < ((r) "o (h)).
Le premier facteur est borné par (3.3.11), le deuxiéme facteur borné par le Lemme A.4.1,
le troisieme est borné par le Corollaire 5.2.2. On a donc (A.2.22). Pour montrer (A.2.23),
on écrit
(h+ ) (r)byks = ((h+0)(r)x(h){r) ™) x (n)b{r) 2 (A +i)7")
x ((h+)(r)2x () (r)~2) x ((r)%k1).
Les premier et troisieme facteurs sont bornés par le Lemme A.4.1, le deuxieéme est borné

par le Corollaire 5.2.2, le quatriéme est borné par (3.3.11).
Montrons maintenant (A.2.21). On a

o, by] = oy X(W)Jbx(h) + e+ x(B)lo, blx (h).
Pour montrer (A.2.21), il suffit alors de montrer :
(A.2.24) (h+3)(r)[ko, x(R)]{r) est borné,
(A.2.25) (h+3){(r)x(h)[ko, b]x(h) est borné.
Montrons d’abord (A.2.24). On a
[ko, h) = ki + 2k{0, 4+ g""k( + kG (0rg™" + 97" 0,) +i(kGg" + k{g").
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Il suit que (r)[ko, h](r)(h + )=t est borné. On a pour z € K CC C compact :
(A.2.26) [(h+d){r)(z —h) " {r)7| < Olm 2|2,
(A.2.27) Il(h+i){r) " (z = h)"Hr)|| < C|Tm 2|72
par le Lemme A.4.1. Nous écrivons maintenant
I(h+ ) {(r) (2 = k)~ ko, B) (2 = )~ (r)|
< (R +a){r)(z = h)~Hr) 7|
([} ko, A () (h+8)7H < [[(h+d)(r) " (z = h)"Hr) |
<C|llmz|™*, ze€KccC.
(A.2.24) suit alors de la formule de Helffer—Sjostrand.
Montrons maintenant (A.2.25). On a
liko,b] = =k Z(r, P+ 1).

Le fait que &k}, € S72, le Corollaire 5.2.2 et le Lemme A.4.1 permettent de conclure que
(h+2){r)x(h)[ko, b]x(h) est borné. m

A.3. Quelques commutateurs

LEMME A.3.1. Soient x € C§°(]0,00[), s > 0 et ¢p € SY(R). Alors [1, x(h)(h + s)7!]
défini sur D({(r)) posséde une extension a un opérateur borné de H — H? avec norme
dans O((s + 8)~1) pour un & > 0.

Démonstration. Soit x1 € C§°(]0,00[) avec xx1 = x. On a au sens des formes quadra-
tiques sur D((r)) :

[, x(R) (s + h) ] = [, x(h)(s + h) ™ xa ()]
= [, x(M](s + h) " 'xa(h)
+x(h) (s +h) " [w, h](s + h) " xa (h) + x(R) (s +h) [, xa (h)],
ot on a utilisé que x(h), x1(h), (s +h)~L: D({(r)) — D((r)). Pour z € C\ o(h), on a
e 1)) = e 1) ol 1)
1

||§|Imz| 2 ze K ccC,

(i + h)(z = h) b, hlo(z — h)~

ot [, h]p désigne l'extension de [¢),h] & un opérateur borné de H! — H. Il s’ensuit
I’estimation pour le premier terme par la formule de Helffer-Sjostrand, si 'on suppose
supp x1,supp x CJ]d, oo[. Les autres termes peuvent étre traités de la méme fagon. m

LEMME A.3.2. Soit ¢ € C®°(R) avec ¢’ € C§°(R). Alors lopérateur
(i + h) Y2 [RY2 ) (i 4+ h)~Y? est compact.
Démonstration. On a
(i + )" V2 02 )i+ 1) = dim (G ) TR (R )Y ) () T,
11 suffit alors de démontrer que

(i +h)"V2[(h+ 7 1)Y2 ](h + 1) ~'/? est compact pour ¢ > 0.
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On a
(i +h) 2 [(h+t~)Y2 9] (i + h) 72

oo

=t s 2 m) T R gl (s + Bt TG )T 2 ds
0
+a s 2 )T ) s+ ) T R (s A+t ) TN h) T2 ds.
0

On voit pour s <1 :

Is~2( + h)"Y2[h, ) (s + h+t~ )7 (i + h) V2| < Cs Y2,
s™2G+h)"Y2(h+t Y (s+h+t ) h (s +h+t" )i+ h) V2| < Cs™ V2,
et pour s > 1:

15720 4+ h) Y2 h, ] (s + b4+t )7+ h) V2| < Cs) 732,
s 2@+ h) T 2+t ) (s + o+t T ] (s + bt )T+ R) TV < Cs) T2,

ce qui montre que les deux intégrales convergent en norme. Par le Lemme 4.4.2, ’'opérateur
(i 4+ h)~Y2[h, 9] (i + h)~/? est compact, ce qui montre que les deux intégrandes sont
compactes. Les deux intégrales étant convergentes en norme, l'opérateur est compact. m

Rappelons a cet endroit que

h1/2 0 —C1 C1 h1/2 0
ne= (e ) (0 ) = U )
0 —h1/2 C1 —C1 b 0 —h1/2

LEMME A.3.3. Soient x € C§°(R), ¥ € C®(R) avec ¥’ € C§°(R).
(i) Les commutateurs
[, x(Lp)] et [, x(Lr)] sont compacts.
(ii) Si en plus supp x C |0, o], alors le commutateur
[¢, <L, By]] est compact.

Démonstration. (i) Lp étant un cas particulier de Ly, nous démontrons uniquement
Paffirmation pour Lj;. Utilisant la formule de Helffer-Sjostrand, il suffit de démontrer
que

(A.3.1) (z— L) [, Lar)(2 — Lar) ™t est compact pour z € C\ o(Lys),
(A32) (2= Ly) ', L) (2 — Lag) Y| < C|Im 2|72, 2 € K cC C.
(A.3.2) est clair, il reste & démontrer (A.3.1). On a

(2= Lat) " [, Laa)(z — Lar) ™

— (2= Lag) " (i + h)/?) x ((i +h) T2, )+ h)_1/2< ; j)l ))

x ((i +h)"?(z— Ly)™).



L’équation de Klein—Gordon dans la métrique de Kerr 93

Les premier et troisiéme facteurs sont bornés grace & D(Lys) = H! @ H!, le deuxieme
facteur est compact par le Lemme A.3.2.
(ii) On a

[ih'/2,b,] 0 > N < —[ik,by]  [ik, by] >

[iL,B,] = < 0 —[ih'/2,b,] [ik, by]  —lik, by]

Par le Lemme 5.4.2, [ik, b, ] est compact, donc [¢, [ik, by]] est compact. On a au sens des
opérateurs bornés
[ihY/2,5,] = w0 | 5Y2(s + )~ (B ik, Blox (k) (s + h) " ds
0

et 'intégrale converge en norme (voir remarques préliminaires). Donc, on a

(A.3.3) [, [ih2 b)) = 71 S sY2[y, (s 4 h) "ty (h)][ih, Blox (h) (s + h) "t ds + he
0
+ a7t | s12 (s h) (W), [ik, Blo]x(h) (s + h) ' ds.
0

Notons que

1/2 ~1 ‘ 1 Cs'/?, s<1,
54200 s 1) i o s+ ) < { 60 25
Cst/?, s <1,

Is1/2(s + B) = x(B) [, [ih, blolx (B) (s + h) 71| < {c<s>—3/z s> 1

ou on a utilisé le Lemme A.3.1. Ceci assure la convergence en norme des deux intégrales
et il suffit alors de démontrer que pour x € C§°(R) :

(A.3.4) [, x(R)] est compact,
(A.3.5) x(h)[4, [ih, blo]x(h) est compact.
Montrons d’abord (A.3.4). Pour z € C\ o(h) on voit que
(z —h)"'[h, h](z — h) ™" est compact
grace au Lemme 4.4.2. D’autre part,
I(z—=h)"t[,h)(z—h)"Y| < C|Imz|"2, z2€ K ccC.

(A.3.4) suit alors de la formule de Helffer-Sjostrand.
Montrons maintenant (A.3.5). Nous allons d’abord montrer que x(h)[v, [ih1, b]]x(h)
est compact en montrant que x(h)y[ihy,b]x(h) est compact, ce qui va suivre de

(A.3.6) X (h)Yhibx(h) compact,
(A.3.7) x(h)1bhix(h) compact.
Nous affirmons d’abord que

(A.3.8) x(h)(r) =1 (h + i) est compact.
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En effet,
X(h)(r) " (h+d) = x (W) (r) =, Bl + x(R) (h + i)y (r) .

[¢)(r)~1, h] est un opérateur différentiel du premier ordre & support compact, le premier
terme est alors compact par le Lemme 4.4.2, le deuxieme est compact par le méme lemme.
Pour montrer (A.3.6), on écrit

X(h)phibx(h) = (x(h)p(r) " (h+ 1)) x ((h+8) " rYhai(r)) x ((r) " ox ().
Le premier facteur est compact par (A.3.8), le deuxieme est borné par le Lemme 4.3.2,
le troisieme est borné par le Corollaire 5.2.2.
Pour montrer (A.3.7), on écrit

x(h)gbhix(h) = (x(h)gb(r) 1) x ((r)ha(r)(h+i)71)
X ((h+a)(r) " (h+ )7 ) x (1)~ (R +9)x(h).
Le premier facteur est borné par le Corollaire 5.2.2, le deuxieéme est borné par le Lemme
4.3.2, le troisieme est borné par le Lemme A.4.1 et le quatrieme est compact par le Lemme
4.4.2.
Montrons maintenant que

x(h)[, [iho, blo]x(h) est compact.
On a
liho,b] = 2D, Z'D, + 32" — Z(g'(r)P + f'(r))
d’ont
[1), [iho, b]] = 24" Z'D,. + he
avec Z0) = 7@ (r, P+ 1). Donc,
xX(h) [, [iho, bl]x(R) = x(R)2¢"Z'0rx (h) = (2x(h)Y") x (Z'px (h)).

Le premier facteur est compact grace au Lemme 4.4.2; le deuxiéme est borné grace a
(A23). m

A.4. Lemmes de comparaison
LEMME A4.1. Soient z € C\ o(h), n € N, x € C*(R).
(i) (r)"(z — h)"L(r)""(h + i) est borné et on a
()™ (z — h)"Hr)y""(h +i)|| < Cllmz|™?, z€ K ccC.
(ii) (r)"x(h){r)~"™(h + 1) est borné.

Démonstration. (ii) suit de (i) par la formule de Helffer-Sjostrand. Nous montrons (i)
d’abord pour n =1. On a

(1) (2= W) ) 4 0) = (2 = B) (A4 )+ (2 — B) () Bz — B) A (),

ce qui est un opérateur borné qui vérifie I’estimation. Supposons maintenant I’affirmation
démontrée pour n. On a
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()™ (= = )~ () )
= (r)"(z = () ") THE) TR T+ (R T 40 T (R + ),
ce qui est également un opérateur borné qui vérifie I'estimation puisque (r)h{r)=! est un
opérateur du méme type que h. m

LEMME A.4.2. (i) V2 € C\R, (z—h)"! — (2 — ho) ™! est compact,

(i) Vx € C3°(R), x(h) — x(ho) est compact,

(ifi) (i + h)~Y/2(hV/2 — h/®)(i + ho) /2 est compact.
Démonstration. (ii) suit de (i) par la formule de Helffer-Sjostrand. On a

(z=h)'—(z—ho)t=(z—=h) " (h—ho)(z —ho) "
= ((z=h) " () ((r) "2 (2 = ho) ™).

Le premier facteur est borné par le lemme 4.3.2, le deuxiéme est compact par le Lemme
4.4.2.

(iii) On a

(i + h) 2 (M2 = hy/?) (i + ho) /2

= lim (i + h) "2 ((h ¢ H)Y2 = (ho + ¢ )Y2) (i + ho) ™2

et il suffit de démontrer que
(A41)  (i+h)V2((h4+t7HY2 = (ho +t7H)Y2) (i + ho) "% est compact pour t > 0.
On a au sens des opérateurs bornés :

(i h) "2 (R 712 = (ho + 7)) (i o) 712

oo

=a s 2 i) () (st )
0

— (ho +t™ )t + 54 ho)) (i + ho) V% ds

1S V2(h4+ ) Y2 (s +t7 L+ ho) ™ — (s4+t7 1+ h) Y (i + ho) "2 ds

TN S22 (4t 4 5) T Ry (o + £+ 8) T (i 4 ho) T2 ds.

OL’—=8 o

Notons que :
51/2t, s <1,
C(s)=32, s>1,
ce qui assure la convergence de 'intégrale. Il reste alors & démontrer que
(A42) (h+3) YV2(h+t7 45 thy(ho + 171 +5) 71 (i + ho)~Y/? est compact.
En effet,

(h+0) " YV2(h4+t7 4+ 8)  hy(ho + 71 + )7L (i 4 ho)~Y/?

=((h+ )2 R+ 7 +5) 7)Y x ((PYha(ho + 71+ 8) 71 (i + ho) T2,

15172 (h+ )72 (h £+ 8) (o 4+ ¢ 8) M+ ho) V2 < {
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Le premier facteur est compact par le Lemme 4.4.2, le deuxieme est borné par le Lemme
4.3.2. m

LEMME A.4.3. Soit x € C§°(R). Alors :
(i) (rY(x(h) — x(ho)){r) est borné de H dans H?Z,
(i) (r)(x(h) — x(ho))h§ est borné pour tout a < 1,
(iii) b(x(h) — x(ho)) est borné.
Démonstration. (i) Utilisant la formule de Helffer-Sjéstrand, il suffit de démontrer que :
(A4.3)  (i+h)(r)(z—h) " hi(z — ho)~*(r) est borné pour z € C\ (a(h) U a(ho)),
(Add) |G+ (z—h) " hi(z — ho) 1) < ClImz|™, z2€ K ccC.
On a
(A45)  (i+h)(r)(z—=h)""hi(z — ho) ! (r)
= (i + h)(r)(z = ) 7Hr) ™) x ((r)ha(r) (i + B) 1) x (i + h){r) 7 (= — ho) 7H(r))
(A.4.3), (A.4.4) suivent de (A.4.5) en utilisant les Lemmes 4.3.2 et A.4.1.
(ii) Utilisant la formule de Helffer—Sjostrand, il suffit de démontrer que :

(A4.6)  (r)(z—h)""hi(z — ho) 'S est borné pour z € C\ (a(h) Ua(hg))
(A4.7) () (z = h)"hi(z — ho) 'hY| < C|Imz|™3, ze€ K ccC.
En effet,
1(r) (2 = h) ™ ha (2 = ho) T AG |

= 1(r)(z = h)"HE) T R+ i) (R +3) ) ha (2 — ho) MRS < C|Im 2|3, 2z € K CcC C,
en utilisant les Lemmes 4.3.2 et A.4.1.

(iii) On a
bx(h) — x(ho)) = (b{r) ~(i + ho)~2) x ((i + ho) /2(x(h) — x(ho))(r})
+ (b(r) 71 (i + o) TM2) x (i 4+ ho) 2 [(r), (x(h) = x(ho))))-

Le premier facteur dans les deux termes est borné par le Corollaire 5.2.2. Le deuxieme

facteur dans le premier terme est borné par la partie (ii) du Lemme. Le deuxieéme facteur
dans le deuxiéme terme est borné par le Lemme A.3.1. =

LEMME A.4.4. Soient x € C§°(R), ¥1 € C2°(R), supp - C]—o0, R, supp ¥+ C |—R, 00|
(R > 0). Alors les opérateurs suivants sont compacts :
Ry = x(L) = x(Lo),  Ra:= (x(L) = x(Lp))y—, Rz := (X(L) = x(Ln))+-

Démonstration. Utilisant la formule de Helffer—Sjostrand, on s’apercoit qu’il suffit de
démontrer que les opérateurs

Ty :=(z— L)Y (L — Lo)(z — Lo) 1, z€C\ (o(L)Uo(Ly)),

Ty:=(2—L)"YL—Lp)(z—Lp)""_, zeC\(o(L)Ua(Lp)),

Ty:=(z—L)"YL - Ly)(z— Ly) "YWy, 2z€C\ (o(L)Ua(Lnr)),
sont compacts et que

(A.4.8) Vie{1,2,3},IN; €N, |Ti|| <C|lmz|™, z€ K ccC.
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En utilisant D(L) = D(Lo) = D(Lp) = D(Ly) = H* & H*, on obtient (A.4.8). Il reste
a démontrer que les opérateurs T; sont compacts.
Commencons avec T;. On a
Tv=Ti1+Tip

avec

S T

Tio=(z—L)"Y(hV/? - h5/2)<

Traitons d’abord T ;
-1 £1/2 N—1/2 -11 -1
Tii=((z—L)" (h+i)/7) x | (h+1i) k1 x (z—Lo)~".

1 -1

Le premier facteur est borné grace & D(L) = H! & H!, le deuxiéme est compact grace au
Lemme 4.4.2.

Pour montrer que T; o est compact, il suffit en utilisant de nouveau D(L) = D(Lg) =
H' @ H' de démontrer que

(A.4.9) (i + h) Y22 — h(l)/Q)(i + ho) Y2 est compact,

ce qui est inclus dans le Lemme A.4.2. Ceci termine la démonstration pour 7.
Traitons maintenant 75. On a

(=L)"Y (L - Lp)(z— Lp) "

Rt G IR

)(z— Lp) (b + 1))

1 0

(e memrz (0 Y m ) (G - L))
Dans le premier terme, le premier facteur est borné grace & D(L) = H!®H?!, le deuxieme
est compact grace a lim, 4, k¥— = 0 et le Lemme 4.4.2. Dans le deuxiéme terme, les
premier et troisieme facteurs sont bornés grace & D(L) = D(Lp) = H'@H!. Le deuxieme
facteur est compact grace au Lemme A.3.2. Ceci termine la démonstration pour T5.
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La démonstration pour T3 est analogue en utilisant lim, 1o (k — ¢1)¢4 = 0, [¢4, K]
=0. =

LEMME A.4.5. Soit x € Cg°(]0,00(). Alors lopérateur h='/2(i + h)x(Las) est borné.

Démonstration. Soit V(h) la transformation unitaire de la Section 2.2 avec ¢ = ¢; et

~ — Vh+c? 0
0 —c1 — v/ h+ c%
Alors, on a
W2 )X (Lag) = b2 )V (Rx(Lan) V' (h)
h=Y2( + k)" x(— Vh+c2) 0
V(h)( ()= x(me Vb ) >V*(h).
0 0
Ceci est un opérateur borné puisque —cy + y/h + ¢Z > § > 0 entraine
h>0+c)> >0 (c;>0). =

Annexe B. Quelques lemmes concernant le probleme séparable

Dans tout 'appendice B, nous allons considérer des restrictions & H; = L?(R,dr) ® Y] et
nous supprimerons l'indice [ pour toute la suite.

LEMME B.1. Soient v € N et x € Cg°(R).
(i) Soit ¢ € C°(R) avec ¥' € CF(R), ay, B; € N (i = 1,2). Alors
(hy + 1) ()P [1h, x (h)] ()2 (hy, + 1)%2 est compact.
(ii) Soit o € N. Alors lopérateur
(rY(x(ho)dy — Gux(R){r)(hy, + 1) est borné.
Démonstration. Nous allons utiliser le calcul pseudodifférentiel.
(i) suit de (h, + 1) {r)1[¢), x (h,)](r)?2 (h, + 1) € U=~ et du Lemme C.4.
ii) Utilisant (i), on peut se ramener a démontrer que
(i) (i), on p q
("7, (x(ho) — x(hy))(r)(hy, + 1) est borné.

On a en utilisant le Théoreme C.3 :

opr ((r)v (x(ho) = x(hw)) (r)(hy +1)%)
= (r)jv(x(o(ho)) = x(o(h)))(r)(o(hy) + 1)
— SX'(Ta(hO) + (1 = 7)o (h,))dr(r)?j,(Wo — W,) € S~
0
en particulier 'opérateur est borné. m

LEMME B.2. Soient v € N et ¢ € C®(R) avec ¢’ € C§°(R). Alors
[, x(L,)] est compact.
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Démonstration. Par la formule de Helffer—Sjostrand, il suffit de démontrer :

(B.1) Iz = L) [ Lu)(= = L)' < Clim 2%, z € K cC G,
(B.2) (z—L,) '[¢,L,](2 — L,) ! est compact, z¢€C\o(L,).
(B.1) est clair, (B.2) va suivre de

(B.3) (i + b)Y 2[p, hY/?)(i 4 h,)"Y? compact.

On a

(i ho) 72 [0, 120+ hy) T2 = D (i hy) TR, ()R Ry) T
et (B.3) va alors suivre de
(i + b)) Y2, (hy + Y20 + hy,) Y2 compact pour ¢ > 0.
Utilisant le Théoreme C.3, on a
(i + )~ Y21, (hy 4+t~ D)Y2) (i + hy) Y2 € w2
et donc l'opération compact par le Lemme C.4. u
LEMME B.3. Pour v € N, lopérateur j,(x(Lo) — x(Ly)) est compact.

Démonstration. Utilisant la formule de Helffer—Sjostrand, il suffit de démontrer :

(B4)  |lju(z — Lo) Y (Lo — L,)(z — L,) Y| < ClImz|72, z2€ K ccC,
(B.5)  ju(z2—Lo) "(Lo— L,)(z — L,) " est compact, z¢& C\ (¢(Lo)Ua(L,)).

(B.4) est clair, montrons (B.5). On a

jV(Z - L0>_1(L0 - L,,)(z - Lu)_l =(z— LO)_l[jw LO](Z - L0>_1(L0 - L,,)(Z - Lu)_l
+ (2 = Lo) "ju(Lo — L) (2 — L,) ™.

Le premier terme est compact par le méme raisonnement que dans la démonstration du
Lemme B.2. Pour montrer que le deuxiéme terme est compact, il suffit, grace & D(L,) =
D(Lg) = H' ® H', le Lemme 4.4.2 et le fait que lim,|_.o ju (k — k) = 0, de montrer que

(i+ ho)_l/zj,,(hé/2 — hY/?)(i + h,) Y% est compact.
On a
(Z+h ) 1/2.711 1/2 h1/2>(’t+h ) 1/2

(ho
7\ sTV23 4 ho) V2, (ho(s + ho) Tt — hu(s + hy) (i + hy) T2 ds
0

et I'intégrale converge en norme :

Cs™1/2, s <1,

—1/2(; —-1/2 =1 —1/2
5772 + ho) ™/ “juho(s + ho) ™" (i + b))~ /7|| < {C<5>3/2, s> 1.

On a des estimations analogues pour 'autre terme. Ensuite
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(i 4+ ho) 257V 25, (ho(s + ho) ™" — hu(s + hy) 1) (i + hy,) /2
= sY2(i + ho) V%5, (ho + 8) " (ho — hu)(hy + 8) " (i + hy,)"V/?

= sY2(i4 ho) Y2 (ho + 5) " ju, hol(ho + 8) " (ho — hu)(hy + 8) 71 (i + hy) Y2
+ (812 (i 4 ho) T2 (ho + 8) ) T G (1) (ho — hw) (hy + 8) M (i + hy) TH2).

[4u, hy] est un opérateur différentiel de premier ordre & support compact, le premier terme
est alors compact grace au Lemme 4.4.2. Le premier facteur dans le deuxieme terme est
compact par le méme lemme, le deuxieme facteur est borné grace au Lemme 4.3.2. n

Annexe C. Calcul pseudodifférentiel

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur le calcul pseudodifférentiel. On suit
en principe Pexposé dans [DG, Appendix D]. Les symboles que nous considérons dans ce

mémoire sont liés a la métrique
de? de?
=2 T2
()2 = (&)

avec (z)? =%+ 1.

Nous noterons
a € S|E )™, ) ssi Va,BeN", |9g0a(z,&)| < Cap(€)" 12N a)m I8

Nous allons souvent écrire @ € S¥™ au lieu de a € S((€)*(z)™,~). Nous allons noter
S'(R") @ S'(R™) l'espace de formes sesquilinéaires sur l'espace de fonctions tests de
Schwartz. Tout symbole a définit un élément de S'(R") ® S'(R") par

z+y

(@) = 2m) " fa T3 ) laplnye O dodedy

On écrit a® € W({E)k(x)™,7) si a € S{E)*(x)™, ) et on note ¥({£)*(x)™, ~) souvent
simplement ¥*™. On note ensuite

H™" .= {¢ € D'(R") | (z)™(D)*¢ € L*(R")} = {¢ € D'(R") | (D)"{x)™¢ € L*(R™)}.
On a le critere de Beals suivant :

THEOREME C.1. Soit A € §'(R™) ® S'(R"). Alors les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est un opérateur sur L>(R") t.q. ad$ad?A est borné de H™~1el+=181 dans
H%Y o, N, m,kcR et

l|ad$yad’ Al| grm—1al5-181 o0 < Cap-

(ii) A est un opérateur sur L*(R™) t.q. ad®adP A est borné de H™ Mo~ lalk+ko—|5]
dans H™F o 3 € N, mg,m, ko, k € R et

||adaDad§A\ Fmtmo—lalk+ko—181_ gmoko < Ca,g-

(iiil) A = a¥(x, D) avec a € S({x)™(£)*, 7).
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On pose

Spr((2)™(E)F,7) == S((x)™(E)", 1) /S (&)™ 1€, 7).
Pour a € S({z)™(€)*,~) on note oy, (a) la projection canonique sur Sy, ((z)™(€)*, 7). Si
Acw((z)™(E)F v) et A= a"(x, D), alors on définit le symbole principal de A par

opr(A) = ope(a).
On a la proposition suivante :
PROPOSITION C.2. Soient A; € W({z)™i(£)ki ~), i=1,2. Alors
A Az € W((a)™Hm (M Hhz ) et [Ar, Ag] € W((w)m™ Tl (g) R ),
De plus,
opr(A142) = opr(A1)ope(A2) € Spr(<x>ml+m2 <§>k1+k277)»

Upr([AlaA2]) = %{Upr(Al)aUpr(AQ)} € Spr(<$>ml+m271<§>k1+k2717’Y)~

Soit S* la classe des symboles sur R, i.e. des fonctions qui vérifient ’estimation sui-
vante :
01 f(1)] < Cr(t) !
pour k =0,1,2,... Le théoréme suivant est un cas particulier de [HV, Theorem 1].

THEOREME C.3. Soient a® € W({€)™,v) un opérateur elliptique et f € S*(R). Alors
f(a®) e U((&)F™,5) et le symbole principal de f(a™) est f(a).

Si le symbole d’un opérateur pseudodifférentiel décroit dans les deux directions, alors
I’opérateur associé est compact :

LEMME C.4. Soit a € S=%~¢ avec §,e > 0. Alors a* est compact.
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