Introduction

Soient # : R — R une fonction continue impaire et croissante, ¢ : R — R une fonction
continue impaire et bornée, (By);>¢ et (By);>0 deux mouvements browniens indépendants
tels que By = By = 0 et une constante 1/2 < a < 1. Nous nous intéressons alors au
systeme d’équations suivant :
t t

Xy = Xo+ Bi+a|prv(X.)ds— (1 fa)Sﬂ*us(Xs)ds,
(E) ° .

Y}:Yo—i—Bt—i—(l—a)Sqﬁ*us ds—aSﬁ*vs

0
P(X; e dx) = ut(dzv) et P(Y; € dz) = v(dx),

ou le produit de convolution est défini de la maniere suivante :

B () = | Bla — ) ui(dy).
R
Dans le systéme (E), nous avons en fait quatre inconnues : les processus stochastiques X
et Y; et leurs densités u(x) et vi(x). Ce systéme peut également s’écrire sous la forme
du systeme d’équations différentielles stochastiques suivant :
t
X =Xo+ B; — Srl(s,Xs) ds,

(E) .
Yi =Yy + By — | ra(s,Y2) ds,
0
ou

ri1(s,2) = E[(1 — a)f(x — Xs) — ap(z — Y5)],
ro(s,x) = ElaB(z — Ys) — (1 - a)o(z — Xs)].
Les deux processus aléatoires qui forment la solution de ce systeme sont bien sir indépen-
dants, puisque la position de X; (respectivement de Y;) ne dépend que de la loi de YV
(resp. X).
De telles E.D.S. ont déja été étudiées en détail, entre autres par Benachour—Roynette—
Vallois, mais la présence d'un systeme d’équations dans ce cas le rend particulier. Ce
systeme d’équations nous provient de la propagation du chaos dans un systeme de par-

ticules
1,N, +v2,Nn Np,Nn x 1,Mn xr2,Mn My, My,
(X, X0 X, Y, Y, ooy Y, )

(5]



6 S. Herrmann

(N, et M, sont, ici, deux suites d’entiers tendant vers I'infini quand n — o) dont les
particules sont de deux natures différentes X et Y. L’interaction entre les particules
est la suivante : deux particules de méme nature s’attirent et deux particules de nature
différente se repoussent.

Nous nous intéresserons donc au systéme de particules (F) suivant et & sa convergence
quand le nombre de particules tend vers I'infini.

t N
) ) , 1 n . .
XZ7N7L — Xl B’L _ X%Nn _ X]aNn d
t 0 + t Nn 4 Mn (S;leg( s s ) s
j=
1
+ X0Nn _ykMaygs 1 <i< N,
Nn + M, §k:1 2 )
(F) t
. 1 My, ., -
yiMn _ yri + B — BYMn vy Mny gs
t 0 t Nn 4 Mn g]_zl ( )
1 t Ny,
T — YiMe _ XxENaYds 1 <i < M,
Nn+Mn§)k:1¢( ) o
Bl ..., BN» , El, ey BMn) sont deux mouvements browniens indépendants.
t t t t

Cette étude décrivant le systéme de processus auto-stabilisants non linéaires est dé-
coupée en deux parties, la premiere est consacrée a I’étude du systeme (E), la seconde a
celle du systeme (F). Le plan est alors construit comme suit :

Dans une premiere section, nous exposerons toutes les conditions imposées sur les
fonctions 0 et ¢ qui seront, sans doute, loin d’étre optimales. Nous supposerons, entre
autres, que ( est une fonction continue croissante a croissance polynomiale et impaire, et
que ¢ est impaire lipschitzienne et bornée. Nous commencerons alors, dans une seconde
section, par étudier le systeme (E), c’est-a-dire lexistence et 'unicité d’une solution. La
preuve de ce résultat n’exigera que la bornitude de certains moments de X et de Yj.
Puis nous étudierons 'existence et 'unicité d’une distribution stationnaire, c’est-a-dire
une solution (u(x)dz,v(x)dz) au systeme

2
s a6l + (1 a) (B e ] =0,
2
S O (1) (@ el +a o [(B 5 )] =
Pour démontrer I'existence il nous suffit de supposer que 3 est une fonction convexe sur
R, ; par contre, pour 'unicité nous sommes amenés a considérer que 8 se décompose de
la maniere suivante :

Bx) = fo(z) + ax

ott By € C}(R) est une fonction impaire croissante convexe telle que a > 0 est assez grand,
B'(0) =0 et lim, o+ B (x)/z < oo. De plus, si fp croit plus vite que |x|2 pour o > 1 et si
¢ est concave, alors nous montrerons dans la section suivante que la solution (X, Y;) con-
verge en loi lorsque le temps tend vers infini vers (u(z) dz, v(x) dx). Pour clore I'étude



Systeme de processus auto-stabilisants 7

du systeme (E), nous verrons que, pour a # 1/2, les densités u et v des lois stationnaires
sont clairement distinctes et nous donnerons également une vitesse de séparation des lois
de X; et de Y; au voisinage de l'origine, lorsque X et Y; ont la méme loi.

Enfin, dans une seconde partie, nous verrons qu’il y a propagation du chaos dans le
systéme a infinité de particules (F) : ¢’est-a-dire que la suite de mesures empiriques

1 N, 1 M,
(Fn Z 5XZ,NT,,, m Z (5Xti,1\ln>,
i=1 =1

définie sur C([0,T1]), T fixé, converge en loi, quand n tend vers l'infini, vers une mesure
déterministe p® v, ol pi(dx) = ui(x) dz et vi(da) = vi(x) dz (u et v étant les densités du
couple solution du systéme (E)). Ceci permettra donc d’approcher la loi de la solution du
systeme (E) en simulant des particules, solutions du systéme (F). Nous donnerons, pour
finir, une inégalité de concentration pour la loi des particules. Cette inégalité provient de
la théorie développée autour de l'inégalité de Sobolev logarithmique (voir, par exemple,
[A-co] et [M]). Nous montrerons en particulier qu’il existe une constante Kp > 0 telle
que, pour toute fonction lipschitzienne vérifiant

inf{M > 0; Va,y € R?, |f(2) - f(y)| < Mlz —yl} <1,
NOUS avons

3 2
fﬁﬁ(\% > 1) = [ wm dy\ 2o ) <20

= R

pour tout r > 0, ot Cp = (e*19'll=T — 1) /||¢/||oc €t uy(x) dz: est la loi de X solution de

léquation (E). De méme,
KT Mn’l"2
<2 —
Mn> = exP( ACy >

M,
supP(‘ Z FyMm)

t<T

- [t an| >+
R

ott v¢(z) dx est la loi de Y; solution de (E).

1. Etude du systéme (E)

1.1. Préliminaires. Voici tout d’abord quelques notations et quelques hypotheses dont
on se servira tout au long de cette étude.

Les hypotheéses concernant 3. 3 : R — R est une fonction continue croissante, a croissance
polynémiale et impaire. De plus, il existe 81 > 0, fg € R, ¢ > 0, C > 0 et r € N* tels
que :

(1) B(z) = B(y) > fi(x —y) + B pour tout z >y,
(2) 1B(z) = By)| < |z —yl(c+|z[" +|y|") pourz €RetyeR,
(3) B(z)| <C(1+|z*), 2¢>r+1.

Les hypothéses concernant la fonction ¢. ¢ : R — R est une fonction lipschitzienne de
parametre K > 0, bornée par My > 0 et impaire, telle que sgn(x)@(x) > 0.
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1.2. Existence et unicité des solutions du systéme (E). Cette section a pour but
de montrer l'existence et I'unicité d’une solution du systéme (E), qui n’est pas évidente
a priori, puisque la différentielle de X; dépend de la position de X; mais aussi de la loi
de Y; et réciproquement. On utilisera donc une méthode de point fixe pour déterminer
une solution. Le résultat principal de cette partie est contenu dans le théoréeme suivant :

THEOREME 1. Soient Xo et Yy deux variables aléatoires de lois symétriques, telles que
2 . 2

E[XS(TH) ] < et]E[YO2(7+1) ] < 00. On suppose de plus que B1 > :L*TGK oul/2<a<1.

Le systéeme (E) admet alors une unique solution forte

X =Xo+ B +ass¢(Xs —xz)vs(x)drds — (1 — a,)SSﬂ(Xs — x)us(x) dz ds,
(4) OR ) tO]R
Y, =Yo+ B, + (1 - a) | [ oY — w)us(a) dods —af | 5V — 2o (o) dwds,
0R OR

ou By et Et sont deur mouvements browniens indépendants et ot ut(x) da (respectivement
ve(x) dx) est la loi de Xy (resp. Yz).

Pour pouvoir démontrer ce résultat, on a besoin d’introduire certains espaces fonc-
tionnels.

1) On note Ar I'ensemble des fonctions b : [0,7] x R — R telles que = +— b(t, ) est
croissante, b(t, ) est localement lipschitzienne, uniformément par rapport a t € [0, 7],

[b(t, ) = bt y)| < enlz =yl pour [z[ <n, [y| <n, t €[0,T],

bt,z) = b(t,y) = (1 —a)Bi(z —y) + (1 —a)fy pour z>yettel[0,T].
Ces fonctions vérifient de plus
[b(t, )]
bl = sup sup ——=- < 00
ol tel0,7] weR 1 + [x[*

A est muni de la norme || - ||7.
2) Soit E V’ensemble des fonctions b : [0,7] x R — R globalement lipschitziennes et
bornées par aM. Cet espace est muni de la norme

bl = sup[b(t, )]
t€[0,T], zeR

3) On notera enfin Fr = Ap X A x E X E muni de la norme

2 4
DI =Y llbillz + > Ibilloc, ol b= (by, b, b3, ba).
=3

i=1
En plus de tous ces espaces fonctionnels on va utiliser la transformation I" : Fr — Frp
définie par ses coordonnées

prol'(b)(z) =E[(1 - a)B(z — X})], pso(b)(x) =Elad(z - Y})],
p20I'(b)(z) = E[af(z - Y], pao I'(b)(z) = E[(1 - a)p(z — X7)],
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ot p; est la ieme projection dans I'espace Fr et X} (resp. Y,?) est solution de 'E.D.S.

(6) dX? = dB, — by (t, X2)dt + bs(t, XP)dt,
respectivement
(7) AV, = dBy — by(t, Y,)dt + by(t, YL)dt.

Pour montrer qu’il existe des solutions aux équations qui viennent d’étre citées, on utilise
le résultat suivant (cf. Stroock et Varadhan [S-V, Théoréme 10.2.2, p. 255)) :

PROPOSITION 1. Soit b: Ry x R — R une fonction telle que

sup [b(t,0)] < oo, |b(t,z) —b(t,y)| < cplz —y| pourn €N, |z| <n, |y| < n,
t>0

et sgn(x)b(t,x) > 0 pour |x| assez grand. Alors I’E.D.S. suivante a une unique solution
forte :

t

X} = Xo+ B, — \b(s, X!) ds.
0
Pour montrer que le systéme (4) a une unique solution, on cherche un point fixe &

la transformation I". Pour ce faire, on vérifie, dans un premier temps, que, pour b € Fr,
les équations (6) et (7) admettent une unique solution forte. Or, comme b3z et by sont
bornées et b € Fr, il existe 2o > 0 tel que, pour tout x vérifiant |z| > x,

sgn(z)(b1(t,z) — bs(t,x)) >0, sgn(z)(ba(t,z) —bs(t,x)) >0 pourt € [0,T].

Par ailleurs, les b; sont localement lipschitziennes pour ¢ = 1, 2, 3 et 4. On peut alors
appliquer la Proposition 1. On en déduit que les équations (6) et (7) admettent une
unique solution forte.
Pour la suite, on utilise les notations suivantes :
Xt =EIX), V=B, X s X T = sup Vi
s<t s<t

Pour démontrer le Théoreme 1, on a besoin de plusieurs lemmes.

LEMME 1. Soientb € Fr, n > 1, 0 = (00, 00,0,0) ot 0o(t,z) = Box. Alors )A(%n’g < oo et
Y7 < oo pourn > 0 tel que E[|Xo|*"] < oo et E[|Yp|?"] < oo. De plus,

2n
XE < by {50+ 7203 callby — ooll(1+ X0},
®) 5 |
VR < ka(m){ V70 4 T2 Y dillbr = ool (1 + T79) |,
i=1

ot les ¢i, d; sont des constantes ne dépendant ni de b ni de o ni de T'.

Preuve. (a) En considérant o = (9o, 00,0, 0), on a alors I’équation
t
X2 =X+ B, 7350)(5 ds.
0
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Or X2 = Xoe Pt + Z, ot Z, = e Pot Sg eP5dB, est une variable aléatoire gaussienne
centrée et de variance (1 — e~2%%)/(23;). Ainsi,

1 — e~ 2Pt

R

) Bl

On en déduit donc

E[| X2 < en(1 + E[|X0|*"),
t>0

ou les ¢, sont des constantes (le méme raisonnement est valable pour Y'). Donc, si
E[|X0[?"] et E[|Y;|*"] sont finis, il s’ensuit que X" < 00 et Y2™? < co.
(b) Par ailleurs,

t t
Xp = X¢ == (b1 (s, X2) = proo(s, X)) ds + | (bs(s, X2) — ps 0 o5, X2)) ds,
0 0

d’olt, pour o > 1, on obtient que | X — X2|* est égal a
¢
—alsen(X! - X2)|XE - X2 M xnpxey (ba(s, X2) = p1 o ols, X2)) ds

0
t

+ aSSgn(Xf — X)X — X2 M xexey(bs(s, X2) — ps o o(s, X2)) ds.
0
En prenant la limite quand o — 17, on a alors

X7 — XP| = — \sgn(X? — X2)(bi(s, X2) — p1 o o(s, X2)) ds

+

t’aw Ot’au-

X2)(bs(s, X2) — p3 o o(s, X2)) ds.
Comme by est une fonction croissante, sgn(z —1y)(b1(s,x) —bi(s,y)) > 0. On obtient donc

|XP - Xf| < Ssgn X! — X2)(ba(s, X2) — p1 o 0(s, X2)) ds
0

-~

+Ssgn (X7 = X2)(bs(s, X2) = p3 o o(s, XE)) ds.

Or, p3 o o est identiquement nul et bz est borné par (1 — a)M, ce qui implique
t
|XP = XE| < (1= a)Mt+ ||y = proollr(1+ | X2[*9) ds

0
t

< (1—a)Mt+ by —prooflr | (1+]X2*) ds
0

Par un argument de convexité, E[|X?|?"] est plus petit ou égal &

B () {EIXE) + E[{ (1= 0)MT + |jby = py o QT§ (1+]X¢) dS}zn} b
0
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Par 'inégalité de Holder, on a
t
E[(§(1+1x22)ds)" | < km)T™ (14 5™,
0

ou k(m) est une constante. On en déduit la premiere formule de (8) ou les ¢; sont des
constantes qui ne dépendent que de a, M et n. On peut alors effectuer les mémes calculs
pour obtenir la deuxiéme formule. m

Pour continuer les calculs, on a besoin d’introduire un lemme plutét technique qui
s’apparente & un lemme de Gronwall.

LEMME 2. Soit ¢ une fonction positive telle que ¢(0) = 0. On suppose qu’il existe deux
constantes b > 0 et ¢ > 0 telles que

6(t) < b\ (s)ds + | \/(s) ds.

Alors 2
o) < {5 -1}

Preuve. On note 1 la solution non nulle de I’équation
t t
w(t) = b{(s)ds+ | Vi(s) ds.
0 0
Par dérivation, on a
dy(t)
by (t) + e/ (1)
puis, en prenant la primitive dans cette égalité, et en utilisant la condition initiale 1) (0) =0,
on trouve 9 (t) = {c(e?*/? — 1)/b}2. Pour terminer la preuve de ce lemme, on fait appel &
[B, Théoreme 4.1, p. 16] qui assure ¢(t) < ¥(t). m

9

LEMME 3. (i) I est une application de Fr dans Fr et
9) ITD||5 < M + ks(1+ X320 + Y229,
(ii) I' est continue et vérifie
lp 0 I'(b) = pr o I'(c)llr < k(e KT = 1)([lb1 — crllz + [|bs — esll0),
lp2 0 T'(b) = p2 0 I(c) [l < ks(e' 5T = 1)(|[bz — callz + [ba — call ),
lp3 0 I'(b) = p3 o I'(c)lloc < keTe KT (|lbz — callr + [[ba — callo),
lpa 0 I'(b) = pao I'(c)lloo < krTe =K (||by — exlr + [ — esllo),

(10)

ou k; sont des constantes.

Preuve. (a) Comme f3 est une fonction continue et croissante, E[(1 — a)B(z — X?)] est
croissante en z. Par ailleurs elle est localement lipschitzienne et vérifie, par (1), pour
T2y,

E[(1 —a)f(z — X{) = (1 = a)Bly — X{)] = (1 = a) (B (2 — y) + Bo).
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Enfin,

E[(1 - a)B(z — X})] <E[C(1 - a)(1 + [z[* + | X7[**)]
< C(1—a)(1+ [z*)E[L + | X7|*]
= C(1—a)(1 + |z29)(1 + X52).

D’ou

Ipre P®)lr < C1 - a)(1 + X7,
De la méme maniere,
Ip2 0 P®lr < aC(L+ T2, pso I®)lloc < aM,  [pso TB)loe < (1 - a)M.

On en déduit alors (9). Comme p3 o I" et py o I' tendent vers 0 & l'infini, ces expressions
sont globalement lipschitziennes et bornées, ce qui justifie entierement (i).

(b) On prouve maintenant la deuxiéme partie du lemme, et plus particulierement, les
deux derniéres inégalités énoncées. Par la propriété de Lipschitz de ¢ (cf. les préliminaires)
on a

Ip3 o I'(b)(w) = p3 o I(¢)(2)| < aBllg(z — ¥,) — ¢z — V)| < aKE[|Y,” — Y]

pour tout z € R. Or, d’apres la démonstration du Lemme 1,

t t
V=Y < (1= a)K Y2 = Yelds + {1ba(s, V) = cals, V)| ds
0 0

t

+ b2 = eallz § (14 [VP9) ds

0
t t
< (1= a)K \[Y? = Ye|ds + Tllbs — calloo + [Ib2 = callr | (1 + [Y?7) ds.
0 0

En prenant I’espérance, on obtient
t
E[Y) - Vel < (1 — a)K \E[[Y) = Y7 ds + Ty — calloo + b — call (1 + Y529).
0

Par le lemme de Gronwall, on trouve
E[[Y, - Y/l < T+ Y2 {[1b2 = eallr + Ilba — eallsc e =57,
et ainsi
[p3 0 I'(b) — p3 0 I'(c) oo < keTeM KT |[by — call7 + [|ba — calloo}

ou kg =aK(1+ }A/'Tc’zq). On obtient de la méme maniere la derniere inégalité de (10) avec
k; dépendant de a, K et 1+ )/(\'7542(’.

(¢) On montre enfin les deux premieres inégalités de (10). En utilisant 'hypothese (2)
sur 3, on a

Ipro I(b)(x) — p1o I(¢)(x)| = [E[(1 - a)(B(z — X7) — Bz — X7))]]
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< (1= a)E[| X7 = XF|(c+ [o]" + [X7[" + [ X{]7)]
< (1= a)ks(1 + |2|)E[ X — XF|(L+ | X7]" + |X7]7)]
< ko(1+ |2|E[XY — X{PPM2[(1 + E[X7 ) + E[ X))

pour tout z € R. 11 faut alors calculer | X} — X¢|? :
¢
X7 = X712 = =2 [ (X! = XO)(bi (5, X0) — ea (s, X0)) ds
0
¢

+ 2§ (X! = X2)(bs(s, XD) — ea(s, X2)) ds

0
t

< —2[(X2 = X2)(b1 (5, X) — ea(s5, X0)) ds

0
t t
+2(1 = a) K || X2 = X2 ds + 2||bs — 3|0 | 1 X2 — X¢|ds
0 0

o+

t
<2llbr — eallr XD = X2|(1+ X529 ds + 2(1 — @)K | |X] — X2 ds

0 0
t

+2||bg — sl | 1 XE — X¢] ds.
0
En prenant I’espérance, on obtient
t
E[|X! — X{[2) < 201b1 — eallr | (1 + BIXE) 2] X] — X212 ds

0
t t
+2(1 = a) K {B[|IX? = X¢?] ds + 2]lbs — cs|o |E[| XD — XC[2)1/2 ds
0 0

t
< kao([[b1 = erllr + [Ibs — esllo) E[IXE — X¢P2)/2 ds

0
t

+2(1 - a)K | E[| X} — X¢*] ds.
0
Puis, par application du Lemme 2, on trouve

E[|X? — X¢[*] < ki (e KT —1)(||by — eallr + b3 — c3l0),

d’ott la premiere équation de (10), avec k4 qui dépend de )?;’4‘1, )?:bp’% et )?;’QT. La méme
démonstration est bien-entendu valable pour ps. m

Voici un résultat d’existence et d’unicité des solutions du systeme (E) :

LEMME 4. Soit L > 2aC (1 + max(ky (q) X292, ko(q)Y290)) et Ak = Ap 0 {b; ||b]|lr < L}.
On définit Fr = AL x AL x Ex E. 1l existe ko tel que, si T = kio(L; E(| Xo|%) ; E(|Yo|?);
1 <i < 8q?), alors
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(i) I'(FL) ¢ EE, la norme lipschitzienne de T, restreinte a Fk, est inférieure a 1/2,
(ii) il existe une unique solution forte au systéme (E) telle que

sup E(|X[*") <oo et sup E(|Vy*") <oo.
0<t<T 0<t<T

Preuve. (a) On choisit L > 2aC(1 + max(ki1 (q) X292, ky(q)Y292)). D’aprés (19), on a
lpro F(®)l|7 < (1 - a)C(1+ X7"").
Ainsi, d’apres le Lemme 1, ||p; o I'(b) || est inférieur ou égal a

(1- a)C(l + e () X299 + oy (q) T Z ci(l1ballr + Ileollso) (1 X2W))

i=1

ot [|golloo = sup,~|Boz|/(1 + |z|??). On peut alors choisir T} assez petit tel que

2q
(1= a)Chi(@)T7" Y ci( L+ Jloolleo)’ (1 + X774¢) < L/2.
=1

Ainsi I'b € F{:l car, pour ps o I', le calcul est identique.
(b) Il s’agit maintenant d’examiner la constante de Lipschitz. En faisant la somme
des inégalités (10), on obtient

I7(0) = T(e)ll7 < a(T)b— el
ot a(T) = (kg + ks)(eA=DET 1) 4 (kg + ky)Tel~0 KT,

On choisit Ty assez petit pour que «a(T5) < 1/2. En prenant T = min(77,T5), la
norme lipschitzienne est alors inférieure & 1/2. T' dépend évidemment de L et de E[| X,|*],
pour 1 < i < 8¢2.

(c) On suppose que T = ki2(L; E(|Xo|"); 1 < i < 8¢?). Soit by € Fk. On construit
alors la suite b,,, ; = I'b,, ; d’apres le début du lemme, on a b, € F£ pour tout n et I" est
une contraction de norme mferleure a 1/2. D’apres le théoréeme du point fixe, b,, converge
vers b avec la norme | - |5, La plupart des propriétés sont évidemment dlrectement
vérifiées par b : il ne reste plus qu’a montrer que by et by sont localement lipschitziennes.
On le vérifie pour by. Comme b, ; = I'b,,, alors, pour |[z| < N et |[y| < N, on a

b1 (8, 2) = bpsr1(t9)] < (1= @)E[B(x — X¢™) = Bly — X))
< (1 - a)le = y[Ele + |z|" + |y|” + | X{"|']
< kig(N) (A + X727 — yl.
Comme ||p1 ob,|lr < K et [[p2 ob,|lr < K, on en déduit, d’apres le Lemme 1,
|bn+1,1(t’«r) - bn—f—l,l(tay” S k14(N7 Ka T7 Q)|'T - y|
En prenant la limite quand n tend vers l'infini, on obtient
|b1(t,$) - bl(tvy)‘ § k14(Na Ka Ta g)|$ - y|

b1 est donc localement lipschitzienne. On peut effectuer le méme raisonnement pour b,
ce qui implique que b € F¥ ; il s’agit donc d’un point fixe I'b = b. Ainsi (X, Y?) est une
solution forte du systeme (E). m
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On aimerait construire une solution forte sur [0, oo[. Pour cela, on a besoin de savoir
que sup;s o E(|X??") < oo et sup,. E(|Y?|?") < oo, pour un certain n > 1. Pour cela,
on a besoin de majorations du type de celles développées dans le Lemme 1 mais qui
ne dépendraient plus du temps T. Tout d’abord, on rappelle un lemme énoncé dans
[B-R-T-V, p. 182].

LEMME 5. Soit f une fonction continue et dérivable définie sur [0,00[ & valeurs dans R.
Supposons qu’il existe | > 0 tel que {t; f(t) > 1} C {t; f'(t) < 0}. Alors sup,~q f(v) <
max(f(0),1).

LEMME 6. Soit b € Fr. On suppose que I'b = b ; Xg et Yy ont des lois symétriques et
b1 > I?T“K Alors

Xp™" <kio(mis2<i<2n), V™ <hao(ni; 2. <i < 2n),
ot m; (resp. n;) sont les moments d’ordre © de | Xo| (resp. |Yo)).

Preuve. (a) On montre d’abord que E[X;] = E[Y;] = 0. Pour ce faire, on considere
(X, Y1), la solution de

t t
X, = Xo+ B; — S bi(s, X,) ds+ S bs(s, X,) ds,
0 0
t t
Yi =Yy + By — \ba(s, X.) ds + | ba(s, X,) ds,
0 0

avec
bl(tva) = E[(l - a)ﬁ(x - Xt)]ﬂ b3(t,:1;‘) = E[a(b(m - Yt)]v

ba(t, ) = E[af(x — Y3)], ba(t,z) = E[(1 —a)p(z — X3)].

On remarque que si (X¢, By), (Y, Et) est solution faible de ces équations, alors, comme ¢
et (5 sont impaires, (—X;, —By), (—Y3, —Et) sont également solutions faibles des équations.
Gréace a 'unicité en loi, —X; a méme loi que X; et —Y; a méme loi que Y; puisque — X
a méme loi que Xy et —Yy a méme loi que Yy. On en déduit alors

E[-X, =E[X,] =0, E[-Y]=E[Y)]=0, Vt>0.

(b) On consideére X; et X les deux solutions suivantes :

X =Xo+ B — bs(s

DN =

1
E b]_ d5+

O ey o+ O ey o+

X| =X, +B, - b1 b3

N | =
O ey o+ O ey

l\DI»—\

On pose Z; = X; — X et p,(t) = (|Zt| ) pour n > 2. Z est une semi-martingale :

t t
Zy=Zy+ B, — B, — S(bl(sX) b(s,X;))derSbg(s,Xs)—bS(S,X;)dS.
0 0

En appliquant la formule d’It6, puis en dérivant par rapport au temps, on a
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,LL/QZ(t) = (2n — D pon_2(t) + QE[Zth_l(bg(t, Xi) — b3(t, X1))]
— QE[thnil(bl (t, Xt) - (tv X;))}

On suppose que x > y. Comme b; satisfait & (5) et bz est lipschitzienne de coefficient
K > 0, on obtient

(33 - y)(bl(tax) - bl(tvy)) > ﬂl(m - y)2 - |ﬁ0‘ |1‘ - y|7 |b3(t,$) - b3(t7y)‘ < I((JU - y)
On en déduit
M#(t) < (20— 1)(pan (£) ™ + 2a] Bo (12 (£) 72" 4+ 2((1 — @) K — 1) przn (1)

a

=2 K, il existe ko1(n) > 0 tel que, pour

Comme dans 'hypothese du lemme (; >
x Z k21(n)a on a

(2n — 1)z =" 4 2a|Bolzt =V +2((1 — @)K — afy)z < 0.
Ainsi {t; pan(t) > kar(n)} C {t; ph,,(t) < 0}. En appliquant le Lemme 5, on obtient
E[(X; — X/)*"] < max(ka1 (n), E[(Xo — X{)?"]), n> 1.

Pour terminer la démonstration, on utilise le résultat suivant : soient £ et £ deux variables
indépendantes, £’ étant une copie de &, telles que E[¢] = E[¢'] = 0. Alors

E[£*"] < kis(E((€ — €)?),.. ., E((€ = €)*).
La démonstration de ce résultat se fait par récurrence. Ceci termine la preuve du Lemme 6,
puisque E[X;] =E[Y;] =0. m
Preuve du Théoréme 1. On suppose Xg, Yy de lois symétriques. On note
U = max{T > 0; le systéme (E) admet une unique solution sur [0, 77,

sup E[X}Y] < coet sup E[Y;?Y] < oo}
0<t<T 0<t<T

(convention : max () = 0).
(a) On montre d’abord que U > 0. On choisit

K = ma{2aC(1 + max(k1 (q) K20, ky(q)T209));
k(14 kig(mi; 2 <@ <2q) + kao(ni; 2 <i<2q))}

Grace au Lemme 4, il existe T = kia(m;; 1 < i < 8¢?) et un unique b € AX tel
que I'b = b; alors (X7, b Yb) est 'unique solution forte du systéme (E’) sur [0 T]. On
suppose qu'il existe (X?, Y?) solution de (E) sur [0, T] telle que SUPg<i<T E[Y?7] < oo et

SUPg<i<T E[X?Y] < co. On note
a(te) = Bl(1— )z — X)), es(t,x) = Blag(z — T2)],
ea(t,x) = Elaf(x - V)], calt,x) = E[(1 - a)g(x — XP)].
Ainsi [|e1(t, 2)||7 < k(1 + X)), Comme ¢ = I'c, d’apres le Lemme 6, on a
er (@t @)l < k3(1+kig(mi; 2 <i < 2g)) < K.

De la méme maniere, on obtient ||ca(t,z)||r < K, dott ¢ € AE et alors, par unicité,
X=X, Y=Yetb=c
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(b) On remarque tout d’abord que )A(gg@ = kao(my;; 2 < i < 2q). De la méme fagon,
on remarque que ?020‘1’9 = koz(m;; 2 < i < 2¢g). On pose m; = kig(m;;2 < j < i) et
n; = koo(nj; 2 < j <1). Soit K’ la constante définie par (a) en remplagant les m; et n;
par les m) et n}. A ce K correspond un T’ = kya(m!; 2 < i < 8¢?) > 0. On raisonne
alors par 'absurde : on suppose que U < oo et on choisit € > 0 tel que ¢ < T'/2. Or
on sait que, pour € > 0, il existe T tel que U —e < T < U et qu’il existe une solution
(X,Y) sur [0, 7] vérifiant supy.,«p E[Y;??] < 0o et supge ;< E[X?Y] < co. On considere
alors le systéme (E') sur [T, 00[ en prenant comme données initiales X7 et Y7 qui sont
symétriques (on a déja démontré dans le Lemme 6 que X; a méme loi que —X; et idem
pour Y). Or, d’apres le Lemme 6,

sup E[X7] < kig(m,; 2 <i<2q) < My,  Sup E[Y;?] < koo(ni; 2 <i < 2¢) < N,
0<t<T 0<t<T
On peut donc définir une solution sur [T, T+ T’]. Comme T+7" > U il y a contradiction,
ce qui entraine que U = co. m

En utilisant la démonstration de ce théoreme, on peut énoncer directement le résultat
suivant :

PROPOSITION 2. Soit (X,Y) une solution du systéme (E). On suppose que E(XZ") < oo
et E(Y@") < oo. Alors
sup E[X?"] <oco et sup E[Y;?"]<oo pour tout n € N*.
0<t<T 0<t<T
REMARQUE 1. Pour a = 1/2, grace a I'unicité de la solution du systeme, le systeme (E)
n’est plus un systéme a proprement parler mais une juxtaposition de deux équations
identiques : on rejoint alors 'étude développée dans [B-R-T-V].

1.3. Existence d’une distribution stationnaire. Dans tout ce paragraphe, on notera
u(t, ) la densité de X; et v(t, z) celle de Y;. On rappelle que (X, Y;) est 'unique solution
forte du systeme (E) et on peut alors directement en déduire que (u(t,x),v(t,x)) est
solution du systeme suivant :

= Sy —a (@ vl + (1—a) o [(5 ),

5 =550~ (1= @) 5 [(6x w] +a 5 [(8 xv)ul.

Si u(x) dz et v(x) dz sont des distributions stationnaires, elles vérifient alors

1 6%u 0 9

5503~ @ gy (0% 0)ul (1= a) 5[(Bxuu] =0,
(1)

1 0%v

9 d
3 902~ (1- @) gl xwpl+ag [(Bxop] =0.

En intégrant ces équations, on obtient

€T x

(12) u(@) = s exp {aforvly)dy — (1 —a) | B uly) dy}.
0 0

Au,v)
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olt A(u,v) est telle que {5 u(x)dr =1, et

x x

1
(13) v(z) = o) exp{(l - a)é(b*u(y) dy — a§ﬁ* v(y) dy},

ou u(u,v) est telle que SRv(x) dr = 1. Le résultat principal de ce paragraphe est le
théoreme suivant, qui donne 'existence d’une distribution stationnaire; on énoncera par
la suite un résultat d’unicité.

THEOREME 2. Soit 3 convexe sur R. Alors :

(i) Il existe un couple de densités (u,v) tel que u et v sont des fonctions paires, de
plus, (u,v) satisfait aux équations (11)—(13).

(ii) Siu et v sont les densités de X et Yy, alors la solution (Xy,Y:) du systéme (E)
a pour densité jointe u(x)v(y) quel que soit t > 0.

Pour prouver ce résultat, on a besoin du théoréme du point fixe de Schauder (voir,
par exemple, Corollaire 11.2, p. 280 dans [G-T]). On note F I’adhérence d'un ensemble F.

PROPOSITION 3. On suppose que & est un espace de Banach, C un sous-ensemble convexe
fermé, A une application de C dans C telle que

(i) A est continue,
(ii) A(C) est compact.

Alors A admet un point fixe dans C.

On détermine tout d’abord les ensembles concernés et, pour cela, on introduit quelques
notations.

NOTATIONS. 1) & est ’ensemble des fonctions continues f : R — R telles que
sup(1 + |z|P)|f(z)] < oo oup > 4q.

On munit & de la norme |- |o O |floo = sup,er(1 + |2|P)| f(2)].
2) On définit Cj; le sous-ensemble fermé convexe de & suivant :

CM = {f € 507 f > Oa paire) S f(l‘) dr = 17 Sup(1 + |$|p)f($) < M}
R zeR
3) Pour tout u € Cps, on définit v, (u) = S]R |z|*u(z) dz et pour (u,v) € Car X Cayr, les
opérateurs suivants :

T

Aw0)(w) = 5 exp {a§ o+ o) dy = (1= o) [ uty) i}
’ 0 0

Blu,v)(x) = M(j Se{(-0Joruwdy—a]s o) ).
’ 0 0

Pour pouvoir appliquer la Proposition 3, il est nécessaire de démontrer quelques
lemmes préliminaires.
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LEMME 7. Soit u € Cypy.
(i) Si
|z|*

=1
Gy + Ogrl?g;(—zé 14 |z|P

)

alors
Ye(u) < MC:;, 0<k<p-2.

(ii) B *u est une fonction impaire et

(14) {B8) dy < {(8xu)(y) dy < CaMz?(1+ %), va >0
0 0

Cy est une constante dépendant de 8 et M et satisfaisant M > max(1, 012‘1).
Preuve (cf. [B-R-T-V]). On montre tout d’abord la premiere partie du lemme : il est
facile de voir que

jzl*

L+ [zl

Yi(u) = S

R

(1+ [2P)u(z) de < MC), 0<k<p-2.
Il est également évident que (3 * u est une fonction impaire. De plus, pour z > 0, on a

Bru(r) = p(z) + | (B(z —y) — B(x))uly) dy

= f(x) + \ (B(z —y) + Bz +y) — 26(x))u(y) dy.

St § B

[ étant une fonction impaire, on obtient

o0

Bxu(z) =)+ | Bz +y) - Bly - 2) — 28(x))uly) dy.

0
En utilisant la convexité de 8 sur R et le fait que toute fonction impaire f convexe sur
R, vérifie
1
< —
on a #xu(z) > B(x) pour tout x > 0. On en déduit donc la minoration dans I’équation
(14). Pour la majoration, on décompose 3 * u de la fagon suivante :

(flz—y) + fle+y), Vr>0,VyeR,

oo

Brux) = | (Bz+y) — Bw)uly) dy + | (By) — By — z))u(y) dy.
0

0

En utilisant 'inégalité (2), on obtient

oo

|8 * u(x)] < ex(1+ xr)(l + S Yy u(y) dy)7 x> 0.
0

Comme r + 1 < 2q et 2¢g < p — 2, on a, par l'inégalité de Holder,
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() = {1y"uly) dy < (y2q(w))"/?1 < (MCy)/2
R

< (Mcl)(2q*1)/2q < ML-1/44? < M.
Par intégration, on obtient la majoration de (14). m
Gréce a ce lemme, on peut montrer le résultat suivant :
LEMME 8. I existe M tel que
A(Crr,Crr) CCrr et B(Car,Car) CChyg.

Preuve. 1l suffit de vérifier ce lemme pour A, l'autre inclusion se montre de maniére
identique a quelques constantes pres.

On pose R(z) = (1+ |z[?)A(u, v)(x), u et v appartenant & Cp;. Evidemment A(u,v)
> 0. Par ailleurs, puisque ¢ est bornée par M, (voir les préliminaires),

1
AMu,v)

x

exp{—(l —a) Sﬁ xu(y) dy + aM¢a:}.
0

A(u,v)(z) <

En utilisant le lemme précédent, on a

1
Au,v

x

exp{aM¢,$ —(1-a) Sﬁ(y) dy}.

0

A(u,v)(x) <

~

On en déduit, grace a (1),

0< R(z) <

YR [(1 + |z|P) exp {aM¢x —(1-a) §ﬁ(y) dyH < /\(531})7
7 - 0 )

ou (3 est une constante ne dépendant que de ¢, 8 et a. On cherche maintenant & minorer
AMu,v) :

Au,v) = S exp{—(l —a) Sﬁ* u(y) dy + aS(b*v(y) dy} dx
0 0 0
> 2 X expy —(1 —a) Sﬁ* u(y) dy — ava}dx.
0 0

En appliquant (14), on obtient

Mu,v) > 2\ exp{—(1 — a)CoMz*(1 + 2°?) — aMya} dx > ——,
(L(SJp{( JC2Ma?(1+2%) = aMyr}do > ——
ou Cy = SSO exp(—(1 — a)Cay*(1 + y?7) — aMyy) dy ; C4 ne dépend donc que de a, g, 8
et ¢. Cette derniere inégalité est obtenue par le changement de variable y = v/ M en
supposant que M > 1. Finalement, on obtient
C

sup R(z) < =2 VM.

zeR C4
On peut alors choisir M tel que

sup(1 + |z|P)A(u,v)(x) < M et sup(l+ |z|")B(u,v)(z) < M. m
zeR zeR
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LEMME 9. A et B sont des opérateurs continus.

Preuve. On étudie la quantité suivante :

x

—exp{ Sqﬁ*vl l—a)Sﬁ*ul(y)dy}
0 0
—exp{a @ * va(y 1—a)§,8*u2(y)dy}
0
—exp(-(1 —a)iﬁ*ul(y) dy) [exp (a§¢*v1<y> dy) ~ exp (a§¢*v2(y> ay)]
0 0 0
+ exp <a§¢*vz(y) dy)
0
X {exp(—(l - a)iﬁ*ul(y) dy) - exp(—(l - a)iﬁ*uz(y) dy)}
0 0
= 01(x) + O2(x).
On a
|61(z)] < exp(—(l — a)Sﬁ(y) dy) ‘ exp (as¢ *v1(y) dy) — exp (aS @ * va(y) dy) ‘
0 0 0

Or Xg ¢ xv1(y) dy < Myz. Ainsi

6+ v1(y)dy — | 6 xva(y) dy‘

0

61(2)] < aexp{ (1 - a) | B(y) dy + aMya }|

Saexp{—(l—a) Bly dy—|—aM¢x}‘

Ot 8 O e 8
Ol 8 O e 8

Sqﬁ —t)(v1 — va)( dtdy‘
R

Comme
dt

‘ S S Py —t)(v1 — va2)(t) dtdy‘ < Myz|vr — 'U2|oo§&w,

OR
et, de plus, comme sup, g |z exp{—(1 —a) Sg B(y) dy+aMyz}| < oo car B(x) > frz+ Fo
pour x > 0 avec 31 > 0, on a |01 (x)| < Cglvr — v2]eo. On majore maintenant

62(@)| < expladya)|exp(—(1 - 0] 8 i) dy) —exp(—(1 - 0|5+ ualo) dy)|

< exp{—(1- ) [ A) dy + aMya flexp(—(1 - @)1 (2)) — exp(~(1 = a) ()],
0

ou ¢;(x So Bl ) dy avec B;(y So (y+1t)— Bt —y) —206(y))u,(t) dt.
Comme lem?—e7t < |a— b| pour a,b > 0 et comme (3 vérifie 3(x) < B(x—y)+L(z+y),
on obtient
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62(2)] < (1 = a)exp{~(1 ~ a) f00)dy + aMyz) o
ol 0 O
H(y) = | §(60-+6) 6t — ) — 26 s (9) — ua(0) a
Ainsi O
H(y) < ogay(l )L+ ) (8) = wa(0) dt.

De plus, comme p > 4q, H(y) < Cy(1 4+ y")|us — ug\ié2. En intégrant, on obtient
x

62(2)] < C2*(1+ ") ur — ol 2 exp {aMyw — (1 - a) | By) dy}.
0
On en déduit
102(2)|oo < Crluy — ug| 2.

Il ne reste plus qu’a estimer A(uq, v1)(x) — A(uz, v2) (). En décomposant cette différence,
on obtient

Alug,v)(z) — A(ug,ve)(x) = m 0(x) + (Mug,v1) — Mua, v2))W(x),
1 xT xr
(15) W) = S O )6 @) dy = (0= @) | 55 waly) du .
» U1 2, V2 5 5

Or, d’apres la démonstration du Lemme 8, |W ()| < M x c*© ol ¢'® est une constante et

W (z) > 0. De plus, comme A uy,v1) — A(ug,va) = Sgo 0(z) dx, on obtient

|A(ur,v1) — A(uz, v2)|oo < Cs(|ur — uzloo + [01 — v2]oo) + Co(Jur — ua| X2 + [v1 — va|L?).

On en déduit donc que A est un opérateur continu. Le méme raisonnement est valable
pour B. m

Prewve du Théoréme 2. (i) Pour pouvoir utiliser la Proposition 3 (avec & = &y x &
et C = Cpy x Cyp), grace aux lemmes précédents, il ne reste plus qu’a vérifier que
A(Cprr,Cpr) X B(Cpr,Car) est bien compact.

On observe tout d’abord que

A (1, 0)(z) = A(; 5 (a0 v(a) (1= a)u(a)
xexp{afoxo(y)dy — (1-a)|B+uly)dy}.
0 0

Ainsi
ﬁ? (101 = )8+ u(@)] + aMy) exp {aMya — (1 - a) §ﬂ<y> dy}

A (u, v) ()] <
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g (0(1 —a)z(l+z") (1 + Osoyru(y) dy) + aM¢)
0

<

x

X exp {an;x —(1—-a) Sﬁ(y) dy}
0

< Chro(1 + |z]?7 ) exp {ava —(1-a) S B(y) dy}.
0

Comme 5(y) > B1y+ Po, on obtient que | A’ (u, v)(z)| est uniformément borné par rapport
a u, v et x. Idem pour B. On peut donc appliquer le théoréeme d’Ascoli : soit (un,vy)
une suite de fonctions de Cps x Cps. Il existe alors une sous-suite qui converge vers (u,v).
Or par la derniére inégalité démontrée et par son homologue pour B, on en déduit que
(u,v) € €. Ainsi A(Cps,Cpr) x B(Car,Car) est compact.

(ii) D’apres (i), il existe u € Cpr et v € Cpr tels que u = A(u, v) et v = B(u, v). Alors,
de maniere évidente, u et v sont dans C'. Si on suppose que P(X, € dz) = u(z)dz et
P(Yy € dx) = v(x)dz, on a alors P(X; € dx) = u(z)dx et P(Y; € dx) =v(z)dz. m

On cherche maintenant a étudier a quelles conditions suffisantes on obtient un résultat
d’unicité du couple (u,v).

Pour cela, on suppose que 3 € C1(R), que 3 : R, — R, est une fonction convexe et
que lim, .o+ (8'(z) — 5(0))/z existe et est fini. Comme G(0) = 0,  — [(z)/x est une
fonction croissante et positive. On définit o = lim,_,g+ B(x)/z. On pose alors

(16) B(x) = Bo(z) + ax, ou [y est convexe, avec liIBlJr Pol(z) =0.
T— x
THEOREME 3. On suppose que 3 admette la décomposition (16). Il existe alors ag, >0

tel que, pour tout o > ag,, le systéme (11) admet au plus un couple de solutions.

Pour la démonstration de ce théoreme, on a besoin de quelques lemmes et de la
définition suivante :

D= {V : R — Ry, paire; S v(z)dr =1 et sup(l + |z*")v(z) < oo}.
R zeR

LEMME 10. On suppose que (16) est vérifié et que u € D. Alors

Bo u(x) = § (Bo(x +y) = Boly — 2))uly) dy > 0, Vo >0,
0
Oxu(x) = foxu(x) +ax > azx, Vz>D0.
La démonstration de ce lemme est évidente.
Soit (u,v) le couple solution de (11). Alors

x

1
u(z) = A(u,v) < N v) exp {ach —(1- a)éﬁ xu(y) dy}.
Ainsi . .
(17) u(z) < XORD) exp {aM¢x - axQ}.
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Par des arguments identiques,
1
p(u,v)

On définit alors I’espace D,, : I’ensemble des couples (u,v) de fonctions paires a valeurs
dans R satisfaisant

(18) v(z) < exp{(1-aﬂw¢x-gam2}.

(19) S u(zx) dx = S v(x)dx =1, et tels que u vérifie (17), v vérifie (18).
R R
On définit également la norme

Np(w) = | a(1+a?)u(@)|dz,  p >4
0

Montrons alors que A et B sont des contractions de D, dans D pour la norme N,,.

LEMME 11. Il existe une constante ¢ ne dépendant que de By, ¢ et a telle que si (u,v) € Dy
alors

A(u, ) < eva.
Preuve. On a
Au,v) = S exp{a&gﬁ*v(y)dy —(1- a)Sﬂ*u(y)dy} dx
R 0 0

> 9 S exp{_aM(pm_(1_a)850*u(y)dy—(1—a)ax;}dx.
0 0

Or, grace a (2),

1+?ﬂmﬂﬁ)
0

Bo*uly) < cy(l4+y")

/N

Par le calcul, on obtient

t" at?
T < R, —(1 = -
é t"u(t) dt (S) NORD exp{ (1-a) 5 + aM¢t} dt

1 T (at2)r/2 +2
S (at”) exp{(l —a) aT + aM¢t} dt.
0

IN

ar/2 3 N(u,v)

En posant x = \/a't, et puisque o > 1, on a

T - 1 T oz x?
§) t"u(t) dt < =YY §J N 0) exp{—(l —a) 5 + aM¢x} dz.
Il s’ensuit que
i Cu
r <
|ty at < YO
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On pose 2 = [\/A(u,v), 0. Alors

A(u,v)/2 > fszexp{—an;x ~—(1-a)a %2 — C1o(1 — a)z?(1 + ") (1 - ) } da.

Au, v)

En posant p = y/A(u,v) et © = py, on obtient p > h(u), ou

(yt)?

oo

h(t) =2 S exp{aM¢ty —(1-a)a

- Ciall = W1+ (") 1+ ) | d.
Il se trouve que h est décroissante, on calcule alors sa dérivée en supposant que ¢ € [0,1] :

—h'(t) < Ci3 + 2a(1 —a)t S e exp{y2 (014 + %) } dy.
0

En posant x = y1/Ch4 + at?/2, on a, par un changement de variable,

2a(1 —a)t
(014 + at2/2)3/2

S 22 dr < Cy3 + Crs00a(t),
0

—h'(t) < Ci3+

en définissant g, (t) = t/(C14 + at?/2). Comme /a 04 () < /& 00 (Cr44/2/) et comme
Va 06,(C144/2/a) est une constante qui ne dépend pas de «, on a

h(0) — h(t) < t(C1s + Crva).

Comme h(0) est une constante, il existe Cy7 tel que h(t) > Ci7(1 — t(1 + V). Si
t < inf(1,C17(C17(1 + /@) + 1)71) alors h(t) > t et donc, si « est assez grand, p =
VA(u,v) > C17(Crr(1 + y/a) + 1)~ 1. Ainsi 1/a\(u,v) est majoré par une constante. m

LEMME 12. Soit 0(x) la fonction paire définie par

() = exp{ ~(1— ) [ Bxua() dy +a {6+ vi(y) dy |
0 0

x

= exp{—(l - a)§ﬂ * up(y) dy + a§¢ * v2(y) dy},

ot (u1,v1) et (ug,v2) sont des éléments de D,. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle
que

0&3’52

900 < e+ ) oxp (Mg (1 a) 5 ) (s = 1) + Ny = )

Preuve. On a
2

8(z) = exp <—(1 —a) %)00(@.

On définit 6y comme 6 en remplagant 3 par [y. On obtient la décomposition 0y(z) =
01(x) + 62(z) avec les inégalités suivantes, pour z > 0 :

x x x

01(2)] < exp{~(1 = ) | Boy) dy} | expa§ & va(y) dy — expa [ &« va(y) dy|
0 0 0
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x

< aexp(aMy) (y) dy — § &+ va(y) ]
0

<
*
<

=

< aexp(aMya)| | § oy = £)(0r = v2)(t) dt dy|

< aexp(aMy) ) = 6(y)) (01— v2) (1) dt dy|

< aexp(aMyx)

Qe 8 Ol 8 Ol 8 O e B

=
<
I

~~

(Bly +1) = $(t =) (o1 — va) (1) de dy.

La derniere inégalité est obtenue grace a la parité de ¢. De plus, comme ¢ est lipschi-
tzienne, il existe C1g > 0 tel que

|01 (x)] < C152> exp(aMyx)Np(v1 — v2).

On observe maintenant 65 :

x

o wn(y) dy) — exp(~(1 = ) [ By * ua(y) dy)|

0

|02 (z) exp(—aMyz)| < ‘ exp(—(l —a)

Ot 8 O e B
oL’ﬁH [SX ]

< exp(—(1= ) § (Bo(t + ) = Bo(t — ) — 280(w))ua (1) dt dy)

—GXP( (1-a) Sﬁot-i-y ﬁo(t—y)—Qﬁo(y))ug(t)dtdy)‘
0
< (1= a)| | § (Bolt + ) = Bo(t — v) = 280 (9)) (wr — ua)(t) i dy
00

Comme By € C'(R), lim,_o, B)(z)/z existe et est finie et comme [y vérifie la condi-
tion (2),

102(x) exp(—aMyz)| < (1= a) {ey(1 +y7) dy | 11 +17) ur — ua|(2) dt
0 0

Or, comme (1 +¢")/(1 + tP) est borné, car p > 4q > 2r + 2, il s’ensuit que
|0o(z)| < Crra?(1 4 27) exp(aMyz) Ny (ug — uz).
On obtient donc le résultat recherché en combinant |0:] et |02|. m

LEMME 13. Il existe deux constantes ag, > 0 et 0 < kg, < 1 telles que, pour tout o > g,
on ait

Np(A(ur,v1) = Aluz, v2)) < kg, (Np(u1 — uz) + Np(v1 — v2))
pour tout (uy,v1) et (uz,vs) dans Dy et Np(w) = SR || (1 + |2|?)|w(z)| dz.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat, on notera toujours c la constante méme si elle peut
changer de valeur d’une ligne a la suivante. Tout d’abord on rappelle la décomposition



Systeme de processus auto-stabilisants 27

utilisée dans le Lemme 9 :

1
A, 01)() — Az, 02) () = ~——— 6() + (Aur, 01) — Auz, v2))W (),
)\(ula vl)
ou W est défini par (15). Alors, d’apres les lemmes précédents, on a
1
R Nyp(0) < cali(Np(ur — uz) + Np(v1 — v2)),

ou
00 2

L = S 3 exp (aM¢x —(1—a) %)(1 +aP)(1+2") dx.
0

En posant y = y/ax, on obtient

17 ) 2
I < 2 S (1 +yP)(1+y")exp (aM¢y —(1—a) 7) dy.
0
D’ou
c
)\(T,vl) Np(f) < a a(Np(ui — ug) + Np(v1 — v2)).

Par ailleurs,

oo oo .
[A(ur,v1) = Aug, v2)| = ’ S 0(x) dx’ < S 6@)] dw < —75 (Ny(ur = uz) + Np(vr = v2),

0 0

et comme N,(W(x)) < ca, ot W est défini ci-dessus, on obtient le résultat énoncé dans
le lemme. Les mémes calculs se font bien entendu pour B. =

Pour démontrer le Théoreme 3, il suffit de remarquer que le lemme précédent peut
étre interprété comme suit : pour « assez grand, (A, B) est une contraction de D, dans
D, ce qui entraine 'unicité du point fixe.

1.4. Convergence vers la distribution stationnaire. On a vu jusqu’a présent qu’il
existait une unique solution forte au systéme (E) (section 1.2) et qu’il existait une solution
au systeme (11), c’est-a-dire qu’il existe une distribution stationnaire (section 1.3). De
plus, si on suppose que (16) est vérifié, il y a unicité de la distribution stationnaire. On se
placera dans ce cas pour toute cette section afin de montrer que, sous certaines conditions,
la loi de (X¢,Y:), solution du systeéme (E), converge vers la distribution stationnaire.

On commence par énoncer quelques résultats qui seront primordiaux pour montrer
la convergence vers la distribution stationnaire. On ne rappelle pas leurs preuves qui se
trouvent dans [B-R-V].

1.4.1. Résultats préliminaires. On commence par rappeler un lemme de comparaison
concernant des E.D.S. Soit E%;’pc I’ensemble des fonctions b : Ry x R — R vérifiant : pour
tout NV > 0, T > 0, il existe une constante K1 y telle que

b(s,z) = b(s,y)| < Krnlz—yl,  V[z[<N,V]y| <N, Vs <T.
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Si b e L, on peut alors définir une unique solution X°, jusqu’au temps d’explosion ey,

de ’E.D.S. suivante :
t
X} =Xo+ B, —\b(s, X0)ds, t<e,
0

ol B est un F;-mouvement brownien unidimensionnel partant de ’origine, et X est une
variable aléatoire Fy-mesurable. Pour la suite, on suppose que b vérifie

(20) sgn(z)b(s,x) >0, Vs>0,Ve#D0.

D’apreés la Proposition 3.3 dans [B-R-T-V], on sait alors que I'E.D.S. ci-dessus admet une
unique solution forte définie sur R4 (i.e. e, = 00).

PROPOSITION 4. Soient b, ¢ deux fonctions impaires de E}?pc vérifiant (20) et

sgn(z)(b(s,x) —c(s,x)) >0, Vs>0, Ve (resp. <).
Alors, pour toute fonction f : R — R, paire, croissante sur Ry, on a
E[f(XD)] < E[f(XP), V>0 (resp. >),
sachant X§ = X§ = Xo.

L’étude du comportement asymptotique de processus de Markov dont le semi-groupe
vérifie une propriété d’ultracontractivité est un second résultat primordial pour démontrer
la convergence de la solution de I'E.D.S. vers la mesure stationnaire.

Soit b: R — R une fonction impaire vérifiant les deux conditions suivantes :

(21) V(z) >k>0, VreR,
(22) Jo>1, liminf —* b(z)

r—00 I

> 0.

A cette fonction b, on associe une densité de probabilité

exp(— S

(23) Vb(x)_s exp(— Sob dy dx

On note L? P'opérateur défini par

() = 3 (f(0) = b@)f' (@), =€ R, f ().
On peut alors voir que
(EF, 00 = (£, G (E°F, f)oy = — 5 | P @) d,
R

f et g étant deux fonctions de classe C*°, a support compact et
(f: ), = | F(@)9(2) () d.
R

De plus, L® est le générateur infinitésimal du semi-groupe markovien (7};t > 0) sur
LP?(vp,) symétrique par rapport & vp(x) dz. Voici quelques propriétés de ce semi-groupe :



Systeme de processus auto-stabilisants 29

LEMME 14. Soit b: R — R impaire vérifiant (21) et (22). Alors :

(1) (TP; t > 0) est un opérateur ultracontractif :

(24) IT? Fllse < R@)F 220

ot k(t) est une constante positive.

(ii) Pour tout t > 0, TP : L*(vp) — L?(1p) est un opérateur a trace.

(iil) Soit (=\,; n > 1) la suite décroissante de valeurs propres négatives de L® (i.e.
0> A1 > =Xy >...> =\, >...) et f, la fonction propre normalisée dans L*(vy)
associée a la valeur propre —\,. Alors A1 > k/2 (propriété de trou spectral), k étant
défini par (24), et

[ falloo < K(t)er*, V> 0.

Ce lemme a une application en probabilité puisqu’il permet d’estimer la différence
entre la loi de X! et la distribution stationnaire v(x)dx lorsque le temps ¢ tend vers
Iinfini.

COROLLAIRE 1. Soit b: R — R une fonction impaire localement lipschitzienne vérifiant :
il existe o > 1 tel que liminf, o b(x)/z2 >0, et
b(z) —bly) > k(z —y), Yr>y, ouk>0.

Soit Xo une variable aléatoire admettant une densité par rapport a vy. Il existe alors
A >0 et y(to) >0 tels que

(25) Bl (x2)) = [ (@)m(@) do| < A(to)e ™ lgll 2200y
R

pour tout t > to, g € L*(w).

1.4.2. Convergence vers la distribution stationnaire. Voici quelques préliminaires qui
sont, pour la plupart, des conséquences de (16) :

B(z) = fo(x) + ax, «a >0,

ott By € C*(R) est une fonction impaire, strictement croissante, convexe sur R , vérifiant
(2) et (3) et telle que lim, .o, By(z)/x existe et soit fini. On supposera de plus que
K< %a. Dans la section 1.3 on a vu qu'il existe ag, > 0 tel que, pour tout o > g,
il existe une unique distribution symétrique stationnaire (u(z) dx, v(x) dz) telle que

uw) = gy e {afor v dy - (1—0) {8 u(w) ay}.
’ 0 0
ot A\(u,v) est telle que SRu(az) dex =1, et
v(z) = o) &P {(1 - a)éaﬁ* u(y) dy — aéﬂ *v(y) dy},

ou p(u,v) est tel que SRv(:c) dx = 1. La démonstration de ce résultat repose sur le fait
que, pour tout a supérieur ou égal a un certain ag,, il existe 0 < kg, < 1 tel que

Np(A(ur,v1) — A(uz, v2)) < kgy (Np(u1 — u2) + Np(v1 — v2)).
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A est défini ici par
exp{afoxo(y)dy—(1-a) | B uy) dy},

0 0

T

Alu,v)(z) = N o)

et
Ny(w) = | |2|(1+ 2" [w(z)| dz, p> 4q.
R
L’inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout (uy,v1) et (ug, v2) appartenant & D, défini par
(19). Le résultat est également vérifié pour B défini comme suit :

Blu,)(a) = s exp {(1 =) [0 = ) dy — a | v(w) ).
’ 0 0

REMARQUE 2. On peut rendre kg, suffisamment petit en augmentant g, .
Voici le résultat principal de ce paragraphe :

PROPOSITION 5. On suppose que Xg et Yy sont deux variables aléatoires de lois symé-
triques, Bo(x) > kx? pour x > 1 et pour un certain o > 1, et ¢ est concave sur Ry. Alors
il existe | tel que, pour tout B(x) = Bo(x) + ax avec a > 1, la densité du couple (Xy,Y7),
solution de (E), converge vers u(x)v(y) quand t tend vers linfini.

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, voici quelques remarques
sur les fonctions qu’on sera amené a considérer. On pose

ri(t,z) =E[(1—a)B(z— X;) —ad(z—Y:)], ro(t,x) =Elaf(z—Y:)— (1 —a)p(x— X))

On note au passage que le systeme (E) est équivalent au systeéme suivant :

t
Xy = Xo+ By = \r1(s, X,) ds,

0
t

Y, =Y, + B —Srg(s,Ys) ds.
0

Comme X; et Y; sont de lois symétriques (voir la démonstration du Lemme 6), on obtient
1 ~
E[f(z — X¢)] = E[B(z + X¢)] = 3 E[B(z — X¢) + B(z + Xi)] = E[B.(X4)],
oll Bx(y) = %(ﬂ(aj —y)+ B(x+1y)). B étant convexe et impaire, on en déduit que Ex(y) >
B(x) pour tout x > 0. Ainsi
(26) E[B(z — X¢)] > B(x) = Bo(x) + ax > ax.
De plus, par (2),
E[B(z — Xi) — Bly — Xo)] < clo — yl(1+ [=]" + [y|").

E[B(z — X¢)] est donc borné pour z fixé. En ce qui concerne le deuxiéme terme de r1, on
raisonne de manieére identique et on trouve alors

Elp(z —Yy)] = Elga(Yy)], ott ¢u(y) = 5 (8(z — ) + d(z +v))-

N |
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Comme ¢ est une fonction lipschitzienne impaire,
Elo(z — ¥o)] = 3 Elo(z + ¥i) — é(~z + ¥,
Ainsi E[¢(z — Y})] est borné & x fixé :
(27) _ K <El¢(z - Y,)| < Kz,
et
Ellgp(z = Yy) — ¢(y = Vo)[] < K|z — yl.

En reliant les propriétés de ¢ et de 3, i.e. (26) et (27), on déduit les inégalités suivantes
concernant 71 (on peut obtenir sensiblement les mémes pour r3) :

(28) ri(t,x) > (1 —a)ax — Kax > vy, ou~y >0,
car on a supposé que K < %“a. Par ailleurs
1t @) = ri(y, t)] < clz —y[(1+[=]" + [y[").

On peut alors déterminer la limite supérieure et inférieure des coefficients r; puisque
ceux-ci sont bornés. On notera, pour i = 1, 2,

Fio (z) = sup ri(¢, x), ﬁo (z) = inf r;(t,x), x>0.
t t>to

>to
Alors 7 (z) = =7}, (—a) et r} (¥) = —r} (—x). On pose également

T(z) = i?f 7y, (z) = limsupr;(t,z), r'(z) =supri (z) = limtinf ri(t, ).
0 t to

Alors 7(x) = —7'(—x) et ri(x) = x). De plus, si > y,

—r'(—
(20) Fio (x) — (y) >~(x —y), idem pour ﬁ:o,
7(z) =7 (y) > y(x —y), idem pour r’.

On introduit enfin
exp(— §o" v (y) dy)
SReXp SI ol Hy) dy) dx

w est défini de la méme maniere en remplagant r par 7 ; et U est défini en remplacant

u(z) =

par ro.

LEMME 15. Soit f : R — Ry une fonction croissante paire a croissance polynémiale sur
R,. Alors il existe A > 0, C; > 0 et Co > 0 tels que

~Cre 4+ f)vm () dy < ELF(X)) < | F) () dy + Coe™
R R
pour t > 2tg. On définit v. par la formule (23). La méme relation est vraie pour Yy, il

suffit d’échanger ry et rs.

Preuve. La preuve de ce résultat est similaire a celle de Benachour-Roynette—Vallois
[B-R-V, Lemme 3.2, p. 214].
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On associe 4 X deux diffusions X et X telles que

t t
Xy =Xiy+Bi — By, — \rh(Xo)ds, Xy =Xy + B — By, — | 7L (X ds, >t
to to

Comme les fonctions 7' et 7! sont paires localement lipschitziennes, on peut appliquer le
principe de comparaison (Proposition 4); on obtient ainsi

E[f(X0)] < E[f(X,)] <E[f(X,)] pour t > to,
pour f une fonction paire et croissante. Comme, d’apres ’hypothese de la Proposition 5,
B(x) > kx? pour z > 1, et grace a (25), on peut appliquer le Corollaire 1 qui utilise

I'ultracontractivité du semi-groupe associé a la diffusion X?; on en conclut qu’il existe
des constantes ¢, ¢’ et A telles que, pour t > 2tq,

chye ) 1 | f(y)uny () dy < B[F(X0)] < | Fy)vg, (v) dy + ke 0710,
R R
ol E} = SR f2 (y)yEO (y) dy. 11 ne reste plus qu’a montrer que E} est fini. Pour cela, on
prend c; et ¢ deux fonctions vérifiant : ¢; est paire Lipschitz, liminf, o ¢;(x)/x? > 0
pour un certain ¢ > 1, ¢;(z) — ¢;(y) > k(x —y) avec k > 0 et © > y, et de plus
sgn(z)(c1(z) — cz2(x)) > 0 pour tout x € R*. On se donne Uy (1) et Uz(t) deux diffusions
associées aux termes de drift ¢; et ¢y ; alors

E[f(Ui(1)] < E[f(U2(1))].

En prenant la limite quand ¢ tend vers I'infini, on obtient

V F@)ves ) dy < | F@)ves () dy.

R R
Gréce & (29), on déduit pour f & croissance polynomiale,

—1
ke =\ PWvn () dy <kp = § Pvp () dy < § P (y) dy < o
R R R
(v est défini dans ’équation (28) et v - (z) = yx). m
1

2 2

Preuve de la Proposition 5. On vérifie d’abord que r' = 7! et que 72 = 72, en d’autres

termes que r1(t,x) et ro(t, ) convergent quand ¢t — co. On utilise le résultat du lemme
précédent avec f = .. Comme E[S(z — X;)] = E[8,(X})], en prenant la limite supérieure
et inférieure, on obtient

liminf | B, (y)vs (y) dy < liminf E[3(z — X,)] < limsup E[B(x — X))
0 0 t
R
<limsup | 5. (y)vy (v) dy.
° R
Comme 7' (2) = inf;, 7} () > 0, on a limg, .o SR Be (y)u;%o (y)dy = B+ u(x), ainsi
Bxu(z) < limtinfE[ﬂ(x — Xy)] <limsupE[f(z — X})] < 8 *u(x).
¢

On remarque que la méme égalité est vraie pour Y; en remplacant u par v.
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¢ étant concave sur R, —¢, est une fonction croissante et donc par un raisonnement
identique a celui que 'on vient d’effectuer,

—¢xv < liminf E[-¢(z — V)] < limsup E[-¢(z — ¥})] < —¢ x .
t

En combinant les deux résultats, on trouve
(30) 7 (z)<(1—a)B*ulx)—ap*v(z), r'(z)>0-a)dxu(zr)—apxv(x).

En utilisant le Lemme 12 et le principe de comparaison décrit dans la preuve précédente,
on sait qu’il existe kg € ]0,1/2[ tel que

Np(@ —u) < Np(Aw, v) — AW, 0)) < ko(Np(T — u) + Np(v —v)).
Par ailleurs, par un calcul similaire, il existe k1 € ]0,1/2] tel que
Np(v —v) < Np(B(u,v) — B(w,v)) < k1(Np(u — w) + Np(v — ).

On en déduit alors que r’ = 7' = r} et que u = = u*, v = U = v*, en faisant la somme
des deux inégalités précédentes. Puis par la formule (30), on trouve
ri(x)=(1—a)B*xu*(z) —apxv*(z), ri(x)=af*xv"(x)—(1—a)p*u*(x).
Et donc (u*,v*) est 'unique solution du systeéme (11) notée (u,v). Ceci implique, par
convergence dominée, que
lim E[f(X0)] = | f@)u(2)dz, et lim E[f(Y))] = | f(2)v(x) da,
R R

ou f : R — R est paire, croissante sur Ry et a croissance exponentielle. Enfin, comme X,
et Y; sont indépendants, la loi de (X, Y:) converge vers (u(z) dz, v(x) dz). En particulier,

lim P(1X3] > a) = § 2y 20 u(y) dy.
R
Comme la distribution de X; est symétrique, on a

P(|X;| > a) = 2P(X, > a) = 2(1 — P(X, < a)).

On en déduit que, pour tout a € R, limy ., P(X; < a) = S‘ioo u(y) dy.
X; converge donc bien en loi vers u(z)dx. Le méme raisonnement est valable pour
Y. u

1.5. Différence entre les lois u¢(z)dx et vi(z)dx. En considérant le systeme (E),
on remarque que, quand a = 1/2; les deux équations apparaissant dans le systéme sont
identiques. Ainsi, X; et Y; ont la méme loi pour tout ¢ > 0 (si Xy et ¥y ont la méme
loi). Par contre, lorsque a # 1/2, les lois de X; et de Y; sont vraiment différentes pour
t > 0. Dans un premier temps, on montrera que les densités des lois stationnaires (u et
v) sont différentes en étudiant I’équivalent de In(u/v) au voisinage de l'infini. Dans un
second temps, on cherchera a quelle vitesse les lois de X; et Y; se séparent au voisinage
de l'origine, lorsque X et Yy ont la méme loi.

On rappelle que u(z) dx et v(x)dz désignent les lois stationnaires du systeme (E),
et donc que (u(z),v(x)) vérifie 'équation (11), ou 3 et ¢ vérifient les hypotheses de la
section préliminaire et (16) avec Bg(z) > ka? pour x > 1,ou k >0 et o > 1.
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PROPOSITION 6. Au voisinage de oo et —oco, on a

N u(x)
" @)

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du résultat suivant :

||

~(2a=1) | Bly) dy.

0

LEMME 16. Soit 8 une fonction croissante paire, a croissance polynémiale. Au voisinage
de 00, on a alors
(31) | Bz — y)uly) dy ~ B(x).

R
Idem pour v(x).
Preuve. Pour montrer (31), on décompose le produit de convolution en trois intégrales.

(a) La premiere est
R
L(R)= | Bz —yuly)dy, ot R>0.
-R

Comme [ est une fonction croissante, on a, pour z > R,

R R
Bz —R) | uly)dy < L(R) < Be+ R) | uly)dy.
R —R

Puisque u est une densité de probabilité a décroissance exponentielle au voisinage de
Iinfini, quel que soit € > 0, on peut choisir Ry assez grand tel que, pour tout R > Ry,
SORO B(y)u(y) dy < e. On en déduit alors que

R
S u(y)dy >1—2¢ pour R > Ry.
-R
Par ailleurs, on sait que
+
lim Pz R) _ 1.
Ainsi on peut choisir o assez grand tel que, pour tout = > x(, on ait
Li(R)
1-e)(1-2¢) < < (1+e)(1—2e).
(1-e) o )(1-22)

(b) La seconde intégrale est

Or, pour R > Ry, on a

LR < |18 — y)lu(y) dy < | max(8(x), B(y))u(y) dy
R R
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(¢) La troisieme intégrale est

R
L(R) = | Bz - y)uly)dy.
Or, pour R > Ry, on a
R 0o
LR < | 1B —yluy)dy < | 8@l +y)dy.
— 00 R+x

Comme u est décroissante au voisinage de l'infini, pour x assez grand, on a
(oo}

(R < | 18@)lu(y) dy <e.
R+x

En combinant les trois intégrales ont obtient (31) au voisinage de oo et, par parité
de 4, (31) au voisinage de —co. m

Preuve de la Proposition 6. La preuve est évidente. On utilise le lemme précédent pour
obtenir des équivalents dans les formules (12) et (13). On utilise alors le fait que Gy (z) >
kx? pour x > 1, avec o > 0, et que ¢ est une fonction bornée. m

. . N , . . . g voisi
On s’intéresse maintenant a la séparation des lois de X; et Y; pour ¢ au voisinage de
lorigine. Pour cela, on introduit la distance de Wasserstein :

W(p,v) = inf |\ |z - y| dr(z,y),

ol l'infimum est pris sur toutes les probabilités m sur R x R ayant pour marginales u et
v (de premier moment fini).

PROPOSITION 7. Soit w(x)dx la loi de Xo et celle de Yy, avec w une fonction paire

positive telle que S]R x2(’“+1)2w(a?) dx < oo (r étant défini dans la section préliminaire), et

soient u(x) dx la loi de Xy, ve(z) dx la loi de Yi. Alors

W dz, vy (z) d
D 0D ) 5 (01 {16 + )« wlw () da.

R

lim inf
t—0

Preuve. On définit tout d’abord la semi-norme suivante :

I fllip = inf{n > 05 Y(z,y) € R?, |f(x) - f(y)| < nlz —yl}.
D’apres le théoreme de Rubinstein—Kantorovitch (voir, par exemple, [Du, p. 20]), on sait
que W(u,v) = sup[ggdu — Sgdz/], ou le suprémum est pris sur toutes les fonctions g
telles que ||g||rip < 1. Ainsi
(32) W (ue(z) do,vi(z)dz) = sup  E[g(Xy) = g(V)],
g:llgllLip<1
2
ou (X, Y;) est la solution du systeéme (E) (cette solution existe puisque ]E[Xg(”l) ] =
. 2
E[Y02(7+1) ] < 00 : voir Théoreme 1). Or, d’apres (4) et la formule d’It6, pour g & dérivées
premiere et seconde continues et bornées, on a
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Elg(X,)] = E[g(Xo)] + a | Elg' (X) (6 * vs) (X,)] ds

0
(1= ) [ Bl (X)(5 ) (X)) ds + 3 [ Elg" (X)) ds.
0 0
De méme,
Elg(Y,)] = Elg(Yo)] + a | Elg' (V) (6 % us)(Y:)] ds
0
(1= ) [ Bl (V) (5 0,) (V)] ds + 5 V" (v2)] ds.
0 0

On en déduit donc, par continuité en t,

d

S El9(Xe) = 9(Y)](0) = (2a 1) } 9/ (@) (6 + B) » w)(@)w(x) da.
R

On applique alors cette formule & une suite (g, ; n > 1) de fonctions régulieres paires
a dérivées premiere et seconde bornées, croissantes sur R, telles que g/, (x) = 1 pour
x> 1/net || gnllLip < 1. Comme a > 1/2 et grace a la parité de g,,, ¢ et 5, on obtient

LElon(X) —gu ()0 > 20— 1) | |6+ 8) = wl()u(x) d.
|2 >1/n

En utilisant (32), on obtient

W(wlo)dr, i@ dr) 5 (90 1) | (6 + B) 5 wl(@u(z) de.

|z|>1/n

lim inf
t—0 t

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient le résultat énoncé. m

2. Etude du systéme (F) et propagation du chaos

Dans cette partie, nous étudions le systeme (F) a N,, + M,, particules, chacune vérifiant
une équation différentielle stochastique dans laquelle intervient la position des autres
particules du systeme. L’ensemble des particules peut étre divisé en deux sous-ensembles :
les particules de méme nature ont tendance a s’attirer et les particules de nature différente
a se repousser. Dans un premier temps nous allons démontrer 'existence et 'unicité
d’une solution au systeme (F), puis nous montrerons qu’il y a propagation du chaos :
c’est-a-dire que si nous considérons un nombre fini de particules du systéme (F) et que
le nombre de particules du systeme tend vers 'infini, les particules considérées seront
asymptotiquement indépendantes et vérifieront une E.D.S. non linéaire. Enfin dans un
dernier temps, nous étudierons une inégalité de concentration de la loi des particules
autour de leur moyenne.
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2.1. Existence et unicité des solutions pour (F). Soient (N,,),en et (Mp),en deux
suites croissantes tendant vers 'infini. On suppose que

N,
hmm 1—a, 1/2§a<1
On définit le systeme de N,, + M,, équations suivant :
1
XZ7N7L =X+ B — N SZ@(X;,Nn _ Xg’N")dS
n n O 1
1 L
a2 BN — Y ds, 1< N,
" "o k=1
() R
Y = Y + B - > seri — gty ds
N + M, 0j=1
1
Far ) o0 - XN ds, 1< i< M,
" ™0 k=1

ol B et B sont deux mouvements browniens indépendants de dimensions respectives IV,
et M,,. Les hypotheses sur ¢ et § sont celles exprimées dans la section préliminaire de
la premiere partie. On suppose de plus que (51 > 1TT“K . Dans toutes les démonstrations
qui suivent, N,, n’apparaitra pas en exposant a coté de X ni M, a coté de'Y dans le but
d’alléger les notations.

PROPOSITION 8. Le systéme (33) admet une unique solution forte.

Preuve. Soit 3, la fonction définie par

B(p) siz>p,
Bp(z) = q B(—p) siz < —p,
B(xr) si—p<x<p.
On considere un nouveau systeme en remplacant 3 par 3,. Le terme de dérive est alors
borné et lipschitzien, ainsi le systéme a une unique solution forte. Soit

T, =inf{t > 0; 3n € N*, | X{*| > p ou |Y;"| > p}.

On veut montrer alors que sup 7, = oo. En utilisant la formule d’It6, on obtient que

N, N, M, ] t N, t M,
> (x; +Z (V) =Y ()2 + Y (v +2) > xidB, +2|> v/ dB,
=1 =1 Jj=1 0 =1 0g=1
9 N, t N, M,
s Xi( Xt~ X9 (Xi— Y7 )
v ) K- oA )+ > ol )) ds
=10 Jj=1 j=1
9 M, t M, N,
+ vi(- - X)) ds
No + M, ¢:1§ j:lﬁ ; :
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No M, tNno tM,
= > (X2 + > ()2 +2\> " xidB, +2| vidB,
i=1 j=1 0i=1 0j=1
9 t
X! - XNB(XE - X7
ey alD DI B C e Ol )d
1<i<j<N, 0
t
2 .
V=i =y} - vi)d
Ny, + ,
1<i<j<M, 0
t
2 . . ) .
t_ VI r_ VI
ty o 2 V&I YDe(Xi-Yi)ds
1<i<N,,1<j<M, 0

+ (N, + My)t.

En prenant 'espérance et en utilisant la bornitude de ¢, puis I'inégalité sgn(z)3(z) > 0

impliquant
Y. (@ —a)BE' —a7) >0,
1<i<j<N,
on obtient
Ny, ' My, Ny, ) M,
E[Z(X’TP)QJI{TPSt}] —|—E{Z )1yr, <t}} < E[Z(X%Pp/\t) ] "‘E[Z(YJJ“ At) }
i=1 j=1 i=1 j=1
No o M,
<E[> (x)?| +E[ > (7]
i=1 j=1
oM TpNt N, M,
+ﬁ S (Z Xz|+Z\YZ)ds+(N + M,)E[T, At]
n i=1 =1
N, M,
< IE[Z(X@) ] + ]E{ (YOJ)Q} + (2Mgp + N, + M,)t.
i=1 =1
Or, comme
N.o M,
E{Z(XZT )17, <t}} +E{ (Yi)gﬂ{Tpgt}} > p*P(T, < 1),
i=1 =1
on obtient
1 N L 2 Mgt
P(T, <t) < F{E[Z(XO) } —HE[ (¥7) } +Nn+Mn}+ a
i=1 j=1

On en déduit donc que limp,_,oo P(T, <t) =0. =

2.2. Propagation du chaos pour un systéme infini de particules

2.2.1. Convergence en loi. Le principal résultat concernant ce systéeme d’équations est
la propagation du chaos, c’est-a-dire que, pour tout (k,r) € N2 (th’N",...,th’N",
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v v M) converge en loi, quand n tend vers linfini, vers ®f:1 p@_,voup
est la loi de Xy et v laloi de Y, (X3, Y:) étant la solution du systeme (E). Ce résultat est
la conséquence du théoreme suivant (voir [S]) :

THEOREME 4. On suppose que Xo et Yy ont des lois symétriques et que IE[X2(T+1) ] <

et E[Y2(7+1) ] < 0o. Alors, pour tout T < oo,

lim E[ sup |XZ’N" ~X/?’l=0 et lim E[ sup |Yti’M" -Yi?] =0,
n—00 40,77 N0 ¢el0,T]

e.¢]

ot (X}, Y}) est la solution du systeme (4) dirigé par les mouwvements browniens B! et B.
La démonstration de ce théoreme nécessite plusieurs résultats préliminaires.

PROPOSITION 9. On suppose que E[Xgp] < oo avec p € N. Il existe alors une constante
¢, dépendant de p et T, telle que
Ny,

P
sup E[(Z (X} N2 ) } <elp,T).
0<t<T P
Le méme résultat est valable pourY .
Preuve. Par la formule d’Ito,
N’ll Nn
DX =N (X 4 M,
i=1 i=1
t , N N, . M .
n . noo_ Xz 7X‘7 n ¢(XZ Yk-)
) 1 Xt 2p+1 6( s s s d
tHpt )S<Z( ST\ TN +Z No+ M, )"
0 =1 j=1 =1
t Np
+(p+ 1)+ 1) > (xH* ds,
0i=1

ou M; est une martingale locale continue. Or
> @PPHEt —al) = 3T (@) - @) HpE - o) 2 0
1<i,j<N, 1<i<j<N,
Par ailleurs, grace a 'inégalité de Holder et a la bornitude de ¢, il existe une constante
M > 0 telle que

2

n Ny

EH > (XD)TIo(X] Y’“)H < ME{Z(XZ)QP+2}

=1

(2p+1)/(2p+2)

Il
—

On pose ¥, (t) = E[ZQI(XZ)%]. Alors, d’apres les derniéres inégalités, on obtient que 1)
vérifie
t
Yp(t) < Gpar (0) + MSE P2 (0) 1 (p 1 1)(2p + 1) [y (5) ds.
0
Comme (t) = N,,, on obtient facilement, par récurrence,

Nn
L \P
sup E[( E (XZ)Z) ] <c(p,T), lorsque E[|X(|?"] < cc. =
0<t<T =
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PROPOSITION 10. Soit (X},Y}) la solution du systéeme (33). Alors, pour T < oo,

lim sup E[(X]"" — X/)?] = 0.
n—oo tE[O,T]

Preuve. D’apres la formule d’Ito,
M,

(34) E[(X] - X})?] = 2E| (N ST qu (XI—YF) — abs(s, X! ))(X; — X'y ds
0

1

—QE(SJ(N MZﬂXZ XJ)—abl(sX))(X;—)?;‘)ds

On définit
bi(t,r) = E[B(z — X})], bs(t,x) = E[p(z — Y})],
bo(t, ) = E[B(z — Y})], by(t,x) = E[p(z — X})].
(a) On calcule d’abord le deuxiéme terme de 1'égalité ci-dessus, lequel est égal a

2 [ i j i iy
Wi =571 E) D (B = X2) = bifo X)) (X = X3 d,

(= 2§ (=3 — (1~ ) bi(s, X)X~ X ds.

t N,
2 o S
W= -5 177, ) > (30Xt~ x4) - BT, - X - K s
92 t N,
“ N oL B X! —X1) = bi(s, X)X - XI)d
Ny + M, é;(ﬂ( s = X3) = bals, XQ))(X; — Xo) ds
= (1) 2)
S ren T DICHEL RS ey e DOEHRLS
0j= 0=

La définition de Qz(’lj)(t) et celle de gl(? (t) sont implicites dans le calcul précédent. Or, on

a la propriété suivante :
1 3
Soodlw= Y oo,
1<%,j<Nn 1<i<j<Nn

oll gg J)( )= QEIJ)( )+ Qg 2( t). Comme 3 est impaire,

017 (5) = (B(X; = X3) = B(X, = XKL - X} = (X] = X)),
Siz—y > 2’ —y' (respectivement z—y < z’'—y’), alors z—2’ > y—y/ (vesp. x—z’ < y—y/')
et donc [(x —y) — (' — ¥)][B(x — 2') — B(y — y’)] > 0. Par conséquent, Qfgj)(s) >0et

1
EI<Z,J<N 95])( ) > 0.
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D’autre part, par l'inégalité de Schwarz

[ZQE?} 9)] < (BIXE - X0}

avec
Nn

sf{S 5 bt )

=1

<.

En développant la somme dans 6, on obtient

Ny,
)=y &ils)+2 D &als)
Jj=1 1<j<k<Np
ot &k (s) = E{(B(X7 — XI) — bi(s, X)) (B(X] = XJ) = ba(s, X0))}-
e Sij#k,alors X!, X7 et X* sont trois copies indépendantes de X} et comme 3 est
impaire, on obtient §; (s) = 0 pour j # k.
o Si j = k alors &; = E[(B(Xi — XJ) — by (s, X))?]. Comme [8(2)] < C(1 + [[*0)
pour 2¢q > r + 1, en utilisant la Proposition 2, on obtient une borne uniforme sur [0, 7] :
il existe une constante C7 > 0 telle que

0;(s) < CEN,,.

Par ailleurs, en utilisant la symétrie E[(X? — X!)?] = E[(X! — X})?], on trouve alors
une inégalité pour (1), :

N, CINB/Q t
o Y1iVn 1 _ 1y211/2
(35) ;u)z 3 A §E[<X - X072 ds.

Que se passe-t-il pour (2); ?

N

n

— (1= a) ||l ballrE[(1 + [ X9 X7 - X,

Il existe donc une constante Cs telle que

t

VB[ X7 - X/[2)1/2 ds.
0

M (1-a)

(36) (2)i <Co N+,

(b) On revient maintenant au premier terme de la formule (34) :

t M,
1 “ , . , ,
B\ [ —— Xi—yhk) — XH)NXE— X ds = a; + b; +ci,
§)<Nn+MnkZ_l¢( s = Y5) —abs(s, s))( s—Xg)ds=a;+b;+c

ou

t M,
@ = v E |3 0000 = ¥2) - o - V)X - X
=1
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t
bi = g By DU (XL = V) — ¢(XL = VI)(X{ — X1) ds,
0

t
2M — A
¢ = (” - Qa)ESbg(s,X;)(X; — X7)ds.
0
On majore successivement toutes ces quantités :
t

2M,, R
KE{ (X! - X})?ds,
0

%S TN,

car ¢ est lipschitzienne de paramétre K > 0. Ensuite,

b < ZS{E VEPIB[(X] - X2 ds.

k=10
Enfin, par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a
t

\E[(X] - X0)?)/2 ds,

ou la constante Cs vaut 2M.
On regroupe toutes les inégalités obtenues concernant (35), (36), a;, b; et ¢;. Pour

cela, on pose w(t) = E[(X} — X)?] et w(t) = E[(Y,! — Y})?]; alors

t
w(t) < a(N,, M) S\/w ds—|—2KN]\_{M Sw(s)ds—F2K#M§\/w(s)ﬁ(s)d&

TLO n

ol
O o Moy g ) o

tend vers 0 quand n — oo. On obtient la méme équation pour w en échangeant N,, et

(Nn,M ) + C5 —a

M,, a et 1 —a. Comme zy < (22 + y?)/2 pour tout = et y dans R, on a
t

w(t) < a(Nn, My,) S Vw(s) +w(s) ds + BK% \ (w(s) +(s)) ds,

t

w(t) < a'(Np, M, S\/w + w(s ds+3KN]J\:M S( (s) +w(s)) ds.

En faisant la somme de ces deux expressions et en appliquant le Lemme 2, on trouve

, 2
(o +m)(p < { Rt O 2 M) o L

Ainsi, on en déduit

lim sup w(t)=0 et lim sup w(t)=0. m
n=00 (0,7 N0 ¢€[0,T

REMARQUE 3. Si, & partir d'un certain rang, N,,/M,, est constant, alors les calculs se
simplifient dans la démonstration précédente et, de plus, il existe des constantes Cy > 0
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et Cs > 0 telles que

. . ; C
sup B = X% < et sup B[N - V) < 2
te[0,T) n t€[0,T]

Voici un deuxieme résultat de convergence :
ProroOSITION 11. Pour T < oo, i € N*,

lim sup E[(XPN" — X)) =0 et lim sup E[(Y;M — Vi)Y =0.
n—=%0 tc(0,T] n—00 110, 7]

Preuve. Par la formule d’It6, égal a

E[(X! — X)) 4IES<N A Z¢ (XP—YF) —abs(s, X)>(X;'—X§)3ds
0

t

] (e DK XD (i ) O T
| ,

N, + M,
Jj=1
=a; +b; + ¢,
ou
t 1 M,
, = 4E X —YF) —abs(s, X)) | (XP — XH)3d
a S (Nn+Mn k:1¢( S 5) a 3(5’ )>( s s) S,
4 b Mn
o=~ BV (80X - X) - B(RE - X))(X] - X' ds,
n n 1

Comme ¢ est bornée par My, on trouve

ai§4M¢<N —|—M +CL>

< 4M¢<N v —|—a) {E|X! — X!|?E| X! — X?|*}1/2 ds

E|X! -~ X3 ds

|
i

t
<4(L+a)M{ sup E|X] - X} [EIX] - XI|')Y2 ds.
s€[0,T] o

Par un raisonnement similaire & celui utilisé dans la preuve précédente pour majorer (1);,
on obtient

N,
Z b; <0.
=1

Enfin, comme E[X§?] < 00, on a, par la Proposition 2 et (3), supyeo,) Elb1 (¢ X4 < oo,
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et ainsi
t
n (1 _ F1y411/4 i 3i\413/4
e (1) gE[bl(s,Xs) JVAE[(XE - X ds
N t
< Ol —2— — (1 —a)|\E[(X! — X))*>/*4a
,C(S Nn"‘Mn ( a) § [( s s)} S
< CeT N _ (1—a)|{ sup E|X!— X?|*}3/4.
- Ny, + M, s€[0,7T s *

Si on pose & = {supc(o 1) EIX] — XI|*}/4) ¢ satisfait a I'inégalité

€2 < Cy €+ C7{ sup E|X!— X:[*}/2

s€[0,T]

—(1—-a)

Np
7l
‘ N, + M,
Comme d’aprés la proposition précédente {sup,c(o 7y E|X:—X![*}1/2 — 0, alors £ — 0. =

REMARQUE 4. Si, a partir d’un certain rang, N,,/M,, est constant, alors la démonstration
se simplifie et il existe une constante Cg > 0 telle que

sup E[|X;N — X[*] <
s€[0,T)

2l

Le méme résultat est valable pour Y.

Preuve du Théoréme 4. Par la formule d’It6,

t M,
1) (= X0 =2 (i D 6~ ¥ — aba(s, XD ) X1 - X s
o " " k=1
t Np
(39) —ﬂGﬁgmiyakxﬁ4hwm@@ym—ﬁMa
Z

En prenant les valeurs absolues, le supremum sur [0,7] et Uespérance, on obtient les
mémes majorations pour (37) que celles effectuées dans la Proposition 10, ainsi

T M.
1 Z i k Y i Y
QMETEEFW‘“*m“&W&‘”“

T
2M, S
< n KE z_X12d
*m+ml§(s 9% ds
oir M T
e k _ yky\2 i 3i\2111/2
+M+M;Jmm VEE|(X] - X202} /2 ds
=10
A T T
Cov My, i Yi)211/2 n i i211/2
+M§E[(X5_Xs)] d8+010 m—a §E[(XS—XS) ] ds
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2M,, .
< —K sup E[|X! - X:?
Ny, + M, s€[0,T] H | ]

2K — S
——{ sup E[|Y! Y] sup E[X!—X!*]}1/2
s BV VI s EIX - )

VM,
N, + M, N, + M,

+cu( —a){ym E[|X¢ — XI[2))V/2,

s€[0,T]

D’apres la Proposition 10, cette somme tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Plus
précisément, si N,, /M,, est constant & partir d’un certain rang, alors il existe une constante
Cio > 0 telle que

T
1 ‘ c
(b s - )t

En ce qui concerne le deuxiéme terme, c¢’est-a-dire (38), on trouve une majoration par
a; + b;, ou

N, T
w = 5w 22 Ve @)+ 16 o) ds
Jj=10
avec
o) (s) = [B(XE — XJ) — B(X: — XD)|(X] - X7,
0 (s) = [B(XE = X7) — by (s, X)) (X! — X7,
et
b = Cha| " — (1 - a)|{ sup E[|Xi — X272
N + My, s€[0,T]

Il est évident que, d’apres la Proposition 10, b; tend vers 0 quand n — oo, et qui plus est,
ce terme est nul si N,, /M,, est constant & partir d’un certain rang. On cherche maintenant
a majorer a;.

Comme on a déja vu précédemment,
(Zm@ )I) < {BI(XE - X)20:()}/2 < Cuy/N ol sup BIXC - XIFI2
s€[0,T
D’ou

(2) % VNn E[IX? — X[2]31/2
N, +M§ (Zk’ )I) ds < N, + 0, G oup EIX = KT

Le second membre converge vers 0 quand n — oo et si N,,/M,, est constant & partir d’un
certain rang, alors il est majoré par une constante multipliée par 1/N,,. Par ailleurs

Ellol") (s)]] < {E[(X] - XO2E[(B(X! - V) — B(Xi - V)22
< {E[(X! - XY {E[(X] - Xi + X! — X7)?
X (e |Xi = XI|"+ |Xi = XI|")2 72,
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En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz,
1 i i
Eflof") (s)l] < { sup E[X! - X:P}1/2

s€lo,
x B[(X] — Xi 4+ X! = XDYE[(c + |X] — XI|" + | X — XJ|7)4) M+
< Cis{ sup E[X] - X[)}'/2{ sup E[X]— X[}/
s€[0,T s€(0,T]

Ce dernier terme tend également vers 0 quand n — oo, d’apres les Propositions 10 et 11,
et si N,,/M,, est constant & partir d’un certain rang, alors

T
2N, 1) Cie
——\Ello:*/ ds < ——.
Nn+Mn§ llei; (s)l]ds < B/

On en déduit donc le résultat du théoréme. =

REMARQUE 5. Si N,,/M,, est constant & partir d’un certain rang, alors il existe une
constante L > 0, dépendant de T, telle que

4 . L
E[ sup |XIV — X[ < :
s€[0,T) Ns/4

Le méme résultat est bien entendu valable pour Y.

2.2.2. Inégalité de concentration. Dans cette section, on cherche a décrire la répartition
des particules, solutions du systeme (F) autour de leur moyenne mais aussi autour de la
moyenne de (X, Y;). Toute cette étude se fait & temps fixé ¢ > 0. On utilisera essentielle-
ment des propriétés liées aux inégalités de Sobolev logarithmiques détaillées dans [M] et
dans le livre [A-co].

On supposera pour la suite que 3 et ¢ sont des fonctions appartenant a ’ensemble
C' et on notera (X", V;*) la solution du systéme & N,, + M, équations (F). Pour une
fonction définie dans R%, on définit la norme

[ flluip = inf{M > 0; Va,y € RY, |f(x) - f(y)| < Ml —y|]}.
On a alors I'inégalité de concentration suivante :

PROPOSITION 12. Pour tout T > 0 ett € [0,T], et pour F,, : RN»TMn R lipschitzienne
vérifiant || Fy||Lip < 1, on a, pour tout n € N et tout r > 0,

2
3 RORC Y - EIR Y 2 ) < 2ep( - 1)
T

o Cr = (191" — 1) /]| ¢/ .

En particulier, si on prend la fonction

Nn

Fula) = 5= 2 f(@)

i=1

ou f est une fonction lipschitzienne telle que || f||Lip < 1, alors || Fy, ||Lip < 1/+/N,, et donc,
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en appliquant la proposition, on obtient, pour ¢ € [0, T,

ORI ;nfjﬂxb - E[f(Xé)]\ > 1) < 2enp (- JZCT) v >0,

On obtient exactement la méme inégalité pour Y en remplacant N,, par M,.

Preuve de la Proposition 12. Soit (X, V;*") 1a solution du systeme & N,,+M,, équations
(F). Ce processus de Markov continu a alors pour générateur infinitésimal

| NatMa g NutM, 5
J PLp— R b, . RNn+Mn
2 ; 69%2 + ; Z(x)é)xi’ T e ,
avec
R | N,
fmzmxika)er Z ¢(z; — x) pour 1 <4 < Ny,
k=1 k=Nn+1
bi(z) = 1 N, +M,, . N,
N, + M, ﬂ(xi_xk)+—z¢(9€i—$k)
No+ My, 5= Ny + M, 2~

pour N, +1<i< N, + M,,.
D’apres le théoréeme de Herbst (voir par exemple [A-co, p. 74]), I'inégalité de concentration
de constante Cp = 2(1 —e~2¢T") /g est une conséquence de I'inégalité de Sobolev logarith-
mique satisfaite par le semi-groupe associé au générateur L™. Il suffit donc de vérifier le
critere de Bakry-Emery (voir [Ba-E]), c’est-a-dire, pour tout f € Cp°(RN»TMn) Ty(f) >
ol'(f), ou I' est Vopérateur “carré du champ”, I'(f,g) = %[L”(fg) —gL™f — fL"g], et
I(f) = $[L"I(f) —2I(f, L"g)]. Or pour démontrer ce critére, il suffit de montrer que le
spectre du tenseur de courbure de Ricci associé au générateur L™ est minoré par o (voir,
par exemple [A-co, p. 60]). Ici, le tenseur de Ricci (R; j)1<i j<n, -+, est défini par
1 {8@ n 0b; b,
En faisant les calculs, on obtient :

esil<i,j<Npeti#joulN,+1<14j<N,+ M, etis#j, alors
1
“Na gL, P
esil<i<N,et Ny+1<j<N,+M,oul<j<Nyet N,+1<i<N,+M,,
alors

=5 ], i#j, et Ri;=

R; j(z) =

1
R;j(x) = N L ¢’ (i — zj),

esil <i<N,,alors

1 Ny, 1 Nyp+My,
Resle) =~ S i m) - S i),
N, + M, — N,, + M, N
eenfinsi N, +1<i¢ <N, + M,, alors
Ny + My, Nn

1

1
— / PR— —_ / Pp—
Ri,i(ﬂf) = NnT M, E B (331 xk) N, + M, E ¢ (l“z $k)-
k=N,+1 k=1
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En appliquant le théoréme de Gershgorin-Hadamard (voir, par exemple, [M-M, p. 146]),
on sait que le spectre de R est inclus dans la réunion des boules euclidiennes,
Np+M,
spectre(R U B(R“,Z\R,J )
J#i
Ainsi, toute valeur propre est minorée par

g'(0) / /
—_— =2 o > —2 0o
o = 26l 2 206
Ceci termine la preuve en prenant ¢ = —2||¢/|| et donc Cp = (e*19l1eT — 1) /||¢/|| oc. m

En particulier, si N,, /(N4 M,,) est constant a partir d'un certain rang (pour n > nyg),
alors on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 2. 1l existe une constante Kp > 0 telle que, pour toute fonction lipschi-
tzienne vérifiant || fllLip < 1, on ait

1 Nn K N ,,,2
5, Npy > T < _4Vn
fggﬂ”( N § PPN = fy)uly) dy‘ Zriy ) 2o e )

i=1 R
pour tout v > 0, ot Cp est donnée par (39) et Kp est la constante apparaissant dans la
Remarque 3, u;(x) dz est la loi de X} défini dans le Théoréme 4. De méme,

1 L K M, 12
i, My, T n
fﬁ?ﬂm(’ﬁn ;:1 [ )*Sf(y)vt(y) dy‘ >r+ ”E) < 2exp< 1, )

R

ot v(z) dz est la loi de Y} .

Preuve. La preuve de ce résultat est simple : il suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire
pour obtenir la majoration

N
e i\ No i\ No i\Nn
S DA BIACE o[BI - § St o
" oi=1 R
Or, comme f est lipschitzienne de norme inférieure a 1, grace a la Remarque 3 et a
I'inégalité de Cauchy—Schwarz, le second membre de I’expression ci-dessus est majoré par

E[(X™ = X))V <

Tk

Pour terminer la preuve, il suffit alors d’appliquer (40).
a celle pour X. m

~—

La preuve pour Y est identique
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