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����$&!>e�$;�W!/?��(<3�3!
���(!/�@�
P = A ⊗̂X *L��6%���(6��>l����

A ⊗̂X → X
0-:

a⊗ x 7→ a · x M
�������
	
� t M u �E{ �

A
$2!W*J|
*,�9*,<H��*,1&K��>0�)H*�e������3�%�����5<D*L���3K���)#:

A
f
mod

�9*,! ,�& ��2�D � %'&$"$,/.�(1% ��,�)
*,!\k��31&1 e~$nM ��M&e~�L*L<+�

X ∈ A
f
mod

<L*,�=0��4�>�\0��>6�6��36�$&�-���B*L��$&�,�#�3<3��$;G-�
A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&� G�$]* *L�*,6��($2!/!/$&0�1&�x� �"���"� ��)/'���$&!/� T u��LV M � �Dk��@G-�3)>e9$&�

A
$&!�����������)/�.*,0�1&�-e������>�

A
f
mod

�.*3:c�m*,$&1i���
�9*3G-�x�����-�3�>)/�($&�,�#�3<@��$&G��5�"0��#�3<@��! T ��t e ��uLV g�!/�3�E*,1&!/� ����)/��1&1]*,)#: � M u�t 0��>1&�DkEM

J�$&G��>�_*.1&�>�2�
A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&� X eb* !@,3)0���82-(1% ��&=�"�

X
$&!5* <+�9*,$&�R<3���('�1&�@�

P• = (Pn, dn)n≥0����1&�>�2�
A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&�3!(����K��@�����>)(kW$;����*_�(��)/'���$&!/� ε : P0 → X

!/?�<H�����9*L� �����R*,?�K��(�3�7���36
!/�>X7?��>��<3�

0←− X ε←− P0
d0←− · · · ←− Pn dn←− Pn+1 ←− · · ·$&!E*,6��($2!/!/$&0�1&�-M j *�!@� "$,/.�(1% ��,A!/,3)0���82-(1% ��&A$2!x*4)/�3!/��1&?���$&���_$&� kW��$2<H�=*L121O�����

Pi
> !\*L)/�('�)/�,�#�3<@��$&G��

⊗̂ fn� ��6�?�1&�>!>M��7$&��<>� A f mod
��*L!F�3����?�K��4'�)/�,� �><@��$;G-�>!>e7$;���C�"121&�DkW!I���9*L���L*L<+�

A
f ⊗̂ fn�(��6�?�12���9*,!
*'�)/�,�#�3<3��$;G-��)/�>!/��1&?���$&���iM"NF���3)/�>�]��)/�������F<D*,�^6��3l����������F6��3)/$;G-�>6J�]?���<@����)/!

Ext
*,��6

Tor
�C��1&1&�DkW$&��K

�����xK"�>���3)H*,1i'9*L�/���3)/��!
���O)/�>1]*L��$;G-�������(��1&��K�$&<D*,1i*,1&K��30�)H* s !/�3� T u��LV w+M�S5*,�(�31&:-e7�+*,Q��E*J'�)/�,�#�3<@��$&G��
)/�3!/��1&?���$&���

P•
���Y*,�

A
fn�(��6�?�1&�

X ∈ A f mod
*L��6c!/�3�

ExtnA(X,Y ) = Hn(Ah(P•, Y ))
�C�")
�L*,<H�

Y ∈ A f mod
M s�� �>)/���

Hn �5!#�+*,��6�!W�C�")F����� n ���c<>�"���"� ��1&��K,:4!/'9*,<3�-M�w
��$&�($&1C*L)/1&:-e
TorAn (Y,X) = Hn(Y ⊗̂A P•)�C�").�D*,<+�

Y ∈ mod
f
A
M�����<3��?�)/!/�-e

ExtnA(X,Y )
*,��6

TorAn (Y,X)
6��=���"�.6��3'��>��6����������

'9*,)#��$&<>?�1]*,)�<H���"$2<3�^�"�I�����^)/�>!/�"12?���$&���
P•
*,��6B�9*3G-�^�����^?�!/?9*,1d�C?���<3���")/$C*L1Y'�)/��'��>)#��$&�3! s !/�>� T u��LV

�C�")
6��@�+*,$&1&!+w+M
j *�!/� "0,/.0(1% ��, �3%C4 � ��2B� , !@,�)0���82B(1%;��& ���

A
$&!W*^'�)/�,�#�3<@��$&G��5)/�3!/��1&?���$&���c���

A
$&�
A
f
mod

f
A
M

{ �
M ∈ A f mod

f
A
e,�����3�J�����

n
( � 	 � . ��)0.���%C� � ./� �B��4 ��� �@D�� s )/�>!/'iM��B��4 ��� �/D���w~���

A
kW$;���^<3�"f

�3�(<>$&�3�-��!O$&�
M
$&!O6��3l����36J*,!

H n(A,M) = ExtnAe(A,M)
s )/�3!/'iM

Hn(A,M) = TorA
e

n (M,A)
w+M

j 1&�>�2�
A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&� X ��*L!#*�!@� "0,/.0(1% ��, �B��4 ��� �@D�% ./��� ��%C4 ,�&�)@%;��& ≤ n $&� X �9*,!
*E'�)/�,� �><@��$;G-�

)/�3!/��1&?���$&���
P•
!/?�<H�(���9*L�

Pi = 0
�C��)�*,1&1

i > n
M-NF���W1&�D*,!#�I!/?�<H� $2�-���3K��3)

n
$&!�6��>���"���36(07:

dhAX*,��6A$&!
<D*,1&12�364����� *�!@� "0,/.0(1% ��, �B��4 ��� �/D�%;./��� ��%'4 ,3&�)/%;��& ���
X
M � X7?�$&G�*,1&�3�7��1;:-e

dhAX = min{n : Extn+1
A (X,Y ) = 0 ∀Y ∈ A f mod}.

{ �����(!/?�<+�
n
�@��$&!#��!>e������x!/�@��!

dhAX =∞ M
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NF���A%C&0"$,/.�(1% ��, �B��4 �����@D�%;./��� ��%C4 ,3&�)/% ��& ���

X ∈ A f mod
$2!

inj.dhAX = min{n : Extn+1
A (Y,X) = 0 ∀Y ∈ A f mod}.

{ �
A
$2!F*x|
*L��*L<+�%*,1&K��30�)H*�e������>�

inj.dhAX
<D*,�4*,1&!/�\0���6��>l����>6%*,!I������1&�>��K"��� ���`������!/����)#���>!#�

$&�,�#�3<3��$;G-��)/�>!/��1&?���$&���c�"�
X
s <3� MB<W�>�.*,)/Q t M u *,0��DG-�Lw+M

j �
A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&� X $&!�'�)/�,� �><@��$;G-� s )/�3!/'~MW$&�,�#�3<3��$;G-�Lw.$&� *,��6 ����1;: $&�

dhAX = 0
s )/�>!/'iM

inj.dhAX = 0
w+M

NF���I� , �/( D�� ���/������%'4 ,�&-)/%;��& �"�
A
$&!

dgA = sup{dhAX : X ∈ A f mod}.
��$&�($&1C*L)/1&:-e������x<D*,�A6��3l����x���"� ��1&��K"$2<D*,1b6�$&� �3��!/$&���c�C��)
)/$2K"�7�

A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&�3!�*,��6A�C��) A f ⊗̂ f0�$&� ��6�?�1&�>!>M7NF���������(��1&��K�$&<D*,196�$2�(�3��!/$&���.���

A
<3����!/$&6��3)/�36c*,!
*L�

A
f ⊗̂ fn0�$2�(��6�?�1&��$&!�<L*,1&1&�36 ������B��4 ��� �@D�% ./��� ��% ��%C4 ,3&�)/% ��&_�"�

A
*,��6=$&!\6��>���"���36=0-:

dbA
M~[9�")\�3G��>)#: ⊗̂ f�*,1&K��30�)H* A k��.�9*3G-�

dgA ≤ dbA
M

7 ' � '�����������C � ?��,��C&���$#D?�@$��%(' <W�3<L*L121~!/���(�E�m*,<@��!�*,0���?�� 
��,��1&�>)�6�$&a��>)/�3�-��$]*,1&!�*,��6 6�� <W�9*,�
<3������� �"12�"K":5�C��)O<3���(�J?��+*L��$;G-� ⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*,!>MLp���!#����������$&!��.*L���3)/$C*L1-$&!Ok��31&17Q����DkW�E$2�x�����I'�?�)/�31;:*,1&K��30�)H*,$&<5<D*,!/� s !/�3�-e��-M K�M&e T u�hDV �") T h��LV w+M�[���)
����� ⊗̂ fn<D*,!/��e�!/�>� T U�rDV e T qEKDV M
v �@�

A
0��.*4<>�"� �\?��+*L��$;G-� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*�M j '9*,$&) (Ω1A, dA)

<>�"��!/$&!#��$&��Kc���F*,�
A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&�

Ω1A
*,��6(*W6��3)/$&G�*L��$&���

dA : A→ Ω1A
$&!�<L*,1&1&�36E����� 4 � ��2B� ,�� �
	�� �E� ,�! ��% 
�,�!@,�&�(1%;���8)i$&���C��)��D*,<H�

A
f ⊗̂ fn� ��6�?�1&� M *,��6o�C�")x�L*,<H�o6��3)/$&G�*L��$&���

D : A → M
�����3)/� �@��$&!#��!E*c?���$2X7?��

A
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&��(��)/'���$&!/�

ϕ : Ω1A→M
!/?�<H�c���9*L�
�����x�]��1&1&�DkW$&��KJ6�$C*LK�)H*,� $&!
<3��� �\?��+*L��$;G-��z

Ω1A

ϕ

���
�
�

A

dA 55llllll

D ))SSSSSSS

MNF���x6��3)/$;G-*L��$&���
dA
$&!
<D*,1&1&�>64�����A2B&�% ��,3!3)0������,�!3% ����(1% ��& ���

A
M

��0-G�$&��?�!/1;:7e������>)/�x$&!�*(��*D��?�)H*L1O$&!/���(��)/'���$2!/�
Ah(Ω1A,M) ∼= Der(A,M)

6��3l����36 0-:c�����
)/?�1&�

ϕ 7→ ϕdA
M { �4�"�����3)�k���)/6�!>e

Ω1A
)/�3'�)/�>!/�3�-��!��������C?���<3���")

M 7→ Der(A,M)
M � �3��<3�

Ω1A$&!
?���$2X7?��5?�'c��� * ⊗̂ fn�(��6�?�1&�5$&!/��� �")/'���$&!/�AMNF���E�(��6�?�12�x����
 �,��1&�3)�6�$2a��3)/�>�-��$]*,1&!W<D*,��0��\<3����!#��)/?�<3���36��3��'�1&$&<3$&��1;:%*,!��]��1&1&�DkW!>M v �3�
I
0��

������Q��3)/���>19���`�����W'�)/��6�?�<3���4*L'
A ⊗̂A→ A

M��7�3�
Ω1A = (I/I2)∼

*,��6.6��>l����
dA : A→ Ω1A0-:

dAa = (a⊗ 1− 1⊗a) + I2
M�NF���3�

(Ω1A, dA)
$2!��������(��6�?�1&�W��� 
 �,��1&�3)�6�$&a��>)/�3�-��$C*L12!��]��)

As !/�3�-e��-M K�M&e T U�r e j '�'��>��6�$;�%| V ��) T u�h e�� u#",V �]��)F�����\*L12K"�>0�)H*,$&<�<L*L!/�,w+M
{ �
A = C∞(M)

$&!Y������[�)GF><H���3�I*L12K"�>0�)H*��"�9!/�(���"���J�]?���<@��$&����!Y��� *��.*,��$&�C��1&6
M
eL�����>�

Ω1A$&!
<D*,������$&<L*L121;: $&!/��� �")/'���$&<����J������� ��6�?�1&�����O6�$&a��>)/�3�-��$]*,1
1
fn�C��)/�(!
�"�

M
s <>��M T U�rDV w+M j !/$2�($&1]*,)

)/�3!/?�1;������1&6�!��]��)F*,1&K��30�)H*,!��"�i����1&���(��)/'���$&<W�C?���<@��$2�"��!I���c�-���>$&� �4*,��$&�C�"126�!>M��7$2��<3�Wk���<>��?�1&6.���"�
l���6c����$2!
��*,<@�W$&�%�����x1&$;���>)H*D��?�)/��e7k��xK�$;G-�x*J<>�"� '�1&�3����'�)/�����O0��>1&�DkEM
v �@�

(V,OV )
0`�c*�<3���('�1&�@�o!/'9*,<3�-M�������!/$&6��>)\�����%6�$]*,K����9*,1��4*L'

∆ : V → V × V ed*L��66��>���"���^07:
I ⊂ OV×V

�����($&6��L*L1d!/���D*,�����I�����(!/?�0�!/'9*,<3�
∆(V ) ⊂ V × V M=<��3<D*,1&1 s/T u�uLV gb<3� M

*,1&!/� T u�ULV wY���9*L������� )��B,/� � � �
1
� ��% 
 ,3!@,�&�(1% ��� )��"�

V
$&!�6��3l����36c*,!

Ω1
V = ∆∗(I /I 2)

M�NF���>)/��$&!
*
<D*,������$2<D*,1��(��)/'���$&!/������!/���D*3G-�3!

d : OV → Ω1
V

6��3l����36 1&��<D*,1&1&:J*,!
da = (a⊗1−1⊗a)+I 2

x,x�C�")��D*,<H�
a ∈ OV,x

e
x ∈ V M { � V $2!�*^<>���('�1&�3�%�.*,��$&�C��1&6ie������3� Ω1

V

<3��$&��<3$&6��>!FkW$&���%�����x?�!/?�*L1
<3�"�+*,��K��3�7�(!/���D*,�����

V
eY�����A!/'9*,<3�A����K�1&��09*,1F!/�><@��$&����!

Ω1(V ) = Γ (V,Ω1
V )
$&!^�����A!/'9*,<3�A���
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����1&���(��)/'���$&<�6�$&a��>)/�3�-��$C*L1
1
fn�]��)/� !����

V
e�*,��64�������.*,'

dV : O(V )→ Ω1(V )
$&��6�?�<>�36%0-:

d
$&!

'�)/�><3$&!/�>1;: �����5�@�����>)/$&��) s 6�� <W�9*,�%w�6��3)/$;G-*L��$;G-��M
H=�.���3�36�!/���(�.�m*,<@��!J�"���-���>$&�=�(��6�?�12�3! T tL�DV M v �@�

(V,OV )
0��c*R�-���>$&�=!/'9*,<3�-MO[���)J�D*,<H�

<3�����>)/�3�-�%*,�9*,1;:���$&<%!/���D*,�
F
���

V
�����A!/'9*,<3�A����K�1&��09*,1F!/�><@��$&����!

F (V ) = Γ (V,F )
��*L!4*

<D*,������$2<D*,1�1&��<D*,1&1&:E<3���-G-�@�J���"'`�"12�"K":J�.*,Q�$&��K5$;��$&�-���\*�[�)GF><H���3�
O(V )

fn� �76�?�1&��M�p���6�?�12�3!��"������$&!
�C�")/��*,)/�F<L*,1&1&�36���(+,�%'& 4 ����2B� ,�)+M � �>���"���F0-: Coh(V )

�����F<D*L���3K���)#:\����<3�����3)/�>�-��!/���L*@G-�>!d���
OV
f

�(��6�?�1&�3!x*,��6_0-:
St(V ) ⊂ O(V )

f
mod

�����J<L*L���3K���)#:����F�-���3$&�
O(V )

fn� ��6�?�1&�>!>M`NF���^�C?���<3���")
���YK"12�"0�*L1~!/�3<@��$2�"��!

Γ : Coh(V )→ St(V )
$2!
�3��*,<3� s �F*,)#�+*,� > !�NF���3��)/�>� |
w
*,��6��C?�1&1;:4�m*,$;�����C?�1

T;tD�DV M � �3��<3�
Γ
$&!\*,�o�>X7?�$;G-*,1&�3��<>�^���

Coh(V )
*,��6

St(V )
M { �

F ,G ∈ Coh(V )
eO*,��6�*L�E1&�L*L!#�

�����^���������3� $&!51&��<D*,1&1&:A�])/�>��e������>�R�����3)/�^$&!E*.<L*,������$&<D*,1Y$&!/���(��)/'���$&!/�
F (V ) ⊗̂O(V ) G (V ) ∼=

(F ⊗OV G )(V )
s !/�>� T���"LV ��) T;tDU e q M u M q"V w+M { �

F = Γ (V,F )
$2!�*4�-���>$&�A� �76�?�1&�\*,��6

G ⊂ F
$&!

*(<>1&��!/�36�!/?�0�� ��6�?�1&�-e������>�
G
$&!�*L12!/�%*.�7���3$&���(��6�?�1&��e�$nM ��M&e

G = Γ (V,G )
�]��)�!/��� �E<3�����>)/�3�-�

!/?�0�!/���D*,�
G ⊂ F

M { � '9*,)#��$&<3?�1]*,)>e��D*,<+� <31&��!/�>6�$&6��D*,1
J ⊂ O(V )

��*L!������\�C�")/�
J = Γ (V,J )�C�")
!/��� �5<3�����>)/�3�-�W!/���D*,�����O$26��D*,1&!

J ⊂ OV
M { �%����$&!
<L*,!/��e

J2 = Γ (V,J 2)
s !/�3� T;tL�DV w+M

�:���5��� t M t ��� ,0(
(V,OV )

�/, ����(+,3%C& )+*-��./,�� � �B,�& ( �B,
O(V )

� ⊗̂ �;4 � ��2-� ,
Ω1(O(V ))

� � 	�� �E� ,3!
��% 
�,3!/,3&�(1%;���8) %C) ./��& ��&-%;./���'�8� %C)0��4 ��!�*���%;.I(+�

Ω1(V ) = Γ (V,Ω1
V )
�	��& ��,�!I( ��%C) % ��,3&�(1% 
 ./��(1%;��&�e

dV : O(V )→ Ω1(V )
�/,/.@��4 ,�) �I2B&-% ��,3!3)0������,3!3% ����(1% ��&��

� !@��� �
�E�7�@�
V 2 = V × V eY*,��6=1&�@� I = Γ (V 2,I ) ⊂ O(V 2)

0�� �����.$&6��D*,1I�"��*,1&1I�]?���<@��$&����!
G�*,��$2!/��$&��KR���

∆(V )
M { 6��3�-��$&�]:�$&��K

O(V 2)
kW$;���

O(V ) ⊗̂O(V )
eOk��%!/�>�4����*D�

I
0��><3���(�>!\�����

Q��3)/���>1b���O�����5'�)/�76�?�<@�W�4*L'
O(V ) ⊗̂O(V )→ O(V )

M ���"��!/$&6��3)F�����5<3��� �\?��+*L��$;G-��6�$]*,K�)H*L�

Γ (V 2,I )
q̃ // Γ (V 2,I /I 2) Ω1(V )

O(V )

D 55llllll

D ((RRRRRRRRRR

I
q // I/I2

j

OO

Ω1(O(V ))
� �3)/�

D(a) = a ⊗ 1 − 1 ⊗ a �C�")^*,1&1 a ∈ O(V )
e
q
$2!x�����.X7?��"��$&�>�-�E�4*,'ie�*,��6

q̃
$&!\$&��6�?�<3�>6

0-:R�����(!/���L*L�FX7?��"��$&�3�7�5�4*,'
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Hn
top(V,C)

M~��� �����
�"�����3)��9*,��6ieD�������>�\0��>6�6�$&��K

O(V )→ Ω(V )
?���$2X7?��>1;:5�3�7���>��6�!O����* � J ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*
�(��)/'���$&!/�

Ω(O(V ))→ Ω(V )
���9*L�d$2!d*,�^$2!/�"� ��)/'���$&!/� $&�J6��>K")/�>�3!

0
*L��6

1
s !/�3� v �3� �.* t M t w+M���$&��<3�F0��"���

�����5*,1&K��30�)H*L!F*,)/���3�7���>)/$&��) s !/�>� � ��*,�('�1&� t M t w+e-k���<3����<>1&?�6������9*L�
Ω(O(V ))→ Ω(V )

$&!F* � J

⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*J$&!/���(��)/'���$&!/��M�NF���5)/�>!#�W$&!
<312�D*,)>M

7 '���'��
?=� @>���>��BIC&@ @>�(#�?=�!��%('ZNF��)/��?�K�����?��������E'9*,'��3)>e90-:�* � % ,I��� DE,��3!@�xk��\*,1;k
*3:�!��(�L*L�R*
l���$&���@fn6�$&� �3��!/$2�"��*L1b<3���('�1&�@� v $&�E*,1&K��30�)H*�M
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v �@�
g
0��%* v $&�%*,1&K��30�)H* *,��6

M
*A)/$&K��-�

g
fn�(��6�?�12��M~[���)\�L*,<H�

n ∈ Z+
!/�3�

Cn(g,M) =

M ⊗∧n g
M�NF���x0���?���69*,)#:%�4*,'�'�$&��K�!

dn : Cn+1(g,M)→ Cn(g,M)
*,)/�56��>l����36A0-:

dn(m⊗X1 ∧ · · · ∧Xn+1)

=

n+1∑

i=1

(−1)i−1m ·Xi ⊗X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧Xn+1

+
∑

1≤i<j≤n+1

(−1)i+jm⊗ [Xi, Xj ] ∧X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧ X̂j ∧ · · · ∧Xn+1.

s�� �3)/�-e�*,!4?�!/?9*,1ne����������"�+*L��$&���
X̂i
$2��6�$&<L*D���>!(����*D�

Xi
$&!.���($;�/���>6iM�w^NF��� !/'9*,<3�>!

Cn(g,M)����K��@�����>)OkW$&���E�������4*,'�'�$&��K�!
dn
�]��)/��*�<+�9*,$&�J<3��� '�1&�@�E6��3���"���36J07:

C·(g,M)
M"NF���F�����(��1&��K":

K�)/��?�'�!I��������$&!I<>�"� '�1&�3�(*,)/�
<L*,1&1&�36^����� �B��4 ��� �/D�� D�!@��2 *�) � �
g
� %C( � ./��,�� .�% ,�&�(1)?%C&

M
*,��64*,)/�

6��>���"���36c0-:
HLie
n (g,M)

M
S��Dk�1&�3�

U(g)
0`�J�����^?���$;G-�3)/!H*,1d�3�-G-�>1&��'�$&��KA*,1&K��30�)H*.���

g
M Ho�^<>����!/$&6��>)

U(g)
*,!E*4)/$2K"�7�

g
fn� ��6�?�1&��kW$;���J)/�3!/'`�3<@�Y����������)/$&K��-�d)/�3K�?�1]*,)Y)/�3'�)/�3!/�3�7�+*D��$2�"�^K�$;G-�3�J0-:

(a,X) 7→ aX
M"NF���F<3��)#f

)/�3!/'`�"��6�$&��K�<H�9*,$&�\<3��� '�1&�@�
V·(g) = C·(g, U(g))

*,?�K��(�>�-���36\0-:x������<>��?���$;���4*L'
ε : U(g)→ C$&!x�@��*,<@� s !/�>� T � e
����*L'~M � {/{/{ V w+MO�7$&��<>� *,1&1������

dn
> !\*,)/�(�(��)/'���$&!/� !5�"��12�3�]�

U(g)
fn�(��6�?�1&�>!5$&�

����$&!d<L*,!/��e"$;���C��1&1&�DkW!�����*D�
V·(g)

$&!I*��C)/�3�
)/�3!/��1&?���$&���^���9��������)/$&G�$C*L1
g
fn�(��6�?�12�

C
$&�J�����
<D*L���3K���)#:

���Y1&�>�2�
U(g)

fn� ��6�?�1&�>! s ������	A��) 9�2-� !@,�)0���82B(1%;��&�w+M { �
M
$&!�*()/$&K��-�

g
fn�(��6�?�12��e������3�

C·(g,M)
$&!

$&!/���(��)/'���$&<����^�����5���3��!/��)W'�)/��6�?�<@�
M ⊗U(g) V·(g)

M�NF���3)/�>�]��)/�
HLie
n (g,M) = TorU(g)

n (M,C)�C�")
�L*,<H�
n ∈ Z+

M
� ?9*,1&1;:-e9$2� M $&!5*.1&�3�]�

g
fn�(��6�?�1&�-e������3� �����J!/'9*,<3�

Cn(g,M)
���
n
� ./��. �B��%C&�)
$&!�6��3l����36B*,!

HomC(
∧n

g,M)
M�NF�7?�!

n
fn<>�7<+�9*,$&��!.*,)/�^� ?�!#�4*,1;���>)/�9*L��$&��K_�\?�1;��$&1&$&���D*,)\�4*L'�!(���

n
G�*,)/$]*,0�1&�>!

�C)/�"�
g
kW$;���_G-*L12?��3!E$&�

M
M~NF���.<3��0���?���69*,)#:_�.*,'�'�$&��K�!

dn : Cn(g,M) → Cn+1(g,M)
*,)/�

6��>l����36A0-:
dnf(X1 ∧ · · · ∧Xn+1)

=

n+1∑

i=1

(−1)i−1Xi · f(X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧Xn+1)

+
∑

1≤i<j≤n+1

(−1)i+jf([Xi, Xj ] ∧X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧ X̂j ∧ · · · ∧Xn+1).

NF����!/'9*,<3�>!
Cn(g,M)

����K��@�����>)�kW$;���(�������.*,'�'�$2��K�!
dn
�]��)/�y*5<>�7<+�9*,$&� <3��� '�1&�@�(6��>���"���36.0-:

C ·(g,M)
s ���������B,)�����'� ,��(L��#%1� ,3& �/,�!;D .@��4 * � ,MODw+M7NF����<3�������(��1&��K":^K�)/��?�'�!����`����$&!I<>�"� '�1&�3� *,)/�

<D*,1&12�36 ����� ./� �B��4 �����@D�� D�!@��2�*�) � �
g
� %1( � ./��,�� .�%;,3&�(1) %'&

M
*L��6A*L)/��6��>���"���36407:

Hn
Lie(g,M)

M
j !Y$&�E������<D*,!/���������"� ��1&��K,:EK�)/�"?�'�!>eLk����9*3G-�

Hn
Lie(g,M) = ExtnU(g)(C,M)

�]��)Y�D*,<H�
n ∈ Z+

M
�������
	
� t M h � <W�><D*,1&1b���9*L�W�L*,<H�A)/$2K"�7�

g
fn�(��6�?�1&�

M
<D*,� *,1&!/� 0��5G�$&�@k��>6�*,!�*^1&�3�]�

g
fn� ��6�?�1&�

kW$;���%)/�>!/'��3<3�F���^�����E*,<@��$&���
X ·m = −m ·X (m ∈M, X ∈ g)

e�*,��6 �$%;./,���,�!3)0�9e�!/�^���9*L�F�����
<D*L���>K"��)/$&�>!��"�d12�3�]�

g
fn�(��6�?�12�3!�*,��6R�"�d)/$2K"�7�

g
fn� �76�?�1&�3!5*,)/�E$2!/�"� ��)/'���$&<-M9NF�7?�!������\<L*,��!/'��L*,Q

*,0���?��������E<3���('�1&�@�
C·(g,M)

s )/�3!/'iM
C ·(g,M)

w�$&�������\<D*,!/�EkW���3)/�
M
$&!�* 1&�3�]� s )/�3!/'~M9)/$&K��-�@w

g
fn� ��6�?�1&�-M
|�:8* !3%�D��E(

g
� ⊗̂ �+4 ����2B� , k�� � �D*,� *o<3���('�12�@��� � *,?�!/6���)/a 1nM <-M !>M

M
����K��@�����3) kW$;���������

!#��)/?�<3��?�)/�5���Y*J)/$&K��-�
g
fn� ��6�?�1&��!/?�<H�c���9*L�
�����5�.*,'

M →M, m 7→ m ·X e�$&!
<3���-��$&��?���?�!
�]��)
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�D*,<+�
X ∈ g

M { ��k��E�>��6��Dk
g
kW$;���c�����E?�!/?9*,1~���"'`�"12�"K":c�"��*(l���$;���3fn6�$&� �3��!/$&���9*,1bG-�><@����)W!/'9*,<3�-e

�����>�.�����x*,0��DG��5<3����6�$;��$2�"�4� �D*,��!�'�)/�><3$&!/�>1;:(���9*L���������.*,'
M ⊗̂ g→M, m⊗X 7→ m ·X e�$2!<3���-��$2�7?���?�!>Mi�7$&�($21]*,)/1;:-e������\<D*,� !/'��L*LQ�*,0���?���12�3�]�

g
f ⊗̂ fn� �76�?�1&�3!>M { � M $2!�*()/$&K��-� s )/�3!/'iM912�3�]�@w

g
f ⊗̂ fn�(��6�?�12��e������3�R�����^!#��)/�"��Kc6�?9*,1ne M ′ e`0��><3���(�>!5*41&�3�]� s )/�3!/'iMb)/$&K��-�@w g

f ⊗̂ fn�(��6�?�12�\G�$C* �����*,<@��$&��� 〈m,X ·m′〉 = 〈m ·X,m′〉 s )/�3!/'iM 〈m′ ·X,m〉 = 〈m′, X ·m〉 w��C��) m ∈M e m′ ∈M ′ e
X ∈ g

M
�������
	
� t M q �x{ �Ok��E�3��6��Dk

U(g)
kW$;���c�����xl����>!#��1&��<D*,1&1;:.<>���-G-�@�%����'���1&��K":ie������>�A�D*,<H�

g
f ⊗̂ f�(��6�?�1&�

M
0��><3���(�>!5*.����'���1&��K"$2<D*,1

U(g)
fn�(��6�?�1&��M�S��"����e`���Dk��@G-�3)>e`���9*L�

M
���>�36_���"�50`�(*,�

U(g)
f ⊗̂ fn� ��6�?�1&�-e�$nM �-M;e������E*,<@��$&��� U(g)×M →M

���>�36c���,�W0`���#�"$2�-��1;:4<3���-��$&�7?��"?�!>M
{ �
M
$&!�* )/$&K��-� s )/�>!/'iM912�3�]�@w

g
f ⊗̂ fn� �76�?�1&��e������3�������\��0-G�$&��?�!�$&6��>�-��$&l�<L*L��$&����! M ⊗∧n g =

M ⊗̂∧n g
*L��6

HomC(
∧n

g,M) = L (
∧n

g,M)
�3�9*,0�1&�_?�!%����<>����!/$&6��>)

C·(g,M)
s )/�>!/'iM

C ·(g,M)
w�*,!�*�<3��� '�1&�@�J$&�

LCS
M { �

M
$&!�*�)/$&K��-� s )/�3!/'iM�1&�3�]�@w

g
f ⊗̂ fn� ��6�?�1&�-eL�����3�^�����
<3���('�12�@�

C ·(g,M ′)
s )/�>!/'iM

C·(g,M ′)
wY$&!I$&!/���(��)/'���$2<F���x������!#��)/����KE6�?9*,19���

C·(g,M)
s )/�3!/'iM

C ·(g,M)
w+M

NF��$&!
)/�L*,6�$&1;:4�]��1&12�>kW!
�])/��� �����5<L*L���"��$&<D*,1b$&!/���(��)/'���$&!/�(!
L (
∧n

g,M) ∼= (
∧n

g)′ ⊗̂M Mv �@�
A
0��E* ⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*x����K��@�����3)�kW$;���4������!#��)/?�<@��?�)/�5����*\12�3�]� g

f ⊗̂ fn�(��6�?�1&�-M��7?�'�'���!/�����9*L��C�")5�D*,<H�
X ∈ g

�����^�.*,'
A → A, a 7→ X · a eb$&!x*.6��>)/$;G�*L��$&���iM { �R����$&!5<D*,!/�\k��(!H*@: ���9*L� g��.0(1) ��&

A
��� ��,3!3% ����(1%;��&�)+M~NF��� <3��� '�1&�@�

C ·(g, A)
��*L!E�����3�=*c!#��)/?�<@��?�)/� �"� � J ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*s <3� M T;t3q,V w+M`NF���^�\?�1;��$&'�1&$2<D*L��$&���A�"�

C ·(g, A)
<>�"� �3!��])/���������J$&6��>�-��$&l�<L*D��$2�"� ���

C ·(g, A)
kW$;���

�����
���3��!/��)�'�)/�76�?�<@�I���b*,1&K��>0�)H*,! ∧
g∗ ⊗̂A M { � '9*,)#��$&<3?�1]*,)>e,$&� A $&!I<3���(�J?��+*L��$;G-��eL�����>� C ·(g, A)$&!
$&!/��� �")/'���$&< s *,!�*\K�)H*,6��>6 ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*-w����^�����x�@�����3)/$2�")W*,1&K��30�)H* ∧̂A C1(g, A)

M

�
+���� / � ���:/~��6 /������

!/�6�6
	/�I��� �
��	 ⊗̂ � 4<1��,/����04,6

{ ������$&!�!/�><@��$&��� k��Z6��3!/<>)/$&0�� *�G-�3)/!/$2�"� �"������� �F*L)#�+*,� 6 � $&1&�>�70��>)/K ��$&�-G-�3)/!/�Z'�)/�7<>�3!/! �
s/T � e ���9*,'iM�� V w^*,69*,'����36����B����� � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*R<L*,!/��M���)/$&K�$&�9*,1&1;:7e��F*,)#�+*,�8*,��6 � $21&�3�70`�3)/K
*,'�'�1&$2�36�������$2�-G-�3)/!/��'�)/��<3�>!/!(���o������!#��?�6�:����������(��1&��K�$&<D*,1
6�$2�(�3��!/$&����! ����K�)/�"?�'�*,1&K��>0�)H*,!
*,��6R?���$;G-�>)/!H*L1��3�7G��>1&��'�$&��Kc*L12K"�>0�)H*,!>Mb��?�0�!/�>X7?��>�-��1;:�!/���(�\K��3���>)H*,1&$��D*L��$&����!Wk��>)/�\��0��+*,$&���>6��C��)
<3��<>�"� �\?��+*L��$;G-� T h"hLV *,��6%<3��� �\?��+*L��$;G-� T h�KLVb� ��'���*L12K"�>0�)H*,!>M�NF����?�K��4k���0��>1&$&�3G��W���9*L�������5*,1;f
K��30�)H*,$&<�G��>)/!/$&����!F���~�����5)/�3!/?�1;��!
0��312�>k *,)/�5Q����DkW�ie�k��5<3��?�1&6c���"�
l���6%�����>�y$&�4�����51&$&���3)H*L��?�)/�
$&��*J�C��)/�y!/?�$;�+*,0�1&�5�]��)
��?�)W'�?�)/'���!/�>!>M�NF�9*L�W$&!FkW�-:%k��5K�$;G-�5<3���('�12�@����'�)/�����C!>M
[9��)�<3���-G-�3��$&�3��<>������������)/�D*,6��>)>eDk���)/�3<D*,1&1�!/�"� �F*,1&K��30�)H*,$&<I6��>l���$;��$&����! s !/�3� T q��DV �C��)O6��@�+*,$&1&!+w+M

v �3� C 0��\*(�(������$&6�*L1O<D*L���3K���)#:-e�$nM ��M&e�*^<L*D���>K��")#:c�DX7?�$&'�'��>6ckW$;���R*^0�$&�]?���<@����) ⊗ : C × C → C e*J���3?���)H*L1~�"0��#�3<@�
I
e�*L��6c�9*L��?�)H*,1i$&!/���(��)/'���$&!/�(!

aX,Y,Z : (X ⊗Y )⊗Z → X ⊗ (Y ⊗Z), lX : I ⊗X → X, rX : X ⊗ I → X

!H*L��$&!/�]:�$2��K(<3�3)#�+*,$&�c<3�����>)/�3��<>� s <3����!#��)H*,$&�-�@w�<>����6�$;��$&����! s !/�>��e��-M K�M&e T q-�,V w+M-H8$;�����"?��
1&��!/!W����K��3��f
�3)H*,1&$&��: s 07:ApR*,< v *,����> !W<>�"���3)/�3��<3�x�����3��)/�3� T q-� e9NF���>�")/�>� tDU M t+V w+e�k��E�.*3:�*,!/!/?�� �x���9*L� C $&!)3(1!3% .0(me7!/�x���9*L�F*,1&1`*L!/!/��<>$]*L��$;G�$;��:(*,��6.?���$;��$&!/��� �")/'���$&!/�(!�*,)/��$&6��>�-��$;��$&�>!>M j � ��� DE,���!@�W$&� C $&!�*,���0��#�3<3�

A
����K��@�����3)�kW$;��� � ��)/'���$&!/� !

µ : A⊗A→ A
s �\?�1&��$&'�1&$&<L*L��$&����wF*,��6

η : I → A
s ?���$;�@w

!/?�<+�%����*D�
�����56�$]*,K�)H*,�(!
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A⊗A⊗A µ⊗1A //

1A⊗µ
��

A⊗A
µ

��
A⊗A µ // A

I ⊗A η⊗1A //

lA $$IIIIIIIIII A⊗A
µ

��

A⊗ I1A⊗ηoo

rA
zzuuuuuuuuuu

A
*,)/� <3���(�J?��+*L��$;G-��Mi[���)E�3��*,� '�1&��ei$&� C = LCS

$2!5�����.<D*L���>K"��)#:_����<>���('�1&�3���(1&��<D*,1&1;:R<3���-G-�@�
!/'9*,<3�>!5�DG-�3)

C
ei*,��6 ⊗ = ⊗̂ $&!������^0�$&�C?���<3����)����I�����^<3��� '�1&�@���>6R'�)/�,�#�3<@��$&G��J���3��!/�")5'�)/��6�?�<@�De�����>��k��c�"0��+*L$2�=�����%6��>l���$;��$2�"�}�"� ⊗̂ f�*L12K"�>0�)H* K�$;G-�3�}$&���7?�0�!/�3<@��$2�"� t M t M { � (A, µA, ηA)

*,��6
(B, µB , ηB)

*,)/�J*,1&K��30�)H*,!�$&� C e������3�R*(�(��)/'���$2!/� ϕ : A → B
$2!�*,� ��� DE,��3!@� �B��4 ��4 ��!�*���%C)/4

$&�
ϕµA = µB(ϕ⊗ ϕ)

*,��6
ϕηA = ηB

M
� ?9*,1&1;:-e�* ./����� DE,���!@�A$2� C $&!%*L����0��#�3<3� C ����K"�3�����3) kW$;����� ��)/'���$&!/� !

∆ : C → C ⊗Cs <3���J?�1;��$&'�12$&<D*L��$&����wI*L��6
ε : C → I

s <>��?���$;�@w�!/?�<H�c���9*L�
�����x6�$]*,K�)H*L� !

C ⊗C ⊗C C ⊗C∆⊗1Coo

C ⊗C

1C⊗∆

OO

C
∆oo

∆

OO I ⊗C C ⊗Cε⊗1Coo 1C⊗ε // C ⊗ I

C
l−1
C

ddJJJJJJJJJJ r−1
C

::tttttttttt
∆

OO

*,)/�5<>�"� �\?��+*L��$;G-�-M
NF���R�(������$&6�*L1�<L*L���3K���)#: C $&! ��!@��% ��,�� $&�x$&�4$2!%�>X7?�$&'�'`�36�kW$;��� *=�9*L��?�)H*,1�$2!/�"� ��)/'���$&!/�

cX,Y : X ⊗Y → Y ⊗X !H*L��$&!/�2:�$&��KJ�����5)/�>1]*L��$&����!

(cX,Z ⊗ 1Y )(1X ⊗ cY,Z) = cX⊗Y,Z , (1Y ⊗ cX,Z)(cX,Y ⊗ 1Z) = cX,Y ⊗Z .
{ ������$&!�<L*,!/��e������E���3��!/�")�'�)/�76�?�<@�����I*,�-:A��k��%*,1&K��30�)H*,!

A,B
$2� C $&!�*,�_*,1&K��30�)H*^kW$&�����\?�1;��$&f'�1&$2<D*L��$&���c*,��6A?���$&�W6��3l����36�*,!
�����5<>�"� '���!/$;��$&����!

A⊗B⊗A⊗B 1A⊗cB,A⊗1B−−−−−−−−−→ A⊗A⊗B⊗B µA⊗µB−−−−−→ A⊗B,
I
rI=lI−−−−→ I ⊗ I ηA ⊗ ηB−−−−−→ A⊗B.

j �3%;��� DE,���!@�E$&� C $&!5*L� ��0��#�3<3� H �DX7?�$&'�'��>6AkW$;���A�����J*,1&K��>0�)H* *,��6 �����E<3�7*,1&K��30�)H*^!#��)/?�<3��?�)/�3!
!/?�<+�_���9*L�

∆ : H → H ⊗H *,��6
ε : H → I

*,)/�.*,1&K��30�)H*%�����(���(��)/'���$2!/�(!>M`[Y$&��*L121;:-e~* 	 �3*��
��� DE,���!@��$&� C $&!W*\0�$]*,1&K��30�)H* H ����K��@�����3)�kW$;���A*E� ��)/'���$&!/�

S : H → H
s *,�-��$&'���6��,wd!/?�<+�%���9*L�

�����x6�$]*,K�)H*L�

H ⊗H
S⊗1H

��

H
∆oo ∆ //

ηε

��

H ⊗H
1H⊗S

��
H ⊗H µ // H H ⊗Hµoo

$&!
<>�"� �\?��+*L��$;G-�-M
�:���5��� u M t � � ,�(

H
�@, � 	 �3*�� ��� D�,��3!/� %'& � ��!@��% ��, � 4 ��& ��% ����� ./��(+,+D���!3� C e#��& � ��,�(

Φ, Ψ :

H ⊗H → H ⊗H �@, D�% ��,�& ���

Φ = (µ⊗ 1H)(1H ⊗∆), Ψ = (µ⊗ 1H)(1H ⊗ S ⊗ 1H)(1H ⊗∆).

� �B,�&
Φ = Ψ−1 �
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� !@��� �
�5NF���x)/�31C*D��$2�"�
ΦΨ = 1H⊗H

�C��1&1&�DkW!F�C)/���������5<3��� �\?��+*L��$;G-��6�$C*LK�)H*,�

GF EDΦ

��
H ⊗H 1⊗∆ // H ⊗H ⊗H µ⊗1 // H ⊗H

H ⊗H ⊗H 1⊗1⊗∆//

µ⊗1

OO

H ⊗H ⊗H ⊗H 1⊗µ⊗1//

µ⊗1⊗1

OO

H ⊗H ⊗H

µ⊗1

OO

H ⊗H ⊗H 1⊗1⊗∆//

1⊗S⊗1

OO

H ⊗H ⊗H ⊗H

1⊗S⊗1⊗1

OO

H ⊗H
@A

GF
Ψ

//

1⊗∆

OO

1⊗∆
// H ⊗H ⊗H

1⊗∆⊗1

OO

1⊗ε⊗1
// H ⊗ I ⊗H

1⊗η⊗1

OO

BC

ED
rH⊗1

oo

@A BC
1⊗l−1

H

OO

�7$&� $&1]*,)/1;:7e-�����5<>���(�\?��+*D��$&G��56�$]*,K�)H*L�

GF EDΦ

��
H ⊗H 1⊗∆ //GF

@A
1⊗l−1

H

//

1⊗∆

��

H ⊗H ⊗H µ⊗1 //

1⊗1⊗∆
��

H ⊗H
1⊗∆

��

ED

BC
Ψ

oo

H ⊗H ⊗H 1⊗∆⊗1//

1⊗ε⊗1

��

H ⊗H ⊗H ⊗H µ⊗1⊗1//

1⊗1⊗S⊗1

��

H ⊗H ⊗H
1⊗S⊗1

��
H ⊗H ⊗H ⊗H µ⊗1⊗1//

1⊗µ⊗1

��

H ⊗H ⊗H
µ⊗1

��
H ⊗ I ⊗H H ⊗H ⊗H µ⊗1 // H ⊗H@A BC

1⊗l−1
H

OO

!/���DkW!
���9*L�
ΨΦ = 1H⊗H

M
v �@�

A
0��E*L�A*,1&K��>0�)H*E$2� C MB<W�><D*,1&1����9*L�W* � , �3(

A
�+4 ����2B� ,�$&!W*L�%��0�� �><@�

M
����K��@�����>)�kW$;���c*

�(��)/'���$&!/�
µM : A⊗M →M

!/?�<+�c���9*L�
�����56�$]*,K�)H*,�(!

A⊗A⊗M µA⊗1M//

1A⊗µM
��

A⊗M
µM

��
A⊗M µM // M

I ⊗M η⊗1M //

lM %%KKKKKKKKKK A⊗M
µM

��
M

*,)/� <3���(�J?��+*L��$;G-��M j K-*,$&�~eb$&�B����� <D*,!/�
(C,⊗) = (LCS, ⊗̂)

k�� ��0��+*,$&�B����� 6��3l���$;��$&���B��� ⊗̂ f�(��6�?�1&�RK�$;G-�3� $&� �7?�0�!/�3<3��$&��� t M t M { �
(M,µM )

*,��6
(N,µN )

*,)/�_1&�3�]�
A
fn�(��6�?�12�3!>e������>� *

�(��)/'���$&!/�
ϕ : M → N

$2� C $&!4*,� A �+4 � ��2-� , 4 ��!�*���%C)@4P$&�
ϕµM = µN (1A ⊗ ϕ)

M <W$&K��-�
A
fn�(��6�?�1&�3!�*L��6%�����3$&)
�(��)/'���$&!/� !W*,)/�56��3l����>6A!/$&�($&1C*L)/1&:-M
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S��Dk 1&�@� C 0��(*.0�)H*,$&6��>6 � ������$&69*,1O<L*L���3K��")#:7e`*,��6_1&�@� H 0��(* � ��'��I*,1&K��>0�)H* $&� C MbNF���3�

H ⊗H �9*,!���k��\�9*L��?�)H*,19!#��)/?�<3��?�)/�3!����b)/$&K��-�
H
fn�(��6�?�12��M-NF���Wl�)/!#���"���W$2!IK�$;G-�3� 0-:(������*L<3��$&���

���
H
�"�������A)/$&K��-�.�m*,<@����)>e�*L��6������A!/�><3����6������R*,)/$&!/�3! �C)/��������� *,1&K��30�)H*R���"� ���(��)/'���$&!/�

∆ : H → H ⊗H M�NF�7?�!.k�� ��0��+*,$&������� )/$&K��-� H fn�(��6�?�12�3! (H ⊗H,µr) *L��6 (H ⊗H,µ∆)kW$;���%�����E*,<3��$&����!
µr, µ∆ : (H ⊗H)⊗H → (H ⊗H)

K"$&G��>�ie�)/�3!/'`�3<@��$&G��>1;:-e�0-:

µr : (H ⊗H)⊗H ∼−→ H ⊗ (H ⊗H)
1H⊗µ−−−−→ H ⊗H,

µ∆ : (H ⊗H)⊗H 1H⊗H⊗∆−−−−−−→ (H ⊗H)⊗ (H ⊗H)
µH⊗H−−−−→ H ⊗H.

NO�o!/$&�('�1&$&�]:=���"�+*L��$&���ieYk��A!/�9*,1&1W�"�]���3��kW)/$;���
H(n) ���o6��>���"���c����� n fn�]��1&6����3��!/��) '��Dk��>)

H ⊗ · · ·⊗H M
�:���5��� u M u � �
�B, 4 ��!�*���%C)/4

Φ : (H ⊗H,µr)→ (H ⊗H,µ∆)
��, 
 & ,�� %C& � ,34A4 � u M t %') ��&

%C)���4 ��!�*���%C)@4 � � !3% D��E(
H
�;4 � ��2B� ,�)
�

� !@��� �
�5|�: v �3� �.* u M t e
Φ
$2!x*,�_$&!/���(��)/'���$&!/� $&� C MiN~�%'�)/�>G-�J����*D� Φ $2!x*.)/$&K��-� H fn�(��6�?�12��(��)/'���$&!/�Ae�$;�W$&!
�3���"?�K"�c���(<3����!/$26��3)F�����x�]��1&12�>kW$2��KJ<3���(�J?��+*L��$;G-��6�$]*,K�)H*,�Az

GF EDΦ⊗1H

��
H ⊗H ⊗H1H⊗∆⊗1H//

1H⊗∆⊗∆
''NNNNNNNNNNNNNNNNN

µr=1H⊗µH

��

H ⊗H ⊗H ⊗H µH⊗1H⊗1H //

1
H(3)⊗∆

��

H ⊗H ⊗H

1
H(2)⊗∆

��

ED

BC
µ∆

oo

H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H
µH⊗1

H(3)//

1H⊗µH(2)

��

H ⊗H ⊗H ⊗H

µ
H(2)

��
H ⊗H 1H⊗∆ // H ⊗H ⊗H µH⊗1H // H ⊗H@A BC

Φ

OO

v �@�
Hop 6��3���"���_�����o*,1&K��30�)H*��"'�'���!/$;���R��� H eF$nM ��M&e µHop = µHcH,H

eW*,��6 1&�3�
He =

H ⊗Hop M�NF���>� S : H → Hop *,��6 E = (1H ⊗S)∆ : H → He *,)/��*L12K"�>0�)H*������(���(��)/'���$&!/�(!T q7�DV M � �3��<3�
He 0��3<>�"� �3!�*J)/$&K��-� H fn� �76�?�1&��G�$]* E MBHo�56��>���"��������$&!
� ��6�?�1&�50-:

He
E

M
�:���5��� u M h � � �

H
�B��)?%'& ��,3!�(1% ����, ��&�(1% *-� ��,-e ( �B,�& ( �B, !3%�D �E(

H
�;4 � ��2B� ,�)

(H ⊗H,µr) ��& �
He
E��!@, %C)0��4 ��!�*���%;.��

� !@��� �
�E�7$&��<>�
S
$&!W*L�c$&!/���(��)/'���$&!/�y$&� C e�$;�
�C��1&1&�DkW!����9*L� 1H ⊗S : H ⊗H → H ⊗Hop = He$&!d*,�(*,1&K��30�)H*W$&!/���(��)/'���$&!/��M � �3��<3�

He
E
∼= (H ⊗H,µ∆)

*L!Y)/$&K��-�
H
fn� �76�?�1&�3!>M,S��Dk}$&��)/�>�.*,$&��!

���.*,'�'�1;: v �3� �.* u M u M
[9)/��� ���Dk����ie,1&�3�

(C,⊗) = (LCS, ⊗̂)
0��������F<D*L���3K���)#:E����<3��� '�1&�@����12�7<L*,1&1;:x<3���-G-�@�\!/'9*,<3�>!

�DG-�3)
C
M�|�:4*�	 �3*�� ⊗̂ � ��� DE,��3!@��k����(�D*,�%* � ��'��O*,1&K��30�)H*x$&�

LCS
s <3� M�*L12!/� T q-h e t e �#",V w+M-J�$&G��>�

* � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H* H e�k��5<3����!/$26��3) C *,!�*J1&�>�2� H fn�(��6�?�1&�5G�$]*E�����x<3��?���$;�W�.*,' ε : H → C
M
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�:���5��� u M q ��� ,0(
H
�/, � 	 �3*�� ⊗̂ � ��� D�,���!@� � %C( �A%C& ��,�!�(1% ��� , ��&�(1% *-� ��, � � �B,�!@, ,MO�%')3(1) ��& %C)0��4 ��!��

*���%C)@4 � � ��, �3(
He � ⊗̂ �+4 ����2B� ,�)

snh w
ϕ : He

E ⊗̂H C→ H, u⊗ 1 7→ µ(u).
� !@��� �
� ������!/$&6��>)F�����50�$21&$&���L*L)F�4*L'

R : He × C→ H, (u, λ) 7→ λµ(u).
NO�^'�)/�>G-�5���9*L� snh wI$2!�*\k��3121;fn6��3l����36c1&$&���L*,)F�.*,'ie�k��5��*@G-�5���(!/���Dk ���9*L�
s�q w

R
(
(a⊗ b) · c, λ

)
= R(a⊗ b, c · λ)

�C�")
�L*,<H�
a, b, c ∈ H *,��6A�L*L<+�

λ ∈ C M�NO�^����$&!F�>��6ie����"���xl�)/!#�
����*D�snU w
µE = µ(1H ⊗ S)∆ = ηε.

�7$&��<3�
µ : He → H

$&!�*J1&�>�2�
He fn�(��6�?�1&�5�(��)/'���$&!/��e�k��x!/�3�5���9*L�

sn� w
R((a⊗ b) · c, λ) = λµ((a⊗ b)E(c)) = λaµ

(
E(c)

)
b = ε(c)λab.

���c�����x�"�����3)
�9*,��6~e
s � w

R(a⊗ b, c · λ) = R(a⊗ b, ε(c)λ) = ε(c)λab.
�����('9*,)/$&��K sn� w�*,��6 s � wHe7k��5�"0��+*L$2� s�q wHe�*L!F)/�DX-?�$&)/�36iM � �3��<>�

ϕ
$2!
*xk��>1&1;fn6��>l����>6ie7<3���-��$2�7?���?�!

1&$&���D*,)F�4*L'~M � G�$&6��>�-��1;:-e
ϕ
$&!�*,1&!/�.*J1&�>�2�

He fn�(��6�?�12��� ��)/'���$&!/��MNO�(<3����!#��)/?�<3�
�����5$2�-G-�3)/!/�5���
ϕ
e�<>����!/$&6��>)F�����5�.*,'

ψ : H → He
E ⊗̂H C, a 7→ (a⊗ 1)⊗ 1.

��1&�L*L)/1&:-e
ϕψ = 1H

M�NF��?�!
$&�
)/�3�4*,$&��!F���^'�)/�DG-�5���9*L�
ψϕ = 1HeE ⊗̂H C

e�kW��$&<H�A$&!
�>X7?�$;G-*,1&�3�-�F���
s;K w

u⊗ 1 = (µ(u)⊗ 1)⊗ 1
�C�")
�L*,<H�

u ∈ He MNY*,Q��������x�.*,'
Φ : H ⊗̂H → H ⊗̂H 6��>l����>6c$2� v �>�(�.* u M t e9*,��6A!/�3�

Φ′ = (1H ⊗ S)Φ : (H ⊗̂H,µr)→ He
E .|�: v �3� �.*,! u M u *L��6 u M h e

Φ′
$&!�*,�c$&!/��� �")/'���$&!/� ���O)/$&K��-�

H
f ⊗̂ fn�(��6�?�1&�3!>M5Ho�x�9*3G-�

Φ′(a⊗ 1) = (1H ⊗ S)(µ⊗ 1H)(1H ⊗∆)(a⊗ 1)

= (1H ⊗ S)(µ⊗ 1H)(a⊗ 1⊗ 1) = (1H ⊗ S)(a⊗ 1) = a⊗ 1
*,��6A���3��<3�

Φ′(a⊗ b) = Φ′(a⊗ 1 · b) = Φ′(a⊗ 1)E(b) = (a⊗ 1)E(b).
�7$&��<3�

Φ′
$&!�0�$ �#�3<3��$;G-��e�$;��$2!��>����?�K��R���%<H���><HQ s;K wFkW$&���

u = (a ⊗ 1)E(b)
M ��!/$&��K snU w�*,��6R�����

�m*L<3�F���9*L�
µ
$&!�*^1&�3�]�

He fn�(��6�?�1&�5� �")/'���$&!/�Ae�k��x!/�>�����9*L�
µ(u) = µ((a⊗ 1)E(b)) = aµ(E(b)) = ε(b)a.� �3��<3�������5)/$2K"�7�/fn�9*,��6A!/$&6��5��� s;K w�$&!

(µ(u)⊗ 1)⊗ 1 = ε(b)(a⊗ 1)⊗ 1,
kW��$&12�������512�3�]�/fn�9*,��6c!/$&6��x��� s;K wI$&!

u⊗ 1 = (a⊗ 1)E(b)⊗ 1 = (a⊗ 1)⊗ b · 1 = ε(b)(a⊗ 1)⊗ 1.
NF���>)/�3�C�")/� s;K wI$&!
!H*L��$&!/l��>6ie9*L��6c!/�

ψ = ϕ−1 M � �>��<3� ϕ $2!�*L�A$&!/��� �")/'���$&!/�Ae�*,!
)/�DX-?�$&)/�36iM
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�0� u M U ��� ,0(

H
�/, � 	 �3*�� ⊗̂ � ��� DE,���!@� � %1( � %'& ��,3!�(1% ����,A��&�(1%8*-����,�e ��& � � ,0(

0← C← P•
�/, � *�!@� "$,@.0(1% ��, !@,�)0���82B(1%;��&�� �

C
%C&
H
�
mod

� � �B,�& ( �B, (+,�&-)0��! *�!@����2�.0( ./��4 * � ,MO
snr w

0← H ∼←− He
E ⊗̂H C← He

E ⊗̂H P•
%C) � *�!@� "$,/.�(1% ��, ��%'4 � ��2-� , !@,�)���� 2B(1%;��& � �

H
�

� !@��� �
�5|�: v �>�(�4* u M h e
He
E

$&!J*%�C)/�3� )/$&K��-�
H
f ⊗̂ fn�(��6�?�12��M � �3��<>�^�����4*,?�K��(�>�-���36o<3���('�12�@�snr wI$&!�*,6�� $&!/!/$&0�12��M�NO�^<>���('�1&�3���������x'�)/���"� e�$;�
)/�>�.*,$&��!F��� *,'�'�1;: v �>�(�4* u M q M

v �@�
H
0��%* � ��'�� ⊗̂ f�*L12K"�>0�)H* *L��6 M *,�

H
f ⊗̂ fn0�$&�(��6�?�1&� s $ M �-M;eY*A1&�3�]� He fn�(��6�?�1&�Lw+M Ho�

�.*3:A<>����!/$&6��>)
M
*,!5*(1&�3�]�

H
f ⊗̂ fn� ��6�?�1&�xG�$]* E : H → He Mi�7$&� $&1]*,)/1;:7e�0-:�<>�"��!/$&6��3)/$2��K M *,!

*J)/$&K��-�
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p (g,ME) (p ∈ Z).
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(C1(g, A), d0)
$&!F�����5� ��6�?�1&�5���

 �,��1&�3)
6�$&a��3)/�>�-��$]*,1&!��C��)

A
M


�	�� 

������������� q M h � J?& ��� DE,��3!@�
A

%C)
g
��*-��!@���'��,��8%:9�������,A% �I��& � ��&��8� % � ( �B,A% ��,3&�(1%1(1� 4 �3* � �

A,MO�(+,3& ��) (+� � ��� ⊗̂ � ��� DE,���!@� %')0��4 ��!�*���%')/4 �@,0( � ,/,3&
C ·(g, A)

��& �
Ω(A)

�
� !@��� �
�5NF������$&����'9*,)#�
$&!F<312�D*,)>M�NO�^'�)/�DG-��������<3���-G-�>)/!/��e�)/�3<L*,1&1����9*L�F������?���$;G-�3)/!H*,1b'�)/��'��>)#��:.���
Ω(A)

:�$&�>1&6�!�*(?���$2X7?�� � J ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*^� �")/'���$&!/� ϕ : Ω(A) → C ·(g, A)
!/?�<H������*D�

ϕ0 = 1A
M

{ �
A
$&!

g
fn'�*L)H*,1&12�31&$��L*,0�1&��e������3�

ϕ1 : Ω1A → C1(g, A)
$&!x*,�B$&!/���(��)/'���$2!/�AM~�7$&��<>�J0`�,���

Ω(A)*,��6
C ·(g, A)

*L)/�x�@�����3)/$2�")>e�k��5<>�"��<31&?�6������9*L�
ϕ
$&!�*,�c$2!/�"� ��)/'���$&!/� s !/�3�J�7?�0�!/�><@��$&��� t M h w+M

S��Dk !/?�'�'���!/�c���9*L�
H
$&!.*Rk��3121;fn0��3��*@G-�>6�<3��<3���(�J?��+*L��$;G-� � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*�e g

$&!4* v $2�
*,1&K��30�)H*�e�*L��6

θ : U(g)→ H
$&!�* � ��'�� ⊗̂ f�*L12K"�>0�)H*5�����(���(��)/'���$2!/�AM�Ho�W<>�"��!/$&6��3)

H
*,!�*5)/$&K��-�

g
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snu�t w 〈X · a, x〉 = 〈a, xθ(X)〉 (a ∈ H ′, X ∈ g, x ∈ H).
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a, b ∈ H ′ e X ∈ g
e

x ∈ H k��5��0��+*,$&�
〈X · ab, x〉 = 〈ab, xθ(X)〉 = 〈a⊗ b,∆(xθ(X))〉 = 〈a⊗ b,∆(x)∆(θ(X))〉snu"u w

= 〈a⊗ b,∆(x) · θ ⊗ θ(∆(X))〉 = 〈a⊗ b,∆(x)(θ(X)⊗ 1 + 1⊗ θ(X))〉.
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x1, x2 ∈ H
k��x�9*3G-�

〈a⊗ b, (x1 ⊗ x2)(θ(X)⊗ 1)〉 = 〈a⊗ b, x1θ(X)⊗ x2〉
= 〈Xa, x1〉〈b, x2〉 = 〈Xa⊗ b, x1 ⊗ x2〉.
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〈X · ab, x〉 = 〈Xa⊗ b+ a⊗Xb,∆(x)〉 = 〈Xa · b+ a ·Xb, x〉.
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[U(g)] = lim←−U(g)/In
M ��1&�L*L)/1&:-e

[U(g)]
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snu�h w

θ : U(g)→ [U(g)], x 7→ x+ In.
�7$&��<3�

g
$2!x��$21&'��"���3�-�Deb$&�E�]��1&1&�DkW!5���9*L� ⋂
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[U(g)]
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K = I ⊗U + U ⊗ I ⊂ U ⊗U 0��^�����*,?�K��(�>�-�+*L��$&���c$&6��L*L1~���

U ⊗U M � G�$&6��3�-��1;:7e�k��E�9*3G-� ∆(I) ⊂ K
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∆(In) ⊂ Kn �C��)W�D*,<+� n MNF���>)/�3�C�")/�5k��5��0��+*,$&��*,��*,1&K��>0�)H*\�����(��� �")/'���$&!/�
snu,q w

[U ] = lim←−U/I
n → lim←− (U ⊗U)/Kn, x+ In 7→ ∆(x) +Kn.
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πn = τn ⊗ τn : U ⊗U → (U/In)⊗ (U/In).
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*,��6A!/�
K2n ⊂ Kerπn
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Â = 0

M
j ���,�����3)
�@��*,�('�1&�����~����$&!
Q�$&��6c$&!
K�$;G-�3�c$&� T u�� e ����*L'~M � V M

�������
	
� � M h �E{ �
g
$&!E*.l���$;���@fn6�$2�(�3��!/$&���9*,1 v $&�(*,1&K��30�)H*�e������3� s $&�R<3���-��)H*,!#�5���4�����^'�)/�@G�$&��?�!

�@��*,�('�1&�LwF�����\����� �"� ��)/'���$&!/�
ιU(g) : U(g) → Û(g)
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(Â/J)∼
$2!

*,� j )/�3��! 6 p�$2<H�9*,�31I*,1&K��30�)H*�M ������!/$26��3)������^�����(���(��)/'���$&!/�
ι : A/I → (Â/J)∼
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(ϕ̂⊗ ϕ̂)∆ĤιH = (ϕ̂⊗ ϕ̂)(ιH ⊗ ιH)∆H = (ϕ⊗ ϕ)∆H = ∆Lϕ = ∆Lϕ̂ιH .j !/$&�($&1C*L)F*,)/K"?��(�3�7�F!/���DkW!����9*L�
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Û(g)
$&!(<+�9*,)H*L<3���3)/$��>�36�0-:}�����

�C�"121&�DkW$&��K�?���$;G-�3)/!H*,1�'�)/�"'`�3)#��:iz��0��!�,@��.�� J?!@,�&�)�L�N %;. �B��,0� ��� DE,���!@�
A

��& � ,/��.�� � % , ��� DE,���!@�
�B��4 ��4 ��!�*���%C)/4

ϕ : g → A
( �B,�!@,I,MO�%C)3(1) � 25&�%��32�, ⊗̂ � ��� DE,���!@� �B��4 ��4 ��!�*���%')/4

ψ : Û(g) → A)/2�.���( �B��(
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∏
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0`�A*������(��� �")/'���$&!/� ���_!/���(� j )/�3��! 6 p $&<H�9*,�>1
*,1&K��30�)H*
B
MY[�$&��*

!/?�0��J?�1;��$&'�1&$&<D*L��$;G-�I!/�3� $&����)/� ‖·‖ ��� B e�*,��6J6��3l���� p : Z+ →
⋃
n N(An)

0-:
pi(ai) = ‖ϕ(ai)‖�C�")I�L*L<+�

i ∈ Z+
*,��6 �L*L<+�

ai ∈ Ai
M � G�$26��3�-��1&:-e

p
$2!�*�K�)H*,6��>6 !/?�0��\?�1;��$&'�1&$2<D*L��$;G-�F!/�3�($2����)/���"�

A
e�*,��6 ‖ϕ(a)‖ ≤ ‖ιA(a)‖p

�]��)��D*,<H�
a ∈ A M�NF��$&!�$&� '�1&$&�>!d����*D� ϕ $&!�<>���-��$&�7?���?�!�kW$;���4)/�3!/'��><@����5�����
����'���1&��K,:J$&��6�?�<3�>6(���

A
�])/���

λ(P,A)
M7�7$&��<3�

A
$&!I6��3��!/�W$&�

λ(P,A)
e,k��
!/�>�F����*D�I�����3)/�

�@��$&!#��!�*(?���$2X7?��E<>�"�7��$&�7?���?�!������(���(��)/'���$2!/�
ϕ̂ : λ(P,A) → B

�3�7���>��6�$&��K
ϕ
M � �3��<>�

λ(P,A)$&!F����� j )/�3��! 6 p�$2<H�9*,�31i�3�7G��>1&��'��5���
A
M
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	�� � M t3q ��� ,�(

A =
⊕

n≥0A
n �/,?� � ��./���'�8� 
 &-%1(+, D�!@����,�� ��� D�,���!@�9e���& � � ,0(

θ : A→ [A]
�/, ( �B, ./��& ��&�%;./��� �B��4 ��4 ��!�*���%C)/4 snu�r w � �
�B,3& ( �B, %C& ��2�./,�� �B��4 ��4 ��!�*���%')/4

θ̂ : Â→ [A]
s )0,/,

snh#" w#w %C) %C&$"0,/.0(1% ��,��
� !@��� �
� { �ik��5$&6��>�-��$&�]:

[A]
kW$;��� ∏

nA
n G�$]* �I)/��'���!/$;��$&��� � M t�" *,��6 Â kW$;��� λ(P,A)

G�$]*\NF���3�"f
)/�3� � M t>h e������3�

θ̂
0��><3���(�>!������x�9*L��?�)H*,1i$&��<>1&?�!/$&���%���

λ(P,A)
$&�-��� ∏

nA
n M

S��Dky1&�@�
g =

⊕`
n=1 gn

0��c*A'���!/$;��$;G-�31&:_K�)H*,6��36ieOl���$;���@fn6�$&�(�>��!/$&���9*,1 v $2�%*,1&K��30�)H*�M j !J$&�
�����(<D*,!/� �"�
*,!/!/��<3$]*L��$;G-� *,1&K��30�)H*L! s !/�3�4*L0`�>G-�,w+e`k��(�.*3:R6��3l����4*%l�1;��)H*L��$&���

F = {gn}
���

g0-:R!/�@�/��$&��K
gn =

⊕
i≥n gi

M { �x$&!��D*,!#: ���4!/���Dk����9*L�������^?���$;G-�3)/!H*,1Y�3�7G��>1&��'�$&��KA*,1&K��30�)H*
U(g)�9*,!5*(K�)H*,6�$&��K

U(g) =
⊕

n≥0 U(g)n
!/?�<+�����9*L�������^*,!/!/��<3$]*L���>6�l�1;��)H*L��$&���A���

U(g)
<>�"$2��<3$&6��3!

kW$;��� snu�U w+M { ��6��3�>6ieO12�@�
Tg
0��.�����4���3��!/��)(*,1&K��30�)H*��"�

g
eY*,��6}1&�@�

L
0`� ����� ��k��"fn!/$&6��36}$&6��L*L1

���
Tg
K��>���3)H*L���36_0-: �312�3�(�>�-��!��"�������J�C��)/�

x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y]
e
x, y ∈ g

MbNF���>� k��^��*@G-�
U(g) ∼= Tg/L

M { �
g
$&!
K�)H*,6��36ie������>�%k��x<D*,�c6��>l����\*JK�)H*,6�$&��K(���

Tg
0-:

(Tg)n =
⊕

i1+···+ik=n

gi1 ⊗ · · · ⊗ gik .

NF�7?�!
Tg
0`�3<3��� �3!E*41&��<D*,1&1&:Al���$;���^K")H*,6��>6o*,1&K��>0�)H*�ei*,��6

L
0��3<>���(�3!E*4K�)H*,6��>6_$&6��D*,1Y���

Tg
M

NF���>)/�3�C�")/�
U(g) = Tg/L

$&!�*,1&!/�.*J1&��<D*,1&1&:.l���$;���5K�)H*,6��36 *,1&K��30�)H*�M5Ho�x�9*3G-�
U(g)n =

∑

i1+···+ik=n

gi1 · · · gik .
��������!/�E*,�

F
fn09*,!/$&!

(ei)
���

g
<3����!/$2!#��$&��K^��������� �"K��>���3��?�!
�>1&�3� �3�-��!>e�*,��6A!/�@�
V n = span{eα : w(α) = n}.

|�: ����� �Y��$&��<L*,)GF 6 |�$&)/Q�����a 6 H8$;�/�������3��)/�3��e7k��5�9*3G-�
U(g) =

⊕
n V

n M9���%�����5�"�����3)F�9*,��6ie�$;�$&!E<31&�L*,)5���9*L�
V n ⊂ U(g)n

MY�7$&��<3�
U(g) =

⊕
n U(g)n

eik��.<3����<312?�6��(���9*L�
V n = U(g)n

�C��)
*,1&1

n
M � �>��<3�������\*L!/!/��<>$]*L���36cl�1;��)H*L��$&���%���

U(g)
�9*,!
�����5�C��)/�

U(g)n =
⊕

m≥n
U(g)m = span{eα : w(α) ≥ n} = Jn

s !/�3� snu�U w/w+M
S��Dk �I)/��'���!/$;��$&��� � M � e � ��*,�('�12� � M h e�*,��6 ����)/��1&1]*,)#: � M t3q $&� '�1;: �����x�]��1&1&�DkW$&��K�M
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������������� � M tDU � � ,0(
g
�/, ��*���)@%1(1% ��,0�8� D�!@����,�� � %;, ��� DE,���!@� �#� �B,�&

Û(g)
(+�@DE,�( �B,�! � %C( � ( �B,

�B��4 ��4 ��!�*���%C)/4 )
ιU(g) : U(g) → Û(g)

��& �
θ̂ : Û(g) → [U(g)]

%C) � *-� � ,�! )�,�!3%;,3) ,3& ��,����3*-,
� �
U(g)

�

� '�� '�8 ��� �A�!�$#&C&@>�(#�?�B ? � ?=# � ���
Û ′(g)

' v �@�
g
0��J*^'���!/$;��$;G-�31;:4K�)H*,6��36 v $&�\*,1&K��30�)H*�M { �A��)/6��3)

���^'�)/�DG������9*L�
Û(g)

$&!F!#�+*L0�1;:��9*L�
�DG-�3)
U(g)

e�$;�
���Dk )/�3�4*,$&��!����J!/���>k ���9*L�F������!#��)/����K^6�?�*L1 e
Û ′(g)

e��"�
Û(g)

$&!4*B<3���-��)H*,<@��$20�1&� ⊗̂ f�*,1&K��>0�)H* s !/�3� ����)/��1&1]*,)#: U M h w+MINO�B����$&! �>��6ie�$&� kW$&1&1
0��<3���-G-�>��$&�3�7�
���^?�!/�������x�]��1&1&�DkW$&��K v $&�E*L12K"�>0�)H*\G-�3)/!/$&���c����<3���-��)H*,<@��$&0�$&1&$;��:7M
� ��� ��� ��������� � M U M�Ho�4!H*3:B���9*L�(*Al���$;���3fn6�$&�(�>��!/$&���9*,1 v $&�%*,1&K��30�)H*

g
$&! ./��&�(1!@��.0(1% �0� ,\$&�������>)/�

�@��$&!#��!�*J!/� �7�"���c�.*,'�'�$2��K
h : [0, 1]× g→ g

!/?�<H�A���9*L�
s $Cw.�]��)x�L*L<+�

t ∈ [0, 1]
�����^�4*,'

ht : g → g, ht(X) = h(t,X)
e`$&!\* v $&� *,1&K��>0�)H*4�����(�"f

�(��)/'���$2!/�Ag
s $2$Cw

h0 = 0
*L��6

h1 = 1g
M
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�� � � M q � � *L<+�_'���!/$;��$;G-�31&:AK�)H*,6��>6 v $&� *,1&K��30�)H*
g = g1 ⊕ · · · ⊕ g`

$&!�<>���-��)H*,<@��$&0�12��M`NO�
!/�3�5����$&!>e�$;�
!/?��^<>�3!
���(!/�3�

ht(X) = tnX
�C��)
�D*,<H�

X ∈ gn
*,��6c�D*,<+�

t ∈ [0, 1]
M


�������
�� � � M U �xv �@�
g
0��W�����

2
fn6�$&�(�>��!/$&���9*,1 v $&��*L12K"�>0�)H*�kW$;��� 09*,!/$&!

X,Y
*,��6.<3��� �\?��+*L��$&���

)/�31C*D��$2�"�
[X,Y ] = Y

MbN�*,Q��^* �C?���<@��$2�"�
f ∈ C∞(R)

!/?�<H� ����*D�
f(t) = 0

�C��)��D*,<H�
t ≤ 0

*L��6
f(t) = 1

�C��)Y�D*,<+�
t ≥ 1

e�*,��6^6��>l����
ht : g→ g

0-:
ht(X) = f(2t)X

*L��6
ht(Y ) = f(2t−1)Y

M
{ �Y$&!O�L*,!#:x����<H���3<HQ5���9*L�

ht
!H*L��$&!/l��>!O������<3����6�$;��$&����!O��� � �3l���$;��$&��� � M U e,*,��6J!/� g

$&!�<3���-��)H*,<@��$&0�1&��M
�������
	
� � M U �E{ �5$&!��D*,!#:����%'�)/�DG-�\����*D�x�D*,<H�_<3���-��)H*,<@��$&0�1&� v $&�(*,1&K��30�)H*.$&!�!/��1;G-*,0�1&��M { ��6��3�>6ie
!/?�'�'`�"!/�x���9*L�

g
$&!W���"�W!/�"1&G�*,0�1&�-e�*,��6A<3����!/$&6��3)F����� v �@G�$b6��3<>���('���!/$;��$&���

g = r⊕ l
s
r = rad g

e
l
$2!
*E!/�3� $&!/$&�('�1&��!/?�09*,1&K��30�)H*�e

l 6= 0
w+M { �F$2!�<31&�L*,)I���9*L�W*E!/�>�($&6�$&)/�3<3��!/?�� �.*,��6 s $ M �-M;e�*E)/�3��)H*,<@�

$&������� <D*L���>K"��)#:���� v $&�R*,1&K��30�)H*,!+w^���\*B<>�"�7��)H*L<3��$&0�1&� v $&�_*L12K"�>0�)H*B$&!.<>���-��)H*,<@��$&0�12��MINF�7?�!4$;�
!/?��(<3�>! ���o!/���>k����9*L�

l
$2! ���"�.<>�"�7��)H*L<3��$&0�1&�-M��7$&��<>�

l
$&!%*_6�$2)/�3<@�.!/?�� ����!/$&� '�1&� *,1&K��30�)H*,!>e

k��R���3�36 �"��1;:�'�)/�>G-�R���9*L��*o!/$&�('�1&� v $2�_*,1&K��>0�)H*B$2!%���"�%<3���-��)H*,<3��$&0�1&�-M j !/!/?�� �����Dk
*,)/6�!�*
<3���-��)H*,6�$2<@��$&���%���9*L�

g
$&!W0`�,����!/$&�('�1&�\*,��6�<3���-��)H*,<@��$20�1&��e9*,��6�1&�3�

ht : g→ g
0`�\*^<>�"�7��)H*L<3��$&��K

�����(�"����'-:.�C)/��� � �3l���$;��$&��� � M U M��7$2��<3� g
$2!�!/$&�('�1&��e7�D*,<H�

ht
$&!��3$&�����3)

0
��)
*,�A*L?����"� ��)/'���$&!/��M

<W�>'�1]*,<3$&��K9e�$&�����><3�>!/!H*L)#:ie������E!/�3K��(�>�-�
[0, 1]

0-:
[t0, 1]

kW���3)/�
t0 = max{t : ht = 0} e�k��E�.*3:*,!/!/?��(�c���9*L�

ht
$2! *,��*,?������(��)/'���$&!/� �]��).*,1&1

t > 0
M v �@�

B(·, ·) 6��3���"���c����� 
x$&1&1&$&��KR�C�")/����
g
M`|�: �F*,)#�+*L��> !�<3)/$;���>)/$&���ie

B
$&!�������6��>K��3���>)H*D���-Mb��$&��<3�

ht
$&!5*,�B*,?������(��)/'���$&!/��e�k��J��*@G-�

B(ht(X), ht(Y )) = B(X,Y )
�C��)(*,1&1

X,Y ∈ g
*,��6�*,1&1

t > 0
M v �@�/��$2��K

t → 0
eOk��4��0��+*,$&�

B ≡ 0
e�kW��$&<+�c$&!�*J<3���-��)H*,6�$&<3��$&���iM
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� � M � �E{ �I!/����?�1&6 0`�
���"���>6^���9*L�I���"�I�3G-�3)#:^��$&12'��"���3�-� v $&��*,1&K��30�)H*�$&!I<3���-��)H*,<@��$&0�1&��M"[9��)
�@��*,�('�1&��e�1&�3�

g
0��������

7
fn6�$2�(�3��!/$&���9*,1 v $2�5*,1&K��30�)H*EkW$;���%09*,!/$&!

X1, . . . , X7
*,��6c<>�"� �\?��+*L��$&���

)/�31C*D��$2�"��!

[X1, Xi] = Xi+1 (i = 2, . . . , 6),

[X2, X3] = −X6, [X3, X4] = X7, [X2, X4] = [X2, X5] = −X7s !/�3� T;tD�DV w+M v �3� {ht : t ∈ [0, 1]} 0��c*A<>�"�7��$&�7?���?�!J�m*,�($&1;:B���
�>��6����(��)/'���$2!/�(!\��� g
eY*L��6�1&�@�

(hij(t))
0��\�����J�4*L��)/$;���"�

ht
kW$;���R)/�3!/'��><@�����4�����J09*,!/$&!

X1, . . . , X7
M j )/��?���$2���\<L*L12<3?�1]*L��$&���

!/���DkW! ���9*L� $&�
h11(t0) 6= 0

*,��6
h22(t0) 6= 0

*D�.!/���(�A'`�"$2�-�
t0
eY�����3�

hii(t0) = 1
�C�")4*,1&1

i = 1, . . . , 7
M�NF��$&!
<312�D*,)/1;:4$&�('�12$&�3!�����*D�

g
$&!
���"�W<3���-��)H*,<3��$&0�1&�-M

��?�)
���3�7�WK��-*,1i$&!F���^'�)/�DG-�5���9*L�F������<>���-��)H*,<@��$&0�$21&$;��: ���
g
$&�('�12$&�3!�����*D�W���

Û ′(g)
M5Ho�5���>�36

!/���(�4�m*L<3��!\���=����'���1&��K�$&<D*,1�G-�3<3���")J!/'9*,<3�>!>MYp���!#�J���
�����3� *,)/�%!#�+*L��69*,)/6�*,��6�<D*,��0`�.�L*,!/$&1;:
6��>6�?�<3�>6A�])/��� T ��rLV *,��6 T u�t@V M
v �@�

E
e
F
eJ*,��6

G
0���1&��<D*,1&1;: <3���-G-�3��!/'9*,<3�3! s 1nM <-M !>M�> !+w+M ������!/$26��3)=������G��><@����)�!/'9*,<3�

B(E × F,G)
���4*L121\!/�3'�*L)H*L���>1;: <>�"�7��$&�7?���?�!_0�$&1&$&���D*,)��4*,'�'�$&��K�! �C)/���

E × F
���

G
M�Ho�

�3��6��Dk=����$&!O!/'9*,<3�IkW$;���x���������"'`�"12�"K":5��� ��% �/��2B& ��,�� ./��& ��,�!;DE,3& ./, s $nM ��M&e@�����I����'���1&��K,:5����?���$&�C��)/�
<3���-G-�>)/K"�>��<3�x���c6�$&)/�3<3�F'�)/�76�?�<@��!W���O0���?���6��36A!/�@��!+w+M�NF���>)/�5$&!�*J�9*L��?�)H*,1i�4*L'�'�$&��K
snh�u w

L (E,L (F,G))→ B(E × F,G)
6��>l����36�0-:������c)/?�1&�

ϕ 7→ ((x, y) 7→ ϕ(x)(y))
M���0-G�$&��?�!/1;:7e�����$&!(�.*,'�'�$&��K_$&!^���"'`�"12�"K�$&<L*,1&1;:

$&�,�#�3<3��$;G-� s $nM ��M&eI$&!c*o����� �3���(��)/'���$2!/� ���-����$;��!4$&�4*LK��,w+M j 0�$21&$&���L*L)4�.*,'
Φ : E × F → G0��>1&����K�!����4�����^$&�.*,K��J���������(�.*,'�'�$&��K snh�u w�$&a=�]��)5�D*,<+�

0
fn���3$&K��70���)/������6

U ⊂ G
*,��6_�L*,<H�

0���?���6��364!/�@�
B ⊂ F �����>)/���@��$&!#��!F* 0

fn���>$&K��70���)/������6
V ⊂ E !/?�<H�.���9*L� Φ(V ×B) ⊂ U M��7?�<+�
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E
$&!I09*,)/)/�3121&�36ie"�����>� �D*,<H� !/�>'9*,)H*L���31;:

<3���-��$2�7?���?�!x�.*,'B���
E × F ��� G $&! F fn�-:�'���<3���-��$&��?���?�! s !/�3� T �"r e {/{/{ M U M uLV w+eb!/�c�����(�.*,'�'�$&��Ksnh�u w�$2!�!/?�)��#�3<3��$;G-�E$&�A����$&!�<D*,!/��M�NF���3)/�3�C��)/��e �0��!I,@��.�� �/��!3!@,0�'� ,�� � �C. � )
�

E
��& � ��!��3%1(1!@��!3� � �C.���)
� � )

F
��& �

G
� , �B����, � (+�3*-�����@D�%;./��� %')0��4 ��!�*���%')/4

snh�h w
L (E,L (F,G)) ∼= B(E × F,G).

<��3<D*,1&1�*,1&!/� s !/�3� T u�t e ���9*,'�$;��)/� {/{ e9NF�-F>�")��>�(� �LV �") T ��r e {�� M r M q"V w����9*L� ����!I,@��.�� ./��4 * � ,�(+,
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E ⊗̂F → L (E′, F )
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L (E,F ⊗̂G) ∼−→ L (F ′, E′ ⊗̂G)
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u : E → F ⊗̂G (+�
v : F ′ → E′ ⊗̂G )@2�. � ( �B��(

snh�� w 〈v(y′), x⊗ z′〉 = 〈u(x), y′ ⊗ z′〉
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� !@��� �
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L (E,F ⊗̂G) ∼= L (E,L (F ′, G)) ∼= B(E × F ′, G) ∼= B(F ′ × E,G).
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B(F ′ × E,G) ∼= L (F ′,L (E,G)) ∼= L (F ′,L (E′′, G)) ∼= L (F ′, E′ ⊗̂G).
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L (E,C∞(M,F )) ∼= L (F ′, C∞(M,E′))
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u : E → C∞(M,F )
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〈v(y′)(t), x〉 = 〈y′, u(x)(t)〉
�0��! ,/��. �
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I = [0, 1]

*L��6�!/?�'�'���!/�c���9*L�
h : I × g → g

$&!.*_!/�(���"�����.*,'�!H*L��$&!/�]:�$&��K_�����
<3����6�$;��$&����!���� � �>l���$;��$&��� � M U M�S��"���E����*D�������J!/'9*,<3� C∞(I, g)
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���^�����5'`�"$2�-��kW$&!/�5�\?�1&��$&'�1&$&<L*L��$&���iM { �W$2!
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F : g→ C∞(I, g), F (X)(t) = h(t,X),
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Û = Û(g)
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Ψ : Û → C∞(I, Û)
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Ψ // C∞(I, Û)

g

ιg

OO

F
// C∞(I, g)
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ψt : Û → Û
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ψt(x) = Ψ(x)(t)
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ψt
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ψtιg = ιght
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ψt = Û(ht)
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ψt
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h1 = 1g
*,��6

h0 = 0
e7k���!/�>�����9*L�

ψ1 = 1Û
*,��6

ψ0 = ηÛεÛ
M
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A = Û ′

*,��6%12�@�
Φ : A→ C∞(I, A)
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Ψ
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L (Û , C∞(I, Û)) ∼= L (A,C∞(I, A))
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〈Φ(a)(t), x〉 = 〈a, Ψ(x)(t)〉 = 〈a, ψt(x)〉 = 〈a ◦ ψt, x〉.� �3��<3�
Φ(a)(t) = a ◦ ψt
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((ε0 ⊗ 1A)Φ)(a) = Φ(a)(0) = ϕ0(a) = (ηAεA)(a),

((ε1 ⊗ 1A)Φ)(a) = Φ(a)(1) = ϕ1(a) = a.
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Lie(g, V ) ∼= HLie
n−p(g, V ⊗ (

∧n
g)∗) (p ∈ Z).
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Lie(g, V ) ∼= HLie
n−p(g, V ) (p ∈ Z).
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Fs $nM ��M&e
F1 = g

*,��6
F2 = 0

w+eb*,��6_12�@�
Mα = |α|−|α| MbNF���>� $&��$&!��D*,!#:����%!/�3�J���9*L� U(g)M

$2!
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$&!/���(��)/'���$&<����������F*,1&K��>0�)H*
O(CN )

�����3�-��$&)/���C?���<3��$&����!��"�
CN
M { ��6��3�36~e

O(CN )
$&!����"'`�"12�"K�$��>�36

0-:c�����x�m*L� $&1;:%���Y!/�3�($2����)/�(! ‖ · ‖′r (r > 0)
6��>l����36�07: ‖f‖′r =

∑
α |cα|r|α|

�]��)W�L*,<H�
f(z) =∑

α cαz
α ∈ O(CN )

MEHo��<312�D*,)/1;: �9*3G-�
α! ≤ |α||α| �C��)��D*,<+� α ∈ ZN+ M����4�������"�����3)F�9*,��6~e�������F*,?�<H�7:5�>!#��$&�.*L���>!O*,'�'�1&$&�>6����
�������3�-��$2)/���]?���<@��$&���

z 7→ exp(
∑
i zi)

$&� '�1;:����9*L� |α||α| ≤ C |α|α!�C�")�!/��� ��<3����!#�+*,�-�
C > 0

M���$&��<3�
w(α) = |α| $2� ����$&!�<D*,!/��e-k�����0��+*,$&� ‖f‖′r/C ≤ ‖f‖r ≤ ‖f‖′r�C�")�*,1&1i'���1;:������ $]*,1&!

f
*,��6R*L121

r > 0
M � �>��<3�5�����x��*,�($21&$&�3!F����!/�>�($&����)/� ! ‖ · ‖r *,��6 ‖ · ‖′r *,)/��>X7?�$&G�*,1&�3�7�De�*,��6c!/�

U(g)M
*,��6

O(CN )
*L)/�x$&!/���(��)/'���$2<�M


�������
�� � � M u �xv �@�
g
0��(*,�o*,0��31&$C*L� v $&�(*,1&K��30�)H* �3��6��Dk��36RkW$;��� �����J��)/$;G�$]*,1Ol�1;��)H*L��$&���ie`*,��6

1&�3�
Mα = 1

�C��)F*,1&1
α
M7NF���>�

U(g)M
$2!�$&!/���(��)/'���$&<W���E�����5*L12K"�>0�)H*x���b�>�-��$&)/���C?���<3��$&����!I���

CN���O�3��'������3�-��$C*L1b��)/6��>) ≤ 1
*,��6A�($&��$&�.*,1���:�'�� s <>��M T �-�DV w+M

j �
F
fmk��3$&K��-�W!/�>X7?��>��<3�

M
$&! ,�&�(1%C!@, T u#",V $&�O$&�
!H*L��$&!/l��>!F�����x�]��1&12�>kW$2��K\��k��(<>�"��6�$;��$&����!>z

snh�r w
∑

α

Mαr
w(α) <∞ �C�")�*,1&1

r > 0,

sup
α,β 6=0

{Aw(α)/w(β)M
1/w(β)
β M

−1/w(α)
α } <∞ �]��)
!/���(�

A > 0.

[���)I$&��!#�+*,��<>��e"�����
k��3$&K��-��!/�>X7?��3��<3�W�"� � ��*,� '�1&� � M t $2!��3�-��$2)/� T u#"LV e"kW��$&1&�F����*D���"� � ��*,�('�1&� � M u
$&!
���"�W�>�-��$&)/��M
{ �

M
$&!.*,���3�-��$2)/�

F
fmk��3$&K��-�.!/�>X7?��3��<3��eY�����3��������6�?9*,1W�"�

U(g)M
*L6��($;��!4*L���@��'�1&$&<>$;�

6��>!/<3)/$&'���$2�"�}*,!(*A<>�3)#�+*,$&�=�C?���<3��$&���}*,1&K��30�)H* T u#"LV M�S5*L� �31;:7e~1&�@�
G
0��.�����4<3�������><@���>6ieO!/$&�('�1;:

<3�������3<@���>6o<>�"� '�1&�3� v $2� K")/��?�'�<3��)/)/�>!/'�����6�$&��KA���
g
MY�7$2��<3�

g
$&!E��$21&'��"���3�-�Dei����� �3��'������3�-��$C*L1

�.*,'
exp: g→ G

$&!
0�$&����1&��� �")/'���$&<�M�NF��� �B��4 �@DE,3& ,/��25) & ��!34��"�
G
$&!
6��>l����>6c07:

|g| = max
i
|ti|1/wi

�]��)
�L*L<+�
g = exp

(∑

i

tiei

)
∈ G.

J�$;G-�3�
z ∈ C e�6��>l�����*�1&$&���D*,)Y�4*L' δz : g→ g

07:
δz(ei) = zwiei

M�Ho�
?�!/�
�����
!H*,�(�
!#:��\0`�"1
δz���x6��>���"���F�����
<>��)/)/�3!/'�����6�$2��Kx����1&���(��)/'���$2<F!/�312�2fn�4*L'(���

G
!H*L��$&!/�]:�$&��K

δz ◦exp = exp◦δz
M { �I$&!

$&� �(�36�$]*L��������*D�
δ1 = 1G

e
δ0(g) = e

�]��)�*,1&1
g ∈ G s ���>)/� e $&!������W$&6��3�-��$;��:^��� G w+e δzδz′ = δzz′

e
δ−1
z = δz−1

�C�")
�L*,<H�
z 6= 0

e9*L��6 |δzg| = |z| |g| �]��)
�L*L<+� z ∈ C, g ∈ G MJ�$&G��>��*,�c�3�7��$&)/�
F
fmk��>$&K��-�
!/�DX7?��3��<>�

M
e�6��3l����\*\k��>$&K��-�W�]?���<@��$&���

WM
���

G
0-:

WM (g) =
∑

α

Mα|g|w(α).

������6�$;��$2�"� snh�r w�$&�('�1&$&�3!����9*L�
WM

$&!5l���$;���^���
G
Mb[9�")x�3��*L� '�1&�-e�$2�

g
$&!E*,0��>1&$]*,�B*,��6

Mα =

|α|−|α| s !/�>� � ��*L� '�1&� � M t w+e������>� WM
!H*D��$2!/l��3!
�����5�3!#��$&�4*L���

s�q�" w
exp(N |g|/C) ≤WM (g) ≤ exp(N |g|).

J�$&G��>�
r > 0

e�<3����!/$&6��3)F�����x!/'9*,<3�

AM ,r(G) =

{
f ∈ O(G) : Nr(f) = sup

g∈G

|f(g)|
WM (δrg)

<∞
}
.

� G�$&6��3�7��1;:-e
AM ,r(G)

$2!Y*
|
*L��*L<+�\!/'9*,<3��kW$&���x)/�>!/'��3<3�~���
����������)/�
Nr
MDS��,�������9*L�

WM (δsg) ≤
WM (δrg)

kW���3���3G-�3)
0 ≤ s ≤ r

M~NF��$&!x$&� '�1&$&�>!����9*L�
AM ,s(G) ⊂ AM ,r(G)

�]��)x�L*L<+�
s ≤ r

e
*,��6

Nr(f) ≤ Ns(f)
�C�")��D*,<H�

f ∈ AM ,s(G)
M-NF���>)/�3�C��)/�Wk����4*3:(<3����!/$&6��3)�������1&��<D*,1&1&:J<3���-G-�3�

!/'9*,<3�
AM (G) = lim−→AM ,r(G).
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J�����6��.*,� T u�",V '�)/�DG-�36%���9*L�

AM (G)
$&!�*\!/?�09*,1&K��>0�)H*\���

O(G)
s ?���6��>)F'���$&�-��kW$2!/���\?�1&��$&'�1&$&<L*Lf

��$&����w+e-*,��6(����*D�������W�\?�1&��$&'�1&$&<L*L��$&���\$&!b�#��$&�-��1;:J<>�"�7��$&�7?���?�!�kW$;���()/�3!/'`�3<@�I���5�����
$&��6�?�<@��$;G-�
1&$&� $;�
����'���1&��K":.���

AM (G)
M

[9��)��@��*,�('�12��e"$&�
g
$2!�*,0��31&$C*L� *,��6

Mα = |α|−|α| s � ��*,�('�12� � M t w+e,�����3�($&���]��1&1&�DkW!d�C)/��� s�q9" w���9*L�
AM (G)

$&!F�����\*L12K"�>0�)H*J���O�>�-��$&)/�5�]?���<@��$&����!
���
G = g

���O�3��'`�"���3�-��$]*,1b��)/6��>) ≤ 1
M

� �3���"���E0-: P(G)
�����J*,1&K��30�)H*(���Y'���1;:������($C*L1~�C?���<3��$&����!��"�

G
s $nM ��M&e����d�]?���<@��$&����!

f
!/?�<H�

���9*L�
f ◦ exp

$2!F*5'`�"1&:����"� $]*,1����
g
w+M7NF��$2!I$&!F*x6��>��!/��!/?�09*,1&K��30�)H*5���

AM (G)
s !/�3� T u#",V w+M ��!/$&��K

�����A$&6��>�-��$&l�<L*L��$&���
P(G)⊗P(G) ∼= P(G × G)

ed�����A<L*,��!/���DkZ���9*L�
P(G)

��*L!%* � ��'��
*,1&K��30�)H*J!#��)/?�<@��?�)/�xK�$;G-�3�c0-: snu#" w s <3� M T tDr e��I)/��'iM u M t@V w+M�NF���\*L12K"�>0�)H*

U(g)
*,<3��!
�"�

P(G)
G�$]*

1&�>�2�/fn$&�7G�*,)/$]*,�-�J6�$&a��>)/�3�-��$C*L1���'��>)H*L���")/!>ed*,��6�����$&!^1&�D*,6�!\���B* <D*,������$&<L*L1 � ��'���*L12K"�>0�)H*�'9*,$&)/$&��K
U(g)×P(G)→ C

6��3l����>6%07: 〈a, f〉 = (af)(e)
�]��)

a ∈ U(g), f ∈P(G)
s <>��M T u�r e � ��{ M hLV w+M

J�����6��.*,� T u�",V '�)/�DG-�36 ���9*L�W����$&!�'9*,$&)/$&��K.�@�����3��6�!W���4*('�*L$2)/$&��K
U(g)M × AM (G) → C

*,��6
6��>l����3!�*x����'���1&��K�$&<L*L1`$&!/���(��)/'���$&!/�y0��3��k��3�3�

U(g)M
*,��64������!#��)/����K^6�?9*,1b!/'9*,<3�����

AM (G)
M

�7$&��<3�
U(g)M

$&!.*R�7?�<312�D*,)([�)GF3<+���@�.!/'9*,<3�-eY$;�(�C��1&1&�DkW!J���9*L�(�����c�J?�1;��$&'�1&$&<D*L��$&���=���
AM (G):�$&�3126�! s 07:B6�?�*L12$;��:9w5*c<>�"�J?�1;��$&'�1&$&<D*L��$&���

U(g)M → U(g)M ⊗̂U(g)M
���9*L�\�@�����3��6�!x�����.<>�"f

�\?�1;��$&'�1&$2<D*L��$&���%���
U(g)

M`��$&�($&1C*L)/1&:-e������\�\?�1;��$2'�1&$&<L*D��$2�"�c���
U(g)M

:�$&�>1&6�!�*(<>���\?�1;��$2'�1&$&<L*D��$2�"�
AM (G) → AM (G) ⊗̂AM (G)

���9*L���@�����3��6�!W�����\<>�"�J?�1;��$&'�1&$&<D*L��$&���c���
P(G)

M { ��$2!�*,1&!/�.�L*L!#:
���A!/�>�(���9*L�x�����4*,�-��$&'���6��4*,��6B����� <3��?���$&�E�"�

U(g)
s )/�3!/'~M

P(G)
w��@�����3��6o0-:B<3���-��$&��?�$;��: ���

U(g)M

s )/�3!/'~M
AM (G)

w+eb!/�c���9*L�
U(g)M

s )/�3!/'iM
AM (G)

w�0��3<>�"� �3!\* � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*%<>�"��f�+*,$&��$&��K
U(g)

s )/�3!/'~M
P(G)

wE*,!(*�6��>��!/� � ��'��
!/?�09*,1&K��>0�)H*�MYNF�7?�!
U(g)M

*,��6
AM (G)

*,)/�
k��3121;fn0��3��*@G-�>6 � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*L!
6�?9*,1b���(�D*,<H�A�"�����3)>MNF���E*,0��DG-�x'�)/��'��3)#��$&�>!F���

U(g)M
$&� '�1;: �����x�]��1&12�>kW$2��K�M
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g
�/, � &-%1� *-��(+,�&�( � %;, ��� DE,���!@� � %1( � �A*-��)/%C(1% ��, 
 ��(1!@��(1% ��&

F
e#��& � � ,0(

M
�/, ��& ,3&�(1%C!@,

F
� � ,�%�D �E( )0, �32�,3& ./, � �
�B,3&

U(g)M
%C) ��� ,��'��� �/, �B����,�� *-� � ,�!�)0,3!3%;,�) ,�& ��,0� �3*-,

� �
U(g)

�

�	�� 

������������� � M u �

AM (G)
%') ./��&�(1!@��.0(1% �0� , �

� !@��� �
� J�$;G-�3��*��]?���<@��$&���
f : G → C

*L��6
z ∈ C eO6��>l���� fz : G → C

0-:
fz(g) = f(δzg)

M
��!/$&��K^�����5��0-G�$&��?�!W$&6��>�-��$;��:

WM (δzg) = WM (δ|z|g)
e�k��5��0��+*,$&�

s�q�t w
Nr(fz) = sup

g

|f(δzg)|
WM (δrg)

= sup
h

|f(h)|
WM (δrδ

−1
z h)

= sup
h

|f(h)|
WM (δr|z|−1h)

= Nr|z|−1(f)

�C�")E�D*,<+�
r > 0

*,��6=�D*,<H�
z 6= 0

M~NF���3)/�3�C��)/� �]��)x�L*L<+�
f ∈ AM (G)

k�� �9*3G-�
fz ∈ AM (G)

e
*,��6������\�4*L'�'�$&��K

AM (G) → AM (G)
e
f 7→ fz

e9$2!�<3���-��$2�7?���?�!>M�S��,���^*,1&!/� ����*D�
f1 = f

*L��6
f0 = f(e)1

�C��)
�D*,<H�
f ∈ AM (G)

M
[9��)E�D*,<H�

f ∈ P(G)
eb����� �C?���<3��$&���

(z, g) 7→ fz(g)
$2!x<>1&�D*,)/1;:B*c'`�"1&:����"� $]*,1d���

C × G MNF���>)/�3�C�")/��k��x�9*3G-�\*,��*,1&K��30�)H*J����� �"� ��)/'���$&!/�

Φ0 : P(G)→P(C,P(G)) ∼= P(C×G), Φ0(f)(z) = fz.
Ho��?�!/��������!H*L� ��!#:��\0`�"1

Φ0
���\6��3���"����������<3���('���!/$;��$2�"� ���`������*,0��DG-�������(���(��)/'���$2!/��kW$;���

�����x<D*,������$&<L*L1b�>�\0��>6�6�$&��K
P(C,P(G)) ↪→ O(C, AM (G))

M
H=��<31C*L$2�����9*L�

Φ0
$&!�<>�"�7��$&�7?���?�!�kW$&��� )/�>!/'��3<3�����E���������"'`�"12�"K":(���

P(G)
$&�����3)/$;���>6 �C)/���

AM (G)
*,��6\������<>�"� '9*,<@�/fn��'��>�x����'���1&��K":x���

O(C, AM (G))
M { ��6��>�36ieL1&�3� ‖·‖ 0`�F*W<3���-��$&�7?��"?�!
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!/�3� $&����)/� ���
AM (G)

*,��6A1&�3�
R > 0

M9NF���3�%�����5)/?�1&�

‖u‖R = sup{‖u(z)‖ : |z| ≤ R}
6��>l����3!�*J<>�"�7��$&�7?���?�!
!/�>�($&����)/�y���

O(C, AM (G))
M�[9?�)#�����3)/� ��)/��e������5<3���('9*,<3�/fn�"'`�3�4����'���1;f

��K":4���
O(C, AM (G))

$&!
K��>���3)H*L���36c0-:�*L121b!/�3�($2����)/�(!F���O����$&!
�C��)/�AM�NF���3)/�>�]��)/�����('�)/�DG��5�����
<3���-��$2�7?�$;��: ���

Φ0
k����9*3G������\!/���Dk8���9*L�F�]��)��D*,<H�4<3���-��$2�7?���?�!�!/�>�($&����)/� ‖ · ‖ ��� AM (G)

*,��6
�D*,<+�

R > 0
������!/�3�($2����)/�

f 7→ ‖Φ0(f)‖R
$&!�<3���-��$&�7?��"?�!��"�

P(G)
M��7$&��<3� ‖ · ‖ $&!I<3���-��$&�7?��"?�!���

AM (G)
e~k��4!/�3�.���9*L�J�]��)\�L*,<H�

r > 0
�����>)/�4�@��$&!#��!

C > 0
!/?�<+�=���9*L� ‖f‖ ≤ CNrR(f)�C�")^*,1&1

f ∈ AM ,rR(G)
M~S��>k�1&�@�

f
0�� $2�

P(G)
M ��!/$&��K s�q�t wx*,��6=����� �m*,<@�E����*D�

Nr ≤ NskW���>���@G-�3)
s ≤ r e�k��x��0��+*,$&�

‖Φ0(f)‖R = sup
|z|≤R

‖fz‖ ≤ C sup
|z|≤R

NrR(fz) = C sup
0<|z|≤R

NrR|z|−1(f) = CNr(f).

NF��$&!\�(�D*,��!E���9*L�E�����.!/�3�($2����)/�
f 7→ ‖Φ0(f)‖R

$2!E<3���-��$&��?���?�!\�"�
P(G)

kW$;���o)/�3!/'��><@�E���
����������'���1&��K,: $&�����3)/$;���>6.�C)/�"�

AM (G)
M�NF���3)/�>�]��)/�

Φ0
$2!�<3���-��$&��?���?�!>M��7$&��<>�

P(G)
$&!�6��3��!/�5$&�

AM (G)
s <>��M T u#",V w+e�k��x!/�3�5���9*L�

Φ0
�3�����3��6�!F���.*J<3���-��$2�7?���?�!W�����(���(��)/'���$2!/�

Φ : AM (G)→ O(C, AM (G)) ∼= O(C) ⊗̂AM (G).
v �@�

ε : AM (G) → C
e
f 7→ f(e)

eY6��>���"���4�����c<3��?���$;�^���
AM (G)

M Ho�c<31]*,$&�����9*L�
Φ
$&!

*_�����(�"����'-:}0��3��k��3�>�
1AM (G)

*,��6
ηε
s !/�>� � �3l���$;��$&��� q M u w+M { ��6��>�36ie��C�") �L*,<H� z ∈ C ������.*,'�'�$&��K�!

f 7→ fz
*,��6

f 7→ Φ(f)(z)
�C)/���

AM (G)
���=$;��!/�312�x*,)/��<>�"�7��$&�7?���?�!>eF*L��6������@:

<3��$&��<3$&6������
P(G)

M � �3��<>�
Φ(f)(z) = fz

�C��)~�D*,<+�
f ∈ AM (G)

*L��6x�L*L<+�
z ∈ C M { �E'9*,)#��$&<>?�1]*,)>e

Φ(f)(1) = f
*L��6

Φ(f)(0) = f(e)1 = (ηε)(f)
M { �A�"�����3)Fk���)/6�!>e

(ε1 ⊗ 1AM (G))Φ = 1AM (G), (ε0 ⊗ 1AM (G))Φ = ηε,
kW���>)/�^�����4*L?�K"� �3�-�+*L��$&����!

εk : O(C) → C
s
k = 0, 1

w5*L)/� 6��3l����36o0-:
εk(f) = f(k)

M��7$2��<3�
O(C)

$2!5*,�R�3��*L<3�x*,1&K��30�)H*�e9k��J<>�"��<31&?�6��E���9*L�
1AM (G)

$&!������ �,����'�$2<E���
ηε
ei*,��6R!/�

AM (G)$&!
<>�"�7��)H*L<3��$&0�1&�-M
S��Dk �I)/��'���!/$;��$&��� � M t e��I)/��'���!/$;��$&��� � M u e9*,��6 ����)/��1&1]*,)#: U M h $&�('�1&: �����x�]��1&12�>kW$2��K�M

��� �
��	
�0� � M h ��� ,0(
g
�/, � &�%1� *-��(+,�&�( � % , ��� D�,��3!/� � %1( � � *���)@%1(1% ��, 
 � (1!@��(1%;��&

F
e ��& � ��,�(

M�/, ��&�,3&�(1%C!@,
F
� � ,�% D��E( )0, ��2�,�& ./,��?�
�B,3&

U(g)M
%') )3(+����� � � ��( ����,�!

U(g)
�

� + � 1 �,/ ���04<6�� 	 4d�54,1 �F��� 
 	H����
��������54<136E4���	 � � � /i�0/O���:/�1 �
��� � � 4<1��,/����04,6

v �3�
g
0`�x* v $2�x*,1&K��30�)H*�e�*,��6A1&�@�

G
6��>���"���������5<3��)/)/�>!/'�����6�$&��K^<3�������3<@���>6ie�!/$&� '�1;:.<3�������3<@���>6

<3��� '�1&�@� v $2�^K�)/��?�'iM { �_����$&!x!/�><@��$&���_k��('�)/�DG-�(���9*L�5����� ���3*�,3!@,�& ��,0� �3*�%C&5D ��� D�,���!@�
F(g)

s !/�>�
T ���DV w5$&!^*L1&k
*@:�!J!#�+*L0�1;: �9*L�J�>G-�>)

U(g)
M Ho�c*L12!/��!/���Dk����9*L�

A (G)
ei����� ��� DE,���!@� � � ��& ���8��(1% .

�/25& .�(1%;��& ���8) s !/�>� T q7uDV w+e�$&!
!#�+*,0�1&:��9*L�W�DG��>)
U(g)

$&�Y*,��6A�"��1;:4$&�
g
$2!
!/�"1&G�*,0�1&�-M

[Y$&)/!#�%)/�3<D*,1&1�!/�"� ��6��3l���$&��$&����!>M v �3�
G
0��_*B<3���('�1&�@� v $2��K")/��?�'~M�NF��� [�)GF><H���3�c*,1&K��30�)H*

O(G)
���d����1&��� �")/'���$&<E�C?���<3��$&����!����

G
�9*,!5* <D*,������$2<D*,1O!#��)/?�<@��?�)/�E��� � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*(K�$;G-�3�0-: snu#" wHM��7$&��<>�

O(G)
$&!��7?�<312�D*,)>e������W!#��)/����K\6�?�*L1�!/'9*,<3�-e

O(G)′
e7$&!F* � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*E*,��6~e7$&�*,6�6�$;��$2�"�~e,*W�7?�<>1&�D*,) s � [Iw fn!/'9*,<>��M { �d$&!�6��>���"���36\07: A (G)

*,��6J$&!�<L*L121&�36x����� ��� DE,��3!@� � �?��& ��� ��(1%;.
�/25& .�(1%;��& ���8)����

G
s !/�>� T q7uLV w+M�NF���x'�)/��6�?�<3�W���

α, β ∈ A (G)
$&!
<L*,1&1&�36c����� ./��& �����82-(1% ��&%*,��6�$&!
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6��>���"���36�0-:

α ∗ β M9|�:c6��3l���$;��$&���ie�k��E�9*3G-� 〈α ∗ β, f〉 = 〈α ⊗ β,∆f〉 �C��)W�D*,<+� α, β ∈ A (G)*,��6A�D*,<H�
f ∈ O(G)

M
������!/$26��3)J�����A*L12K"�>0�)H*

Oe
���WK��3)/� !^���W����1&���(��)/'���$2<4�C?���<@��$2�"��!(*L�^�����%$26��3�-��$&��:

e ∈ G
M

Ho�x�3��6��Dk
Oe
kW$;���c$;��!
?�!/?9*,1i$2��6�?�<3��$;G-��1&$&� $;������'���1&��K":-e�$nM �-M;e

Oe = lim−→O(U)
e�kW���3)/�

U
)/?���!

����)/��?�K��4������<>��1&1&�3<3��$&��� ���Y*L121����3$&K��70���)/������6�!F���
e
MB<W�31C*D��$&G������\����$&!����"'`�"12�"K":7e

Oe
0��><3���(�>!
*

�7?�<>1&�D*,)>e7<3���('�1&�@��� s � [Iw fn!/'9*,<3� s !/�>� T u�t e����9*,'iM {/{ e � u e�����M hLV w+M�p �")/�>�DG��>)>e-�������\?�1;��$2'�1&$&<L*D��$2�"�$&�
Oe
$&!Y�#�"$2�-��1;:4<3���-��$&�7?��"?�!>e�!/�^���9*L�

Oe
$&!�* ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*�M|�:J1&��<D*,1&$:�3$&��K snu�" wY*D�������
$&6��3�7��$;��:-eLk��
�"0��+*L$2� * � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*�!#��)/?�<@��?�)/�
�"� Oe

s <>��M T q�q e
q M uLV *L��6 T U-� e h M u M hLV w+Mbp���)/�^�3��*,<3��1;:-e��+*,Q��(*4���3$&K��70���)/������6

U
���
e
eb<H������!/� *4���>$&K��70���)/������6

V 3 e !/?�<+�c���9*L� V 2 ⊂ U e9*,��6A<>�"��!/$&6��3)F�����5�.*,'
∆UV : O(U)→ O(V × V ) ∼= O(V ) ⊗̂O(V ), (∆UV f)(x, y) = f(xy).

�����('���!/$&��K�kW$&���\�����
)/�3!#��)/$&<3��$&���J�4*,'
O(V ) ⊗̂O(V )→ Oe ⊗̂Oe

*,��6^�+*,Q�$&��K������
6�$&)/�><@��1&$&� $;�
�DG-�3)

U 3 e e�k�����0��+*,$&�4*5<3���J?�1;��$&'�12$&<D*L��$&��� ∆ : Oe → Oe ⊗̂Oe
M7NF����<3��?���$;�
*,��6(������*,�-��$2'���6��

*,)/�
6��3l����36 !/$&�($&1C*L)/1&:E?�!/$2��K snu#" wHM��7$2��<3��*,1&1 v $&�
K�)/��?�'�!�kW$;���J�����
!H*,�(� v $2�W*,1&K��30�)H*5*,)/�W1&��<D*,1&1;:
$&!/���(��)/'���$&<�e������ � ��'��Y*,1&K��30�)H*J!#��)/?�<3��?�)/�5���

Oe
6��3'��>��6�!W����1;:%���

g
M

|�:^6��3l���$;��$&���ie,����� ���3*�,3!@,�& ��,0� �3*�%C&5DI��� DE,���!@�
F(g)

$&!d�����
!#��)/����Kx6�?9*,1�*,1&K��>0�)H*��"�
Oe
M s S��,���

���9*L�E�����.��)/$&K�$&�9*,1�6��>l���$;��$2�"�o�"�
F(g)

K�$;G-�3�=0-: <�*,!/���3G�!/Q�$&$I$&� T �-�DV k
*,!\6�$&a`�3)/�3�7�Dgbk��.�C�"121&�Dk
�����x*,'�'�)/�-*,<+�%!/?�K�K��3!#���>6%07: v $;�/G�$&���DG T q7u e q�q,V M�w���$&��<3�

Oe
$&!
*\��?�<31&�L*,) s � [Iw fn!/'9*,<3�-e F(g)

$&!W*
�7?�<>1&�D*,)
[9)GF3<H���@�W!/'9*,<3�-M
v �@�

me
0��5�����x$&6��D*,1i���

Oe
<3����!/$&!#��$&��K^����*,1&1iK"�>)/�(!
G-*,��$&!/��$&��K *L�

e
M ������!/$&6��>)
�����x�C�")/�4*,1

<3��� '�1&�@��$2�"�
Ôe = lim←−Oe/mn

e

M H=�^�>��6��Dk��D*,<+�BX7?��"��$&�>�-�
Oe/mn

e

kW$&���R�����^!#�+*,��69*,)/6_����'���1;f
��K":�����*.l���$;���3fn6�$&�(�>��!/$&���9*,1~G-�3<3���")�!/'9*,<3�-e`!/�4���9*L�

Ôe
0`�3<3��� �3!x* �7?�<>1&�D*,)�[9)GF3<+���@�E*,1&K��>0�)H*�M

p���)/�3�DG-�3)>e������J<3���\?�1;��$&'�1&$2<D*L��$&��� *L��6������(*L�7��$&'���6��\���
Oe
�3�����3��6����

Ôe
s <3� M T U-� e h M u M hDV w+e�!/�

���9*L�
Ôe
��*L!�*J<D*,������$&<L*,1b!#��)/?�<3��?�)/�5��� � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��30�)H*�MNF���3)/�E$&!�*^�9*L��?�)H*,1 � ��'���*,1&K��30�)H*^'9*,$&)/$2��K 0��@��k��>�3�

U(g)
*L��6

Ôe
6��>l����36R*,!��C�"121&�DkW! s �]��)

6��3�+*L$21&!>e�!/�3� T U-� e h M uLV w+M�[���)4�D*,<H�
X ∈ g

eI1&�3�
X̃
6��3���"��������� <3��)/)/�>!/'�����6�$&��K=12�3�]�/fn$&�-G�*,)/$]*,�-�

G-�3<3���")cl��>1&6 �"�
G
M�[9�")A�L*L<+� ��'��>� !/�@�

U ⊂ G
k��_?�!/�_�����B!H*,�(�B!#:��J0���1

X̃
����6��3���"���

����� <>�")/)/�>!/'�����6�$&��KA6��>)/$;G�*L��$&���B�"�
O(U)

M~NY*,Q�$&��Kc����� 6�$&)/�3<3�E1&$&� $;�x�>G-�>)
U 3 e eik��.!/�3� ���9*L�

X̃
6��@���>)/�($&���>!A*=6��>)/$;G�*L��$&�������

Oe
kW��$2<H��k��o*,1&!/��6��3���"���_0-:

X̃
M { �A$&!%�D*,!#:�����!/�3�R���9*L�

X̃(mn
e ) ⊂ mn−1

e

�C�")4�L*L<+�
n
eI!/�=���9*L�

X̃
�3�����3��6�!.���}*o6��3)/$&G�*L��$&�����"�

Ôe
s *,K7*,$&��6��3���"���36

0-:
X̃
w+MFNF���_)/�3!/?�1;��$2��K}�.*,'

g → Der Ôe, X 7→ X̃
e�:�$&�>1&6�!A*,� *L12K"�>0�)H*=���"� ���(��)/'���$&!/�

% : U(g)→ EndC Ôe
MDNF�7?�!

U(g)
*,<3��!i���

Ôe
G�$]*d���C��)/�.*,1�1&�3�]�/fn$&�-G-*L)/$C*L�7�b6�$&a`�3)/�3�7��$]*,1,��'��>)H*D����)/! �

s <3� M��7�><@��$&��� � w+M�NF����<L*,������$&<D*,1�'�*L$2)/$&��K\0`�@��k��3�>�
U(g)

*L��6
Ôe
6��3l����>640-: 〈a, f〉 = [%(a)f ](e)�C�")��L*L<+�

a ∈ U(g)
e
f ∈ Ôe

K"$&G��>!�*,�R*,1&K��30�)H*,$&<x$&!/��� �")/'���$&!/� 0��@��k��>�3�
Ôe
*L��6A�����J*,1&K��30�)H*,$&<

6�?9*,1Y���
U(g)

T U�� e h M u M hLV M { �dk��^�3��6��Dk
U(g)

kW$;��� �����^l����>!#�51&��<D*,1&1&:c<>�"�7G��3������'���1&��K,:7e������3�
Ôe
0��3<>���(�3!������E����'���1&��K"$2<D*,1~6�?9*,1O���

U(g)
e`*,��6������\!#��)/����K46�?9*,1O����'���1&��K,:c���

Ôe
<>��$&��<3$26��3!

kW$;���%�����5$2�-G-�3)/!/�512$&�($;�F���"'`�"12�"K":4$&�-��)/��6�?�<>�36�*,0��DG-� s <>��M������50��>K"$2����$&��K(�"���7�><@��$&��� q w+M
NF���5)/�3!#��)/$2<@��$&���%�.*,'�!

O(G)→ Oe → Ôe*,)/� ��0-G�$&��?�!/1&: � ��'�� ⊗̂ f�*L12K"�>0�)H*c�����(��� �")/'���$&!/�(!>MON�*,Q�$&��KA����� 6�?9*,1I�4*,'�!>eik�� ��0��+*,$&� � ��'��
⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*J�����(���(��)/'���$2!/�(!
s�q7u w

U(g)
λ−→ F(g)→ A (G).
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S��"���(���9*L�
Oe → Ôe

$2!\*,1;k
*3:�!E$&�,�#�3<3��$;G-�JkW$;���o6��>��!/� )H*,��K��-ei!/�A����*D�
U(g)→ F(g)

�9*,!E�����
!H*,�(�W'�)/�"'`�3)#��:-M-NF����)/�3!#��)/$&<3��$&���^�.*,'

O(G)→ Oe
$&!�$&�,�#�3<3��$;G-�F'�)/�DG�$&6��>6

G
$&!�<3�������3<@���>6ie7*,��6

�9*,!�6��>��!/�^)H*L��K"�J'�)/�>G�$&6��36
G
$&!x*c�-���3$2� K�)/�"?�'iMbNF���3)/�3�C��)/�J�]��)��D*,<H�_<3�������><@���>6B�-���3$2� K�)/��?�'

s $&��'9*,)#��$&<>?�1]*,)>e��C��)��L*L<+� <3�������3<@���>6ie9!/$&� '�1;:c<3�������3<@���>6�<>���('�1&�3� v $&�\K")/��?�'`w
0��"���A�����\�4*L'�!
$&� s�q7u w�*,)/�x$&�,�#�3<@��$&G���kW$;���%6��3��!/�x)H*,��K��3! s <>��M T q-uLV w+M
v �@�

τ : U(g) → A (G)
6��>���"���A������<3��� '���!/$;��$&�������������R*,0��DG-���4*,'�!>M { �4�C��1&1&�DkW! �])/���

�����_6��>l���$;��$2�"� �"�E�����_6�?9*,1&$;��:�0��@��k��>�3�
U(g)

*,��6
Ôe
���9*L� 〈τ(X), f〉 = (X̃f)(e)

�C��)A*,1&1
X ∈ g, f ∈ O(G)

M { �A$&!A*,1&!/�}�L*,!#:����}!/�>�R���9*L�c�C��)%�L*,<H�
X ∈ g

�����B*,<@��$2�"� �"�
X
���

A (G)′ = O(G)
6��3���3)/�($2���36B07:

τ
s !/�>�%��?�0�!/�3<3��$&��� q M u w�<>��$&��<3$26��3!5kW$;���B����� 6��3)/$;G-*D��$2�"�

X̃
M

{ ��6��>�36ie�K�$;G-�3�
x ∈ G e�6��3���"����0-: δx ∈ A (G)

�������]?���<@��$&���9*,19kW��$&<+�4$&!��@G-*L12?9*L��$&���4*L�
x
M�NF���3�

�C�")
�L*,<H�
X ∈ g

e
f ∈ O(G)

e�*,��6
x ∈ G k��x�9*3G-�

(X ·τ f)(x) = 〈X ·τ f, δx〉 = 〈f, δxτ(X)〉

= 〈∆f, δx ⊗ τ(X)〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x exp tX) = (X̃f)(x),

$nM ��M&e
X ·τ f = X̃f

e9*,!W)/�>X7?�$&)/�>6iM
��$&�($&1C*L)/1&:-e7�C��)F�D*,<+�

X ∈ g
�����E*,<@��$&���%���

X
���

F(g)′ = Oe
6��@���>)/�($&���>6%0-:4�����5<D*,������$&<L*,1

�����(��� �")/'���$&!/�
λ : U(g)→ F(g)

<>��$&��<3$26��3!�kW$;���
X̃
M { ��6��3�>6ie-K�$;G-�>�

f ∈ Oe
e-6��3���,����0-:

f̂
�����

<D*,������$2<D*,1b$2�.*,K������
f
$&�

Ôe
g������3�c�C��)
�D*,<H�

X ∈ g
*,��6A�D*,<+�

a ∈ U(g)
k��x��*@G-�

〈X ·λ f, λ(a)〉 = 〈f, λ(aX)〉 = 〈f̂ , aX〉 = [%(aX)f̂ ](e)

= [%(a)X̃f̂ ](e) = 〈(X̃f )̂ , a〉 = 〈X̃f, λ(a)〉.
�7$&��<3�

Imλ
$&!
6��3��!/�x$&�

F(g)
e�����$&!
$&�('�1&$&�3!

X ·λ f = X̃f
e�*,!W)/�>X7?�$&)/�>6iM
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g
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O(G)

fn�(��6�?�1&�
Ω1(O(G))

��� 
��,��12�3)i6�$&a��>)/�3�-��$]*,1&!
kW$;��� �������(��6�?�1&�

Ω1(G)
���i����1&��� �")/'���$&<

1
fn�C��)/�(!��"�

G
$&�4!/?�<+�c*xk
*@: ����*D���������@�����3)/$&��) s 6��

<W�9*,�%w�6��3)/$;G-*D��$&G��
d : O(G)→ Ω1(G)

0��3<>�"� �3!
*J?���$;G-�3)/!H*,1b6��3)/$;G-*L��$&���iM � �>���"����0-: Vect(G)����� v $&�%*,1&K��30�)H*c�"�
���"12�"� ��)/'���$&< G-�3<@����)El��31&6�!J���
G
M { �=kW�9*L�\�C��1&1&�DkW!>eik��4$&6��3�-��$&�]:

g
kW$;���

����� v $2�E!/?�09*,1&K��30�)H* ���
Vect(G)

<3����!/$&!#��$&��K.���d1&�>�2�/fn$2�-G�*,)/$]*,�-�WG-�3<@����)�l��31&6�!>M � *,<H�
ω ∈ Ω1(G)<D*,��0��5G�$&�@k��>6�*,!�*,�

O(G)
fn�(��6�?�1&�5�(��)/'���$&!/�

Vect(G)→ O(G)
M � �>��<3�5�����x)/?�1&�

ω 7→ ω|g6��3���3)/�($2���3!x*.12$&���D*,)��.*,'
ϕ : Ω1(G) → C1(g,O(G))

kW��$&<+�R$&!5�L*L!/$21;:�!/�3�3�R���c0�� *,�
O(G)

f
�(��6�?�1&�E�(��)/'���$&!/�AM � G�$&6��>�-��1;:-e

ϕ(df)(X̃) = X̃f
�]��)��L*L<+�

X ∈ g
e
f ∈ O(G)

e�$ M �-M;e
ϕd = d0 M{ �W)/�3�4*,$&��!����(!/���Dk ���9*L�

ϕ
$&!�*,�c$2!/�"� ��)/'���$&!/��M

J�$&G��>�
ω ∈ g∗

eO6��3���"���.0-:
ω̃ ∈ Ω1(G)

�����.<3��)/)/�3!/'�����6�$&��K 1&�3�]�/fn$&�-G-*L)/$C*L�7�
1
fn�C��)/�P���

G
M

v �3�
ψ : C1(g,O(G))→ Ω1(G)

0`�F�����W?���$]X-?��
O(G)

fn�(��6�?�1&�F� �")/'���$&!/� �+*,Q�$&��K5�D*,<H�
ω⊗1 ∈

C1(g,O(G))
���
ω̃
M-<W�3<L*,1&1`����*D�W�]��)W�D*,<H�

ω ∈ g∗
������G�*,1&?������O�����51&�>�2�/fn$&�7G�*,)/$]*,�-�F�C��)/�

ω̃
*L��*

1&�>�2�/fn$&�7G�*,)/$]*,�-��G��><@����)Il��31&6
X̃
$&!������W<>����!#�+*,�-���]?���<@��$&��� �DX-?�*L1���� 〈ω,X〉 s !/�>��e-��M K�M;e T���K e h M t>uLV w+M

NF��$&!
� �D*,��!
'�)/�><3$&!/�>1;:.���9*L�
ω̃|g = ω ⊗ 1

e9*L��6c!/�
ϕψ = 1C1(g,O(G))

M
v �@�

ω1, . . . , ωn
0��I*F09*,!/$&!i���

g∗
M>NF���3�

ω̃1(x), . . . , ω̃n(x)
$&!i<>1&�D*,)/1;:5*�09*,!/$&!~���7�����d<>�"�+*L��K"�>�-�

!/'9*,<3�-e
T ∗xG

e~�C��)\�D*,<H�
x ∈ G

M � �>��<3� �����.�C��)/�(!
ω̃1, . . . , ω̃n

K��3���>)H*D���
Ω1(G)

*,!^*,�
O(G)

f
�(��6�?�1&��M7NF��$&!�$&� '�1&$&�>!>e"$2� '9*,)#��$&<>?�1]*,)>e"����*D�

ψ
$&!�!/?�)�� �><@��$;G-��M��7$&��<>�

ϕψ = 1
e-k���!/�>�W���9*L�

ϕ
*,��6

ψ
*,)/�x$&�7G��>)/!/�����(�����E*,���"�����>)>M�NF��$&!
<3���('�1&�@���>!������x'�)/���"� M
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�����J0�$&��$&��K ����$&!JkW$;��� �I)/��'���!/$;��$&����! t M h *,��6 q M h e�k��c�"0��+*L$2�=�����%�]��1&1&�DkW$&��K�k��>1&1;fnQ����DkW�
�m*L<3�DM
� ��	�� � � �
	�� K M u ��� ,�(

G
�/, � ��(+,�%C& D�!@��2�* � %1( � � % , ��� DE,��3!@�

g
� � �B,�&

Hp(g,O(G)) ∼=
Hp

top(G,C)
����! ,/��.��

p
�

NF���5�C�"121&�DkW$&��K^)/�3!/?�1;�W$2!�*L� *L��*L1&:7��$2<�G-�3)/!/$&���c��� T �"U e��I)/��'iM � M uLV M
��� �
��	
�0� K M h � � ,�(

g
�/, � � %;, ��� DE,���!@�9e ��& � � ,0(

G
�/, ( �B, .@��!3!/,3)+*-��& ��%C&ED ./��&-& ,/.0(+, �be�)/%C4 * �8�

./��&�& ,/.0(+,�� .@��4 * � ,MO � % , D�!@��2�* � � �B,�&
A (G)

%C) )3(+����� ��� ��(I����,�!
U(g)

% � ��& � ��&��8� % �
g

%')
)0���'������� , �
� !@��� �
�E�7?�'�'`�"!/�I����*D�

g
$&!O!/��1;G�*,0�1&�-M>NF���>�

G
$2!�*,1&!/��!/��1;G�*,0�1&��*L��6E!/��$&!O0�$&����1&��� �")/'���$&<dkW$;���

Cns !/�3�-e��-M K�M&e T U e�����*L'~M {/{/{ e � r e�����M �LV w+M � �>��<3�
O(G) ∼= O(Cn)

$2!
*\<3���-��)H*,<3��$&0�1&� ⊗̂ f�*L12K"�>0�)H* s <3� M�7?�0�!/�3<@��$2�"� q M t w+M,���x�������"�����3)O�9*,��6ie
O(G)

$&!
g
fn'9*,)H*,1&1&�>1&$��L*L0�1&�Y0-: �I)/��'���!/$;��$&��� K M t M { �O)/�3�4*L$2��!

���.*,'�'�1;:%NF���3��)/�3� q M q M
S��Dk !/?�'�'���!/�\���9*L�

g
$&!����"��!/��1;G-*,0�1&��M ������!/$&6��>)������ v �3G�$�6��><3���('���!/$;��$2�"�

g = r ⊕ l
s
r =

rad g
e
l
$&!\*%!/�3� $&!/$&�('�1&�J!/?�09*,1&K��30�)H*�e

l 6= 0
w+M v �3�

R
*,��6

L
0��(�����(<3��)/)/�3!/'�����6�$&��K *,�9*,1;:���$&<

!/?�0�K�)/��?�'�!����
G
M`�7$&��<>�

G
$2!W!/$&�('�1;:%<3�������><@���36~e�$;��$&!W$&!/���(��)/'���$&<����(�����E!/�3� $&6�$&)/�><@�W'�)/��6�?�<@�

R o L
s !/�>��e���M K�M&e T U�K e ���9*,'iM �LV w+MW�7$&��<>�

L
$&!%!/�>�($&!/$2�('�1&�-e�k��_�9*3G-�

Hm
top(L,C) 6= 0

�]��)
m = dimL

s !/�>��e��-M K�M&e T U#" e v �>�(�(� ULV w+MYNF���3)/�3�C��)/�
Hm

top(G,C) 6= 0
MI���=�����%�,�����3)^�9*,��6ie

Hm
top(G,C) ∼= Hm(g,O(G))

07: ����)/��1&1]*,)#: K M u e9*,��6A!/�^�����E*,?�K�� �3�-���>6c!#�+*,��69*,)/6A<3���('�12�@�

0→ C→ C ·(g,O(G))
$&!����"�5�@��*,<@�DM ��!/$&��K.�����J)/�,���3��$&G�$&��:�*,)/K�?��(�>�-� s <3� M������J'�)/����������NF���>��)/�3� q M q w+e9k��J!/�3�\���9*L�
�����x6�?9*,1i<3��� '�1&�@�

0← C← C·(g,A (G))
6����3!5���"�5!/'�1&$;�5$&�

LCS
MiNF���3)/�>�]��)/�

U(g) → A (G)
$&!����"�E*41&��<D*,1&$:�D*L��$&���ie�$ M �-M;e

A (G)
$&!5���"�

!#�+*,0�1;:���*D�W�DG-�3)
U(g)

M
H=�W���Dk���?�)/�(���x�����W�7:�'`�3)/�3�7G��>1&��'�$&��K\*,1&K��>0�)H*

F(g)
M�<W�3<L*L121�����*D�F*5<3���(�J?��+*L��$;G-��*,1&K��30�)H*

$&!i<L*,1&1&�36I� ��./���+$&�7$;�~�9*,!�*�?���$2X7?����.*L��$&�4*L1"$&6��L*,1nM3|�:5* � ��./��� ⊗̂ � ��� DE,���!@�Yk����(�L*,�x*F<3��� �\?��+*L��$;G-�
⊗̂ f�*,1&K��>0�)H* A kW��$&<+�_$2!�12�7<L*,1Y$&�R�����.*L0`�>G-�(!/�3��!/� *,��6B!/?�<+�_���9*L�5�����^�.*L��$&�4*L1Y$&6��D*,1Y��� A $&!<312�"!/�>6R*,��6 �9*,!�<3��6�$2�(�3��!/$&���

1
M9[���)��@��*,�('�1&��e

Oe
$&!�* 1&��<D*,1 ⊗̂ f�*L12K"�>0�)H*^kW$;�����.*L��$&�.*,1~$&6��L*,1

me = {f ∈ Oe : f(e) = 0} s !/�3�\*,0��DG��,w+e�*,��6c�����5!H*,�(�x$&!F��)/?��x�"� Ôe
M

H=�5���>�36%�����x�]��1&12�>kW$2��KJ!/$2�('�1&�51&�3� �.*�M
�:���5��� K M q � � ,0(

A
�/, ��& ��� DE,���!@�9e

I ⊂ A
� � , �3( % ��,/��� e ��& �

E
� 
 &�%1(+,�� ��%'4 ,3&�)/%;��& ��� ��,/.0(+��!

)+*-��./,�� � �B,�& ����! ,@��.��
T ∈ HomC(E,A)

( �B, �0���'� � � %C&5D ./��& ��%1(1%;��&-) ��!@, , �32B% ����� ,�&�(@z
s $Cw

T ∈ I ·HomC(E,A)
g

s $&$�w
ImT ⊂ I �

� !@��� �
�5NF���.$&�('�12$&<D*L��$&��� s $�w ⇒ s $&$�wW$&!E<31&�L*L)>M~NO��'�)/�DG�� ����� <>�"�7G��>)/!/��ei�+*,Q��4*%09*,!/$&! (ei)
���
E
e

*,��6=1&�3�
(ei)

0�� �����.6�?9*,1I09*,!/$&!\�"�
E∗
M { 6��3�-��$&�]:�$&��K

HomC(E,A)
*,��6

E∗⊗A eik�� !/�>� ���9*L�
T =

∑
i e
i ⊗ ai

eikW���>)/�
ai = T (ei) ∈ I

M����@�/��$&��K
Ti = ei ⊗ 1

eik�� ��0��+*,$&�
T =

∑
i aiTi ∈

I ·HomC(E,A)
e�*,!
)/�DX-?�$&)/�36iM
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�:���5��� K M U ��� ,0(
A
�/, � � ��./��� ⊗̂ � ��� D�,��3!/� � %C( � 4 �&O�%'4 ��� % ��,@���

m
e ��& � � ,�(

g
�@, � � % , ��� D�,���!@�

��.0(1%'&5D ��&
A
�3� ��,�!3% ����(1%;��&�) � ��2 *�*-��)0, ( �B,�!@,A,RO�%C)3(1) � �8%C& ,@��! 4 �3*

χ : g∗ → A
)/2�.�� ( �B��(

s $�w
Imχ

D�,�& ,3!@��(+,�) � ��,3&�)0, )@2��/��� D�,���!@� � �
A
g

s $&$�w
X · χ(ω) = 〈ω,X〉1 mod m

����! ,/��. �
X ∈ g

��& � ,/��.��
ω ∈ g∗

�
� �B,�&

A
%C)

g
�:*-��!@���'� ,0�8%:9$���0� , �

� !@��� �
� Ho�\'�)/��<3�>�36�$&���\?�<+�A�����\!H*L� �Ek
*@: *,!�$&�A�����E'�)/�����d�"��NF���3��)/�>� U M u M ������!/$26��3)������
A
fn�(��6�?�1&�J� ��)/'���$&!/�

ϕ : A⊗ g∗ → C1(g, A)
?���$]X-?��31;: 6��@���>)/�($&���>6R0-:

1 ⊗ ω 7→ d0(χ(ω))
M

��?�)E��0��#�3<3��$;G-�($&!x���A'�)/�DG-� ���9*L�
ϕ
$&!J*L�=$&!/���(��)/'���$2!/�AM~N~�A����$2!x�>��6ie~���"���(���9*L�Dei!/$&��<>�

A
$&!

1&��<D*,1d*,��6_0`�,���
A⊗ g∗

*,��6
C1(g, A)

*,)/�^�C)/�3� *,��6_l���$;���>1;:�K��3���>)H*D���>6ie�k��^���>�36_����1;: '�)/�DG-�
���9*L�
�����x$&��6�?�<>�36c�4*,'
s�q7h w

ϕ : A⊗ g∗/m ·A⊗ g∗ → C1(g, A)/m · C1(g, A)
$&!�*\G-�3<3���")
!/'�*L<>�5$&!/��� �")/'���$&!/� s !/�3� T u e ���9*,'iM {/{ e�� h e�����M uDV w+M
��$&��<3�

m
$&!\<31&��!/�36}*,��6=��*L!J<3��6�$&� �3��!/$2�"�

1
e~�����3)/�.�@��$&!#��!^*A<3���-��$&��?���?�!\����� �"� ��)/'���$&!/�

ε : A → C
!/?�<H� ���9*L�

m = Ker ε
M � �>��<3�Ek��E<L*,��$&6��3�-��$&�]:

A⊗ g∗/m · A⊗ g∗
*,��6

g∗
G�$]*^�����

�.*,'
s�q�q w

α : g∗ → A⊗ g∗/m ·A⊗ g∗, ω 7→ 1⊗ ω + m ·A⊗ g∗.
NF���x$&�-G-�3)/!/�x�.*,'c$&!
K�$;G-�3�A0-:

a⊗ ω + m ·A⊗ g∗ 7→ ε(a)ω
M

S��3���
<3����!/$26��3)F�����x�.*,'
s�q7U w

β : C1(g, A)/m · C1(g, A)→ g∗, T + m · C1(g, A) 7→ εT.
v �>�(�4* K M q $&� '�1&$&�>!J����*D�

β
$&!(k��31&1W6��>l����368*,��6�0�$ �#�3<3��$;G-��M { ��6��>�36ie������A�4*L'��+*LQ�$&��KB�D*,<H�

ω ∈ g∗
���
ω ⊗ 1 + m · C1(g, A)

$&!
)/�L*L6�$&1;:4!/�>�3�%���(0��\*L�A$&�7G��>)/!/�5���
β
M

{ �.$2! ���Dk��D*,!#:}���o!/�>�A���9*L� �����A�4*L'
ϕ
6��3l����36�0-: s�q-h wJ<>�")/)/�>!/'�����6�! ���B������$&6��>�-��$;��:

�.*,'�'�$&��K4���
g∗
?���6��3)������J$26��3�-��$2l�<D*L��$&����! s�q"q w�*,��6 s�q-U w+M { ��6��3�>6ie��C�")��D*,<+�

ω ∈ g∗
k��J��*@G-�

(ϕα)(ω) = d0(χ(ω)) + m · C1(g, A)
e�*,��6c���>��<3�

〈(βϕα)(ω), X〉 = ε(d0(χ(ω))X) = ε(X · χ(ω)) = ε(〈ω,X〉1) = 〈ω,X〉
�C�")O�3G-�3)#:

X ∈ g
MLNF���>)/�3�C�")/�

βϕα = 1g∗
eL*,��6\!/�

ϕ
$2!Y*L�\$&!/��� �")/'���$&!/�AMD|�:5�����F*L0`�>G-��)/�>�.*,)/Q�!>e

!/�($2!
ϕ
M

S��Dk�6��3l����4*c6��3)/$;G-*D��$2�"�
d : A → A⊗ g∗

0-:
d = ϕ−1d0 M~S��"���(���9*L� d(χ(ω)) = 1 ⊗ ω�C�")5�L*L<+�

ω ∈ g∗
M ��������!/� *409*,!/$&!

(ei)
�"�

g
ei*,��6_12�@�

(ei)
0��J�����^6�?9*,1d09*,!/$&!5���

g∗
M Ho�^�4*@:

$&6��>�-��$&�]:
A⊗ g∗

*,��6
An

s
n = dim g

wIG�$]*E�����x�.*,'
ψ : (a1, . . . , an) ∈ An 7→

∑

i

ai ⊗ ei ∈ A⊗ g∗.

v �3�
∂ = ψ−1d = (∂1, . . . , ∂n) : A → An

0��J�����(6��3)/$;G-*L��$&��� <>��)/)/�3!/'�����6�$2��K%���
d
?���6��>)5�����

*,0��DG-� $&6��3�7��$&l�<D*L��$&���iMO��$&��<3�
d(χ(ej)) = 1 ⊗ ej �]��)E�D*,<H� j e~$;�E�]��1&12�>kW!5����*D� ∂i(χ(ej)) = δij�C�")x�L*,<H�

i, j
M~NF��?�!x����� �31&�>�(�3�7��!

xi = χ(ei) ∈ A *,��6B����� 6��3)/$;G-*L��$&����! ∂i ∈ DerA
!H*L��$&!/�]:

�����\<3����6�$;��$&����!W��� v �>�(�4* t M u M�NF���3)/�3�C��)/�
∂
$&!�*(?���$;G-�3)/!H*,1O6��3)/$&G�*L��$&���iM`�7$&��<>�E0��"���

ϕ
*,��6

ψ*,)/��$&!/��� �")/'���$&!/�(!>e-k���<3����<>1&?�6������9*L�
d0 = ϕd = ϕψ∂

$&!F*x?���$;G-�3)/!H*,1�6��>)/$;G�*L��$&���4*,!Ik��>1&1ne-$nM ��M&e
A
$&!

g
fn'�*L)H*,1&12�31&$��L*,0�1&��M

��� �
��	
�0� K M � ��� ,0(
g
�@, � � % , ��� D�,��3!/� � �
�B,3&

F(g)
%C) )3(+�����8� � ��(#����,3!

U(g)
�
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Oe
$&!�<3���-��)H*,<@��$&0�1&�\*,��6

g
fn'9*,)H*,1&1&�>1&$��@f

*,0�1&�-M
NO� '�)/�DG��.����� <>���-��)H*,<@��$&0�$21&$;��:R���

Oe
eO$;�\!/?��(<3�>!E����6�������$&!\�]��)E�����%*L12K"�>0�)H*

O0
���F����1&�"f

�(��)/'���$&<5K��3)/� !�*L�W�����x��)/$&K�$&�
0 ∈ Cn M�[���)W�L*L<+� r > 0

6��3���,���x07:
Dn
r

�����x'���1;:�6�$&!/<x$&�
Cn
���

)H*,6�$&?�!
r
e�$nM ��M&e

Dn
r = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zi| < r ∀i = 1, . . . , n}.

������!/$&6��>)F�����5���"� ���(��)/'���$&!/�

Φr : O(Dn
r )→ O(D1

2) ⊗̂O(Dn
r/2) ∼= O(D1

2 ×Dn
r/2), (Φrf)(z, w) = f(zw).

v �3�
εk : O(D1

2)→ C (k = 0, 1)
0`�5K�$;G-�3�c0-:

εk(f) = f(k)
MBH=�5<312�D*,)/1;:4�9*3G��

s�q7� w
[(ε0 ⊗ 1)(Φrf)](w) = f(0), [(ε1 ⊗ 1)(Φrf)](w) = f(w).

�����('���!/$&��K
Φr
kW$;���5������)/�>!#��)/$&<@��$2�"�x�4*,'

O(D1
2) ⊗̂O(Dn

r/2)→ O(D1
2) ⊗̂O0

*,��6E�+*,Q�$&��KW���@���
�����F6�$&)/�><@�d1&$&� $;���DG-�3)

Dr 3 0
eLk��F��0��+*,$&�(*������(���(��)/'���$2!/�

Φ : O0 → O(D1
2) ⊗̂O0

M�<��31]*L��$&����!
s�q7� w�$2�('�1;:%���9*L�

(ε0 ⊗ 1O0
)Φ = ηεO0

*L��6
(ε1 ⊗ 1O0

)Φ = 1O0

e�kW���3)/�
εO0

: O0 → C
$&!W�����

�@G-*,1&?9*L��$&��� *L�
0
Mb��$&��<3�

O(D1
2)
$&!5*,� �@��*,<@�x*,1&K��30�)H*�e�k��\!/�>�E���9*L�

Φ
$&!5*(���"� �"���"'7:A0��@��k��>�3�

1O0

*,��6
ηεO0

e�*,��6A!/�
O0
$&!
<3���-��)H*,<3��$&0�1&�-M

H=�����Dk���?�)/� ���E�����
g
fn'9*,)H*,1&1&�>1&$��L*L0�$&1&$;��:\���

Oe
M��7$2��<3���������@��'������3�7��$]*,19�.*,'.$&!�0�$2����1&���(��)#f

'���$2< $&�}*c���3$&K��70���)/������6o���
0 ∈ g

e~$&�E�C��1&1&�DkW!x���9*L�\�C��)E�D*,<H�
ω ∈ g∗

�����3)/�.�@��$&!#��!^*c?���$2X7?��
�C?���<@��$2�"�

fω
���"12�"� ��)/'���$&<\$&�B* ���3$&K��70���)/������6 ���

e ∈ G !/?�<+� ���9*L� fω(exp ξ) = ω(ξ)
�C�")x*,1&1

!/?��(<3$2�3�-��1;: !/�.*,1&1
ξ ∈ g

M ������!/$&6��3)������^�.*,'
χ : g∗ → Oe

�+*,Q�$&��K%�D*,<H�
ω ∈ g∗

���4�����^K"�>)/�
���
fω
*L�
e
M

H=�5<31C*L$2������*D�
χ
!H*L��$&!/l��3!
�����x<>�"��6�$;��$&����!
�"� v �3� �.* K M U M�N~� '�)/�DG-�5����$&!>e�l��A*^09*,!/$&!

(ei)���
g
e�*,��6c12�@�

x1, . . . , xn
0��������5<3��)/)/�3!/'�����6�$&��K^<L*L���"��$&<D*,1b<3����)/6�$&��*D���>!F�"�~������l�)/!#�WQ7$2��6%����*

!/?�$;�+*,0�12�����3$&K��70`�")/���7��6\���
e ∈ G M�<��3<D*,1&17���9*L�������@:J*,)/��6��3l����36J0-:E������)/?�1&�

xj(exp
∑
i t
iei) =

tj
�C�")�*,1&1

j = 1, . . . , n
M�[���)W�D*,<H�

ω ∈ g∗
k��x�9*3G��

fω

(
exp

∑

i

tiei

)
=
∑

i

ω(ei)t
i,

$nM ��M&e
fω =

∑

i

ω(ei)x
i.

NF���>)/�3�C�")/�
Imχ

<3����!/$&!#��!�����*,1&1OK��>)/�(!����d12$&���D*,)��C?���<@��$2�"��!�$&�
x1, . . . , xn

Mi�7$&��<3�\'���1;:������($]*,1&!
$&�
x1, . . . , xn

�C��)/��*56��3��!/�W!/?�09*,1&K��30�)H*��"�
Oe
e"k��W<>�"��<31&?�6��F���9*L�I<>����6�$;��$&��� s $Cw���� v �3� �.* K M U

$&!
!H*L��$&!/l��>6iM
[Y$&��*L121;:-e��]��)
�D*,<+�

X ∈ g
*,��6A�L*L<+�

ω ∈ g∗
k��5��*@G-�

(X · χ(ω))(e) = (X̃fω)(e) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

fω(exp tX) = ω(X).

NF�7?�!Yk��F!/�3�����9*L�d<3����6�$;��$&��� s $&$Cwi�"� v �>�(�.* K M U $2!d*,1&!/��!H*L��$&!/l��>6iM � �>��<3�
Oe
$&!

g
fn'�*L)H*,1&12�31&$��L*,0�1&��M

S��Dk �����5)/�>!/?�1;�W�]��1&1&�DkW!
�])/���ZNF���3��)/�3� q M q M
�������
	
� K M t � j !/$&�($&1C*L)�*,)/K�?��(�>�-�x*,'�'�1&$2�36���� �����J1&��<D*,1Y*,1&K��30�)H*

A = Ôe
!/���DkW!�����*D�

A
$2!

<3���-��)H*,<3��$&0�1&��*,��6
g
fn'9*,)H*L121&�31&$:�D*,0�1&�-M � �3��<>�F������!#�+*L��69*,)/6 <>�7<+�9*,$&�(<>���('�1&�3�

0→ C→ C ·(g, A)!/'�1&$&��!
$&�
LCS

M�NY*LQ�$&��KJ�����5���"'`�"12�"K�$&<L*,1b6�?9*,1ne�k��E)/�3<>�>G-�>)F�����x<>1]*,!/!/$&<D*,1i��*,<3�
���9*L�
����� 
���!G�3?�1
<3��� '�1&�@�

0← C← V·(g)
$&!
�3��*,<3�DM
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� +�� /�1 4Y�����I�96
� /i� � /
/~� �I4d�����I�96}
`�:2 � 13/b�����I�96�� 	
U(g)

{ �^����$&!dl��9*,1�!/�3<3��$&���ie,k��W�@��'�1]*,$&�(���Dk������
<3��� '�1&�@��$2�"��!d�"�
U(g)

<3����!/$&6��>)/�36.*,0��DG-��*,)/�W)/�31]*L���36
���(�����E*,���"�����>)>e9*,��6c�C�")/�J?�1]*L���5!/���(�5��'��>�c'�)/��0�1&�>�(!>M
v �@�

g
0��(*4��$&12'��"���3�-� v $&�(*,1&K��>0�)H*�eb*,��6B1&�3�

G
0��J�����^<3��)/)/�>!/'�����6�$&��Kc<3�������3<@���>6ie`!/$&�('�1;:

<3�������3<@���>6J<3���('�1&�@� v $&��K�)/��?�'iM �������"!/�W*�'`�"!/$&��$;G-��l�1&��)H*D��$2�"�
F
���

g
e�*,��6(1&�@�

M
0`�
*,�^�3�-��$2)/�

F
fmk��>$&K��-�W!/�>X7?��>��<3� s !/�3�J�7�><@��$&��� � w+M�NF���\*,1&K��30�)H*

AM (G)
$2!�*^!/?�09*,1&K��30�)H*^���

O(G)
e9*,��6A$;�

$&!F�D*,!#:.���^!/�3�����9*L�F������$2��<31&?�!/$&���4�.*,'
AM (G)→ O(G)

$&!F<3���-��$2�7?���?�!>M { ��6��>�36ie�K�$;G-�>�
r > 0*,��6�*%<>�"� '9*,<@�E!/�3�

K ⊂ G
eb1&�3�

C = supg∈KWM (δrg)
M~NF���3�o�C��)x�L*L<+�

f ∈ AM ,r(G)
k��

�9*3G-�
‖f‖K = sup

g∈K
|f(g)| ≤ C sup

g∈K

|f(g)|
WM (δrg)

≤ CNr(f).

� �3��<3�������5$2��<31&?�!/$&���%���
AM (G)

$&�-���
O(G)

$&!
<>�"�7��$&�7?���?�!>M
������!/$26��3)E����� � ��'���*,1&K��30�)H*

P(G)
�"�
'���1;:������($]*,1��C?���<3��$&����!\���

G
MONF��$&!\$&!^* � ��'�� ⊗̂ f*,1&K��30�)H*^kW$;����)/�3!/'��><@�����(�����El����>!#��12�7<L*,1&1;:%<3���-G-�@�c����'���1&��K":-M-Ho�E�9*3G-�^*(<H��*L$2���"�d<D*,������$&<L*,1

$&��<>1&?�!/$&�����L)/�>!#��)/$&<@��$&���4�.*,'�!
s�q�� w

P(G)→ AM (G)→ O(G)→ Oe → Ôe,kW��$&<+�c*,)/���"07G�$2�"?�!/1;: � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*E�����(���(��)/'���$&!/�(!>M�NO�J�@��*,�($2���W������6�?9*,1b�"�i����$2!�<+�9*,$&�ie<H���7��!/� *,�
F
fn0�*L!/$2!

e1, . . . , eN
���

g
ei*,��6_)/�3<L*L121O���9*L�������>)/�J$&!E*.6�?�*L12$;��: 〈·, ·〉κ 0��3��k��3�>�R������C�")/�4*,1�<3���('�12�@��$&���

[U(g)]
���
U(g)

*,��6������4'���1;:������ $]*,1�*,1&K��>0�)H*
C[z1, . . . , zN ]

6��>l����36}0-:
〈a, ϕ〉κ = κ−1(ϕ)(a)

�]��)�*,1&1
a ∈ [U(g)], ϕ ∈ C[z1, . . . , zN ]

s !/�>� v �3� �.* U M t w+M"NF�7?�!Y�����
6�?9*,1
���������($&��<31&?�!/$2�"�_�.*,'

i : U(g)M → [U(g)]
<L*L�B0��JG�$&�3k��36o*,!E* ⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*.���"� ���(��)/'���$&!/��C)/�"�

C[z1, . . . , zN ]
���
AM (G)

M�[9�")W�D*,<+�
u ∈ U(g)M

*,��6A�L*L<+�
ϕ ∈ C[z1, . . . , zN ]

k��x�9*3G-�
〈u, i′(ϕ)〉 = 〈i(u), ϕ〉κ,kW���>)/�4�����%0�)H*L<+Q��@��! 〈·, ·〉 ���������%1&�>�2�/fn��*L��6�!/$26��%6��3���"���4�����%6�?�*L12$;��:=0��3��k��3�>� U(g)M

*,��6
AM (G)

M
H=�E<31]*,$&� ����*D�

i′ : C[z1, . . . , zN ] → AM (G)
0��><3���(�>!
�����E<L*,������$&<D*,1~$&��<>1&?�!/$&�����"�

P(G)$&�-���
AM (G)

$&�Ik�� $&6��>�-��$&�]:
C[z1, . . . , zN ]

kW$;���
P(G)

?�!/$&��Kc�����(<L*,������$&<D*,1�<3����)/6�$&�9*L���>!5���
�����E!/�><3����6 Q�$&��6iM { ��6��3�>6ie9�C�")��L*L<+�

α ∈ ZN+
*,��6 �D*,<H�

ψ ∈ O(G)
k��\�9*3G-� s $2�c�����E!#�+*,��6�*L)/6

�\?�1;��$;fn$&��6��@�.���"�+*L��$&����w
s�qEK w 〈eα, ψ〉 = [eαψ](e) = Dα

z ψ(0)
kW$;���A)/�3!/'`�3<@�W���(�����x<L*L���"��$&<D*,1~<3����)/6�$&�9*L���>!
�"�������E!/�3<>����6AQ�$&��6 s !/�3� T q7u e v �>�(�4* � M uLV w+M`���
�������"�����3)I�9*,��6~e-$;���C��1&1&�DkW!��C)/�"� snu�� w����9*L� 〈eα, ϕ〉κ = Dα

z ϕ(0)
�]��)I�L*,<H�

ϕ ∈ C[z1, . . . , zN ] =

P(G)
M�NO��K"�3�����3)
kW$;��� s�qEK wHe�����$2!WK�$;G-�3! 〈eα, ϕ〉κ = 〈eα, ϕ〉 e9*L��6�!/� 〈eα, i′(ϕ)〉 = 〈i(eα), ϕ〉κ

= 〈eα, ϕ〉κ = 〈eα, ϕ〉 �C��)��D*,<H� α ∈ ZN+ M`NF��$&!�$&�('�1&$&�3!W���9*L� i′(ϕ) = ϕ
�C��)��L*L<+�

ϕ ∈ P(G)
e

kW��$&<+�c'�)/�DG-�3!
�����5<>1]*,$&�AM
NF��?�!
�����x!/�>X7?��3��<3�56�?9*,1`��� s�q�� w��9*,!F�����x�]��)/�

s�q7r w
U(g)→ F(g)→ A (G)→ U(g)M

i−→ [U(g)].
j 1&1������
�4*L'�!����3)/��*L)/�W$&�,�#�3<3��$;G-� � ��'�� ⊗̂ f�*,1&K��>0�)H*������(���(��)/'���$&!/�(!dkW$;���(6��3��!/�W)H*,��K��3!>M������^f0�$&��$&��KoNF���>��)/�3�(! K M � e K M h e � M h e ���")/��1&1C*L)#: U M q e�*,��6 �I)/��'���!/$;��$&��� h M U eYk��A!/�>�c���9*L�%*L121F�����
�(��)/'���$&!/�(!
$&� s�q7r wF*L)/�x1&��<D*,1&$��L*L��$&����!>M
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�	�� 

������������� r M t ��� ,�(
G
�/, � ./��&�& ,@.0(+,��`e )/%C4 * �8� ./��&�& ,@.0(+,�� ./��4 * ��,RO � % , D�!@��2 * � %1( � � %;,

��� DE,���!@�
g
e-��& � � ,0(

τ : U(g)→ A (G)
�/,#( �B, ./��& ��&�% ./�����B��4 ��4 ��!�*���%C)@4 s )�,/, s�q7u w/w
���
�B,3&I( �B,�!@,

,MO�%')3(1) � 25&�%��32�, 	 �3*�� ⊗̂ � ��� DE,���!@� �B��4 ��4 ��!�*���%C)/4
j : A (G)→ Û(g)

)/2�.�� ( �B��(
ιU(g) = j ◦ τ ��@&���( �B,�! � ��! ��)-e ( �B, .@��& ��&�%;.@��� 4 ��!�*���%C)/4

ιU(g) : U(g)→ Û(g)
����.0(+��!3) ( ��!@��2�D��

A (G)
�

� !@��� �
� J�$;G-�3�.*�|
*,�9*,<H�.*,1&K��30�)H*
A
*,��64*������ �"� ��)/'���$&!/�

ϕ : U(g)→ A
e,k��
!/�9*,1&1�<3����!#��)/?�<@�

*J<3���-��$&��?���?�!
���"� ���(��)/'���$&!/�
ϕ : A (G)→ A

!/?�<+�c���9*L�
�����56�$]*,K�)H*,�

snU#" w
A (G)

ϕ // A

U(g)

τ

OO

ϕ

==zzzzzzzzz

$&!
<>�"� �\?��+*L��$;G-�-M
[9��) �L*L<+�

a ∈ A
6��>���"���A0-:

La : A → A
�����A1&�>�2�.�\?�1;��$2'�1&$&<L*D��$2�"�}0-:

a
M ������!/$&6��>)(�����

)/�3'�)/�3!/�3�7�+*D��$2�"�
π0 : g→ L (A), π0(X) = Lϕ(X).�7$&��<3�

G
$&!I!/$&�('�1;:J<3�������><@���36~e

π0
6��3���3)/�($2���3!�*����"12�"� ��)/'���$&<
)/�3'�)/�>!/�3�-�+*L��$&���

π : G→ GL(A)!/?�<+�����9*L�
exp ◦π0 = π ◦ exp

s !/�3�-e���M K�M;e T U e����9*,'iM {/{/{ e � � e�����M t@V w+M�[���)^�L*L<+�
x ∈ A

*,��6
�D*,<+�

y ∈ A′ e`1&�3� πx,y ∈ O(G)
6��>���"���J�����^<3��)/)/�3!/'`�"��6�$&��Kc�.*L��)/$;� �31&�>�(�3�7�����

π
6��>l����>6_0-:

πx,y(g) = 〈y, π(g)x〉 MD|I: T q7u e �I)/��'iM h M ULV e π ?���$]X-?��31;:5�3�����3��6�!O����*W<3���-��$&��?���?�!�)/�3'�)/�3!/�3�7�+*D��$2�"�
π : A (G)→ L (A)

!/?�<+�%����*D� 〈y, π(a′)x〉 = 〈a′, πx,y〉
�C��)�*L121

a′ ∈ A (G), x ∈ A, y ∈ A′ M������!/$26��3)4�����R�.*,'
ε1 : L (A) → A, ε1(T ) = T (1)

e�*,��686��3l����
ϕ : A (G) → A

0-:
ϕ = ε1π

M�Ho��<31]*,$&�����9*L�
ϕ
�.*,Q��3!�6�$]*,K")H*,� snU�" w�<3���(�J?��+*L��$;G-��M { ��6��3�36~e7�C��)��D*,<+�

X ∈ g
*L��6

�D*,<+�
y ∈ A′ k��x�9*3G-�

〈y, ϕτ(X)〉 = 〈y, π(τ(X))1〉 = 〈τ(X), π1,y〉 = (X̃π1,y)(e)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π1,y(exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈y, π(exp tX)1〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈y, expπ0(tX)1〉

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈y, exp tϕ(X)〉 = 〈y, ϕ(X)〉,
$nM ��M&e

ϕτ = ϕ
M � �>��<3�_6�$]*,K�)H*,� snU#" w $&!%<>�"� �\?��+*L��$;G-�-MF�7$&��<3�

Im τ
$&!c6��3��!/�_$&�

A (G)
e�k��

<3����<>1&?�6��5���9*L�
ϕ
$2!�*,� *,1&K��30�)H*J�����(��� �")/'���$&!/�AM�[���)
�����x!H*L� �5)/�L*L!/���ie

ϕ
$&!�*J?���$2X7?��x1&$&���L*,)

<3���-��$2�7?���?�!W�.*,'c�.*,Q�$&��K snU#" w�<3���(�J?��+*L��$;G-��M
NF���R*L0`�>G-��<>�"��!#��)/?�<@��$&����<L*,���L*,!/$&1;:}0����3�����3��6��>6����B������<D*,!/�AkW���>)/�

A
$&!%*L� j )/�>��! 6

p�$&<+�9*,�31�*,1&K��30�)H*�M { ��6��>�36iedk��A��*@G-�
A = lim←−{Aν , σ

µ
ν }
�C�") !/��� �c$2�-G-�3)/!/�A!#:�!#���>� {Aν , σµν }���5|
*,�9*,<H�8*,1&K��30�)H*,!>M�[9�").�D*,<+�

ν
ed12�@�

σν : A → Aν
6��3���"���A������<D*,������$&<L*L1��.*,'iM#J�$;G-�>��*

�����(��� �")/'���$&!/�
ϕ : U(g) → A

eik��.<L*L���@�����>��6B�����4�����(���(��)/'���$2!/�
σνϕ : U(g) → Aν

���
*R����� �"� ��)/'���$&!/�

ϕν : A (G) → Aν
!H*L��$&!/�]:�$&��K

ϕντ = σνϕ
M��7$&��<3�A!/?�<H�8*L���@�����3��!/$2�"��$2!

?���$]X-?���eik�� <>1&�D*,)/1;:_�9*3G-�
σµνϕµ = ϕν

kW���>���@G-�3)
µ � ν

MY�7�@�/��$2��K
ϕ = lim←−ϕν
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*A12�7<L*,1&$��D*L��$&���B�]��)\�@G-�>)#:B��$21&'��"���3�-� v $2�
*,1&K��30�)H*

g �
|�: ��)/��'���!/$;��$2�"� h M U e"k��W<D*,�()/�3'�1]*,<>�

U(g)
$2�J������*L0`�>G-�
'�)/��0�12�3� 07:^�3$;�����>)

F(g)
��)

A (G)s *,!/!/?��($2��K^���9*L�
G
$&!
<3�������><@���>6�*,��6A!/$&�('�1&:.<3�������3<@���>6�w+M

� C&�$B �=�0 � ' v �3�
g
0`�E*J��$&1&'`�,���>�-� v $&�E*,1&K��30�)H*�M

s#t w { !
�����x<D*,������$&<L*L1b���"� ���(��)/'���$&!/�
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Ôe Oeoo O(G)oo P(G)

iiTTTTTT

θ̂′
uukkkkkkk
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