Introduction

Dans cet article nous abordons I’étude de quelques propriétés géométriques d’une nouvelle
structure, la structure des sous-espaces de treillis.

On munit un espace de Banach E d’une structure de sous-espace de treillis lorsqu’on
se donne un plongement isométrique de E dans un treillis X. Cette notion a été introduite
par G. Pisier qui a montré que la donnée d’un tel plongement équivaut a I’existence d’une
norme « sur le produit tensoriel algébrique E ® ¢ vérifiant 'axiome suivant :

(P)  Pour tout opérateur linéaire borné T de ¢y dans ¢y et pour tout z € E ® ¢, on a
a(idg ®T'(2)) < || T]|a(x).

Dans toute la suite les opérateurs linéaires bornés seront désignés simplement par
opérateurs.

Ce résultat fondamental permet d’étudier les différentes structures de sous-espaces de
treillis sur E sans avoir a se donner des plongements isométriques concrets de F dans des
treillis.

Dans sa construction cette structure ressemble beaucoup a celle des espaces d’opéra-
teurs, un domaine de l’analyse fonctionnelle qui est 1'objet de nombreux articles ces
dernieres années. Rappelons qu’on munit un espace de Banach E d’une structure d’espace
d’opérateurs par la donnée d’un plongement isométrique de E dans un B(H), ou B(H) est
I’espace des opérateurs définis sur I’espace de Hilbert H. Les morphismes correspondant a
cette structure sont les opérateurs completement bornés, c.b. en abrégé. En 1988 Z. Ruan
(cf. [Ru]) a démontré une caractérisation abstraite de cette structure. Son théoréme de
représentation des espaces d’opérateurs peut étre reformulé en disant qu’une structure
d’espace d’opérateurs sur E est entierement déterminée par la donnée d’une norme [ sur
E ® K(ly) vérifiant les axiomes suivants :

AXIOME (Rq). Pour toute application ¢.b. T: K — K on a
llide @T || Eeosk—Eosk < T |chb-

AXIOME (Rg). Pour toute décomposition ozthogonale id;, = P1 + P» de l'identité on
définit T; : K — K par T;(z) = PaP;. Soit T; =idg ®T; : FE® K — E® K. Alors

Yuy,us € E® K, ﬂ(fl(ul) + TQ(UZ)) < max{ﬂ(ul)aﬂ(UZ)}a

ou K = K(l2) est espace des opérateurs compacts sur Iy et, par définition, |1, =
sup,, |7 ® idpy,, ||, M, désignant I’espace des matrices carrées d’ordre n.

K est 'analogue non-commutatif de c¢y. En remplagant K par cy on peut observer
que laxiome (P) est la version commutative des axiomes (R;) et (Rg). Ainsi la théorie
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des sous-espaces de treillis est en quelque sorte la “contrepartie commutative” de celle
des espaces d’opérateurs.

D’ailleurs la plupart des questions que nous étudions ici sont d’une certaine maniere
paralleles & quelques-uns des problemes traités par G. Pisier dans ses travaux sur les
espaces d’opérateurs.

La section 1 est consacrée a des considérations préliminaires sur les treillis de Banach ;
nous rappelons les notions d’opérateurs réguliers et [;-réguliers entre treillis et nous mon-
trons qu’elles sont équivalentes, i.e. un opérateur T est régulier si et seulement si il est
li-régulier et on a ||T|y = ||Tr,1, ot |T||x (resp. |T||s,1) désigne la norme réguliere
(resp. ly-réguliere) de T. On en déduit immédiatement par dualité que T est régulier si
et seulement si son adjoint T* est régulier et ||T||, = || T,

Dans la section 2 nous exposons ’énoncé et la démonstration du Théoreme de Pisier
de représentation des sous-espaces de treillis.

Dans la section 3 nous introduisons la structure des sous-espaces de treillis et nous
étudions des exemples importants de sous-espaces de treillis, notamment les sous-espaces
GP(I) C LP(X,v), 1 < p < 00, engendrés par une famille de variables aléatoires gaussi-
ennes indépendantes standard sur un espace mesuré (X, v). Il est classique que pour tout
1 < p < oo, GP(I) est isométrique & I'espace de Hilbert G2(I) et on vérifie aisément, par
les inégalités de Khintchine-Kahane, qu’ils sont régulierement isomorphes & G*(I).

Nous montrons que la norme injective (resp. projective) sur E®cg induit une structure
de sous-espace de treillis sur £ que nous noterons min(E) (resp. max(E)) ; nous obtenons
des réalisations concretes de min(F) et de max(F) relativement simples a décrire. La
norme injective (resp. projective) est la plus petite (resp. grande) norme sur F ® ¢
induisant une structure de sous-espace de treillis sur . Remarquons que dans le cas des
espaces d’opérateurs la norme projective ne vérifie pas cette propriété extrémale.

Dans cette section nous introduisons également la notion d’opérateurs réguliers entre
sous-espaces de treillis, ces opérateurs étant les morphismes correspondant a cette struc-
ture : or 7' : E — F est un opérateur régulier si et seulement si 7' ®id., est un opérateur
borné de E ®, ¢o dans F ®g cg, ol a (resp. () est la norme sur E ® ¢y (resp. F ® ¢p) in-
duisant la structure de sous-espace de treillis sur E (resp. F'). On pose | T®id,, || = ||T|,-
Nous introduisons aussi la notion d’homogénéité : un sous-espace de treillis F est dit ho-
mogene si tout opérateur T': E — E est régulier. Nous quantifions cette propriété a ’aide
d’un parametre

0(E) = sup{|[TI./IT|; T: E— E, T # 0}

appelé constante d’homogénéité de F.

A la fin de cette section nous montrons que si F est un sous-espace de treilliset £ C X
un plongement de E dans un treillis X alors pour tout 1 < p < oo, la norme induite par
X(l,) sur le produit tensoriel E ® [, ne dépend pas de ce plongement particulier. Cette
observation permet de construire les espaces E(l,) et d’étendre les notions de p-convexité
et de g-concavité aux sous-espaces de treillis.

Le sujet principal de la section 4 sont les treillis homogenes. Nous commengons par
calculer les constantes d’homogénéité des espaces [} qui sont les treillis les plus simples.
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Nous montrons notamment que 6(I,) = oo pour tout 1 < p < co; ce résultat sera tres
important pour la caractérisation des sous-espaces de treillis homogenes.

Soient X et Y des treillis de Banach. Notons B,(X,Y) (resp. B(X,Y)) 'espace des
opérateurs réguliers (resp. bornés) de X dans Y. Rappelons que Y est dit finiment
représentable dans X au sens des treillis si pour tout € > 0 tout sous-treillis de dimension
finie de Y est (1 + ¢)-isomorphe en ordre & un sous-treillis de X.

En 1975 Cartwright et Lotz ont montré (cf. [CL], Th. 1) que si B,(X,Y) = B(X,Y)
alors X (resp. Y) est un AL-espace (resp. AM-espace) sous 'hypothése que pour un
1 <p<o0o,Y (resp. X*) contient un sous-treillis isomorphe en ordre & [,. Nous avons
observé qu’on peut remplacer cette condition par “I, est finiment représentable dans
Y (resp. X*) au sens des treillis” et avoir la méme conclusion; et alors, en utilisant
un théoréme classique de Krivine (cf. [K1]) nous avons obtenu une amélioration de ce
résultat : si B.(X,Y) = B(X,Y) alors X (resp. Y) est un AL-espace (resp. AM-espace)
des que p(Y) < oo (resp. ¢(X) > 1), ou

p(Y)=sup{p > 1; Y est p-convexe} et ¢(X)=inf{qg>1; X est g-concave}.

Ce résultat admet comme corollaire immédiat une caractérisation des treillis de Ba-
nach homogenes, & savoir que les AM-espaces et les AL-espaces sont les seuls treillis
homogenes.

Dans la section 5 nous nous intéressons aux sous-espaces homogenes de L?, 1 < p < co.
Il est bien connu que la propriété classique d’invariance des variables aléatoires gaussi-
ennes par transformations unitaires entraine que les espaces GP(I) sont homogenes. Nous
montrons qu’a un isomorphisme régulier prés G2(I) est I'unique sous-espace hilbertien ho-
mogene d’un treillis ayant une concavité non-triviale. Ce résultat est une généralisation
d’une proposition de Rauch sur les sous-espaces hilbertiens homogenes de L'. Combi-
nant ces résultats a un théoreme classique de Kadec et Pelczynski sur les sous-espaces
de LP, nous montrons que lorsque 2 < p < oo, tout sous-espace homogene de LP est
nécessairement hilbertien et par conséquent régulierement isomorphe & G?(I) pour un
certain ensemble d’indices I. Ainsi G?(I) est essentiellement 'unique sous-espace ho-
mogene de LP pour 2 < p < oo. Ceci n’est pas vrai en général : il est facile de voir
que min(l) est hilbertien homogene, mais il n’est pas régulierement isomorphe & G?(N)
comme nous le verrons a la section 7.

Le résultat principal de la section 6 est une version pour les sous-espaces de treillis du
théoreme classique de Dvoretzky : pour tous € > 0 et n € N, il existe N = N(g,n) € N
tel que tout sous-espace de treillis de dimension > N contient un sous-espace de treillis
(1 + e)-isomorphe a IF et (1 + )-homogene.

Nous démontrons aussi que les sous-espaces de treillis de dimension finie se plongent
presque isométriquement régulierement dans des treillis de dimension finie de la forme
I (I7), n € N. Signalons que ce résultat est faux dans le cas des espaces d’opérateurs :
un espace d’opérateurs de dimension finie n’est pas en général complétement isomorphe
& un sous-espace d’'un M, (cf. [P2]).

La section 7 est consacrée a des estimations de distances de Banach—-Mazur régulieres
entre quelques sous-espaces de treillis de dimension finie. Soient E et F' des sous-espaces
de treillis de dimension n. Notons
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dr(E, F) = it {|T]|T~"|;: T: E — F}

la distance de Banach—Mazur réguliere entre E et F. Nous montrons que si E et F' sont
des sous-espaces de treillis de dimension n de constantes de 2-convexité ou de 2-concavité
égale a 1 alors

d.(E,F) < n.

Nous considérons d’autres exemples de sous-espaces de treillis dont les distances régulieres
sont majorées par n.

Rappelons qu’il est classique que le diametre de Banach—Mazur des espaces de Banach
de dimension n est asymptotiquement proche de n. Pisier a montré que ce diametre vaut
exactement n dans le cas des espaces d’opérateurs et les opérateurs complétement bornés
(cf. [P5]). Les estimations demontrées dans cette section nous laissent espérer obtenir une
majoration optimale du méme ordre dans le cas des sous-espaces de treillis de dimension n.

Je remercie le Professeur Gilles Pisier de m’avoir proposé ce sujet de recherche et
de m’avoir permis d’exposer ici la démonstration de son théoreme de représentation des
sous-espaces de treillis.

1. Préliminaires sur les treillis de Banach

Dans la suite tous les treillis seront des treillis de Banach réels ou complexes. On renvoie
le lecteur aux ouvrages [LT] ou [Sch] pour la définition et les propriétés élémentaires des
treillis de Banach.

Rappelons qu'un opérateur linéaire T' d’un treillis X dans un treillis Y est dit positif
si T(x) > 0 pour tout élément positif z de X. Si de plus T est inversible (resp. une
isométrie), et si T~ est positif, alors T est appelé isomorphisme d’ordre (resp. isométrie
d’ordre).

Soit X un treillis. Soit p > 1. Pour tout n € N et pour tous z1,...,z, € X on
considere les éléments de X définis par (35 |z:[P)}/P si 1 < p < oo ou max;<, |z;| si

p = o0. Soit X (I,) 'espace des suites x = (x1,22,...) C X pour lesquelles

~ 1/p )
gy = (), < 19
" i=1

ou

el = sup lmaxai] x < o0 sip = cc.

Le sous-espace fermé de X (I,) engendré par les suites x = (z1, x2, . ..) dont les termes
sont nuls & partir d’un certain rang, est noté X (l,) ; c’est espace des suites (z,,)p>1 C X
telles que la suite {(3"1, [24|P)}/P},>1 converge en norme dans X (cf. [LT], pp. 46-47).
L’espace X (l) est aussi noté X(cp). Pour n € N on note aussi X([};) le sous-espace de
X(l,) formé de toutes les suites dont les termes sont nuls & partir du rang n.

Dans toute la suite {eq, 2, ...} désignera toujours la base canonique de I,.
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Soient X et Y deux treillis et T : X — Y un opérateur linéaire. Soit I'opérateur
T ®1ide, : X(co) — Y(co) défini par

n n n
T ®idg, (le ®ei) = ZT(%) ®e;, VnéeN, VZ:@ ®e; € X(I%).
i=1 i=1 i=1
DEFINITION 1.1. (i) T est dit régulier si | T ®id,, || < co. On note ||T||, = | T ®id,, || la
norme régquliere de T
(ii) T est une isométrie réguliére si T ® id., est une isométrie.
(iii) 7 est un isomorphisme réqulier si T est régulier inversible et si T—' est aussi
régulier.

REMARQUES. (1) Il est clair qu’on a toujours ||T|| < [|T|;.
(2) T est régulier s’il existe une constante K telle que

VneN, Vey,...,z, € X, |max|T(z;)||ly < K||max|z;|||x
i<n i<n
et || 7], est U'infimum des K vérifiant cette propriété.
(3) Tout opérateur positif T' est régulier et ||T'||, = ||T|| car dans ce cas on a
Vn e NV, o € X, [[max [T ()| [ly < [|T(max |z])[[y < [T - [ max [a;| || x.
i<n i<n i<n

De plus, réciproquement, sous 'hypotheése que Y est complet en ordre (i.e. que toute
famille bornée d’éléments réels de Y a une borne supérieure dans Y'), tout opérateur
régulier T : X — Y g%crit T = Ay — A_+i(By —B_),ou Ay, A_ B,,B_ sont des
opérateurs positifs de X dans Y (cf. [Sch], p. 233 ou [M-N], p. 27).

Signalons que dans [Sch], p. 228, on définit une notion d’opérateur régulier par cette
derniere propriété. Les deux notions de régularité sont donc équivalentes lorsque ’espace
image de 'opérateur est un treillis complet en ordre.

Il sera parfois utile de recourir & la variante suivante de la notion de régularité :

DEFINITION 1.2. Un opérateur T d’un treillis X dans un treillis Y est dit I;-régulier si
Vopérateur T ® id;, : X (1) — Y (I1) est borné. Dans ce cas nous noterons

[Tl =T @idy, ||

la norme ly-réguliére de T.

Soient T le transposé de 'opérateur T et X* le treillis dual de X. Le lemme suivant
est élémentaire :

LEMME 1.1. Soient X et Y deux treillis. Soit T : X — Y un opérateur linéaire.
(1) T est régulier si et seulement si T est ly-régulier; de plus, si c’est le cas,

1T = |7

|r,1-
(2) T est régulier si et seulement si T* est régulier; de plus, si c’est le cas,
1Tl = 177
Preuve. 11 est clair que T est régulier si et seulement si T est I;-régulier et que ||T||, =

|T*|s,1 ; donc (2) sera une conséquence de (1). Pour démontrer (1), on consideére séparé-
ment le cas réel et le cas complexe :
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Cas réel. Soit D = {—1,1}" le groupe dyadique, muni de la mesure de Haar normalisée.
e = (&1, €2, ...) désigne un point générique de D. Pour tout n € N, désignons par D,, =
{-1, 1} C D le sous-groupe de D dont les éléments ¢ vérifient &, = 1 si m > n.

Soit I : I} — L*°(D,,) 'opérateur défini par

V(ak) S l?, I((ak)) = Zaké‘k.
k=1

Alors il est facile de vérifier que si X est un treillis réel,

idx ®I : X(I7') — X(L>=(Dy,))
est une isométrie ; donc, par dualité (posant J = I*),

idx- ®J : X*(LY(Dy)) — X*(I)

est une application quotient. Appliquant ceci a idx++ ®J et utilisant la réflexivité locale,
on déduit que

idx ®J : X(L'(D,)) — X(I%)
est aussi une application quotient.

Soit maintenant T : X — Y un opérateur linéaire entre deux treillis réels. Supposons
T régulier. Soit (zx)k<n € X(I7') de norme < 1. Alors

lidx ®@I((zk)) | x (L D0y <1,

d’on, par la régularité de T,
1T ®idp(p,)(idx @I((zk))lly (e (Dn)) < 1Tk ;
or, il est clair que
T® idLoc(Dn)(idX ®I((l‘k))) =idy ®I(T X ldl?((l‘k)))

On en déduit donc

1T ®idip ((zi)llyapy < 1T,
d’ou T est ly-régulier et [|T'||;1 < ||

Inversement, supposons T' [j-régulier. Soit (xx)k<n € X(I%) de norme < 1. Alors, il
existe f € X(LY(D,,)) tel que
[flx o,y <1 et idx ®@J(f) = (zr)e<n-
Donc la [1-régularité de T implique
1T ®@idr1(p,) (Hllvra) < N7,
d’on
[idy ®J(T @ idrap,) (f)llyam) < 1Tl
or
idy @J(T ®idri(p,)(f)) = (T(xk))r<n-

Il s’ensuit donc

(T (@k))k<nlly @ny < [Tk,
ce qui implique que T est régulier et ||T'||; < ||T|x1-
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Cas complexe. C’est essentiellement la méme preuve. Cette fois, on devrait utiliser le
tore infini TV = (R/Z)N, & la place du groupe dyadique D ; mais pour éviter les espaces
X(L*®(T™)) ou X (L*(T™)) (qui poseraient certains problémes de définition), nous con-
sidérerons, pour tout m € N, le groupe Z) = (Z/mZ)Y, muni de sa mesure de Haar
normalisée. w = (wy,ws, . ..) désigne un point générique de Z . Pour tout n € N, Z", est
naturellement identifié a un sous-groupe de Zﬁ. Par abus de notation, on pose encore

Tp = D), I(aneen) = D age™ /™.
k=1

Alors il est facile de vérifier que, pour tout treillis complexe X,
idx @ : X(If) — X(L>™(Zy,))
est une application injective; de plus, on a
lidx ®I| <1, [[(idx ®I)~" ridx @I(X(I})) — X(IP)|| < 1+ 4x/m.
Comme dans le précédent cas réel, on en déduit que (avec J = I*)
idx ®J : X(LY(Z")) — X (1)

est de norme < 1 et que, pour tout (zx)k<n € X(IZ) de norme < 1, il existe f €
X(LY(Z™)) tel que

idx @J(f) = (zk)k<n et ||f||X(L1(Z:Ln)) <1+4n/m.

Alors par passage a la limite quand m — oo, on peut finir le reste de la preuve exactement
comme dans le cas réel. Nous omettons les détails. m

REMARQUES. Soient ({2, 1) un espace mesuré et X un treillis quelconque. On a :

(1) Tout opérateur continu 7" : X — L>°(u) est régulier et

1T = 1T
En effet, pour tout entier naturel n et tous éléments x1,...,x, de X il est clair que
pa 7)o = s [Tl < T pax o 1.

(2) Tout opérateur continu S : L'(u) — X est régulier et ||S||, = [|S]|. En effet, pour
tout n € Net (zx)}_, C X,ona

DTS NED SYEYENMET D ™|
k=1 k=1 k=1

d’ou ||T'|| = ||T||s,1, donc par le Lemme 1.1, | T, = ||T||-
(3) On sait que les espaces L™ (resp. L') sont les seuls treillis & vérifier la remarque
(1) (resp. (2)) (cf. [M-N], p. 48).

)
1

2. Théoreme de représentation de Pisier

Nous exposons maintenant le théoreme de G. Pisier de représentation des sous-espaces
de treillis.
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Considérons une norme « sur E ® ¢g vérifiant la propriété suivante :
(P) VT :cop — co, Ve € E®cy, a(idp@T)(z)) < ||T)|a(x).

Pisier montre que la donnée d’une telle norme sur F ® ¢y équivaut a l’existence d’un
plongement isométrique de E dans un treillis X :

THEOREME 2.1 (Pisier). Soient E un espace de Banach et a une norme sur E ® cg

vérifiant la propriété (P). Alors il existe un treillis X et un plongement isométrique
J:E — X tel que

n
2.1 J(z; — ( . )
(2.1) Fmax |/ (2:)] || x = o i_zlxz@bez
pour tout n € N, et pour tous x1,...,2, dans E, ot {e; : i € N} désigne la base canonique
de cp.

Inversement, pour tout plongement isométrique J : E — X Uexpression (2.1) définit
une norme sur E ® co vérifiant (P).

La preuve de ce théoréeme est basée sur le lemme fondamental suivant :

LEMME 2.1. Soit « une norme sur E ® ¢y vérifiant la propriété (P). Alors pour tout
élément x =Y x, @ e, dans E ® ¢y il existe un espace mesuré ({2, 1) et une application
linéaire T : E — L'(u) tels que

[T ®ide, : E®@co — LY (p,co)| <1 et afa) = | sup |T(zn)]| || 22 (-

Etant donné ce lemme, la preuve du théoreme est facile :
Preuve du Théoréme 2.1. On considere ’ensemble Z de tous les espaces mesurés (2, u),
et on pose
Cp= (T B — L' |7, < 1},
ol
IT||l: = IT ®ide, : E®co — L' (u, 0)|-

On construit le treillis
@@L, ) s
e et ( M) TeC,/ (2,p)eT

On définit alors 'opérateur linéaire J : F — X par

J(z) = BT () rec,) @ mez-
Soit x € E ® cy. Par définition de C,, on a

| max |J(zn)|[x = sup sup |[max|T(z,)|[lL1(n) < ().
" (2u)ETTEC, ™

Mais par le Lemme 2.1 ci-dessus on a aussi 'inégalité inverse, d’ou

a(z) = sup sup || max|T(z,)||[z1(n), Vo€ E®co,
no teCy, n

c’est-a-dire que J est une isométrie réguliere. D’ou le théoréeme. m
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Preuve du Lemme 2.1. Soit I = E*. Alors pour tout espace de Banach F' et pour tout
v € E® F on identifie v & un élément de B(E*, F'). Ainsi

v()eF, V¢el.
Soit K = R ou C le corps des scalaires de ’espace vectoriel E. On considere ’espace

vectoriel V' C K! de toutes les fonctions ¢ : I — K telle qu'il existe, pour un n € N, un
élément v € E ® 7 tel que

(2.2) veel, el <|v()

Il est clair que V est un sous-espace vectoriel de K’ ; en plus V est un idéal dans 'espace
vectoriel réticulé K.

n .
lOO

Tout au long de la démonstration on munit £ ® I, de la norme induite par a en
utilisant le plongement isométrique I}, — ¢ qui identifie [, au sous-espace de ¢y engendré
par les n premiers vecteurs de sa base canonique. Alors on utilise la propriété (P) sous
la forme donnée par 1’observation suivante :

SOUS-LEMME 1. Soient v, v dans E Q12 et E® I} respectivement tels que
(2.3) veel vl < lva(Elliz s
alors a(v1) < a(vy).

Preuve. 11 est clair que ensemble {v2(€) : £ € I} est un sous-espace vectoriel de 1.
D’autre part (2.3) implique que v2(&) +— v1(£) définit un opérateur linéaire de ce sous-
espace dans 7, de norme < 1. Par l'injectivité de I’ , cet opérateur admet une extension
T:17 — 1" avec ||T]| < 1; et on vérifie aisément que

(idg @T)(ve) = v1.

Par la propriété (P) on en déduit que a(v;) < a(vs), ce qui montre le sous-lemme. m
Pour tout ¢ € V on considere

p(p) = inf{a(v)},
ot I'infimum parcourt tous les v vérifiant (2.2).
SOUS-LEMME 2. p est une semi-norme sur V.
Preuve. 1l est clair que p est homogene. Il reste a montrer la sous-additivité :

ple+v) <ple) +p(¥), Ve, eV
Soient v € E® I et w e E®IZ tels que
e < Mol et PO < [w(@lhigy, VEeL
Alors
(2.4) 9(€) + (O < (), + Ilew(€)
On introduit v € £ ® (I3, @1 (3) donné par
u(€) = v(©) +wlE), VEET.

I, V¢ el
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Soit F =12 @11%. On a [[u(§)||r = [[v(§)|lin, + |w(&)||lim . Mais pour chaque € > 0, F se
plonge (1 + ¢)-isomorphiquement dans [/ pour un certain M = M(e), c’est-a-dire qu’il
existe un opérateur linéaire U : F' — [ tel qu’on a

(2.5) lyl <T@ < A +)llyll,  VyeF
Soit z = (idp ®@U)(u) € E® 3. Par (2.4) et (2.5) on a

p(&) + DO < [12()lliar, VEET,
et ainsi

ple+v) < afz).
Mais d’autre part soient

Jylhy =l @1 et Jy: Il =1L @11

les inclusions naturelles :
Ji(z)=xz®0, J(y)=0ay.
Soit
v =(idg®J1)(v), B =(idg®J2)(w).
Alors u =~ + . On a donc z = 21 + 29 avec
z1 = (dg®U)y, 29 = (idg®U)S.
Par (2.5) on observe que, pour tout £ € I,
22O < X+ &)o@l et [[22(&) < (1 +&)[w©)]-

On obtient donc, par le Sous-lemme 1,

alz1) < (1+e)a(v) et a(z) < (14 e)a(w),
ce qui pour sa part implique que

p(e+¢) < alz) <alz1) + az2) < (1+e)a(v) + (1 +&)a(w).
Prenant l'infimum sur tous les v, w possibles et tous les € > 0 on obtient
ple+v) <p(p) +p(¥),

ce qui prouve que p est une semi-norme. m

Revenons a la preuve du lemme. On considére z € E ® I tel que a(x) = 1. On pose

po(§) = [lz(¢)

1n . Alors par le Sous-lemme 1, on a

p(po) =1 =a(x).
Comme p est une semi-norme, par le théoreme de Hahn—Banach, il existe une forme
linéaire f: V — K telle que

lf@) <plp), YoeV, flpo)=1.

A ce stade on utilise la monotonicité de p, c’est-a-dire, la propriété

Vor,02 €V, 1] <2l = ple1) < ple2),
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pour obtenir une forme linéaire positive normant ¢o. Pour tout ¢ € V avec ¢ > 0 on
définit

q(p) = sup{R(f(y)); [yl <, y €V}
11 est clair que ¢(po) > f(po) =1 et que

0<q(p) <plp), VeeV,.

Observons que q est additive sur V, :

V1,02 € Vi, qlor + ¢2) = q(e1) + q(p2).

Montrons la sous-additivité : soient 1, po € V4 tel que |y| < 1 + pa. Par la propriété
de décomposition de Riesz il existe y; € V', i = 1,2, tels que

il <@ [yl <2 et ]+ [ya| = [yl
(cf. [Sch], p. 53 ou [M-N], p. 3). Nous en déduisons que

(1 +p2) < q(e1) + q(p2)-
La sur-additivité est facile a vérifier.
Donc ¢ s’étend en une forme linéaire positive sur V', que nous noterons encore par q.
La fin de la preuve suit un argument classique : on peut associer a (V,q) un espace
L abstrait (cf. [LT], pp. 14-15) par le procédé standard suivant : on munit V de la
semi-norme

lIlvlll = q(lvl),

alors on forme ’espace quotient
V=V/{zeV; |zl| =0},

qui est un espace normé lorsqu’il est muni de la norme associée a ||| - |||; et enfin on
considere la complétion Vdel espace V. Alors il est clair que V est naturellement muni
d’une structure de treillis de Banach pour laquelle c’est un espace L' abstrait au sens
de Kakutani. On peut donc identifier V aun espace L'(£2, X, 1) pour un certain espace
mesuré (£2, X, ).

On pose

z(§) =¢(x), VEel
Alors T € V. Retracant les diverses opérations qui interviennent dans la construction de
‘A/, on obtient un opérateur linéaire naturel S : V' — L(u) tel que pour tous n € N et
T1,...,Tn € Fon a

Jmax | S(2) | dpe = inf{a(p); [l — max [7:] | = 0}

n
< < = X )
oo D <l i) = (Lm0 cr)

la derniere egalité étant une conséquence immédiate du Sous-lemme 1. On définit alors
T:E— L'(y) par T(x)=S(2)

et on obtient ainsi un opérateur linéaire vérifiant les propriétés du lemme. Ceci conclut
la preuve du lemme et donc aussi celle du Théoreme 2.1. =
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REMARQUES. (1) Pisier a fait I’observation suivante sur la norme « vérifiant (P) : si
11 et yo sont deux éléments de la sphere unité de cgy, alors pour tout x dans F on a
alr @ y1) = a(r ®y2). Car, dans ces conditions, il existe des opérateurs T,S : ¢y — ¢
de normes égales a 1 tels que T'(y1) = y2, S(y2) = y1; et la propriété (P) implique

a(z@y) =a(z®@S(y2)) Calz®@y2) et alz®y2)=alz®T(y1)) < alz@y).

(2) 1l s’ensuit que « est une norme croisée sur le produit tensoriel E ® cy. En effet,
soient y un élément non nul de ¢y et = dans E. D’apres la remarque précédente, a(z®y) =
llylla(x @ e1). Or, a(x @ e;) = ||z|| par le Théoreme 2.1, d’out la conclusion.

3. Sous-espaces de treillis

Le Théoreme 2.1 de représentation de Pisier conduit naturellement a I'introduction de la
notion suivante :

DEFINITION 3.1. On dit qu’on munit un espace de Banach E d'une structure de sous-
espace de treillis lorsqu’on munit le produit tensoriel F ® ¢y d’une norme « vérifiant la
propriété (P); et dans ce cas E est appelé sous-espace de treillis.

NOTATION. Soit E un sous-espace de treillis. Par le Théoreme 2.1, E peut étre considéré
comme un sous-espace (isométrique) d'un treillis X, i.e. E C X. On note alors E(cg)
(resp. E(I%)) le sous-espace fermé de X (cg) (resp. X (1)) engendré par E ® ¢ (resp.
E®I2). Donc si « est la norme sur £ ® ¢o induisant la structure de sous-espace de treillis
sur F, on a, pour tout x € F ® cy,

a(@) = ||zl p(e)-

Remarquons que E(cp) est la complétion de E ® ¢y par rapport a la norme «. Par
conséquent, E(cp) est indépendant du plongement particulier de E dans un treillis associé
a la structure de sous-espace de treillis sur FE.

Dans la catégorie des sous-espaces de treillis, les opérateurs qui conservent la structure
sont les opérateurs dits réguliers. Soient E et F' deux sous-espaces de treillis. Pour tout
opérateur T': E — F notons T ® id,, : E(cg) — F(cp) Vopérateur défini par

n n n
T ®id, (le ®ei) = ZT(%) ®e;, VneN, VZ%— ®e; € E®cy.
i=1 i=1 i=1
DEFINITION 3.2. (1) Soient E et F deux sous-espaces de treillis. Soit 7 : E — F un
opérateur linéaire. L’opérateur T est dit régulier si T ® id., : E(co) — F(cg) est borné.
Nous noterons ||T||; = ||T ® ide, || ; c’est la norme réguliére de T. Nous noterons aussi
B.(E, F), l'espace des opérateurs réguliers de E dans F' muni de la norme [|T|,.

(2) S’il existe un opérateur inversible T': E — F tel que T et T~ soient réguliers, T
est appelé isomorphisme régulier et on dit que F et F sont régulierement isomorphes ; si
de plus, |||, = |77, = 1, T est appelé isométrie réguliére, et on dit que E et F sont
régulierement isométriques.
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Nous noterons
d(E, F) = nf{||T|l.|T " |s; T: E— F},

la distance réguliére de Banach—Mazur entre deux sous-espaces de treillis E, F. Donc
d,(E,F) < oo si et seulement si E et F' sont réguliérement isomorphes.

EXEMPLES. (1) Muni de sa structure naturelle de treillis, tout treillis est un sous-espace
de treillis. Dans la suite, si on ne spécifie pas, quand considérés comme sous-espaces de
treillis, tous les treillis seront munis de leur structure naturelle de treillis. En particulier,
les espaces cg, I, et LP sont des sous-espaces de treillis.

(2) On fixe un espace de probabilité (X, v). Soit I un ensemble d’indices. Pour tout
1 < p < o le sous-espace GP(I) C LP(X,v) engendré par une famille de variables
aléatoires gaussiennes indépendantes standard {g;; i € I'} est naturellement muni d’une
structure de sous-espace de treillis par I'injection canonique GP(I) — LP(X v). Nous
noterons simplement G? (resp. GP) lorsque I = N (resp. I = {1,...,n}), et G(I), G ou
G, lorsque p = 2.

(3) De méme, le sous-espace RP(I) C LP(X,v) engendré par une famille de vari-
ables aléatoires de Rademacher indépendantes, {e;; ¢ € I}, est naturellement muni
d’une structure de sous-espace de treillis. Comme ci-dessus, nous noterons RP = RP(N),
RE = RP({1,...,n}), et R, R, lorsque p = 2.

REMARQUES. (1) Il est bien classique que pour tout 1 < p < co et pour tous z1,...,Z,
€ loo,

n
A;1 H Z 9iTi
i=1

n n n
AQIH E €45 < H E €i; SBpH E EiT;

— L (S,vile) —~ L2(Z,vil) —

1= 1= 1=

ou A, et B, sont deux constantes positives ne dépendant que de p. Il résulte donc que
pour tout I, GP(I) (resp. RP(I)) est régulierement isomorphe & G(I) (resp. R(I)).
(2) I est démontré dans [Ra] que

Vn €N, Cllog(l+n)<d(Gy,Ry) < Clog(l+n),

n n
< H i <B H i T
LP(Swile) ;gz Nezzwigey = F ;gz !

LP(Z,viles)

LP(Z,vil)

ou C > 0 est une constante absolue. Par conséquent, G et R ne sont pas régulierement
isomorphes.

Etant donné un espace de Banach E, on voit facilement que parmi toutes les struc-
tures de sous-espace de treillis sur F il en existe deux extrémales : pour 'une la norme
correspondante sur E' ® ¢ est la plus grande, et pour 'autre la norme correspondante
sur E ® cg est la plus petite. Décrivons-les :

La structure min(E). Soit E un espace de Banach. Rappelons que la norme injective sur
F ® ¢ est définie par

n
i=1

. :maXHxi”Ea VHGN, V3317"'75U77,€E‘~
E®co i<n
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11 est facile de voir que la norme injective vérifie la propriété (P). Nous appelerons min(E)
la structure correspondante de sous-espace de treillis sur E. La norme injective est la plus
petite norme sur F ® ¢y induisant une structure de sous-espace de treillis sur E. En effet,
soit v une autre norme sur F®cg vérifiant la propriété (P). Soient n € Net (z1)}_, C E.
Notant Py : cg — ¢o la projection sur la k-ieéme coordonnée on a, grace a (P),

lzxll = a(idE ®Pk(zxi ®e¢)) < a(zxz ®ei)7
i=1 =1

n n

H g x; ®e; = max |z;|| < a( g xi®ei).
i—1 min E(I%)) 1<i<n —
1= 1=

Le plongement isométrique de E dans un treillis, correspondant & la structure min(F),
admet une réalisation concrete tres simple, que 'on peut décrire de la fagon suivante.

Soit E* le dual de E. On sait que la boule unité Bg+« de E* est un compact pour la
topologie préfaible w*. Soit C'(Bg«,w*) le treillis des fonctions continues sur (Bg«,w™).
Pour tout z € F notons ¥ 'élément de C(Bg~,w™) défini par

z(§) = &(x)  Vu € Bp-.

L’application J : z — J(x) = T est un plongement isométrique de E dans C(Bg«,w*). Il
est clair que ce plongement isométrique réalise la structure min(FE) comme sous-espace
du treillis C(Bg~, w*).

La structure max(F). Comme pour la norme injective, on vérifie aussi facilement que la
norme projective sur E' ® ¢y induit une structure de sous-espace de treillis sur E. Nous
désignerons cette structure de sous-espace de treillis par max(FE).

Rappelons la norme projective || - || pge, sur E ® ¢y : Pour tout v € E ® ¢y,

n n

i=1 i=1
On note E ® ¢ le complété de E @ ¢y pour cette norme.

Soit o une norme sur E ® cq vérifiant (P). Alors o est une norme croisée sur E ® cq
(cf. la remarque apres le Théoreme 2.1), d’ou, pour tous z1,...,x, € E,

n n
Q(in@)ei) < HZ@@Q
i=1 i=1

donc la norme correspondant a max(FE) est la plus grande de toutes les normes sur E® cq
induisant une structure de sous-espace de treillis sur E.

s, = I@icallmacpe

Le résultat suivant , dii a Yves Raynaud, décrit une réalisation concrete de la structure
max(E).

Soit I' ={T € B(E,l1); |T|| <1}, ot B(E, l1) est 'espace des opérateurs bornés de
FE dans ;.

PROPOSITION 3.1. La structure max(FE) correspond au plongement isométrique

J:E— (1), J)=(T(x))rer, VzreE.
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Preuve. Commencgons par montrer que J est un plongement isométrique. Pour tout
r € F,ona

lelle = sup || Te(@)]i < sup | T(2)l,
£€Bp+ Ter
ou Ty : E — [y est défini par Te(x) = (z,§)e1. L’inégalité inverse étant évidente, on
obtient
1@ e i) = = suwp IT@) e = llzlle-

Il reste & montrer que

n
Hin@)ei - =sup ||sup|T(xi)| |1y, Vz1,...,2, € E, n €N,
— E®co  Tel i<n

Pour cela on rappelle la dualité bien connue : (E ® ¢p)* = B(FE, l1). Donc, pour tous
z1,...,T, € FE nous avons

H zn:l‘i X ey
i=1

o =0 { [0

co

Ter}

Or il est clair que

n

= |T(x) ()] < || §1<15|T(-ri)| 2y

i=1

DIGEINS

N

d’ou
n

3.1 H i ®e;

(3.1) Z i@ o
1=1

D’autre part, il est aisé de voir que

(Zm ® 61) = || sup | J(@3)| 100 (1510)

i>1

< Isup | 7@l o i) -

définit une norme croisée « sur le produit tensoriel £ ® ¢y. La norme projective étant la
plus grande norme croisée sur E ® cg, on obtient donc

(3:2) Isup ) iy < | Y @
i>1

E®CO

Les inégalités (3.1) et (3.2) donnent le résultat énoncé. m

REMARQUE. Nous verrons plus tard que min(F) et max(FE) ne sont pas régulierement
isomorphes, pour tout espace de Banach F de dimension infinie. On peut donc munir
un méme espace de Banach de deux structures de sous-espaces de treillis completement
différentes.

DEFINITION 3.3. Soit E un sous-espace de treillis. Si, en tant qu’espace de Banach, E
est isomorphe a un espace de Hilbert, E est dit sous-espace de treillis hilbertien.

DEFINITION 3.4. Un sous-espace de treillis E est dit homogéne s’il existe une constante
positive A < oo telle que

VIE B, |T] < AT
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La plus petite de telles constantes A est notée par 6(E) et appelée constante d’homogénéité
de E. Ainsi,

6(E) = sup{[|TI./IIT|l; T: E — E, T # 0}.
REMARQUE. Il est clair que pour tout espace de Banach E, min(E) et max(E) sont
homogenes de constante égale a 1. Plus généralement, si F' est un autre sous-espace de

treillis, tout opérateur borné T : F' — min(FE) (resp. T : max(E) — F) est régulier et
IT|l: = |IT||- En effet, par une propriété élémentaire du produit tensoriel injectif,

|7 min(F) — min(E)[, = |17
d’autre part, idp : F' — min(F) est de norme réguliere égale a 1, d’ou
|7 F — win(E)[, = |IT]].
De fagon similaire, 7' : max(F) — F est aussi régulier de norme réguliere égale a ||T||.

La proposition suivante est bien connue (cf. e.g. [Ral). Pour la commodité du lecteur,
NOUS en esquissons une preuve.

PROPOSITION 3.2. Pour tout ensemble d’indices I, G(I) est homogéne de constante 1.

Preuve. Considérons, sans perte de généralité, G,, pour tout n € N. Rappelons que G,,
est le sous-espace de L?(X, v) engendré par une suite de variables aléatoires gaussiennes
indépendantes standard {g1,...,gn}-

Comme espace de Banach, G,, est isométrique a I3 ; donc la boule unité de B(G,,) est
I’enveloppe convexe des opérateurs unitaires. Par conséquent, il suffit de montrer que pour
tout unitaire U € B(G,,), ||U|l. = 1. En fait, pour un tel U, par 'invariance des gaussi-
ennes par transformations unitaires, {U(g1),...,U(gn)} est une copie de {g1,...,gn}.
Par conséquent, pour tous yi,...,y, € co,

HU®idco (Z%@yz)‘ Guleny HZU(%)@%
i=1 nico i=1

n
= H Zgi Q Yi
i=1

d’ou U est une isométrie réguliere. m

L2(Z,v;c0)

n
L2(X,v;c0) - H ;gi ©Yi Gn(co)’

REMARQUES. (1) Ainsi G, min(l3), max(lz) sont des sous-espaces de treillis hilbertiens
homogenes. Nous montrerons a la derniere section qu’ils sont deux-a-deux non réguliere-
ment isomorphes.

(2) I est démontré dans [Ra] que R n’est pas homogene; de plus, il existe deux
constantes 0 < C', Cy < oo telles que

Cilog(l+n) <6(R,) < Cylog(l+n), VneN.

La p-converité et la g-concavité. Soit E un sous-espace de treillis; dans la suite lorsque
nous dirons d’un treillis X qui contient F nous sous-entendrons qu’il existe un plongement
de F dans X donné par la structure de sous-espace de treillis sur F. Soit 1 < p < oo.
Nous allons introduire une norme sur £ ® [,. A cet effet considérons un plongement de
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E dans un treillis X: £ C X. Ce plongement induit une norme sur £ ® 7, pour tout

n € N, définie par
i=1 i=1
pour tous z1,...,z, € E.
Le lemme élémentaire qui suit montre que 'expression (3.3) ne dépend pas du plonge-
ment de E dans un treillis particulier.

X

LEMME 3.1. Soit F' un sous-espace de treillis régulierement isométrique a E. Soit F CY
un plongement de F' dans un treillis Y. Pour tout 1 < p < oo on a

i 1/p " 1/p
I o) ], = (),

pour tousn € N, x1,...,x, € E et pour toute isométrie réguliére w: E — F'.

Preuve. Soient ¢ € R tel que 1/p+1/qg =1 et (aj,...,q,,)j>1 une suite dense dans
la boule unité de . Alors, pour tous n € N, z1,...,z, € E et toute isométrie régulicre

w:F — Fona
n
sup ‘ Zaijw(xi) HY
i=1

n l/p
| (S ptar) ], = Jm
i=1 v o ommeelljsm

n
= lim H sup w( E aijxi)‘ H
m— oo — Y
i=

j<m
‘X

IN

n
[wlly lim H sup ‘ Zoéijﬂ%
m—oo |l j<um Py

- () i
=1

(cf. [K2], p. 7 ou [LT], pp. 42-43). De la méme maniére on montre que

H(gmp)l/p = H(iznywlw(mmp)l/p . < H(é \w(xi)|p)l/p

ce qui donne le lemme. =

)
Y

En vertu de ce lemme nous pouvons définir 'espace E(I,) qui est la complétion de
espace vectoriel | J,,~; £/ ® [y muni de la norme définie par I'expression (3.3).

REMARQUE. Soient E, F' des sous-espaces de treillis et u € B,(E, F'). Nous dirons que
u est p-régulier si
I

rp = [lu®@idy, : E(lp) — F(lp)| < oc.
La preuve du Lemme 3.1 donne
lu®idy, : E(ly) — F(lp)|| < [lull, V1 <p <oo,

c’est-a-dire que tout opérateur régulier est p-régulier.

Mais la réciproque est fausse : soit E un sous-espace de L!. On vérifie aisément que
pour tout sous-espace de treillis F' et tout opérateur u : E — F on a ||ull,1 = |ju|-
Or prenons E = F = R, oul R est le sous-espace de L' engendré par une famille de
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fonctions de Rademacher. Nous savons, par la Remarque (2) précédente, que R n’est pas
homogene; il existe donc u : R — R qui est borné, donc l;-régulier, mais qui n’est pas
régulier.

Cet exemple contraste avec le Lemme 1.1 ot nous avons montré que si E et F' sont
des treillis alors |lul|;, = |lul;,1 pour tout u: E — F.

A tout sous-espace de treillis £ nous pouvons donc associer les espaces E(l,). Cette
construction va nous permettre d’étendre les notions de p-convexité et de g-concavité aux
sous-espaces de treillis (sur la p-convexité et la g-concavité des treillis cf. [LT], pp. 45-46) :

DEFINITION 3.5. Soient E un sous-espace de treillis, Z un espace de Banach arbitraire
et soit 1 < p < o0.

(1) Un opérateur u : Z — E est dit p-convere 8’il existe une constante M < oo telle

que
- - » 1/p )
HZu(xi)(@ei EUH)SM(ZH@H ) sil<p<oo
i=1 P i=1
pour tous n € N et x1,...,x, € Z. Nous noterons M(p)(u) la plus petite valeur possible
de M.
(2) Un opérateur v : E — Z est dit p-concave s’il existe une constante M < oo telle
que
(ZHT(.’EZ ||) <MHZ$Z®61 sil<p<oo
=1
pour tous n € N et zq,...,x, € . Nous noterons M(p)( v) la plus petite valeur possible
de M.

(3) Nous dirons que F est un sous-espace de treillis p-conveze (resp. p-concave) si idg,
Iidentité de F, est p-convexe (resp. p-concave). Dans ce cas nous noterons M) (E) =
M®) (idg) et M) (E) = M (idg), que nous appelerons constante de p-convexité (resp.
de p-concavité) de E.

REMARQUES. (1) Les arguments de la démonstration de la Proposition 1.d.5 de [LT]
permettent aussi de montrer que M ®) (u) est une fonction croissante de p.

(2) M(g)(v) est une fonction décroissante de ¢. En effet, soient r et g tels que r > ¢;
Notons v, = v ®1id;, : E(l,) — 1.(Z). Alors M, (v) = ||lv.|| = ||(v,)*]]. Soit Q : X* — E*
I’application quotient, ot X est un treillis contenant F. Il est facile de voir que

ot =su (i ()" @ =€)

n
neN, gez, S &l <1},

ou 1’ > 0 vérifie 1/r + 1/r' = 1. Alors en suivant la preuve de la Proposition 1.d.5 de
[LT] on obtient

@)1l = sup {11 (@) /" v* €0), - (@) 0" (€D it -3
neN, Jlgll =1, e 20, Y a1},

i=1
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Soit ¢" > 0 tel que 1/¢+1/¢" = 1. Puisque r > g on a r’ < ¢’. Alors a l'aide de Q ®1id; ,,
Papplication quotient de X*(I,+) sur (E(l,))*, et des inégalités de type Holder sur X*,
on montre aisément que
(@)™ 0 (€1), -+, (an) V" 0" (&)l 0,
< [((@) " 0" (&), - (@) 70" (En)) (B )

D’ou on obtient finalement que
M, (v) = [Jvp|| = [[(v)"|| < [[(vg)"|| = My(v).

(3) La question se pose naturellement de savoir si un sous-espace de treillis g-concave
(resp. p-convexe) se plonge dans un treillis g-concave (resp. p-convexe). Pour la g-concavité
la réponse est négative. La norme projective étant la plus grande norme croisée sur F®cy,
on montre facilement que si E est un sous-espace de treillis g-concave alors max(F) est
aussi g-concave. En particulier max(ls) est 2-concave. Or nous verrons a la section 5 qu’il
est impossible de plonger max(l2) dans un treillis g-concave avec g < co.

Nous ne savons toujours pas ce qu’il en est de la p-convexité.

4. Treillis homogenes

Commencons par le calcul de la constante d’homogénéité dans le cas des treillis les plus
simples :

La constante d’homogenéité de L]
PROPOSITION 4.1. Sin =2", m €N, alors :

(i) 6(1) = n'/? pour tout p > 2,
(i) 6(1%) = n' =P pour tout 1 < p < 2.

Nous allons montrer cette proposition a 'aide des résultats suivants :
LEMME 4.1. Pour tout 1 <p < oo et toutn €N, on a :

(i) flidsy s min(iz) — 12| = n'/7,

(i) 6(1) < nt/P.

Preuve. (i) Soient x; € [, j <m, m € N. On a

m n
sup |z;| = sup Z |z (i)|e; < sup sup |xj(z)\( ei)
j<m j<m i=1 j<mi<n i=1

n ) 1/p n
<sup (D las () (Y e)-
jsm i i=1

D’ou

n
sl oy < sl | S| = s .

7=

D’autre part,
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n
|| max |e;] ||in :HZei =nl/P,
i<n P P l

Donc,
iy < min(l) — 12|, = n'/?.
(ii) Pour tout opérateur T : ly—1,, on a la décomposition T' = idlg oTp o i, ol
i:ly —min(ly), i(z)=wx; To:min(ly)— min(ly), To(r)=T(z), Yo €.
Par la remarque apres la Définition 3.4,
il = 1ldll, [ Toll. = [[Toll = (177,
JToll-ell: = nl/pHTH et donc 5(1;) <npl/r um

gfj)) d’ordre 2" se définit par récurrence

dott ||T], < | idyy

Rappelons que la matrice de Walsh W,, = (w

de la fagon suivante : on pose Wy = (wgq)) = (1) et pour n > 1,

1 Wn—l Wn—l
Wn = =
\/5 |:Wn—1 Wn—1:|

(cf. [T-J], p. 279).

LEMME 4.2. Pour n = 2™, soit S : Iy — [y lopérateur unitaire associé a la matrice de
Walsh. Soit T = S*. On a |T||: = v/n et par conséquent, 5(15) = /n.

Preuve. Soit z; = S(e;), ¢ = 1,...,n. On vérifie aisément que max;<, |z;| = |z1|, donc
| max;<p |z |liz = 1. Et comme

n
rznéaf |T(x;)] = Engaf le;| = Z; €,
1=
on a

=V

n
|ﬁhﬂﬁgmb
i
Or par le lemme précédent, 6(15) < /n et ||T|» < v/n. D’ou finalement ||T||, = v/n et
0(1I8)=+n. m
Preuve de la Proposition 4.1. (i) On considere T' : I} — [, ou T = S, S étant
Iopérateur associé a la matrice de Walsh. Or, il est clair que pour p > 2 et pour tout

x € [y, nous avons

IT(@)lliy < (1T (@) g < llallig < 0274 P|]lpy.

Dot |T|| < n!/2=1/P. Soit x; = S(e;). Alors comme ci-dessus,

amaoe T oy = || e el oy =77 et [l mace oy = s oy = /7172
D’ou
1/2 _ || maxi<n |T(1‘1)| || < HT”
[ maxi<y [z | =7
et donc

TN/ IT| = n? et 6(17) > n'/>.
Or, par le Lemme 4.1, §(I7) < n'/?. Do le résultat.
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(ii) I suffit de vérifier que 6(1;) = §((I;;)*). C’est une conséquence du Lemme 1.1 qui
dit que || T, = ||T*[, pour tout T": I} — 7. m

Le corollaire suivant résulte immédiatement de la Proposition 4.1 :
COROLLAIRE 4.1. Pour tout 1 < p < o0, l, et L? ne sont pas homogeénes.

On verra bientot que le corollaire précédent est un cas particulier du résultat principal
de la sous-section qui suit.

Caractérisation des treillis homogénes. Rappelons que, lorsque considérés comme sous-
espaces de treillis, les treillis sont munis de leur structure naturelle. Rappelons aussi qu'un
treillis X est dit un AM-espace (resp. AL-espace) s'il est isomorphe en ordre & un espace
de type L™ (resp. L'). Il est classique que X est un AM-espace (resp. un AL-espace)
si et seulement si il existe une constante C' > 0 telle que pour toutes suites finies (x;)
d’éléments positifs deux-a-deux disjoints de X on a

H E z;|| < Csup ||z (resp. E Iz || < CH E x;
. 1 . .
? K2 K2

D’apres un théoreme classique de Grothendieck (cf. aussi les remarques & la fin du para-
graphe 1), tous les AM-espaces et AL-espaces sont homogenes.

Le résultat principal de ce paragraphe montre que ce sont les seuls treillis homogenes.
Pour I’énoncer nous aurons besoin d’introduire les indices de p-convexité et de g-concavité.
On renvoie le lecteur & [LT] pour la définition de la p-convexité et de la g-concavité. On
pose

p(X) =sup{p > 1; X est p-convexe} et ¢(X)=inf{qg>1; X est g-concave}.

Rappelons que B(X,Y) (resp. B,(X,Y)) désigne l'espace des opérateurs bornés (resp.
opérateurs réguliers) de X dans Y.

THEOREME 4.1. Soient X et Y deux treillis vérifiant B(X,Y) = B,(X,Y). Sip(Y) < 0o
(resp. ¢(X) > 1), alors X est un AL-espace (resp. Y est un AM-espace).

Nous obtenons immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.2. X est un treillis homogéne si et seulement si X est un AM-espace ou
un AL-espace.

Rappelons le théoréme fondamental de Krivine [K1]: si X est un treillis de dimension
infinie, alors pour tout € > 0 et tout n € N, X contient deux sous-treillis (1 + ¢)-
isomorphes en ordre respectivement a lg( x) et lg( x); autrement dit ly(x) et lpx) sont
finiment représentables dans X au sens des treillis.

Modulo ce théoreme de Krivine, le Théoreme 4.1 est une amélioration d’un résultat
de Cartwright et Lotz (cf. [CL], Th. 1), qui peut étre, grosso modo, reformulé comme
suit : solent X et Y deux treillis vérifiant B(X,Y) = B,(X,Y). Si, pour un 1 < p < o0,
Y (resp. X*) contient un sous-treillis isomorphe en ordre & [,,, alors X est un AL-espace
(resp. Y est un AM-espace).

En fait nous allons suivre les lignes de la preuve du Théoréme 1 de [CL].

Commencons par énoncer un lemme de [CL] :



26 J. L. Marcolino Nhani
LEMME 4.3. Soit X un treillis. Supposons qu’il existe une constante M telle que
n n
HZJ@ <M sup (Z\(mz,x*>|2>
i=1 1

zreXH, [z ||<1 N T
pour tout n € N et toute suite (z1,...,x,) C X d’éléments positifs et deuz-d-deuz dis-
joints. Alors X est un AM -espace.

1/2

Le lemme qui suit est tres élémentaire.

LEMME 4.4. Soient n,r € N avec r > 2. Alors il existe un m € N et une matrice (o)
d’ordre m x n tels que |asj| =1 pour tous s, j, et

m
_ _ m st {j1,. .., Jrt ={k1,...,k
(41) z;ash-..Oésjraskl-..ask:,. = {0 szn{ojrll’ ’JT} { L ’ T}’
5=

pour tous ji, ..., gro k1, .- ke € {1,...,n}.

Preuve. On choisit m = r"+1 et Qg = g2imsr? /m pour tous s =1,....met j=1,...,n.
Soient j1,..., 4, k1,..., k- € {1,...,n}.
Posons p = 79t + ...+ 7rIr — (rk1 + . 4 k). Alors |p| < m, et donc

m T m m Si p 0
L= _ 2imsp/m __ = U,
> [Lewsita = = {3
s=1t=1 s=1 0 sip#0.
A une permutation pres, on peut supposer j; < ... < j. et k1 < ... < k.. Supposons
p = 0. Démontrons qu’alors j; = k; pour t = 1,...,r. Sinon, soit to = sup{t; j: # ki, 1 <
t <r}. Alors ji, # ki, ; supposons, par exemple, ji, > kt,. Alors

p=rI 4 e — (PP k) STt — ke >0,
d’ott une contradiction. Donc {j1,...,5-} = {k1,...,k.}, d’ott le lemme. m

REMARQUE. Dans certaines situations, étant donnés n et r, le choix optimal de m dans
le Lemme 4.4 est crucial. C’est I'objet d’un lemme important dans [B], olt Bennett a
démontré que ’on peut prendre m de 'ordre O(n"); de plus, si n est un entier premier,
alors m =n" — 1 convient. Mais pour ’application que nous avons en vue, le Lemme 4.4
est suffisant.

Pour simplifier I’énoncé du prochain lemme, nous introduisons la définition suivante :

Nous dirons qu'un opérateur T' : X — Y est fini-matriciel s’il existe m,n € N,
(x7,...,28) C X*, (y1,...,yn) C Y des suites de vecteurs positifs et deux-a-deux dis-
joints et une matrice (cy;;) d’ordre m x n tels que

T(x) = Zaz‘j<$7$f>yj, Vo € X.
iJ

LEMME 4.5. Soient X, Y deux treillis vérifiant ¢(X) > 1 (resp. p(Y) < 00). Supposons
qu’il existe une constante positive X\ < oo telle que pour tout opérateur fini-matriciel
T:X —>Y onait|T|: <A|T||. Alors Y est un AM-espace (resp. X est un AL-espace).

Preuve. Tout treillis de dimension finie est a la fois un AM-espace et un AL-espace;
donc on suppose désormais que X et Y sont de dimension infinie. Pour n, m € N, soient
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(x7,...,28) C X*, (y1,...,yn) C Y des suites de vecteurs positifs et deux-a-deux dis-
joints. Soient (cy;;) une matrice d’ordre m x n et T': X — Y Popérateur défini par

x) = Zaij@,xﬁyj, Ve € X.

On a
HTHrzsup{ZZa” Tor )3 00)
s=1 4,
ou le supremum porte sur tous N € N, z1,...,zy € X avec | maxs<n |zs||| < 1 et
Y, ..., yn €Y avec HZiv:l |y%] || < 1. D’olt on obtient aisément

171 = sup { - lassl (o, 2) (o) @ € X, ol <1, 57 €Y7,y <1},
ij
L’hypotheése du lemme se traduit donc par

(4:2) {me RS

ll=ll, Hy <1

]z% z,2) (50"}

Supposons g = ¢(X) > 1. On trouve donc p = p(X*) < oo car 1/p + 1/q = 1. Soient
n € Nety,...,y, €Y des vecteurs positifs et deux-a-deux disjoints. On fixe un r € N
tel que r > max(p/2,2). Soient m € N et la matrice (o;;) donnés par le Lemme 4.4.

=, Hy <1

Par le théoreme de Krivine [K1] il existe m éléments positifs et deux-a-deux disjoints
x7,...,z;, dans X* tels que {z7,...,z},} soit 2-équivalent & la base canonique de [*. 11
s’ensuit donc que

3=

Soit T': X — Y l'opérateur défini par (as;), (z]) et (y;) comme ci-dessus. Alors le coté
gauche de (4.2) est égal a

(ij I<x,x;-*>\‘Z)1/q <V2|jz|, VzeX.
i=1

m n
(e B (A
i=1 j=1
tandis que, par l'inégalité de Holder, le coté droit est plus petit que

x sup (D)l s KIH(Z% )

llzll<1

|m

)
(2r)

ou 1/(2r) +1/(2r) = 1. D’autre part (rappelant que r > p/2, et donc (2r) < p’' = q),

||(<x7x;k>) HZ(ZT), < ml/P—l/(QT’)H(<I7xz=>)i||lq < ﬁml/P—l/(Qr)HxH.

Nous avons aussi, par le Lemme 4.4,

r

m n m
Z‘Zaij<yjay*>‘2T:Z D Oy ik, Tk, 1_[1ng, )W)
S

i=1 j=1 i=11<j,,ks<n

=rlm Z H|yjba :T!m[g“jj’ }

1<j1,...,jr<ns=1
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Ainsi

b = ) (s 7))l
2r

Combinant les inégalités précédentes, on obtient

7

H(Zmﬁwﬂ),

n

n
|20 < 00e2x sup [ Itws07)P
Jj=1 1

.
< -
ly*ll<1 =52

}1/2

)

ce qui, par le Lemme 4.3, implique que Y est un AM-espace. De fagon similaire, si
p(Y) < oo on montre que X* est un AM-espace et donc X est un AL-espace. D’ot le
lemme. =

Le Théoreme 4.1 est une conséquence immédiate du Lemme 4.5.

Preuve du Théoreme 4.1. Comme ci-dessus on peut supposer que X et Y sont de dimen-
sion infinie. L’hypotheése B(X,Y) = B,(X,Y) entraine I’existence d’une constante A < oo
telle que, pour tout opérateur T : X — Y, on ait | T|, < A||T||. D’out la conclusion du
théoreme par le Lemme 4.5. m

5. Sous-espaces hilbertiens homogenes

Soit X un treillis ayant une concavité non-triviale. Dans cette section nous allons montrer
que tout sous-espace hilbertien homogene de X est nécessairement isomorphe a G. De
plus, si X = LP avec 2 < p < 0o, G caractérise entierement les sous-espaces homogenes
de X.

CONVENTION. On fixe ici une convention pour toute la suite. Soient E un sous-espace
de treillis et X un treillis. La notation “E C X” signifiera toujours que la structure de
sous-espace de treillis sur F est induite par la structure de treillis de X.

THEOREME 5.1. Soit X un treillis g-concave avec q < 0o. Si E C X est un sous-espace
hilbertien homogéne, alors E est réguliérement isomorphe & G(I) pour un ensemble
d’indices 1.

REMARQUE. A la fin de la section 3 nous avons remarqué que max(ly) est un sous-espace
de treillis 2-concave. D’autre part nous verrons a la section 7, a la suite du Corollaire 7.4,
que max(ls) est un sous-espace de treillis hilbertien homogene qui n’est pas régulierement
isomorphe a G. Le Théoréeme 5.1 implique donc qu’on ne peut jamais plonger max(ls)
dans un treillis g-concave avec g < co.

Pour démontrer ce théoréeme nous ferons appel au lemme suivant, qui est une généra-
lisation aux treillis g-concaves d’un résultat de Rauch sur les sous-espaces homogenes de
L' (cf. [Ra]). On rappelle que d(E, F) désigne la distance de Banach-Mazur entre deux
espaces de Banach E et F.

LEMME 5.1. Soit X un treillis g-concave. Soit E C X un sous-espace de dimension n.
Alors

d.(E,Gy) < Cld(E, 1)’ (6(E))?,
ot C est une constante ne dépendant que de q et de la constante de q-concavité de X.
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Preuve. On peut supposer X séparable. Par la g-concavité X ne peut pas contenir de
sous-espace isomorphe & ¢y, par conséquent X est un treillis o-complet (cf. [LT], p. 6);
cette propriété et la séparabilité impliquent que X est continu en ordre (cf. [LT], p. 7);
on peut donc supposer que X est un treillis de fonctions mesurables sur un certain espace
mesuré (£2, ) (cf. [LT], p. 25). Soit un isomorphisme T : G,, — E.

(1) Montrons que |||, < C||T||*|T~1||6(E). Notons U(n) le groupe des matrices
unitaires d’ordre n, muni de la mesure de Haar normalisée. Soient g1, ..., g, des variables
aléatoires gaussiennes indépendantes standard qui engendrent G,, dans L?(X,v). Pour
tout ¢ = 1,...,n, posons f; = T(g;). Tout v = (v;;) € U(n) définit un opérateur sur E
(resp. sur Gi,) dont la matrice dans la base {f1,..., fn} (vesp. {g1,...,9n}) est la matrice

v méme. Comme {g1,...,gn} est une base orthonormée de G,,, v est unitaire sur G,, ;
donc

(5.1) max{[[v: E — E|, |v™!: E— B[} < | T - |77

Soient m € N et z4,...,z,, € G,, avec

xk:Zxk(j)gj, k=1,...,m.
j=1

Pour tout v € U(n), on a, par 'homogénéité de E et (5.1),

(5.2) (T (zi)k<mllpam) < o™ B — Bl (0T (@1)k<m| Baz)
SSBNTN-NT7H - 1T (k) <om | Bz )-

Prenant la moyenne par rapport a v € U(n), on obtient

(5.3) (T (i) k<mll Bz ) < SETN-ITH - 10T (24))k<mll Lt @n)ix am))-

D’autre part, pour tout v € U(n) et tout k =1,...,m, on a

o () = o Y m()T(9)) = D ai) D vis

Par un lemme de Marcus et Pisier [MP], il existe une constante absolue L telle que

(5.4) L%/ﬁ H < i xk(j)gijfi>kgm‘

LY(Z5X(1%)

< NT (@) k<ml L @iny;x am )

< % H (zil xk(j)gijfi) kgm}

Ly(xm))

P

ou {gij; i,j < n} est une famille de variables aléatoires gaussiennes indépendantes stan-
dard sur (X, v). Pour i = 1,...,n, notons

Z; = (ixk(j)gij>k§m-

Z; est une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans [7.
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Par (5.4) et I'inégalité de Holder, nous avons

| T @)kl imyx ) —HZf

La(Z;X(Im))

Notant Cj la constante de g-concavité de X, on a

Hz:fZ ‘ Lq(ZX(lm)) HHz:fZ ‘ ‘

Observons que 71, ..., Z, sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes a va-

La(Z;lm)

leurs dans {72, qui ont la méme distribution. Se rappelant que X est un treillis de fonctions
mesurables sur (2, i), on déduit donc que pour tout ¢ € §2, comme variables aléatoires &
valeurs dans 1”2, S°" | fi(t)Z; a la méme distribution que (37, |£:(t)|*)*/% Z1, d’ou

(5.5) 1Y nwz| = (IEOF) T 12 s
i=1 (ilz) i=1
Comme Z; est une variable gaussienne,

(5.6) 121 a(zam) < Kol Zall2(zag) = Kol (@e)k<mlle, az)s

ot K, est une constante ne dépendant que de gq.
Par (5.3)—(5.4), on trouve donc

(5.7) (T (k) k<ml Bam)

< 1@ T 1= | (1) Nkl
i=1

Soit {g},..., g, } une copie indépendante de {g1,...,gn}. Alors

(S 1:0R) gl = | 3 4050 dvto):
i=1 XY i=1

donc (se rappelant que ||gill1 = v/2/7)

H(sz =\l !Zfzgz )|t
<3} Hzfzgz ) vt
- H (St e
< /30 il gg g;<a>HGn v(o)
< /3 VAl
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Ceci, combiné a (5.7), implique
(T (@) k<mll 2z < \/gL ECd(E)TIPITH - l@r)k<mlle, az),
d’ou
1Tl < \/gLKqC&(E)ITIFIT_lI-

(2) Montrons que |77, < CO(E)|T]| - |T~*. Soient

n
a)‘kzzxk(j)ijE, k=1,...,m.
J=1

Comme avant, posons

Z; = (il‘k(i)gu)kgm

Les Z; sont encore des variables aléatoires gaussiennes indépendantes & valeurs dans {7,
ayant la méme dlstrlbutlon, donc les arguments précédents montrent que

CONN [0 105 I NEAPTS [ D v
i=1

or, par les inegalites de Khintchine—-Kahane, on a

- o <3| (Xt
I @ emlcai < | (Lntm),.,

T
= \/;|Z1||L1(z;z;g)~
D’autre part, pour tout t € (2,

(S 1R) gl = (1] 3 s0sio)] o) "
i=1 X

i=1

LY(Z50m) Hx

LY(Z50)

Donc par la g-concavité de X,

|2 182) 7l = e (1] 32 )| avten)
=1 DI )
=& (§ [ X s, wvie)”
P
> (|7 Cy)- (Hzglgl | avten)™,

d’olt

n 1/2)-1 1
2 < K -1
(5.10) H(;_f'ﬁ' )l = meam =
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ot K = ||g1]l4 est une constante ne dependant que de g. Combinant (5.8)—(5.10) et par
I'inégalité de convexité, on obtient

_ ™ _ 1 -
(611) @ @remllo,m) < \/;K;CqIIT 1%\\;]@@

Or, par (5.4),

IR S (S
(512) %H ;flzl LY(Z;X (1)) < L“(;xk(]);v”ﬂ)k<m}

D’autre part, pour v = (v;;) € U(n), par (4.1) et ’homogénéité de E,

LY (ZX (%))

LY (U(n); X(1Z))

1) [[(S ) Swh), g <108 = Blllondeenls

<SENTN-NT7H- M) k<mll Baz)-

Les inégalités (5.11)—(5.13) impliquent

_ ™ _
7 <\ 5 ERLCHENT - [T
(3) Des estimations obtenues dans (1) et (2), on tire
[Tl -7 < COEITI - T,
ou C est une constante ne dependant que de ¢ et de la constante de g-concavité de X.
Prenant I'infimum sur tous les isomorphismes T : GG,, — E, on trouve
dy (G, E) < C3(E)*[d(Gn, E)],
ce qui acheve la preuve du lemme. =

LEMME 5.2. Soit n € N et F' C G(I) un sous-espace de dimension n. Alors F est
régulierement isométrique a G,,.

Preyve. G(I) étant un espace de Hilbert, il existe une isométrie U : G,, — F et une
projection P : G(I) — G,, de norme 1. On a
10Ul = [UP|l: = [UP]| < |U]| =1,

par homogenéité de G(I). On montre de la méme fagon que |[U ||, = 1. Donc U est une
isométrie réguliere, ce qui donne le lemme. =

Preuve du Théoréme 5.1. Soit E C X un sous-espace hilbertien homogene. Soit un
isomorphisme T': G(I) — E. Pour tout 0 < ¢ < 1,ilexisteunm € Net z1,...,z, € G(I)
tels que

[max|z;| || =1 et [T, < [|max|T(z;)][| +&.
i<m i<m
Soit F' C G(I) le sous-espace engendré par {z1,..., %} et n sa dimension. Par le lemme

précédent F' est régulierement isométrique a G,, ; par conséquent

lmax [T(z)[ || < |1 T1ell: et [T]: = sup{[|T[rll; £ C G(I), dim F < oo}
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Et le Lemme 4.1 donne alors
T < CITIPITH6(E).
De fagon similaire, on montre que
1T, < CIT||- 1T~ H?0(E).
Par conséquent, E est régulierement isomorphe a G, d’ou le théoreme. m

Le second résultat de cette section montre que, dans le cas particulier ou X est un
espace LP, avec 2 < p < oo, la condition “hilbertien” peut étre retirée de E dans le
Théoreme 5.1.

THEOREME 5.2. Soient 2 < p < 0o et E C LP un sous-espace fermé. Si E est homogéne
alors il est régulierement isomorphe a G(I), pour un ensemble d’indices I.

REMARQUE. La question se pose si le théoréme précédent s’étend au cas ou 1 < p < 2,
ou plus généralement, aux sous-espaces homogenes d’un treillis p-convexe et g-concave
avec 1 < p,q < 0.

La démonstration du Théoreme 5.2 repose essentiellement sur un résultat important
de Kadec et Pelczynski qui dit que si p > 2 et si F' est un sous-espace fermé de LP alors
soit F' est isomorphe & un espace de Hilbert, soit F' contient un sous-espace isomorphe a
l, et complémenté dans LP.

LEMME 5.3. Soient p > 2 et F un sous-espace fermé de LP et non-hilbertien. Alors pour
tout 0 < e < 1, F contient un sous-espace (1 + ¢)-réguliérement isomorphe a l,.

Preuve. Soit 0 < & < 1. Soit 0 < g9 < 1 tel que 0 < (1+¢0)/(1—¢gp) < 1+e¢. Par la
preuve du Théoreme 2 de [KP], il existe une suite de vecteurs unitaires et deux-a-deux
disjoints (e;) C LP et une suite (a;) dans F telles que

(5.14) > llei — aill < .
i>1
Il est clair que (e;) engendre un sous-espace de LP régulierement isométrique a [, et qu'on
peut assimiler les e; a la base canonique de /,,.
Soit Fy le sous-espace fermé de F' engendré par la suite (a;). Considérons 'application
linéaire T : I, — F, définie par T'(e;) = a; pour tout ¢ € N.
Soient (x;);>1 C ¢o. On vérifie aisément que

(5.15) ma | < | Z ®

LP(co)
D’autre part, il est clair que

(5.16) H Z(ei —a;) @ B(eo) < Z lei —aill - [zl < r?zalx [[@3]|€o-

i>1 i>1

|50

i>1

Donc, si

LP(co)
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alors, par (5.15), (5.16) et I'inégalité triangulaire, on obtient
) . < _
H;az@?% e HZ a;) @ x; LMO)+HZez®xZ

D’ou

<1+ ¢gp.
L (co)

1Tl <1+ 0.

Réciproquement, supposons que Y.~ a; ® 2i|[1r(¢,) = 1. Alors I'inégalité triangulaire
donne -

i>1

<1 H — o
Lr(co) N Z a)®$z

D’ou on déduit par (5.16) et (5.17) que

L?(co)

max || <

1-—

Et en appliquant encore I'inégalité trlangulalre et (5.17)7 on obtient

[5econl,

En conclusion, Fj et I, sont (1 + ¢)-régulierement isomorphes. =

1
<140 = ot T, <

E(co) 1—¢g 1—¢9 1—

Preuve du Théoréme 5.2. Soit E un sous-espace homogene de LP. Par le Théoreme 5.1 il
suffit de montrer que E est hilbertien pour obtenir la conclusion énoncée. Si F n’était pas
hilbertien alors, d’apres Kadec et Pelczynski et le Lemme 5.3, E contiendrait un sous-
espace F' complémenté et régulierement isomorphe & [,,. Mais F' est homogene, puisque
c’est un sous-espace complémenté de E. On aurait alors 6(1,) < d,(lp, F)I(F) < o0, ce
qui contredit le Corollaire 4.1. =

6. Le théoreme de Dvoretzky pour les sous-espaces de treillis

Le théoreme classique de Dvoretzky dit, en gros, que tout espace de Banach de dimension
infinie contient (I3),>1 uniformément et presque isométriquement. Dans cette section
nous nous intéressons a une version de ce résultat pour la structure des sous-espaces de
treillis :

THEOREME 6.1. Pour tous n € N et ¢ > 0, il existe N = N(n,e) € N tel que tout sous-
espace de treillis de dimension > N contient un sous-espace de treillis (1 + €)-isomorphe
aly et (14 €)-homogéne.

Le Théoreme 5.1 permet d’obtenir la conséquence immédiate suivante du théoreme
précédent :

COROLLAIRE 6.1. Soit X un treillis g-concave, avec ¢ < 0o. Il existe une constante C <
00, qui ne dépend que de q et de la constante de g-concavité de X, telle que pour tout
n € N, il existe N = N(n) tel que tout sous-espace de X de dimension > N contient G,
C-réguliérement.
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REMARQUE. Dans le cas général, 'existence de différents sous-espaces de treillis hilber-
tiens homogenes et qui ne sont pas régulierement isométriques ne nous permet pas
d’obtenir une formulation aussi proche de I’énoncé du théoreme de Dvoretzky.

La formulation et la preuve du théoréme qui suit sont similaires a celles de la version du
théoréme de Dvoretzky pour les espaces d’opérateurs de Pisier (cf. [P1]). On a seulement
besoin de remplacer dans ses arguments M, par [7}.

THEOREME 6.2. Soient n,m € N et ¢ > 0. Il existe un entier N = N(n,m,¢) tel que tout
sous-espace de treillis E de dimension > N contient des éléments 1, ..., x, vérifiant la
propriété suivante :

(D) Pour tous ay,...,a, €17 et toute matrice unitaire v = (u;;) € M, on a
n n

Bam) = H > (D uay) ®
o i=1  j=1

< (1+5)H2ai®xi
=1

(1+ 8)71H Zai ® x;
i=1

B(Z)

B(Z)

Rappelons encore quelques notions sur les treillis dont nous aurons besoin par la suite :
On sait que tout treillis dual est toujours o-complet et que si L est séparable et o-complet
alors il existe un espace de probabilité (§2, X, u) tel que :

(i) L est un idéal dense dans L (i) et L°(u) est dense dans L,
(ii) ||zl < |lz| < 2||z|lec pour tout x € L>(u) (cf. [LT], p. 25).

Le lemme qui suit est une conséquence immédiate d’un résultat classique qui dit
que tout treillis de Banach possede la structure locale inconditionnelle avec la constante
d’inconditionnalité égale & 1 (cf. [M] ou [FJT], p. 397).

LEMME 6.1. Soit E un sous-espace de treillis. Si E est de dimension finie alors pour tout
e > 0 il existe un treillis de dimension finie contenant un sous-espace (1+¢)-réguliérement
isomorphe a E.

Dans [PR] Pelczynski et Rosenthal ont montré que tout sous-espace de dimension
finie /' de LP se plonge presque isométriquement dans un [;* (cf. [PR], Th. A). Leur
démonstration donne en fait un plongement régulier et nous allons voir qu’elle permet
d’établir un résultat analogue pour les sous-espaces de dimension finie d’un treillis quel-
conque.

LEMME 6.2. Pour tousn € N et 0 < ¢ < 1 il existe un N(n,e) € N tel que : Si E
est un sous-espace de treillis de dimension n, alors il existe un treillis L de dimension
N’ < N(n,e) tel que L contient un sous-espace E qui est (14¢)-régulierement isomorphe
a E.

Preuve. Soient 0 < £ < 1 et F un sous-espace de treillis de dimension n. Par les rappels
ci-dessus (cf. [LT], p. 25) nous savons qu'’il existe un espace de probabilité ({2, u) et un
treillis X contenant E et tel que L™= (u) € X C LY(p) et ||z]|1 < ||z|| < 2||7]|o pour tout
x € L (u). Soient € > 0 et g9 > 0 tel que 0 < (1 + neg)/(1 —nep) < 1+ e. Reprenant la
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construction de la preuve du Théoréme 2.1 de [PR] on obtient un sous-treillis L de X de
dimension N’ < N(n,¢), ayant une base de vecteurs deux-a-deux disjoints et vérifiant

VeeBavee |l =1, Jye L, oyl <eo.

Considérons {ay,...,a,} une base d’Auerbach de E et pour tout ¢ = 1,...,n choisissons
un élément b; € L tel que ||la; — b;|| < eg. Notons E le sous-espace de L engendré par
{b1,...,b,}. Nous avons ainsi un opérateur linéaire

T:E—E, T(a)=b,i=1...n.

Pour conclure nous allons montrer que 7" est un isomorphisme régulier.

Soient x1,...,x, € cy tels que
n
HZQJZ(@&Z x( =1.
i=1 )
Alors, comme {ay,...,a,} est une base de Auerbach, on a

sup ||zi|eo < 1.
i<n
Nous avons
n n
H E x; @b — g z; @ a;
i=1 i=1

D’ou l'on tire

_ @ (b — as
X(co) H ;xz ® (bi — a;)

‘ < nsup ||| ep€0 < nep.
X (co) i<n

<l4ney et ||T]: <1+ neo.
X(co)

n
H Z T; ® b
i=1
Inversement, supposons que ||>° 2; ® b;||x(c,) = 1. Dans ce cas on a
sup il < T——
i<n Zco_l—’né‘o.

Par 'inégalité triangulaire

H;%@ai X(eo) < H;%@bz

Par conséquent

+H xr; ® ai—bi co) -
x| 25 7@ (0= Bllxce

<14 ney 1

X (co) 1—neg  1—neo

n
=1

Et finalement on a |||, < 1/(1 — neg), ce qui nous permet de conclure. m

REMARQUE. Comme dans [PR], le fait nouveau dans le lemme précédent par rapport
au résultat classique sur la structure locale inconditionnelle des treillis de Banach, c’est
qu’on a une relation n — N(n,e) qui ne dépend pas de E. Ceci sera important pour la
preuve du Théoreme 6.1.

La proposition qui suit a été démontrée par Pisier (cf. [P3]); c’est l’analogue, pour
les sous-espaces de treillis, d'un résultat de Roger Smith qui dit que si F est un espace
d’opérateurs, n € N et M, l'algebre des matrices carrées d’ordre n, alors pour tout
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opérateur T : E — M, on a |T||ecb = |T ®idas, || o1, [|T]|er = sup{||T ®iday,, ||; m € N}
(cf. [Sm], p. 163).

PROPOSITION 6.1. Soit X un treillis de Banach de dimension finie m. Pour tout sous-
espace de treillis F et tout opérateur T : E — X on a

1Tl = [T @idpy |-

Preuve. Soient {bi,...,b,} une base l-inconditionnelle de X et {b7,...,05,} la base
orthogonale correspondante de X*. Soient n > m et ay,...,a, € E tels que ||}/, a; ®
eilleany =1, ot {e1, ..., e, } est la base canonique de I7,. On a

max|TaZ \—Zmax| b7)b;
et pour tout j = 1,...,m, il existe i(j) < n tel que

Izn<ai<|(T( a;), b5)| = [(T(as5)), b)) 5
donc
Ij%% |T(ai(j))| = E'ngaf T (a)]-

D’autre part

I
=

On en déduit donc

| rglgang(ai)l lx =1l grlgaT;(IT(ai(j>)| [l x
<||T @ idpm || H ;am ® ejHE(lw <T@ idm |-

Dot || ®idjn_ || < [|T ® idjm || pour tout n > m et donc |||, = [|T ®@ idim ||. =
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 6.1 :

Preuve du Théoréme 6.1. Soient n € N,0 <e < 1let0<ey < 1telque(l+gp)? < 1+e.
Soit m = N(n,eg) associé & n et & g9 dans le Lemme 6.2. Par le Théoréme 6.2 il existe
N = N(n,m,eq) tel que tout sous-espace de treillis de dimension > N contient des
éléments x4, ..., x, vérifiant la propriété (D). En prenant a; = e; et a; = 0 pour ¢ > 1
on déduit de (D) que le sous-espace E engendré par la famille {z1,...,x,} est (1+&g)>-
isomorphe a [3.

Comme tout opérateur S : 5 — I3 de norme inférieure a 1 s’exprime comme combi-
naison linéaire convexe d’unitaires, la propriété (D) entraine que

VI:E—E, ||T@idm || < (1+e0)|T]-

D’autre part, le Lemme 6.2 dit que E se plonge (1 + gg)-régulierement dans un treillis X
de dimension < m = N(n,&g). D’olt on déduit par la Proposition 6.1 que

1Tl < (1 +20)[IT-
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Par conséquent
§(E) < (1+e0) <(1+e),
ce qui acheve la demonstration du Théoreme 6.1. m

Avant de conclure cette section observons que le Lemme 6.2 permet aussi de réaliser
les sous-espaces de treillis de dimension finie dans des treillis de dimension finie simples
et concrets :

PROPOSITION 6.2. Soit E un sous-espace de treillis de dimension n. Pour tout € > 0 il

existe un N(n,e) = N € N tel que E est (1+¢)-réguliérement isomorphe & un sous-espace
de 1IN (IV).

Preuve. Par le Lemme 6.2 ci-dessus il suffit de démontrer la proposition pour un treillis
a base l-inconditionnelle de dimension finie n. Supposons alors que E est un treillis;
soit {b1,...,b,} une base l-inconditionnelle de E et {bj,...,b:} la base orthogonale
correspondante de E*.

Soit S la sphere unité de E*. 1l est classique qu’il existe un entier N = N(n,e) <
(1+2/e)" et un e-réseau {a}; j=1,...,N} de S (cf. [P4], p. 49).

Posons ¢} = |aj], le module de a}, j =1,..., N. On écrit
n
e =Y ei)b;.
i=1
Pour tout j =1,..., N définissons un opérateur 7j : £ — IV par

n

Tj(z) = (v(i) €;(9))i<n, Vo= Z:m(z)bZ e E.
i=1
Il est clair que T} est un opérateur positif et
1T (@) [y = (€5, lxl) < [l ] - llejll = N,
d’ot
I1T5lx = [I75]] < 1.
Maintenant définissons I'opérateur
T:E—I5(1Y), == (Ti(«)k,.
Comme les T sont positifs, 1" I’est aussi; par conséquent,
[T'[|: = sup || T3], < 1.
J<N
Démontrons que T est injectif. Soit € E avec ||| = 1. Choisissons e* € S tel que
e >0 et (e, |z[) = 1. Alors il existe un aj tel que [a} — e[| <e. Donc
e —e*ll = Il laj] — e[| < [laj —e*|| <e.
D’ott on obtient
(T () iy = (e, |z]) = (e, [@]) + (ej — e, |z]) > 1 —&;
donc
1T (@) = [T (z) iy 21—,
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qui implique, par homogénéité,
IT(@)|| = (1 —e)llzl, Vrek.
Par conséquent, T est injectif et
1
1—¢
Or il facile de vérifier que T~! est positif; on en déduit

1
T~ =T <+—. =
1—¢

|IT~!:T(E) — E|| <

REMARQUE. Ce résultat est faux dans le cas des espaces d’opérateurs : en général un
espace d’opérateurs de dimension finie ne se plonge pas complétement isométriquement
dans un M,,. Pisier étudie ce phénomeéne dans [P2].

7. Distances régulieres

Dans cette section nous allons estimer des distances régulieres entre quelques sous-espaces
de treillis classiques de dimension finie.
Soit n € N. Il est bien connu que

sup{d(X,Y); X,Y espaces de Banach, dim X =dimY =n} <n

et que cette majoration est optimale (cf. [P4] ou [P6]). Méme si nous n’avons pas pu
obtenir une majoration optimale de

sup{d,(F, F); E,F sous-espaces de treillis, dim E = dim F' = n},

les résultats de cette section constituent un pas dans cette direction.

Soient n € N et E, F' des espaces vectoriels de dimension n. Il est classique que le dual
(B(E,F))* de B(E,F) s'identifie & B(F, E) en associant a tout v € B(F, E) la forme
linéaire sur B(E, F') définie par u — tr(vu).

Ainsi & toute norme « sur B(E,F) on peut associer sa norme duale sur B(F, E)
définie par

a*(v) = sup{[tr(vu)|; uw € B(E,F), a(u) <1}.

Dans la suite nous aurons besoin du théoréeme classique de John—Lewis qui dit que si
a est une norme sur B(E, F'), alors il existe u € B(E, F) tel que a(u) = 1l et a*(u™!) =n
(cf. [P4], pp. 27-28).

Nous allons maintenant procéder a des estimations de distances régulieres entre sous-
espaces de treillis 2-convexes ou 2-concaves.

Cas des sous-espaces de treillis 2-convexes. Soit E un sous-espace de treillis 2-convexe
avec M) (E) = 1. Commencons par introduire les notions suivantes : pour tout n € N
et tout opérateur v : Iy — E posons

v(u) = inf{||a||lallbllus; a:15" — E, b:ly —15', uw=ab, m € N}
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ol ||b]|lus est la norme de Hilbert—Schmidt de b et

lalla = || > ate) @ e
i=1

{e;}i<m étant une base orthonormée de I3".

3

E(g)

REMARQUES. (1) Il est clair que la norme ||a||, ne dépend pas de la base orthonormée
spécifiée, c’est-a-dire que quel que soit 'opérateur unitaire w : 5" — I5*, on a

HZ ) @e E(3) - H ;a(ei) wei E

(2) On a ||al]|q = ||a : min(15*) — E||;. En effet, soit E C X un plongement de E dans
un treillis X. Par définition
p<1)

En choisissant pour (z;) une suite dense dans la boule unité de I5* on obtient la remarque
(cf. [K2], p. 7 ou [LT], pp. 42-43).

(15)

la : min(i5') — EJ|, = sup{

sup ‘ i zj(i)ale;)
i=1

4 | 5 (@) i, sup
j>1 X i1

LEMME 7.1. v est une norme sur B(l%, E) pour tout n € N.

Preuve. 1l suffit de démontrer 'inégalité triangulaire. Soient ui,us : [§ — E. On choisit
a; : 15" — E et b; : 15 — 15" tels que

wp = agbi,  ailla = [Ibillus = (v(w)'/?, i=1,2.
Considérons les opérateurs
a: 15" @l — B, (x1,22) — a1, x2) = a1(z1) + az(z2),
et
b:ly = 15" @215, x> (bi(x),ba(x)).
On vérifie aisément que ab = u1 + us et que
Ibllas = (b1 llFis + b2 l1fis) /2.

D’autre part la 2-convexité de E donne

(1 /2
||a||a—H( |a1 >|2+Z|a2 )L < Gl + a2,

ou (e; ( )) (resp. (e§2))) désigne une base orthonormée de 15** (resp. 15'?). Ceci donne

Y(ur +uz) < (b llfis + [1b2llfis) /> (lar |3 + laz]|2)? = v(ur) +7(us). =
Le résultat qui suit décrit la norme duale de +.

LEMME 7.2. Soient n € N et v € B(E,13). Alors v*(v) = M) (v).
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Preuyve. Observons que v*(v : E — [3) admet la description suivante :

~*(v) = sup{|tr(vu)|; u: 1y — E, v(u) <1}

=sup { D (e v())s m €N, () C B, () C I,

S 2 1/2 S 2

(55", <0 3o <)
1 i=1

m

lotel?) " men, @) c B [[(e?) |, <1},

i=1 i=1
ce qui donne le lemme. =
REMARQUE. Lorsque u : 15 — E est un opérateur inversible alors

~v(u) = inf{||a||la|lbllus; a:15 — E, b:ly — 13, u= ab}.

En effet, soient m > n, b: 15 — 5 et a : I5* — E tels que u = ab. Comme u est inversible,
b est injectif et donc dim(Im(b)) = n.

Soit w : 1§ — Im(b) C I3 un opérateur unitaire; alors w € B(Iy,15") et il est clair que
ww™* est la projection orthogonale de {5* sur Im(b). Nous avons donc

u = ab = aww™b.
On voit aisément que
[w*b: 13 — 13 [las = [|bl|us-

D’autre part, l'invariance de ||a||,, par transformations unitaires donne

H<§|aw<6i)|2>l/2ux _ H(i |a(e¢)|2) < H<§|a(ei)|2)l/2ux,

X étant un treillis contenant E. D’ou le résultat énoncé.

1/2H

Ceci dit, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

THEOREME 7.1. Soit E un sous-espace de treillis de dimension n avec M?(E) = 1.
On a

dy(min(13), E) < V/n.

Preuve. Par le Lemme 7.1, 7 est une norme sur B(I%, F). Nous pouvons donc appliquer
le théoreme de John-Lewis : il existe un isomorphisme v : 5 — E tel que

Y(u) =" (ut) = vn.
Par la remarque précédente, il existe a : [ — E et b: 15 — [ tels que
lalla =1,  |bllas = vVn, u=ab.
Alors

idy =u""ab et tr(u'ab) =n.
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D’autre part, nous avons
-1 o 2\ /2 -
lutallus = (3 lu"ale)l?) T <7 (@) = v,
i=1

ceci par le Lemme 7.2 et le fait que

n
H Za(ei) ® e
=1

= =1
gy = el

Nous avons donc

n = tr(u""ab) > [|bl|us " allus ;
nous sommes dans le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy—Schwarz, par rapport au pro-
duit scalaire défini par la trace sur 'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert—Schmidt.

Il est bien connu que ceci implique que b* (Padjoint de b) et u~'a sont proportionnels,
d’ott on déduit que b est unitaire et donc

b min(ig) — min(g)] = b 1 — 1] = 1.
Nous obtenons alors
Ju s min(ig) — Bl < lla: min(ig) — b min(ig) — min(i3)]; < laja < 1.
En résumé, il existe u : I — F tel que |jul|, <1 et v*(u~!) = /n. Or on voit facilement

que ||u™t]], = [u"t| < v*(u™1). Dot finalement d,(min(I%), E) < n, ce qui est le résultat
recherché. m

Le Théoreme 7.1 admet la conséquence immédiate suivante :

COROLLAIRE 7.1. Soient E et F des sous-espaces de treillis de dimension n € N avec
M®(E)=M®(F)=1. On a d,(E,F) <n.

Le résultat qui suit est encore une conséquence du Théoreme 7.1.
COROLLAIRE 7.2. Soit E C L? avec dim E = n. Alors
dy(min(13), E) = v/n.
En particulier,
dy(min(13), 1) = dy(min(13), G) = v/
Preuve. Pour tout opérateur v : min(l}) — E on a

e = | (S e ?) ], = (S tutenr) ™

i=1

D’autre part, puisque ||u~!||; = ||u7!]|, nous avons

3 B n 1/2
e ellalle = = (3 uten)2) = v,
i=1

ce qui donne

d:(min(l3), E) > V/n.
FE étant un sous-espace de treillis 2-convexe, on a 'inégalité inverse par le Théoreme 7.1,
d’ou I'égalité.
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REMARQUE. On déduit du corollaire précédent que d,(min(ly),G) = oco. Ainsi G et
min(ly) sont des sous-espaces de treillis hilbertiens homogenes qui ne sont pas réguliere-
ment isomorphes.

Nous verrons a la fin de cette section qu’on a aussi d,(min(ls), max(ls)) = co.

Cas des sous-espaces de treillis 2-concaves. Soit E un sous-espace de treillis avec Mo (E)
=1.Pour meNet &,...,&, € E* posons b=>"" & ®e; : E — 5. Alors on définit

Ib: E— 153" g = [I(&1s- -5 &)l (Bapy)

REMARQUE. Par l'invariance de la norme de E(I3*) par transformations unitaires, on
voit que la norme ||b||g ne dépend pas de la base orthonormée choisie de I5*, c’est-a-dire,
pour tout opérateur unitaire w : 15" — I5*, on a ||wbl|g = ||b]|s.

Soit u : E — 3. On définit
0(u) = inf{||b]|gl|a|lus; v =ab, a € B(I3*,13), b € B(E,l5"), m € N}.

11 est facile de voir que la 2-concavité de E implique que

I €m)llpapy- < (Z el

Utilisant cette observation on peut produire une démonstration semblable a celle du
Lemme 7.1 pour établir le lemme suivant :

/2
E) . VmeEN, Ve,... . € E*.

LEMME 7.3. § est une norme sur B(E, 1), pour tout n € N.
Le résultat qui suit décrit la norme duale de 0 :
LEMME 7.4. §*(v) = M@ (v).

Preuve. Nous avons
0*(v: 1§ — E) =sup{|tr(vu)|; u: F — 13, d(u) <1}

m m 1/2
:SUP{Z gza glaagm)H(E(llf))* < ]-7 (Z”x1”2> < 1}
=1 =1

:sup{\@wr s () <1}

D’ou le lemme. =

REMARQUE. Comme dans la remarque précédant le Théoreme 7.1, on montre aussi facile-
ment que si v: E — [§ est un opérateur inversible, alors
o(v) =inf{||b: E — I3]|glla: 1§ — 15 |lus; v = ab}.
LEMME 7.5. Pour tous m € N et b: E — I3 nous avons
Ib: B — max(15")]|» < ||b]|s-

Preuve. Notons (fj)j21 la base canonique de c¢y. Soient &1, ..., &, des vecteurs de E* tels
queb=3Y" & ®e;.Ona
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IIb: E — max(15)||

= {| S (Sete) o5,

; l‘j)jZl C F, HZJJJ'(X)QJ'H Sl}
=1 E(co)

kg ®C()
m
= sup { 33 &lw)(T(fy), ei) J®e3H <1, T e — 1) <1}
j>1 =1
m
:SUP{Z<&’Z<T( i xj> Zs@@q” <1, ||T:c0—>1§”\|§1}.
i=1 j>1
Fixons (z;) C E et T : ¢y — 15" tels que
HZJCJ H —1 et ||T:co— 15 =1

j>1

Soit X un treillis contenant E. Il est clair que

(6 S0 ) < 16, oz (Z\Z (el )"

Or

m 2\ 1/2
(O AR DI
i=1 j>1
ol (2;)¢>1 est une suite dense dans la boule unité de I5*. Or pour tout ¢ > 1 on a

> wgl—]wa ()] < (o005 ) sup |

j>1

sup ‘ Z(T(fj% Zt)%“HX,

t>1 i>1

On en déduit

t>1

fan | Sricom], < qms
2>

D’autre part, il est facile de voir que

ingI (3T =T 15" = Ll =T co = 5[] = 1.
j>1

D’ou on obtient ||b]|; < ||b|g, ce qui donne le lemme. =
Nous pouvons maintenant énoncer le deuxieme résultat de cette section :

THEOREME 7.2. Soit E un sous-espace de treillis de dimension n € N avec My (E) = 1.
On a

dy(max(15), E) < /n.

Preyve. Par le Lemme 7.4, § est une norme sur B(E, 7). Par le théoréme de John-Lewis
il existe un isomorphisme u : E — [3 tel que

S(u) = 6*(u™t) = vn.
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Soient a : E — 1% et b : I — 15 tels que |la|lg = 1, ||bllus = /1 et v = ba. Alors
bau~! =idpp et tr(bau~') = n. D’autre part, nous avons

ot = (o) = (33 )

i=1 j=1
= SUP{iiaw (& u™ (ei)>5 i:|aij|2 < 1}
1j=1 i,j
= sup{ <§j,u*1(ia¢jei)>; Z‘O‘M < 1}
i=1
< |(§1,...,§n)|(E(l;))*sup{H(jZi:lu1(xj)|2>1/2HX; (jz:“xj”g)l/z < 1},

i,J
ou X est un treillis contenant E. D’ou

law™ s < M (w™) = 7" (u™!) = V.

~ ~.
HM: i
I,

N

On en déduit que
n = tr(bau™") > ||bllus e ||ms.

Comme dans la preuve du théoreme précédent, ceci implique que b est unitaire. Ce fait
et le Lemme 7.5 donnent

[ulle = llballe < [1bllcllalle < o]l - [lalls =1,

la structure de sous-espace de treillis sur I3 étant max(1%). Il existe donc u : E — max(l3)
tel que

lulle <1 et Jlu™t e = [lu="] <6 (u™") < Vn,
d’ot1 on obtient d,(F, max(l%)) < y/n, ce qui conclut la preuve du théoréme. m

Ce théoreme admet la conséquence immédiate suivante :

COROLLAIRE 7.3. Soient E et F' des sous-espaces de treillis de dimension n avec M2y (E)
= M(g)(F) =1.0na dr(E,F) <n.

Le résultat qui suit est aussi une conséquence du Théoreme 7.2 :

COROLLAIRE 7.4. Soit E C L? avec dimE =n. On a

dy(max(15), E) = /n.
En particulier,
dr(max(ly),13) = dr(max(l3), Gn) = V/n.

Preuve. Fixons un entier m > n. Pour tout v : F — max(I}) on a

ull, > su {H u(z;) ® e; ‘ m‘®e‘H Sl}-
|| H p ; (]) J ; J J B(m)

Il est clair que

; (z5) CE,

I3 ®Im

m

a(iw o)) = (X Iulz) "

j=1
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définit une norme croisée sur I§ ® I72. Par conséquent

| S uepee] = (3 )"
j=1 Jj=1

1ol

et

m 1/2 m
—1 2
u rluflr 2 su {( Z; ) i (z;) C E, ‘ m@e-H gl}.
[l [l el p ;:1 [l (z;) ;:1 52|

Notons (f;)i<n une base orthonormée de E et choisissons

pour tout j =1,...,m. Nous avons

m n m 1/2
x-®e»H =4/— <1 et ( x-2) = n.
DI e Y lell) = v

D’ou dy(max(13), E) > /n. Par le Théoréme 7.2 nous avons l'inégalité inverse, ce qui
permet d’obtenir le corollaire. m

REMARQUE. On déduit du corollaire précédent que d,(max(lz), G) = oc.

Sur des distances réguliéres ¢ max(FE) et ¢ min(E). Avant d’énoncer la proposition qui
suit rappelons qu’un opérateur v : X — Y entre espaces de Banach est dit p-absolument
sommant, 1 < p < oo, §'il existe une constante C telle que pour toutes suites finies
(i)j—; C X on a

(S uwol)” < e { (Sl @) s a e x7, g <1,
i=1 i=1

On définit la norme p-sommante de u par mp(u) = inf C.
Rappelons aussi qu'un opérateur 7' : X — Y entre espaces de Banach est dit p-intégral
s’il admet une factorisation de la forme T = fia, ou

a: X —-C(K), i:C(K)—LP(K,u) et [:LP(K,u) —Y,

K étant un espace compact et p une probabilité sur K. On définit la norme p-intégrale
de T par

ip(T) = inf{lla] - |8l T = Bia}.
11 est bien connu que si v = || - || alors v* = 41 par la dualité de la trace.
PROPOSITION 7.1. Soient E et F deux sous-espaces de treillis.
(1) Pour tout opérateur u : min(E) — max(F),
|lu : min(E) — max(F)|, = m (u* : F* — E*).
(2) On a
dy(min(E), max(F)) = inf{|[v™! : E* — F*|| 71 (v)},

Uinfimum étant sur tous les isomorphismes v : F* — E*.
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3) Sidim E = dim F' = n, alors
vn < dy(min(E), max(F)) < n.
Preuve. Nous avons
|lu: min(E) — max(F)|,

= sup {|| D ul@) @ eill pae,i (@) © By max o] <1}
i>1 =

— sup { 3" Tled)(u(:); (2:) C B, max |ail] <1, T € Bleo, F*), ||T]| <1}

i>1
= (&) (x:); (2 < * <
sup{;u (€)@ (@) C B, max|lad| <1, (&) C £, i}lleZ&fz 1}

car tout T € B(cg, F'*) est entierement déterminé par la suite (T'(e;) = &;)i>1 et on vérifie

aisément que
|7 = sup st,a
le[=1

b

ol |g] = 1 désigne toutes les suites € = (¢;) avec |¢;| = 1 pour tout ¢ € N. Donc
|lu: min(E) — max(F)|, = m(uv* : F* — E*),
ce qui donne (1) et (2).

Supposons dim F = dim F' = n. Alors par la propriété d’idéal de la norme 7y nous
avons

Vn =my(idg-) < mi(idp-) < Jlv~ | (v)

pour tout isomorphisme v : F* — E*. D’autre part, il est bien connu que

m1(v) < i1(v)

(cf. [W], p. 218) et la norme #;(-) est duale de | - || par la trace. Par le théoreme de
John-Lewis il existe un isomorphisme v : F* — E* tel que |[v7!]| = 1 et i1(v) = n, ce
qui donne

Vn < dy(min(E), max(F)) <n
et la conclusion de la proposition. m

Nous pouvons extraire de cette proposition des estimations de distances régulieres
entre quelques sous-espaces de treillis relativement simples :

EXEMPLES. (1) Pour tout sous-espace de treillis £ de dimension n nous avons
dy(min(E),17) = d;(max(F), min(I1)) = n.
En particulier,
& (15, 17) = n
En effet, il est clair que max(I}) = I} ; la Proposition 7.1 donne

di(min(E),17) > mi(idim ) =n et di(max(ll,), E) > m(idin ) = n,
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car, par la propriété d’idéal de la norme 71, nous avons
)" m(u® iy — B%) 2 mi(idiy ) et [[(0%) 7 Hlma(o" : B* — I5) > mi(idiy, ),

pour tous isomorphismes u : E — [}, v : I} — E. L’inégalité inverse est donnée par la
Proposition 7.1.

(2) Soient E et F' deux sous-espaces de treillis tels que E (resp. F) est isométrique &
I (resp. a I}) en tant qu'espaces de Banach. Alors

d,(E, F) < n.
En effet, soit ¢ : I} — {7 Popérateur défini par ¢(e;) = e; pour tous i =1,...,n. On a
lg: B — Fll: < g : min(E) — max(F)|l: = [lg: 15 = [l = m(q" : 15, = 1F) = n.
D’autre part,
lg™" : F — Ell: < llg~" s min(l}') — max(If)|l: = m((¢ ") 1 = 15) =1.
Dou d,(E,F) < n.
(3) Pour tous sous-espaces de treillis E et F' de dimension n on a
d,(E,min(F)) <n et d,(F,max(F)) <n.
En effet, pour tout isomorphisme v de F sur F' nous avons
lu: B — max(F)|; < ||u: min(E) — max(F)||,
<m(u': F*—= E*) <i(u*: F* = E%);
d’autre part
lu™ e = lu™ | = [l(u*) =" - B* — F7.
Le théoreme de John—Lewis permet alors de trouver un isomorphisme u tel que
mu* :E* = F)=n et |u)'|=1,
ce qui donne
d,(E,max(F)) < n.
Un raisonnement analogue permet de montrer la deuxieme inégalité.
REMARQUE. A partir de la Proposition 7.1, on a d,(min(E), max(E)) = m(idg-) pour
tout sous-espace de treillis £. On en déduit que d;(min(E), max(E)) = oo si dim E = co.
C’est un exemple de deux structures de sous-espaces de treillis completement différentes

sur un méme espace de Banach.
En particulier d,(min(l3), max(l3)) = oo, comme nous l’avons annoncé auparavant.

Dans la suite nous évoquerons les notions classiques de type et de cotype d’un espace
de Banach X ; on renvoie le lecteur & [P6] pour leurs définitions. Nous noterons Cy(X) la
constante de cotype ¢ de X. Soient 1 < p <2 < g < oo et X un treillis. Les faits suivants
sont bien connus :

(1) Si X est un treillis g-concave alors il est de cotype ¢g. Si X est p-convexe et
g-concave alors il est de type p (cf. [LT], p. 82).
(2) Si X est de type p alors son dual X* est de cotype ¢, ou 1/p+1/q =1 (cf. [P6]).

Le résultat qui suit est aussi une conséquence immédiate de la Proposition 7.1.
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COROLLAIRE 7.5. Il existe une constante K < oo telle que pour tout n € N et E, F des
sous-espaces de treillis de dimension n on a

di(E, F) < KC2(E")Co(F*) n.

Preuve. Nous savons déja que
|lu:E — Fl, <mu*:F*—=E*) et |u':F—E| <m((u)"':E"— F¥
pour tout isomorphisme u : £ — F. Or on sait qu’il existe une constante Ko < oo telle
que
m(u* : F* — E*) < KgCo(F*)ma(u™ : F* — E¥)
et que
T ((u*)™!: B* — F*) < KoCo(E*)ma((u*) ™! : E* — F*)
(cf. [W], p. 230). Par le théoreme de John-Lewis, il existe v : F™* — E* tel que
ma(v) = ma(v™1) = V.

Par conséquent

d.(E,F) < KCo(F*)Co(E*)n,
en prenant K = K2. D’ott le corollaire. m
REMARQUE. Les exemples de sous-espaces de treillis de dimension n exposés dans ce

paragraphe donnent tous des distances régulieres majorées par n. Mais nous ne savons
pas si cela est vrai en général.
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