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Abstract

Let K be a finite extension of Q2 complete with a discrete valuation v, K an algebraic closure
of K, and K,, its maximal unramified subextension. Let E be an elliptic curve defined over
K with additive reduction over K and having an integral modular invariant j. There exists
a smallest extension L of K,,, over which F has good reduction. For some congruences modulo 12
of the valuation v(j) of j, we give the degree of the extension L/K,,.. When K is a quadratic
ramified extension of QQ2, we determine explicitly this degree in terms of the coefficients of
a Weierstrass equation of E.
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Introduction

Etant donnés un nombre premier p, une cloture algébrique @ de @, et une extension
finie K de Q, contenue dans @, on considere une courbe elliptique E définie sur K ayant
mauvaise réduction de type additif sur K et dont 'invariant modulaire j est entier. Il
existe alors une plus petite extension L de la cloture non ramifiée K,, de K dans @p
ou F acquiert bonne réduction. Si F;, désigne le groupe des points de n-torsion de F,
on a L = K,,,.(E,) pour tout entier n > 3 non divisible par p ([4, §2, cor. 3]). Le groupe
® = Gal(L/K,,) est connu dans le cas ot p > 3 ([2]). Lorsque p = 2, il est soit cyclique
d’ordre 2, 3, 4 ou 6, soit d’ordre 8 et isomorphe a un groupe quaternionien, soit d’ordre
24 et isomorphe a SLy(F3). La détermination précise du groupe ® lorsque p = 2 n’a été
menée que dans deux cas : par A. Kraus pour K = Q2 ([2]) et par E. Cali pour toutes
les extensions finies K/Qy non ramifiées ([I]).

Le présent travail a deux objectifs : d’une part, établir en fonction de la valuation de
j modulo 12 plusieurs résultats généraux sur le groupe @, valables pour toute extension
finie K/Qs et, d’autre part, le déterminer explicitement en fonction des coefficients d’une
équation de Weierstrass de F dans le cas des extensions quadratiques ramifiées de Qs.
Combiné avec les travaux de Cali et Kraus, ce dernier résultat acheve le calcul du groupe
® pour toutes les extensions de Q3 de degré < 2.

1. Enoncés des résultats

Soient K une extension finie de Q2 d’indice de ramification e, m une uniformisante de
K et v la valuation de K normalisée par v(m) = 1. Soit F une courbe elliptique définie
sur K d’invariant modulaire j ayant mauvaise réduction de type additif sur K et dont
I'invariant modulaire est de valuation > 0.

L’article se compose de deux parties. Dans la premiere on établit 'ordre du groupe ®
pour certaines valeurs de la congruence de v(j) modulo 12. Les seuls résultats généraux
connus sont les suivants ([2 th. 2]) :

1. Siv(j) =0, alors on a |®| = 2.
2. Supposons v(j) > 12e.

(i) Siwv(j) est divisible par 3, on a |®| = 2.
(ii) Si v(j) n’est pas divisible par 3, on a |®| = 3 si le type de Néron de E est IV ou
IV* et |®| = 6 sinon.
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6 N. Billerey

En particulier, aucun résultat n’a été démontré si 0 < v(j) < 12e. Dans ce cas, on
obtient I’énoncé suivant.
THEOREME 1. Supposons 0 < v(j) < 12e.
1. Siv(j) = +£3 (mod 12), alors |P| = 8.
2. Siv(j) = £1 (mod 12) ou v(j) = £5 (mod 12), alors |®| = 24.
3. Siv(j) = £2 (mod 12) et |6e — v(j)| > 2e, alors || = 24.

Dans tous les autres cas, la valuation de j ne suffit pas a déterminer I’ordre du groupe
O (cf. [I] et le théoreme [2] ci-dessous).

Dans la seconde partie de ce travail, on détermine le groupe ® lorsque K est une

extension quadratique ramifiée de Q.. Il y a exactement six telles extensions que 1'on
regroupe en deux ensembles de la fagon suivante :

O = {Q(V-1),Qa2(v3)}, Q2 = {Qa(v2),Q2(V-2),Q2(V6), Q2(vV—6)}.

On suppose E donnée par une équation de Weierstrass entiere, non nécessairement
minimale, et dont (¢4, cg, A) sont les invariants standard ([5]) qui lui sont associés. On a
j = c3/A. Dans le cas ol jcg est non nul, on pose

ca =7, g =m0 A=a"BIA =3/
On introduit les conditions suivantes :
A"=1+7 (mod 2), (C1
¢y =1+ (mod 2), (cr
j =1+ 7? (mod 7?),
dy=1+7%(mod4) ou ¢, =1+7°(mod 4).
REMARQUES.

1. Les conditions ci-dessus sont indépendantes du modele choisi pour représenter la
courbe E. En particulier, il n’est pas nécessaire qu’il soit minimal.

2. Elles ne dépendent pas non plus du choix de I'uniformisante de K.

Notations. On note € 'unité de 'anneau des entiers de K définie par

2
e=3- <7T22> .
On définit alors les ensembles suivants de couples d’unités de I’anneau des entiers de K :
L1={(-*+6+n0 +77,—¢),(—* + 271 + 6+ 7° + 77, —c + 1),
(=2 +6+ 78, —e+7°), (= + 20 + 6 + 75, —c + 7 + 7°),
(—e?2 +2en? 46—t + 78, —e + 72), (—e® + 2en? + 6+ 7t + 78, —e + 72 + 1Y),
(—e? +2em? + 6 —m* + 78+ 77, —e + 7 + 7°),
(—e? 4+ 2em® + 6+ 7t + 78 + 77, —e + 7 + 7t + 7°), (= + 2en3 + 6, — + 7°),
(—e? +2em3 4+ 6+ 21t —c 4+ 713+t (=2 + 2en® + 6+ 117, — + 7 + 7°),
(= +2em® + 6427 + 77, —e + 7 + 7 + 7°),
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(—€2 + 2en? 4 2em® — 7t 46, —c + 72 + 7°),

(—e% 4 2em® 4 2em® + 1 + 6, —¢ + 72 + 70 + 74,

(=g 4 2em® 4 2em® — 7t + 6 + 77, —e + 7% 4+ 75 + 70),

(—e? +2em® + 2em® + 1t + 6+ 77, —c + 1% + 1 + 7t + 7°)},

2 2 2
b {1 2) (e 2) (12 0m),
™ T 7r
2 2 2
<1+7r2+7r3,2+7T2),<1+7r3,2+7r3>, <1+7T2,2+7r3>,
s ™ ™

2 2
<1—|—7T377T2—|—7T2+7T3),(1—|—7T277T2—|—772+7T3)}.

THEOREME 2. On suppose que ['extension K/Qq est quadratique ramifiée. On est dans
l'un des cas suivants.

1. Siv(j) =0, on a|®| =2.

2. Siv(j) €{1,2,5,7,10,11,13,14,17,19, 22,23}, on a || = 24.

3. Siv(j) €{3,9,15,21}, on a || =8.

4. Supposons v(j) = 4.

(a) Supposons que la condition soit satisfaite.
On a |®| =3 si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) v(A) =8 (mod 12).
(i) Si K €Q,onacy,=1+n% (mod 4) oucy=1+m3 (mod 4).
(iii) Si K € Qa, on acty =1 (mod 4) ou cy =1+ 72+ 73 (mod 4).
On a |®| =6 sinon.

(b) Sila condition (C1|) n’est pas satisfaite, on a |®| = 24.

5. Supposons v(j) =6. On a

@] = 4 sila condition (C1)) est satisfaite,
| 8 sinon.

6. Supposons v(j) = 8.
(a) Supposons que la condition (C2|) soit satisfaite.

On a |®| =3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) v(A) =4 (mod 12).
(ii) 11 existe (a,b) € L1 tel que ¢j = a (mod 7°) et c¢g = b (mod 7).
On a |®| = 6 sinon.
(b) Sila condition n'est pas satisfaite, on a |®| = 24.
7. Supposons v(j) = 12.
(a) Si2v(cg) =3v(cs) +1, on a |®| =8.
(b) Supposons 2v(cg) = 3v(cq) + 2.
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(i) SiKe, ona
@] = {4 st la condition (C1')) est satisfaite,

8 sinon.
(il) Si K € Qo, on a
8 si la condition (C1') est satisfaite,
|®| =< 2 sila condition (C3) est satisfaite,
4 sinon.
(¢) Si2v(cg) =3v(cq)+3, on a
|(I)| o 8 si K €y,
- 4 siK e QQ.
(d) Supposons 2v(ce) — 3v(cq) > 4.
(i) Si K €Q, ona
@] = {2 sz la condition (C3) est satisfaite et v(cy) est pair,
4 sinon.
(ii) Si K € Qq, on a |®| =8.
8. Supposons v(j) = 16.
(a) Supposons que la condition (C2)) soit satisfaite.

On a |®| =3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) v(A) =8 (mod 12).
(ii) Il existe (a,b) € Ly tel que ¢y = a (mod 4) et ¢g = b (mod 4).
On a |®| =6 sinon.
(b) Si la condition n’est pas satisfaite, on a || = 24.
9. Supposons v(j) =18. On a

@] = {4 st la condition (C1') est satisfaite,

8 sinon.

10. Supposons v(j) = 20.
(a) Supposons que la condition (C1'|) soit satisfaite.

On a |®| =3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) v(A) =4 (mod 12).
(i) cg=m2/2+2 (mod 4) ou ¢ =7%/2+ 7 (mod 4).
On a |®| =6 sinon.
(b) Si la condition n’est pas satisfaite, on a |®| = 24.
11. Supposons v(j) > 24.
(a) Si 3 divise v(A), on a |P| = 2.
(b) Supposons que 3 ne divise pas v(A).
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On a |®| =3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) v(A) =4 (mod 12) ou v(A) =8 (mod 12).
(ii) ¢ =72/2 (mod 4) ou cg = m2/2+ 2+ 7 (mod 4).

On a |®| =6 sinon.

Dans I’Appendice [A] on montre que chacun des cas ci-dessus se réalise.

2. Le cas des extensions quelconques

2.1. Lemmes sur les carrés. On reprend les notations de la section [I] Il existe une

unique extension quadratique non ramifiée de K dans K. On la note N. Lorsque l’exten-

sion K/Qs est totalement ramifiée, le corps résiduel de N est de cardinal 4 et un systeme

de représentants est ps U {0}, ol ug est I'ensemble des racines cubiques de I'unité. On

note Ok (resp. Oy ) anneau des entiers de K (resp. de N) et Ux (resp. Un) ses unités.
Par commodité, on rappelle le résultat suivant ([2, lem. 7]).

LEMME 1. Soit x un élément de Ui congru a 1 modulo 4Ok . Alors, x© est un carré
dans K,,.

On en déduit le résultat suivant.

LEMME 2. Soit x un élément de Ux . Alors, x est un carré dans K, si et seulement si
il existe un élément y de Uy tel que

z = y? (mod 40y).

Démonstration. La condition est nécessaire car si x est un carré dans K,,, c¢’est un carré
dans une extension quadratique non ramifiée de K, donc dans N. Réciproquement, s’il
existe un élément y de N tel que r = y? (mod 40y ), alors, d’aprés le lemme [I| 2 est

un carré dans la cléture non ramifiée de N dans K. Or N, = K, car N/K est non
ramifiée. D’ou le lemme.

Lorsque lextension K/Qsq est totalement ramifiée, on a le résultat plus précis suivant.

LEMME 3. Supposons l’extension K/Qs totalement ramifiée. Soit x un élément de Uk .
Alors, x est un carré dans K,, si et seulement si il existe un élément y € Uk tel que
x = 1> (mod 40k). Autrement dit, x est un carré dans Ky, si et seulement si il existe
des €léments ag,aq,...,a._1 tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

l.ag=1letaj=0o0ulpourl <j<e-—1.
2. On a
= (ap+ a7+ + ae_17¢)? (mod 40k). (2.1)
Démonstration. La condition est suffisante d’apres le lemme précédent.
Réciproquement, supposons que x soit un carré dans K. Il existe alors y dans Oy tel

que x = y2. On choisit comme systéme de représentants du corps résiduel de N I'ensemble
u3 des racines cubiques de 'unité. On écrit le développement de Hensel de y modulo 2 :

y=ag+aim+ -+ a1 (mod 20y), ol a; € uz U {0}.
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Soit ¢ un entier > 0 et P(7) la proposition de récurrence suivante
«ag,...,a; =0o0ul ».

Montrons P(0). L’extension K/Q2 étant totalement ramifiée, z est congru a 1 mo-
dulo 7O, d’ot1 y? = 1 (mod 7Ok). Or 7 est une uniformisante de N, donc 7Oy est un
idéal premier de On. On en déduit y = £1 (mod 7Oy ). Puis, comme —1 = 1 (mod 7),
il vient y = 1 (mod 7Op). Cela démontre P(0) et on a ay = 1. Si e = 1, cela démontre
le résultat.

Supposons e > 1. Soit ¢ > 0 tel que i < e —1 et P(4) vraie. Montrons P(i+ 1). Posons

z= %(y— 1+ aym+--- 4 a;m)).

L’élément z est dans Oy . Calculons 22 (mod 7Oy ) de deux facons différentes.

D’une part, on a

9 1

2° = m(y2 —2y(1+arm + - +am) + (L + a7+ - + a;7)?).

Or
2y(1 +arm+ - +a;m’) =21 + aym + - - - + a;w')? (mod 7T Oy).

Comme z = y2, on en déduit donc

2 _

- m(x —(L+am+ - +am')?) (mod 7' Oy).

Posons

a (x— (1 +aym+ -+ a;7)?).

= 26+
Alors, par hypothese de récurrence, @« € Oy N K = Ok et, en particulier,
a=0oul (mod 7O).

On en déduit alors
22 =0oul (mod 7Oy).

D’autre part, on a
z=a;41 (mod 7O0y), puis 2* =a?; (mod TOy).

On en déduit a;+1 = 0 ou 1. D’ott le résultat par récurrence. On a donc z = (1 + ay7 +
cdae 17 H? (mod 40y) avec ay, ..., a.—1 = 0 ou 1. D’otl

1
Z(x —l4+ar+- -+ ae_lﬂefl)z) c OvNK = 0.

D’oti la congruence annoncée.

LEMME 4. Soit x un élément de K,, de valuation 0. Alors, toutes les racines cubiques
de x dans K sont dans K.

Démonstration. L’élément x est une unité des entiers de K (x). Elle s’écrit en particulier
x = £-b, ou £ est une racine de 'unité d’ordre impair et b une unité principale des entiers
de K(z),ie. b =1 (mod m1Og(y)). Or, £ est un cube dans K, et le lemme de Hensel
appliqué au polynéme X3 — b de Ok (z)[X] montre qu'il en va de méme pour b. D’ott le
résultat.
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On rappelle que e désigne l'indice de ramification de 'extension K/Qs.

LEMME 5. Soient K'/K,, une extension finie de degré n impair, x et y deux éléments
de K' de valuation > 0 et p un rationnel positif. On suppose que les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. vz —y) =p.
2. p=r/s, avec r et s entiers premiers entre eux et r impair.
3. p < 2e.

Alors, 'un au-moins des éléments x et y n’est pas un carré dans K'.

Démonstration. Supposons que z = a? et y = b? soient des carrés dans K’. On a v(2b) =
e+v(b) =e+v(y)/2 > p/2 par hypothese.

Supposons v(a — b) < p/2. Alors, d’apres I'égalité a + b = a — b + 2b, on en déduit
v(a+0b) =v(a—b) < p/2. Or, c’est absurde car v(a — b) +v(a+b) = v(a® — b?) = p. On
a donc v(a — b) > p/2 et de méme v(a+b) > p/2. D’ott v(a — b) = v(a + b) = p/2. Mais,
r et n étant impairs, p/2 € v(K’) C (1/n)Z. D’ot une contradiction et le lemme.

2.2. La courbe E. On reprend les notations de la section [1} En particulier, e désigne

l'indice de ramification de K/Q2 et on note encore v le prolongement de la valuation

normalisée v de K & une cléture algébrique K de K . On choisit une racine cubique A'/3

de A dans K. On note M D'extension de K, engendrée par A'/3. D’apres le lemme

si v(A) est divisible par 3, alors A3 est dans K,,,, i.e. Pextension M/K,, est triviale.

Réciproquement, si A3 est dans K, alors v(A) est divisible par 3 car v(K,,) C Z.
On pose, pour t dans ’ensemble u3 des racines cubiques de I'unité

Ay =cy —120AY3 et By = 2 + 12ty AV 4 (12tAY/3)2,

Lorsque ¢ = 1, on retrouve les éléments A; = A et By = B de [2, th. 3]. On a également
AyBy; = c2. De plus, d’apres le lemme A; et B; sont dans K, si et seulement si 3 divise
v(A), i.e. si et seulement si 3 divise v(j). On désigne par j'/2 la racine cubique de j dans
K définie par 1'égalité

j1/3 — C4/A1/3.

On fait 'hypothese v(j) > 6e. L’équation suivante définit alors un modele entier d’une

courbe elliptique, notée F, sur K :

J J

2 3
ey = . 2.2
Ve = g gy T T 38— 1728) (22)
Les coefficients standard (¢ég, ég, 3) de E sont donnés par les égalités suivantes :
1728 A 1728 A
~ 4 10 93 ~ 6 12 93
= — _— —2 . 3 _— = 2 —_— = 2 . 3 5 2.3
“ j— 1728 @ T a2 (2:3)
- 1728 3A?
A=—212__— " __ _9I8 334~ 2.4
(j —1728)3 8 (24)

On vérifie que v(A) = v(j). De plus, j = é&°/A = 17282/j, d’ou en particulier v(j) =
12e — v(j).
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On choisit de noter Al/3 la racine cubique de A définie par I'égalité
j1/3 :_26-3C4A2/3
j—1728 iz

Pour t € p3, on définit, comme pour E ci-dessus, le coefficient

B, = &% + 12t AY? + (12tAY/3)2,

A3 = _26.3

A nouveau, B; est dans K, si et seulement si 3 divise v(j). Posons & présent

1/3
wt:24~3-t2A )
Ce

PROPOSITION 1. On est dans l'un des cas suivants :

1. Siv(j) est divisible par 3, alors wy appartient o Ky,
2. Siv(j) n'est pas divisible par 3, alors w; n’appartient pas o Ky, et wy appartient ¢ M
qui est l'unique extension de degré 3 de K,.,.
De plus, pourt € us,
B; = w} Bye.
Démonstration. Les deux premieres assertions résultent du lemme 4} On a

AN1/3
12. A? _ 1 G
C4 12 Al/S
D’ou

B Al/3 Al/3\ 2 2
A ] —|—<12t ~ ) SRR +(t- 04)

4 4 4 12 Al/3 12 Al/3
2 2 2
A1/3 Al/S B
— (=) (1+1205— + (1202 = (=2 ) 22
12A1/3 C4 Ca 12A1/3 3
D’ot, comme ¢; = —219-33A/c2, on a
- A%/3
By =2'%.3" = B2 = w/ B2
Co

et la proposition.

On note, comme j # 0, ¢z = (@' A = T BIAL et j = W”(E)}’. On vérifie alors
d’apres les formules (2.3)) et (2.4)) que I'on a le résultat suivant.
LEMME 6. On a

18 12
. 2 /3A/2 . 2
A’:—33-( ) e j’j’:36-(> .
C e

e
T 6

2.3. Démonstration du théoréme On suppose que 0 < v(j) < 12e. On reprend les
notations introduites & la section [2.2] et on choisit une racine carrée B/2 de B dans K.
On pose alors

C = 2(cq + 6AY3 4 BY2),

La proposition suivante est & peu de choses pres [Il, prop. 1].
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PROPOSITION 2. Supposons cg # 0 et v(j) = 0 (mod 3). Alors, si pour tout t dans us,
By nlest pas un carré dans Kp,, on a |®| = 8.

Démonstration. D’apres [2, th. 3], il s’agit de montrer que C n’est pas un carré dans
K, (BY?). On a A;B; = ¢, qui est non nul par hypothese. Donc A; est un carré dans
K, si et seulement si B; U'est. De plus, ¢4 # 0 (car B; n’est pas un carré dans K,,).
Posons

B1/2
Cq '

v=1+

Alors, (1,v) est une base de K,,,.(BY/?) sur K,,. Supposons que C soit un carré dans
K, (BY?). 1l existe deux éléments a et b de K, tels que

C = c)(1257Y3 4 20) = (a + bv)2. (2.5)

Or, on vérifie que v = 2v + 125~ 1/3 4+ 1445~2/3. Mais j'/3 € K,,, car v(j) =0 (mod 3),
donc d’apres ([2.5)), il vient

cy =bla+b),
12¢4 713 = a? + b2(12571/3 4 144572/3),

puis, a® — 12abj~ /3 + 144b%j~2/3 = 0. Autrement dit, il existe ¢t # 1 dans ps tel que
a = —12thj /3. Dot ¢4 = b2(1 — 12t571/3). Or, A, = c4(1 — 12tj71/3), donc A, =
b (1 — 12tj’1/3)2 est un carré dans K, et B; I’est aussi, et ceci contredit I’hypothese.
D’ou le résultat.

2.3.1. Démonstration de I’assertion [I} On fait I'hypothese v(j) = £3 (mod 12). En
particulier, v(j) = 0 (mod 3), donc j'/% € K,

Supposons, dans un premier temps, v(j) < 6e de sorte que v(12j7/3) = 2e — v(j)/3
est impair et vérifie 'inégalité 0 < v(125~ 1/3) < 2e. Alors, pour t € ug,

t 1) 1)
=z = 11265713 4 (126571/3)2

est une unité de K, et

B .
u(t - 1) = o(12t571/3) = 2¢ — vl

c? 3
D’apres le 1emmeappliqué AK =Ky, x=DBy/ci,y=1¢et p=2e—v(j)/3, By n'est
pas un carré dans K,,. D’apres la proposition ' on a donc |<I>\ = 8.

Par ailleurs, si v(j) > 6e, alors la courbe E d’équation (2.2) a un invariant modulaire
7 de valuation 12e — v(j). Autrement dit, E satisfait aux hypothebeb précédentes. Donc,
pour tout t € ug, Bt n’est pas un carré dans K,,,.. Or, d’apres la propomtlonl cela vaut
aussi pour Bjz. Ainsi, pour tout ¢ dans us, B2 n’est pas un carré dans K,,.. D’apres la
proposition [2| cela implique |®| = 8.

Cela démontre I’assertion [ du théoréme [I

2.3.2. Démonstration de l’assertlonl. On fait 'hypothese v(j) ==£1 ou £5 (mod 12).
En particulier, v(j) est impair et n’est pas divisible par 3.
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Supposons, dans un premier temps, v(j) < 6e de sorte que v(1257/3) = 2e — v(j)/3

est > 0. On a alors
B -1/3 v(j) _ 6e—v(j)
’U(C4—1>—’U(12] /3) = 2¢ — 5 = 3 < 2e.

Or, par hypothese, 6e — v(j) est impair et n’est pas divisible par 3. D’apres le lemme
appliqué & K/ = K,,.(AY3) = M,z = B/c3, y =1 et p = (6e — v(j))/3, B n’est pas un
carré dans M.

Par ailleurs, si v(j) > 6e, alors la courbe E d’équation (2.2) a un invariant modulaire
j de valuation 12e — v(j). Autrement dit, E satisfait aux hypotheses précédentes. Donc,
B n'est pas un carré dans M. Or, d’apres la proposition |1 l cela vaut aussi pour B.

D’apres [2] th. 3], cela implique |®| = 24 et ’assertion [2 I 2| du théoreme

2.3.3. Démonstration de ’assertion 3| On a v(j) = £2 (mod 12) de sorte que v(j)
n’est pas divisible par 3. Supposons tout d’abord v(j) < 6e. Alors,

B

= =14+125713 4 144572/

=
est une unité de M. Notons 7y une racine cubique de 7w dans K et supposons que B soit
un carré dans M. Il existe alors a, b et ¢ dans K, tels que

f% = (a+ by + cm2)? = (a® + 2ber) + (7 + 2ab)mo + (b* 4 2ac)7l. (2.6)
Or, v(my) = 1/3, donc v(a), v(bmg) et v(cmd) sont distincts ; puis, d’apres égalité
0= U(B;) = 2v(a + bmy + cmd),
4
0

il vient v(a) = 0, v(b) > 0 et v(c) > 0. Posons par ailleurs

j1/3

7Tg(j) ’

On a u® = j' et v(j’) = 0, donc u € K, en vertu du lemme
On distingue a présent deux cas selon la congruence de v(j) modulo 12.

Supposons v(j) = 2 (mod 12). Ecrivons v(j) = 12k 4 2, k > 0. Alors,
—1 —2

i—1/3 _ gl —12k-2 u —2/3 _ U 2
J =u T = kim0 et g e
puis
B —1 —2 9
3 =1+12 4k+17r0 + gy 8k+2 0

et ’on peut identifier dans . les coefficients de la décomposition dans la base (1, mg, 7).
Il vient en particulier (comme u € K,,;)

An+2ab =12 - u~t/rik+L

b% + 2ac = 144 - u=2 78k +2,

Supposons 2v(b) > 4e — 8k —2 = v(144u~2 /78 +2). Alors, d’apres (2.7), on a v(2ac) =

e+ v(c) > 4e — 8k — 2. Puis, comme e + v(b) > 2¢ — 4k — 1, on a v(c?mw) = 2v(c) + 1 =

(2.7)
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2e — 4k — 1, ie. v(c) = e —2k — 1. Or,
e—2k—1>3e—8k—2, dou wv(j)>4e.

Si v(j) < 4e, on a une contradiction et I'’hypothese 2v(b) > v(144u~2 /7% +2) est absurde.
Supposons que tel soit le cas, i.e. v(j) < 4e. Alors, 2v(b) < 4e — 8k — 2, puis

d’apres (2.7), e + v(c) = 2v(b), Aot 2v(c) + 1 = 4v(b) — 2e + 1. On distingue & pré-

sent trois cas.

1. Supposons 2v(c) + 1 = e + v(b). Alors, 3(v(b) —e) + 1 = 0, d’ott une contradiction en
réduisant cette égalité modulo 3.

2. Supposons 2v(c) +1 > e + v(b), i.e. dv(b) —2e+ 1 > e + v(b). Alors, d’apres (2.7),
e+ou(b) =2e—4k—1,ie v(b) =e—4k—1. Or, 4v(b) —2e+1 > e+v(b) par hypothese.
Donc v(j) < 0. C’est une contradiction.

3. Supposons 2v(c) + 1 < e + v(b). Alors, d’apres (2.7)), 2v(c) + 1 = 2e — 4k — 1, puis
v(c) = e —2k — 1. Or, 2v(b) = v(c) + e, donc 2v(b) = 2e — 2k — 1. On en déduit une
contradiction en réduisant cette égalité modulo 2.

Apres examen de tous les cas possibles, on a finalement montré que ’hypothese que B

est un carré dans M est absurde si v(j) = 2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Supposons v(j) = —2 (mod 12). Ecrivons v(j) = 12k + 10, k > 0. Alors,
-2

-1
—1/8 _ g ~lp—12k—10 _ Y oo o -3 U
J 0 TAka 0 J 8kt7 10
puis
B 72 —1
2
2 =1+144 8k+77r0 12— 4k+1

et 'on peut identifier dans (2.6]) les coefficients de la décomposition dans la base (1, 7, 73 ).
Il vient en particulier (comme u € K,,,)
A+ 2ab = 144 - u=2 78+ (2.8)
b% + 2ac =12 - w1 /ptk+e, '

On distingue trois cas.

1. Supposons 2v(b) > 2e — 4k — 4, i.e. v(b) > e — 2k — 2. Alors, d’apres (2.8), on a
e+ v(c) = 2e — 4k — 4, i.e. v(c) = e — 4k — 4. Donc 2v(c) +1 = 2e — 8k — 7, puis
20(c) +1 < de — 8k — 7 = v(144u~2 /7% +7). Alors, d’apres (2.8), v(2ab) = e + v(b) =
2v(c) +1 = 2e — 8k — 7. Autrement dit, v(b) =e—8k—7, dot e —8k —7 > e — 2k — 2.
Or cela équivaut a v(j) < 0. D’olt une contradiction.

2. Supposons 2v(b) < 2e — 4k — 4, i.e. v(b) < e — 2k — 2. Alors, d’apres (2.8), on a
e+ v(c) = 2v(b), puis 2v(c) + 1 = 4v(b) — 2e + 1. En réduisant modulo 3, on constate
que égalité e + v(b) = 4v(b) — 2e + 1 est impossible. De plus,

20(c)+1=4v(b) —2e+1>e+v(b) < v() >e—1/3 < v(b) >e,
car e et v(b) sont entiers. Or, ’hypothese faite entraine v(b) < e. On a alors 2v(c)+1 =
4v(b) —2e +1 = 4e — 8k — 7, puis 2v(b) = 3e — 4k — 4. Comme 2v(b) < 2e — 4k — 4, on
en déduit e < 0. C’est donc une contradiction et 'hypothese 2v(b) < 2e — 4k — 4 était
absurde.
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3. On a donc finalement 2v(b) = 2e¢ — 4k — 4, i.e. v(b) = e — 2k — 2. Donc
et+v(b) =2e—2k—2<4e—-8k—-7 <= v(j) < 4e.

Autrement dit, si v(j) < 4e, il vient, d’apres (2.8), 2v(c) +1 = e+ v(b) = 2e — 2k — 2.
D’ol1 une contradiction en réduisant cette égalité modulo 2.

Apres examen de tous les cas possibles, on a finalement montré que ’hypothese que
B est un carré dans M est absurde si v(j) = —2 (mod 12) et v(j) < 4e.

11 reste donc & voir que si v(j) = +2 (mod 12) et v(j) > 8e, alors B n’est pas un carré
dans M. On considere, pour ce faire, la courbe E d’équation 1' On a

v(j) =12e —v(j) = —v(j) = £2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Autrement dit, la courbe E satisfait aux hypotheses précédentes, donc B nest pas un
carré dans M et B non plus, d’apres la proposition [I]

D’apres [2, th. 3], on a donc |®| = 24. Cela démontre bien I'assertion [3 du théoréme

et acheve sa démonstration.

3. Le cas des extensions quadratiques

On reprend les notations des sections [1] et et on suppose l'extension K/Qs quadra-
tique ramifiée. Désignons par g une racine cubique de 7 dans K. C’est une uniformisante
de Vextension K,.(mo) /Ky

3.1. Lemmes généraux
LEMME 7. Soit x un élément de Uy . Alors,
22 = 1 (mod 4m) siz =1 (mod 2),
T 1+ 7%+ 7 (mod 4) siz=1+n (mod 2).
En particulier, > = 1 (mod 2).
Démonstration. Si x = 1 (mod 2), alors il existe a dans Ok tel que * = 1 + 2a. Puis
2?2 = 1+4a(a+1). Or, a(a+ 1) = 0 (mod 7), donc 2 = 1 (mod 4). De méme, si z =
1+7 (mod 2), alors il existe a dans O tel que = 14+7+2a. Puis 22 = 1+72+27 (mod 4).

Or, 2 est associé & 72, d’ot1 27 = 7 (mod 4) et la congruence annoncée. Dans les deux
cas, on a 22> = 1 (mod 2). D’ou le résultat.

LEMME 8. Soit © un élément de Uy . Alors, x est un carré dans K,, si et seulement si
r=1oul+nr?+7° (mod 4).

Démonstration. D’apres le lemme [3] = est un carré dans K, si et seulement si z est un
carré modulo 40k . On conclut alors avec le lemme précédent.

LEMME 9. Soient  un élément de Uy congru a 1 modulo 4 et \/x une racine carrée de
x dans K. Alors, v/t =1 (mod 20k, ).

Démonstration. D’apres le lemmel8| \/z € K. Supposons v(y/z —1) < 2. Alors, d’apreés
légalité /zr+1 = /x —1+2, il vient v(y/z + 1) = v(y/x — 1) < 2. Donc v(z — 1) < 4,
ce qui est contraire aux hypotheses. D’ou le lemme.
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Pour chacune des six extensions quadratiques ramifiées de 2, on indique dans le
tableau ci-dessous un choix d’uniformisante.

K Q1) Q(v3) Q20v2) Q2(v/=2) Q2(v6) Q2(v/—6)
T 1+v=-1 1+3 V2 V=2 V6 V-6

Avec ces choix, si K est dans €27, on vérifie que
2=7?+7° (mod4) et —1=1+72+7> (mod 4). (3.1)
De méme, si K est dans €5, on a
2=7? (mod 4) et —1=1+7? (mod 4). (3.2)

REMARQUE. On vérifie que le développement de Hensel de 2 modulo 4 est indépendant
du choix de I"uniformisante de K.
9\ 2
e=3- <7r2) . (3.3)

- 1 (mod 4) st K € Qy,
T | -1=1+7% (mod 4) si K € Q.

On rappelle que 'on a posé
LEMME 10. On a

En particulier, e = 1 (mod 2).
Démonstration. D’apres les congruences (3.1]) et (3.2)), on a

2 _ [1+m(mod2) siK e,
1 (mod 2) si K € Qs.

w2

D’ou le résultat en élévant au carré.

3.2. Carrés dans l’extension quadratique non ramifiée de K. Par unicité d’une
extension quadratique non ramifiée de K dans K, on a N = K(¢) ou ¢ est une racine

primitive cubique de I'unité dans K.

LEMME 11. Soit x une unité de 'anneau d’entiers de K(() congrue modulo 4 & l'un des
éléments sutvants :

1+¢m2, 14372 1+C¢n2+ ¢, 1+ Cr% + Cnd.
Alors, x n’est pas un carré dans K.

Démonstration. On raisonne par I’absurde. D’apres le lemme [2] il existe un élément y
dans l'unique extension quadratique non ramifiée N’ de K(¢) tel que

r =y* (mod 40x).

Notons R un systéme de représentants du corps résiduel de N’ contenant I’ensemble
{0, 1,¢, CQ}. Le développement de Hensel de y modulo 2 s’écrit

Yy =ag + a1 (mod 20n/),
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avec ag € R\ {0} et a; € R. Les éléments 2 et 72 de K étant associés, on en déduit
r=y? =al +ain® + apar® (mod 40y). (3.4)
Par unicité du développement de Hensel, on a
ati=1 et a?=(Couc?
Or, les polynémes X2 — 1, X2 —C et X2 — (% de Ok (¢)[X] ont toutes leurs racines dans
Ok (¢)- On en déduit donc
ap=1 et a; =¢oucl?

En substituant ces valeurs dans I’équation (3.4), on obtient z = 1 + (7% + (%73 (mod 4)
oux =1+ ¢*7% +(m® (mod 4). D’ot1 une contradiction et le lemme.

3.3. Carrés dans ’extension cubique K ()

LEMME 12. Soit x une unité des entiers de K (mg) congrue modulo 4 & l'un des éléments
sutvants :

1+78, l1+ms+n,+ny, l+me+ns+mg+m°, 1+7¢+mg+mah+ mok,

ou h et k sont soit nuls, soit des sommes de puissances > 0 de m3. Alors, x n'est pas un
carré dans Ky, ().

Démonstration. On raisonne par Pabsurde. L'extension K(m)/Q2 étant totalement ra-
mifiée, il existe, d’apres le lemme |3, un élément y de Uk (r,) tel que xz = y? (mod 4).
Notons 1 + aymo + asmd + asmg + aamy + asmy, avec a; = 0 ou 1, le développement de
Hensel de y modulo 2. On a

r=y? =14 a3l + ain) + ains + aind 4+ a2’ 4 2a1m + 2a97E + 2a37s
+ 2a47r§ + 2a57r8 + 2a1a27r3 + 20,1(13’/Tg + 2a1a47r8 + 2a2a37rg (mod 40k (r,))-

Six = 1+73+75+m2h+mik (mod 4), alors, par unicité du développement de Hensel, on a
ay = ag = 1. Siag = 1, le coefficient devant wg dans le membre de droite de la congruence
ci-dessus est non nul, ce qui est absurde. On a donc az = 0. Or, 2 = 7§ (mod 7f) car

2 =72 (mod 73). D’olt
r=1+ns+ 7y +7mih+mpk =147 + 74 + 75 + (ag + 1) + ) + asmd® (mod 4),
ce qui est & nouveau absurde car le coefficient devant 7§ est nul dans le membre de gauche
et non nul dans celui de droite.
Donc nécessairement x # 1+ 78 + g + m2h + 7ok (mod 4) et a; = 0. Autrement dit,

le coefficient de 7§ dans le développement de z est nul. On en déduit = 1+ 7§ (mod 4),
i.e. a1 = as = a3 = 0. Comme 2 est associé a wg, il vient alors

r =1+ aynms + a2nl’ + 2a47h + 2a575 (mod 4) et ay = a5 = 1.
Puis, comme 2 = 7§ (mod 7)), on a z = 1+ 7§ + 7! (mod 4). D’out la contradiction et
le lemme.
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LEMME 13. Lunité 1+ n§ + wit est un carré dans K, (7). On a les équivalences sui-
vantes :

1475 + 75 + 730 est un carré dans K, (m9) <= K € Qy,
1+ 75 + 75 est un carré dans K,,,(m9) <= K € Q.

Démonstration. D’apres la relation 2 = 72 (mod 72), on a 2 = 7§ (mod 7)), d’ott
L+ 75+ 75t = (1 + 75 +75)? (mod 4)
et le fait que 1+ 7§ + 7¢" est un carré dans K, (7o) (lemme[2). Par ailleurs, on a
1+ 7+ 75+ 7m0 A+ 75 +75) =1+ x5 (mod 4)

et 1+ 7§ n’est pas un carré dans K,,,.(mp) d’apres le lemme précédent. Autrement dit, si
I'un des éléments 1+ 7§ + 7§ + 70 et 1+ 73 + 7§ est un carré dans K,,,.(mo), alors autre
ne l’est pas.

Si K € Qq, d’apres la relation , on a

L+ 7ag+78 + 7% = (1472 +75)? (mod 4).

Donc 1+ g + 7§ + w30 est un carré dans K,,,.(mg) et 1+ 75 + 7§ ne l'est pas.
Si K € Qq, d’apres la relation (3.2)), on a

1+ 7 + 75 = (1+72)% (mod 4).
Donc 1+ 7§ + 75 est un carré dans K,,,-(mo) et 1+ 74 + 75 + 739 ne Pest pas.

D’ou les équivalences annoncées.

3.4. Carrés dans une extension quadratique ramifiée de K. D’apres le lemme [g]
l'unité 1 + 7 de K n’est pas un carré dans K,,. Notons v une solution dans K de
I’équation a coefficients dans Ok

2
X2 - —X-7=0 (3.5)

LEMME 14. L’élément vy est une uniformisante de lextension K(y/1+ m3)/K et on a
7 =~%++3 (mod 2).

Démonstration. D’aprés I'équation (3.5), on av(v) = 1/2 et v € K (/1 + m3). Donc 7 est
bien une uniformisante de I'extension K (/1 + m3)/K. Par ailleurs, on a v% = (2/7)y+,
donc v3 = (4/72%)y + 2 + my. D’ott

2
72+73£;’y+7r+7rfyz7r(mod2),

car 4/72 =2/ + 7 =0 (mod 2). D’ott le lemme.

LEMME 15. Soient x un élément de Uy et /T une racine carrée de x dans K. On suppose
x=1+7° (mod 4). Alors, Kpr(v/) = Kpp(\/1+73) et Jx =144 (mod 20k, (/z))-

Démonstration. La premiere assertion résulte du lemme [T} D’apres le lemme [[4] ~ est
une uniformisante de K (/1 + 73)/K. Notons ag + a1y + a7y? + azy?, avec a; = 0 ou 1,
le développement de Hensel de v/ modulo 2 (il est indépendant du choix de la racine
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carrée). Alors, d’apres le lemme on a2 =~*++% (mod 4), 7 = +5 + 47 (mod 4),
6). Donc

puis, comme 2 est associé & 72, 2 =% (mod
1+ =2 = a2 + aly? + a3y* + a34° + 2apa17y + 2agazy? (mod 77)
= a2 + a2 + a3y + apary’ + (a3 + agaz)y® (mod 47).

Par unicité du développement de Hensel, on en déduit ag = 1, a3 = a3 = 0 et a3 = 1.
D’ou le lemme.

LEMME 16. Soit x une unité des entiers de K(\/1+ 7). On suppose que x vérifie l'une
des deux conditions sutvantes :

1. = est congrue modulo 4 a l'un des quatre éléments

T+ +%+97, 1494 149°% 1447
2. =142+ (mod 2).
Alors, x n'est pas un carré dans Kp,(1/1 + 73).

Démonstration. On raisonne par Uabsurde. L’extension K(y/1+ 73)/Qq étant totale-
ment ramifiée, il existe, d’apreés le lemme [3] une unité y des entiers de K (/1 + 73) telle
que z = y? (mod 4). Notons 1+ a1y + a2y? + azy?, avec a; = 0 ou 1, le développement
de Hensel de y modulo 2. On a alors

r=y? =1+ a?y? + a3y + 2a17 + a29° + 2a27% + 2a37® (mod 4).
Par unicité du développement de Hensel, x ne vérifie pas la seconde condition (le coeffi-
cient de 72 est nul). Il vient alors a; = 0, puis

z =1+ a2y + a29° + 2a97% + 2a37® (mod 4).

Or, on a 2 =~* (mod +°) car 2 = 72 (mod 7). Donc
1 (mod 4) si (az2,a3) = (
1+4%+4°% (mod 4) si ( )= (
1+~5+497 (mod 4) si (az,a3) = (
1+~" 477 (mod 4) si ( ) = (

D’ou la contradiction et le résultat.

8
Il

3.5. Carrés dans K,,.(v/3). D’aprés le lemme et les relations (3.1) et (3.2), 3 est un
carré dans K, si et seulement si K est dans €. Notons /3 une racine carrée de 3 dans
K. Soient x un élément de Uy et \/Z une racine carrée de x dans K.

LEMME 17. Supposons K € Q1 et x = 3 (mod 4). Alors,
V3=+vz =1+ (mod 20k, ).

Démonstration. Supposons v(v/3 — /z) < 2. Alors, d’apres 1'égalité /3 4+ /o = V3 —
VT 424/, on av(v/3—+/r) = v(v/3++/r) < 2, puis v(3—x) < 4, ce qui est absurde. D’out
v(v/3—+/x) > 2 ou, autrement dit, v/3 = /= (mod 20k, ). L’extension K (\/z)/K est non
ramifiée (elle est méme éventuellement triviale). En particulier, on peut choisir un systeme
de représentants R du corps résiduel de K (y/z) contenu dans {0, 1, ¢, ¢%}. Notons alors
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ap+ay7 le développement de Hensel modulo 20k, , de v/z. Ona ag,a; € R C {0,1,¢,¢?}.
Puis, d’apres la relation (3.1)),
3=1+7%4 7 =ad +ain® + aparm® (mod 40k, ).
Par unicité du développement de Hensel, on en déduit ag = a; = 1. D’ou le lemme.
On suppose désormais K € Q5 de sorte que 3 n’est pas un carré dans K.
LEMME 18. Supposons K € Q. L’unité x est un carré dans Km(\/g) st et seulement si
=1 (mod 2).
Démonstration. Supposons que z soit un carré dans K,,.(v/3). Il existe alors a et b deux
éléments de K, tels que x = (a+by/3)2. Puis, comme (1,+/3) est une base de l’extension
Knr(V3)/Kpy, on a = a? +3b% et ab = 0. Si b = 0, on en déduit que = est un carré
dans K, et si a = 0 que /3 est un carré dans K,,,. Réciproquement, si z ou z/3 est
un carré dans K., alors x est un carré dans KnT(\/g). Par ailleurs, d’apres le lemme
x est un carré dans K, si et seulement si z = 1 (mod 4) ou z = 1+ 72 + 72 (mod 4). De
plus, d’apres la relation (3.2)), on a 3 = 1 + 72 (mod 4). Donc, d’apres le lemme (8} /3
est un carré dans K, si et seulement si x =1+ 72 ou 1 + 72 (mod 4). On en déduit le
résultat avec I’équivalence précédente.
Notons 1 une uniformisante de K (y/3). C’est une extension quadratique de K.
LEMME 19. Supposons K € Qo et = 3 (mod 4). Alors, K, (v/z) = Knr(V3) et
7 =n*+7° (mod 205 (y3) et Vo= V3=1+n? (mod 20k (v3))-
Démonstration. L’égalité résulte du lemme || L’extension K (v/3)/K étant totalement
ramifiée, 7 est associé a n% et on a
7 =n? (mod 2(’)K(\/§)) ou m=n?+n>(mod QOK(\/g)).
Dans les deux cas, d’apres (3.2), on a 2 = n* (mod 7%). Notons ag + a1n + azn? + azn?,
avec a; = 0 ou 1, le développement de Hensel de v/3 modulo 2. D’apres la (3.2), on a
alors
3=1+7n2 Ea%—i—a%ng—i—a%n‘l—i—agnﬁ
+ 2apa1m + 2agasn® + 2apasn® + 2a1asm® (mod 4).

Par unicité du développement de Hensel, comme 72 est associé a n*, il vient ag = 1,
a; =0 et as = 1. D’ol1, comme 2 = n* (mod 7n%),

3=1+n*+ (a3 +1)n° +azn” (mod 4)

_ f1+479*+n° (mod 4) siaz =0,

Tl 1+n9*+n" (mod 4) siaz=1.
Supposons 7 = 72 (mod 2). Alors, d’apres (3.2), on a 2 = 72 = n* (mod 4), et donc
3=1+n* (mod 4). D’apres (3.6)), c’est une contradiction. On a donc nécessairement

(3.6)

m=n?+n (mod 20k (v3))-
Dot 2 = n* + 7% (mod 401((\/5)) et, en remplacant dans ,
L+n' +0° =1+ 0" + (a + 1)n° + azn” (mod 4).
On en déduit az = 0. D’ott v/3 = 1 + n? (mod 20k (v3))-
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Supposons v(v/3 — /z) < 2. Alors, d’apres 1'égalité /3 + /z = V3 — \/z + 2\/z, on
av(v3 —vz) = v(v3 +/x) < 2, puis v(3 — ) < 4 = v(4), ce qui est absurde. D’olt
v(V/3 — /x) > 2 ou, autrement dit, v/3 = \/z (mod 20, (v3))- Dot le lemme.

nr

LEMME 20. Supposons K € Qy. L'unité 3 + 2v/3 de Uanneau d’entiers de K(\/g) n’est
pas un carré dans K, (\/3).

Démonstration. L’extension K (v/3)/Qq est totalement ramifiée. Supposons que 3 + 2v/3
soit un carré dans K,,(v/3). Alors, d’apres le lemme il existe une unité y des entiers de
K(v/3) telle que 3+ 2v/3 = 4 (mod 40¢(3))- Or, d’apres le lemme ona3+2V3=
1—1—2172 = 1—1—776 (mod 4). Notons a()+a177+a2772+a3773, avec a; = 0 ou 1, le développement
de Hensel de y modulo 2. En utilisant la relation 2 = 1 +n* + 7% (mod 4) déduite du
lemme [19| et de la relation , on a

3+2V3=1+ nG = ag + a%nz + a§n4 + a0a1n5 + (ag + a0@2)776
+ (apay + agaz + ajaz)n’ (mod 401{(\/5))'
Par unicité du développement de Hensel, il vient ag = 1, a1 = 0 et as = 0. On a donc
14+7°=1+a2n° +aszn” (mod 40k (3))-
D’ou une contradiction car a3 = 0 ou 1. D’ou le lemme.

LEMME 21. Soit y une unité des entiers de K(+/3). On suppose que y est un carré dans
K. (v/3). Alors,

y=1(mod 20, (3) ou y =1+7% (mod 20k, (v3)):

Démonstration. L’extension K (v/3)/Qq est totalement ramifiée. Comme 3 est un carré
dans K,,(v/3), il existe, d’apres le lemme [3] une unité z des entiers de K (v/3) telle que
y = 22 (mod 4). Notons 1 + a;n, avec a; = 0 ou 1, le développement de Hensel de z
modulo n?. Alors,

y=22=1+ain? (mod 20, 5))-

D’ou le lemme car a; = 0 ou 1.

3.6. Notations et préliminaires aux démonstrations. On reprend les notations
introduites aux sections précédentes en explicitant le choix de la racine cubique Al/3
de A. D’apres le lemme de Hensel appliqué au polynome X3 — A’ de Ox[X], A’ possede
une unique racine cubique dans K. On la note §. On choisit alors de prendre
1/3 _ _v(A)
AY3 =g

de sorte que si v(A) =0 (mod 3), on a A'/3 € K. Notons § I'unité de K définie par

)

0=c—. (3.7)
Cy

On choisit une racine B2 de B dans K et on pose

C = 2(cq + 6AY3 4 BY2),
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Alors,

B1/2 o
¢ _ c, {2 (1 + ) + Ome? ”(”] (3.8)

qv(es) ca
est une unité de K (B'/?).

3.6.1. Cas ou v(j) < 12. On a, pour ¢ dans us,

Bt i F— 12—v(y 12—v(y
z =1+ 126573 4 144125723 = 1 + ton, U 4 (tory (J))27 (3.9)
car 125713 = 3(2/72)2my> "5 /¢y = my” V).

Par ailleurs, 1’égalité cj — ¢ = 1728A s’écrit

71_31)(04)0213 _ 7T2U(c6)6%2 _ 33 . 267TU(A)A/,

puis
P — 2 =S A (3.10)
car 2v(cg) = 3v(cq). D’olt
/2 X
1- % = (O Uy, (3.11)

LEMME 22. Supposons v(j) < 8. Alors,
dy =P =c (mod 4).
Démonstration. En réduisant I’égalité (3.11) modulo 2, on en déduit, avec le lemme

¢y =1 (mod 2), puis ¢ = ¢ (mod 4). Les congruences annoncées résultent alors de la
méme égalité réduite modulo 4, car v(j) < 8.

3.6.2. Cas ol v(j) = 12. Pour ¢ dans s, on a

B .

L= 14+ 126573 4144625720 = 1 410 + (10)2. (3.12)
cf

Le corps K étant totalement ramifié, pour ¢t = 1, B/c? est une unité de Of.

Par ailleurs, 1’égalité cj — 2 = 1728A s’écrit comme & la relation (3.11]),

1— 7T2v(c6)73v(64)ci — 03. (313)

La somme de deux unités n’en étant pas une, on a 2v(cg) — 3v(cq) > 0.

3.6.3. Cas ou1 v(j) > 12. On considere alors la courbe E d’équation (2.2). Son invariant

modulaire j est de valuation v(j) = 24 — v(j) < 12.
LEMME 23. On a N
A'=¢) (mod 2) et j' -7 =1 (mod 4).

Démonstration. Cela résulte des lemmes [6] et

3.7. Démonstration du théoréme[2l L’assertion[Ildu théoréme[2résulte de ’assertion
(i) de [2, th. 2]. L’assertion [IT] résulte de [2} th. 2(iv)] et de la proposition [I3] On suppose
donc désormais que 1 < v(j) < 23. D’oul en particulier j # 0.

L’assertion [2] lorsque v(j) # 10 et v(j) # 14 ainsi que I'assertion [3] résultent directe-
ment du théoreme [l
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Démontrons & présent les autres assertions du théoréme [2| (la détermination des types
de Néron est reportée a la section 3.8).

3.7.1. Démonstration de D’assertion lorsque v(j) = 10 ou 14. Supposons
v(y) = 10. On vérifie, avec la relation (3.9), que

B 2 2\2
Or, ¢ = £1 (mod 4) (lemme [L0), donc, d’apres (3.7), 6 = £/} (mod 4). D’apres (3.1)

et (3.2]), on a alors

=147+ 74 +moh + w5k (mod 4),

.,?M‘ &

ott h et k sont soit nuls, soit des sommes de puissances > 0 de 73. D’apres le lemme
B n’est pas un carré dans M. D’ou |®| = 24 dans ce cas d’apres [2] th. 3(ii)].

Supposons v(j) = 14. Alors, la courbe E d’équation 1} a un invariant modulaire
j de valuation v(j) = 10. Autrement dit, B n’est pas un carré dans M. D’apres la
proposition [T} il en va de méme pour B et donc |®| = 24 d’apres [2} th. 3(ii)).
3.7.2. Démonstration de ’assertion l. On suppose v(j) = 4.
LEMME 24. On a

B

=1+r5A" (mod 4).
1

De plus, B est un carré dans M si et seulement si A’ =1+ 7 (mod 2).
Démonstration. D’apres les lemmes [7] et [I0] on a
e=1(mod2) et 6=A'(mod2).

De plus, d’apres les lemmeset onac)=cg=1(mod2). Dot § = A’ (mod 2), puis
o5 = w5 A’ (mod 4). La congruence annoncée résulte alors de I'égalité appliquée a
t = 1. On en déduit que B est un carré dans M si et seulement si I'unité 1 + 75A’ de
I’anneau des entiers de K (mo) I'est (lemme[T). Or,

SN/ — 1+ 7§ (mod 4) si A’=1 (mod 2),
07 T 1+ + 7! (mod 4) si A’=1+7 (mod 2).
On conclut & I’équivalence annoncée avec les lemmes [12] et
Lorsque la condition (C1)) n’est pas satisfaite, ’assertion résulte du lemme précédent

et de [2, th. 3(ii)]. Lorsque la condition (CI) est satisfaite, I'assertion [4]se déduit du lemme
précédent, de [2] th. 3(ii)] et des propositions [4] et [5

3.7.3. Demonstratlon de l’assertlon On suppose v(j) = 20. La courbe E 4’6 équa-
tion a un invariant modulaire j de valuation v( j) = 4. D’apres la proposmon l
est un carré dans M si seulement si B lest. Or, d’apres le lemme [24] c’est le cas si et
seulement si A’ = 1+ (mod 2). D’aprés le lemme cela équivaut & ¢ = 1+ (mod 2).

Lorsque la condition n’est pas satisfaite, I’assertion |10| résulte de I’équivalence
ci-dessus et de [2] th. 3(ii)]. Lorsque est satisfaite, l’assertionse déduit de I’équi-
valence ci-dessus, de [2] th. 3(ii)] et de la proposition [I1}
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3.7.4. Démonstration de ’assertion [5. On suppose v(j) = 6.

LEMME 25. Pour tout t € us,
B

— =1+tA'7? (mod 4).
C4

De plus, By est un carré dans Ky, si seulement si

t=1 e A'=1+m (mod 2).

Démonstration. D’apres le lemme on ae =1 (mod 2), et d’apres le lemme 7} § =
A’ (mod 2). Puis d’apres le lemmen, ¢y = cf =1 (mod 2). On en déduit § = A’ (mod 2).
D’ou la congruence annoncée avec la relation (3.9)). De plus, B; est un carré dans K, si
et seulement si I'unité 1 + tA’n? de N Iest. Supposons que tel soit le cas. Alors, comme
A’"=1oul+ 7 (mod 2), on a, d’aprés le lemme t=1,puis A’ =1+ 7 (mod 2).
Réciproquement, si t = 1 et A’ =1+ 7 (mod 2), alors 1 + tA'n? = (1 + m)? (mod 4) et
B = Bj est un carré dans K,,,.. D’ou le lemme.

Supposons A’ = 147 (mod 2). Alors, d’une part, d’apres le lemme précédent, B = By
est un carré dans K, donc |®| = 2 ou 4, d’aprés [2, th. 3(i)]. D’autre part, B; pour
t # 1 n’est pas un carré dans K,,, donc |®] = 4 ou 8 (loc. cit.). On en déduit que
nécessairement || = 4.

Supposons A’ £ 1+ 7 (mod 2). Alors, d’apres le lemme précédent, pour tout ¢ € ug,
B; n’est pas un carré dans K,,.. Donc d’apres la proposition ona|®| =8 (onacs#0
car v(j) # 12).

3.7. 5 Demonstratlon de l’assertlon |§|. Supposons v(j) = 18. La courbe E d%é équa-
tion a un invariant modulaire j de valuation v( j) = 6. D’apres la proposition |1}, si
t € s, Bt est un carré dans K, si seulement si Btz lest. Or, d’apres le lemme [25] on a
Bp € (Kp)? < t=1et A'=1+7 (mod 2).
D’apres le lemme on en déduit ’équivalence
Bi € (Kp)? <= t=1etc;=1+7 (mod 2).
L’assertion [J] résulte alors, comme au paragraphe précédent, de I’équivalence ci-dessus et
de [2 th. 3(1)].
3.7.6. Démonstration de ’assertion |§|. Supposons v(j) = 8.

LEMME 26. On a B
= =1+¢ej'my + 7§ (mod 4).
De plus, B est un carré dans M si et seulement si j' =1+ w2 (mod 73).

Démonstration. 1élément ¢}/ est une unité de K, donc d’apres le lemme |7}, on a

4\ )
(5> =1 (mod 4), dou j = 55 = z (mod 4)

D’apres les lemmes [I0] et [7]
52]'271'3 =75 (mod 4).

D’ou la congruence annoncée d’apres (3.9)).
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Supposons K € 7. Alors, d’apres le lemme e =1 (mod 4). Donc

1+ 74+ 78 (mod 4) sij’ =1 (mod 73),
B _ ) 1+m+mg+ g (mod 4) sij/=1+n (mod m3),
) 1+ +75+ 7m0 (mod 4) sij/=1+n% (mod m3),

1+7g+ 7l + 75 +7l° (mod 4) sij' =1+ 7+ 72 (mod 73).
On vérifie alors avec les lemmes et que B est un carré dans M si et seulement si
7 =1+m? (mod 73).
Supposons K € Qs. Alors, d’apres le lemme e=—-1=1+7? (mod 4). Donc

1+ 75+ 75 + g (mod 4) si 7/ =1 (mod 7?),
B _ ) 1+ni+nf+n§+m° (mod 4) sij’ =1+ (mod 7?),
)] 1+n3+n5 (mod 4) sij=1+7% (mod 73),

1+ 7 + 7§ + 7§ (mod 4) sij/=1+m+n% (mod 7).

On vérifie alors avec les lemmes [12] et [I3] que B est un carré dans M si et seulement si
j' =1+ 7% (mod 73). D’ott le lemme.

Lorsque la condition (C2)) n’est pas satisfaite, ’assertion |§| résulte du lemme ci-dessus
et de [2, th. 3(ii)]. Lorsque la condition (C2)) est satisfaite, I'assertion [6] résulte du lemme
ci-dessus, de [2, th. 3(ii)] et de la proposition [7}

3.7.7. Demonstratlon de l’assertlon I. Supposons v(j) = 16. La courbe E 4’6 équa-
tion a un invariant modulaire ] de valuation v( j) = 8. D’apres la proposition
B est un carré dans M si seulement si B lest. Or, d’apres l'assertion @ du théoreme
Cest le cas si et seulement si j/ = 1 + 72 (mod 7). D’apres le lemme , cela équivaut a
j'=1+72 (mod ) car ' = 1/5' (mod 73).

Lorsque la condition n’est pas satisfaite, I’assertion [§| résulte de ’équivalence ci-
dessus et de [2| th. 3(ii)]. Lorsque est satisfaite, 1’assertionrésulte de I’équivalence
ci-dessus, de [2, th. 3(ii)] et de la proposition [9}

3.7.8. Démonstration de D’assertion [Tal On a v(j) = 12 et 2v(cs) — 3v(ca) = 1.

LEMME 27. Pourt dans us,

B

0=1+7 (mod 2) et —; =14+t +t>+tr (mod 2).

C4

Démonstration. D’aprés la relation (3.13), on a 6% = 1 + 7 (mod 2). Puis, d’apres le
lemme m on a #? =1 (mod 2), dott § = #% = 1 + 7 (mod 2). La seconde congruence

résulte alors de la premiere et de la relation (3.12)). D’ou le lemme.

Supposons t = 1. Alors, B/ci = 1+7 (mod 2). Donc, d’aprés le lemme B n’est pas
un carré dans K,

Supposons t # 1. Alors, v(B;) = 1 est impair. Donc, B; n’est pas un carré dans K.

Autrement dit, pour tout ¢ dans uz, By n’est pas un carré dans K,,.. D’apres la
proposition [2|, on a |®| = 8.

Cela démontre Passertion [7al du théoréme
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3.7.9. Démonstration de ’assertion On a v(j) = 12 et 2v(cg) — 3v(cs) = 2. En
particulier, v(cq) est pair.

LEMME 28. On a
6 =1+7%c, (mod 4) et B/c:=3+n%c, (mod 4).

Démonstration. D’apres la relation (3.13), on a 6° = 1 (mod 2). Donc, d’aprés le lemmel[7]
0 = 0% =1+ 72, (mod 4). La seconde congruence résulte alors de la premiere et de
Pégalité (3.12) apphquée at=1. Dou le lemme.

LEMME 29. Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

1. KeQy ety =1+7 (mod 2).

2. KeQyetcdy =1 (mod 2).

Alors, Kp,.(BY?) = K, puis

BY2/c; =1 (mod 20k, ) et C/W“(C“) = ¢, + 7% (mod 40k, ).
Démonstration. Sous ces hypotheses, d’apres (3.1]) et ( - ) et le lemme
B/c2 =1 (mod 4).

D’apres le lemme [9] il vient BY/2/cq =1 (mod 20k, ). En particulier,
BY2/cy +1 =0 (mod 20k, ).

Donc, d’apres , on a
C/n¥) = ¢,0 (mod 40k, ).

Puis, d’apres le lemme ch0 = ¢ + 7% (mod 4). D’ott le résultat annoncé.

On reprend les notations du §3.4] En particulier, v est une uniformisante de 1’exten-

sion K(y/1+ 73).
LEMME 30. Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
1. KeQ etcy=1 (mod 2).
2. KeQy ety =1+7 (mod 2).
Alors, K, (BY?) = K, (\/1 + 73) est une extension quadratique de K, puis

BY?/cy =14 +° (mod QOK,”-( /71+7r3))’

C/rvled) Ecﬁl+v4+v6+'y7 (mod 40, (\/1+7))'
Démonstration. Sous ces hypotheses, d’apres (3.1)) et (3.2)) et le lemme 28]

B/ci =1+ 7 (mod 4).
D’apres le lemme [15] on a donc
Kpr(BY?) = K (V14 73) et BY2/e, =1+ 4% (mod ZOKM(\/H?))’
d’ou la premiere congruence. Puis, d’apres (3.8)),
C/rve) = ¢ (29% +6) (mod 40k, ).
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Or, 2 est associé a y*, donc 2¢}v® = 77 (mod 4). Et, d’apres le lemme E w2 =%+
7% (mod 4). Donc, d’apres le lemme 28, ¢ +~* ++5 (mod 4). D’ott le lemme.

On procede comme suit pour finir la démonstration de 1’assertion

1. Supposons K € €);. Si la condition est satisfaite, on est dans un cas d’application
du lemme En particulier, B est un carré dans K,,,.. De plus, comme v(c4) est pair,
C est un carré dans K, si et seulement si l'unité ¢ + 72 de O lest. Or, d’apres le
lemme [8] ce n’est jamais le cas car ¢} + 72 = 1+ 7 (mod 2) (condition ) On en
déduit que |®| =4 dans ce cas ([2] th. 3(1)]).
Si la condition n’est pas satisfaite, on est dans un cas d’application du lemme
En particulier, B n’est pas un carré dans K. De plus, comme v(c4) est pair, C' est
un carré dans K,,,.(B/?) si et seulement si I'unité ¢} +~v* 4+ 7% + 77 des entiers de

K(y/14 m3) lest. Or, d’apres le lemme on a

1+~ ++54+47 (mod 4) sic, =1 (mod 4),
1+~7 (mod 4) sicy=1+m2 (mod 4),
1+~% (mod 4) sic)y=1+m3 (mod 4),
1+4% (mod 4) sic)=1+m2+7° (mod 4).

D’apres le lemme C n’est donc pas un carré dans Knr(Bl/Q) et |®| = 8 dans ce
cas ([2, th. 3(1)]).

2. Supposons K € 5. Si la condition est satisfaite, on est dans un cas d’application

du lemme En particulier, B n’est pas un carré dans K. De plus, comme v(c4)
est pair, C est un carré dans Knr(B1/2) si et seulement si I'unité ¢} +~v* +~5+~7 des
entiers de K (/1 + m3) lest. Or, ¢y + 74+ ++9" =¢, = 1+~% ++2 (mod 2). Donc,
d’apres le lemme C n'est pas un carré dans K,,,.(B'/?) et |®| = 8 dans ce cas (|2,
th. 3(1)]).
Si la condition n’est pas satisfaite, on est dans un cas d’application du lemme
En particulier, B est un carré dans K,,,. De plus, comme v(c4) est pair, C est un carré
dans K, si et seulement si I'unité ¢ + 72 de Ok lest. Autrement dit, d’apres le
lemme [8) C' est un carré dans K, si et seulement si ¢j =1+ 72 ou 1 + 7 (mod 4).
D’apres [2, th. 3(i)], on a donc

@] = {2 si la condition (C3|) est satisfaite,

G+ T =

4 sinon.
Cela acheve la démonstration de 'assertion [7h] du théoréme
3.7.10. Démonstration de I’assertion On a v(j) =12 et 2v(cg) — 3v(cq) = 3.
LEMME 31. Pour toutt dans us,
0=1+7 (mod4) et B;/c2=1+t+t>+tx (mod 4).

Démonstration. D’apres la relation , on a 62 =1 (mod 2), et d’apres le lemme
6?2 =1 (mod 2), d'ott # = 1 (mod 2). D’apres [2, th. 3(i)] et on a alors § = 63 =
1+ 73 (mod 4). La seconde congruence résulte alors de la premiere et de 1'égalité .
D’oti le lemme.
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On déduit du lemme [31] que pour ¢ # 1 dans p3, v(B;) = 1 est impair. En particulier,
By n’est pas un carré dans K,,..
On procede comme suit pour finir la démonstration de 1’assertion

1. Supposons K € Q;. Alors, d’apres le lemme 31fet (3.1]), on a
B/c2 =3+ =1+7? (mod 4).

Autrement dit, d’apres le lemme [8] B n’est pas un carré dans K,,.. Par suite, pour
tout ¢ dans u3, By n’est pas un carré dans K,,,.. D’aprés la proposition [2] cela implique
|®| = 8.
2. Supposons K € Q5. Alors, d’apres le lemmeet (13.2), on a
B/ci=3+m*=14+7>+ 7% (mod 4).

Autrement dit, d’apres le lemme 8] B est un carré dans K,,,.. D’apres [2] th. 3(i)], on
a donc |®| = 2 ou 4. Or, pour ¢t # 1 dans us, By n’est pas un carré dans K,,, donc
|®| =4 ou 8 (loc. cit.). Cela implique que nécessairement |®| = 4 dans ce cas.

Cela achéve la démonstration de 1’assertion [Td du théoreme 2

3.7.11. Démonstration de ’assertion On av(j) =12 et 2v(cg) — 3v(cq) > 4

LEMME 32. On a
=1 (mod4) et B/c:=3 (mod4).

Démonstration. D’apres (3.13), on a 6 = 1 (mod 2), et d’aprés le lemme [7, 62 =
1 (mod 2), d’ott § = 1 (mod 2). D’apres [2, th. 3(i)] et (3.13) on a alors § = 62 = 1 (mod 4).
La seconde congruence résulte alors de (3.12)).

LEMME 33. Supposons K € Q. Alors, Kn,.(BY?) = K, et
BY2/c,; =147 (mod 20k,.) et C/x°) =¢) +7° (mod 40k, ).

Démonstration. D’apres le lemme on a K,,.(BY?) = K,.(v/3). Or, 3 est un carré
dans K, car K est dans 2;. D’ou I’égalité annoncée. La premiére congruence résulte du
lemme (17| et de la congruence B/c3 = 3 (mod 4) du lemme D’apres Iégalité (3.8), le
lemme [32| et la premiere congruence ci-dessus, on a

C/xv) = ¢, (2m 4+ 1) (mod 40k, ).
D’ott le résultat car 2¢j7 = 7 (mod 4).

On reprend les notations du §3.5] En particulier, n désigne, lorsque K € o, une
uniformisante de K (v/3).

LEMME 34. Supposons K € Qo. Alors, K,,.(BY?) = K,.(\/3) et
BY?/cy =3 =1+7? (mod 20k, (v3))>
C/m) = ¢y(3+2v/3) (mod 40, /3))-
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Démonstration. L’égalité et la premiere congruence résultent des lemmes et La
seconde congruence résulte de la premiére, du lemme 32| et de (3.8).
On procede comme suit pour finir la démonstration de P'assertion [7d]

1. Supposons K € 4. Si v(eq) = v(C) est impair, alors C' n’est pas un carré dans
K,..(BY?) = K,,. Donc |®| = 4 d’apres [2) th. 3(i)]. Si v(cy) est pair, alors, d’apres le
lemme B est un carré dans K,,... De plus, C est un carré dans K, si et seulement
si Punité ¢ + 7% de O Dest. Or, d’apres le lemme [8] c’est le cas si et seulement si la
condition est satisfaite. D’ou le résultat d’apres [2], th. 3(i)].

2. Supposons K € Qs. Alors, d’apres le lemme B n’est pas un carré dans K,,. Si
v(cy) est impair, on a

¢ _ ¢4B(3+2v3) (mod 40, 5),

71—'0(04)—1772 nr

otl (3 est une unité des entiers de K (v/3) telle que 7 = n23. On en déduit que C est un
carré dans K,,.(BY?) = K,,(v/3) si et seulement si 'unité ¢;,3(3 + 2v/3) de K(v/3)
est un carré dans K,,.(v/3). Or, d’apres le lemme (19, on a 8 = 1 + 7 (mod 7?). D’ou
B3 +2v3) =1 +1n (mod 7n?). On en déduit avec le lemme [21| que C' n’est pas un
carré dans K,,,(v/3). D’ot1 |®| = 8 dans ce cas d’apres [2] th. 3(i)].

Supposons v(cy) pair. Alors, C' est un carré dans K,,,.(BY/?) = K,,.(v/3) si et seulement
si I'unité ¢} (3 + 2v/3) de K (v/3) l'est. Si ¢} est un carré dans K,,,.(v/3), alors C n’est
pas un carré dans K,,,.(v/3), car d’apres le lemme 3+ 2v/3 ne l'est pas. Si ¢} n’est
pas un carré dans K,,.(v/3), alors d’apres le lemme onac;, =1+n (mod 2).
D’apres le lemme on a alors

GB+2V3) =1+m=1+7" 471’ (mod 20, ().

Donc, d’apres le lemme ¢4 (3 +2v/3) n'est pas un carré dans K,,,.(v/3) et il en va
de méme pour C d’apres 'équivalence ci-dessus. D’olt |®| = 8 dans ce cas d’apres [2]
th. 3(1)].

Cela acheve la démonstration de ’assertion [Tdl du théoréme

3.8. Calculs des types de Néron. D’aprés [f], la courbe E admet un modele de
Weierstrass de la forme
y2oxd- Yy S (Wo)
48 864
Ce modele est entier si et seulement si v(cs) > 8 et v(cg) > 10. Dans toute cette section,

on note A,, le discriminant minimal de E.

3.8.1. Cas ou v(j) = 4. On suppose que le modele de Weierstrass de E vérifie v(j) = 4
et la condition (CIJ), i.e. A’ =1+ 7 (mod 2). D’apres la formule (3.10)), on a

A —c =N (3.14)
ot 'on a posé & = 3(2/7%)2.

LEMME 35. La courbe E n’est pas de type IV. Supposons qu’elle soit de type IV*. Alors,
v(Ay,) =8.



Semi-stabilité des courbes elliptiques 31

Démonstration. D’apres [2], th. 2(i)], si E est de type IV, on a v(A,,,) = 4. Cest en contra-
diction avec la condition v(j) = 4. Par ailleurs, si E est de type IV*, on a v(A,,) = 8.
D’ou le lemme.

LEMME 36. Supposons v(A) = 8 (mod 12). Alors, v(A,,) = 8 si et seulement si cf =
1 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(A) = 8 (mod 12). D’apres Uappendice [B| quitte & faire un
changement de variables, on peut supposer

(v(ca), v(es),v(A)) = (8,12, 20).

La courbe E correspond alors & un cas 7 de Tate ou & un cas non minimal. Le modele (W)
de E est entier et, avec les notations de [5], on a

2 /2

Cq c) g 3 Ch Cy 5 )
by=0, by=-2"2=_62 pg=-d4-0 = 9356 p (L) = 3284
2 : 48 g2’ 0 864 es’’® (48)

Examinons a présent a quelle condition le systeme suivant de congruences admet une
solution (r,s) dans Ok :

bg + 3r2by + 3r* = 0 (mod 47),
r =% (mod 2).

Comme v(bg) = 0, si (r,s) est une solution, on a nécessairement r € Uy, donc s est
également une unité et, d’apres la seconde congruence, r = 1 (mod 2) (et on peut choisir
2=7r%=1 (mod 47), et de méme £? = ¢? =1 (mod 4r). Donc

s=1).Onaalors r* =r
—9¢? —18¢; +3 =0 (mod 47).

Autrement dit, le systéme précédent admet une solution si et seulement si ¢ + 2¢; =
3 (mod 4m). Or, d’aprés la relation (3.14) et le lemme |7} on a ¢, = 1 (mod 2), puis
2 =1 (mod 47) et ¢} = ¢ (mod 47). Donc 3 = ¢ + 2¢) = 1 + 2¢ (mod 4r). Mais,
par ailleurs,

3 (mod 4m) si cg =1 (mod 2),

1+2c2 =
+ {3+7r4 (mod 47) sicg=1+7 (mod 2).

On en déduit qu'’il existe une solution (r,s) au systéme de congruences ci-dessus si et
seulement si ¢5 = 1 (mod 2). On conclut alors au lemme avec [3, prop. 4].

LEMME 37. Supposons cg =1 (mod 2). Alors,
d=0+aN1 )+ 1478 +7° (mod 7'?).

Démonstration. On a ¢ = +1 (mod 4), d’ott €2 = 1 (mod 7%), puis * = 1 (mod 78)

(lemme [10). En réduisant I'égalité modulo 2, on obtient ¢ = 1 (mod 2). Puis,
d’apres le lemme on a ¢y = ¢} (mod 47) et, comme cj = 1 (mod 2), ¢ =1 (mod 4r).
Comme d’apres (3.14), on a ¢ = ¢ (mod 4r), il vient ¢} = 1 (mod 4r). On en déduit
dZ =1 (mod 77), puis ¢} = ¢} (mod 77). D’out ¢ = ¢ (mod 77) avec la relation

réduite modulo 77. Posons donc ¢}, = ¢Z + 77a, avec a € Ok. On a

P =l +3n7cita (mod 7).
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Or, ¢jt =1 (mod 73) et 3 =1+ 72 (mod 72), donc ¢ = ¢ + n7a +7°a (mod 1), puis

=t =cd -2 +n"a+7a (mod 7).

Mais, comme ¢ = 1 (mod 7°) car ¢ =1 (mod 2), on a ¢ + 1 =2 (mod 7°) et
=+ -1)=2(cE —1)=2(c), —n"a—1) (mod 7'°).
Autrement dlt B —cE =2 —2—7"a+ 7% (mod 7% et f — ¢ = (34 +cZ — 2 +
ma (mod 7'°). Par ailleurs, d’aprés I'hypothese (C1)), on a ¢ — 0’62 =718+ 77 (mod 719).

On en déduit donc
dh=—cZ+2+7+1%a+1) (mod «'0).

Or, m(a+1) = 72(c) —cZ +77). Donc (1-7%)c) = —(1+72)c@ +2+ 7%+ 72 (mod 710).
D’ou )
1
c 1+7T2(1—0252)+1+7r8+7r9 (mod 7).
-7

Enfin, (1 +72)/(1 —7%) =1+ 7* (mod 7°) et donc le résultat car ¢Z —1 =0 (mod 7°).
Cela démontre le lemme.

Posons
1/3, 1/(3 , 1 /c

a2:7r2<506_1)’ ag = 7#*(52(06 —c)—4), as= % E—( —3c,—2)—4

PROPOSITION 3. Supposons (v(ca),v(cs),v(A)) = (4,6,8). Alors, I’équation
2 4

v+ Zay + Y= 3 + asx® + asx + ag (W)

T ™

définit un modéle de Weierstrass entier de E pour lequel

1 ¢ :
Q4E7T(06271)+5(m0d4)’ a67f2<686+1>+ﬂ—2+7r3 (mod 4),

2
ag +cag = 7 (mod 4), 7way <a2 + 2) =a4 —¢ (mod 4).
T

Démonstration. Le changement de variables
1 ¢ x 2
X=u +——6, Y=y+=+—=
€ TT

transforme le modele de E en le modele de la proposition.

Les éléments 2/m et 4/7% sont entiers. D’apres le lemme on acg =1 (mod 2).
Donc, d’apres le lemme [I0] le coefficient as est entier. Vérifions que a4 et ag le sont aussi
et qu’ils satisfont aux congruences annoncées. D’apres le lemme [37] on a

7r4a45§2( — (1471 - ) —1) — 4 (mod 7°)
%(2—1—71’)( 2 1) — 4 (mod 7).
™),

Or, cg =1 =0 (mo donc v(as) = 0 et ay est une unité de Ok. Puis, on a
mtay =2(cf —1) — (mod 7o) et

ay = (:2) %(cg? —1) - <7T22)2 (mod 4).
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On en déduit la congruence annoncée pour a4 car v(cgZ — 1) > 5 et 2/72 est une unité.
Examinons a présent le coefficient ag. On a, d’apres le lemme

/

C
mag = ;g(cg? —3¢,—2)—4
6
=]

. (2 =3(1+7H(1 =) = 5)+ 7%+ 77 —4 (mod 71%)

c/
= £((4 + 374 (g —1) —4) + 7® + 77 — 4 (mod 7'9).
Or, 4+ 37 = 0 (mod 7°) et ¢ — 1 = 0 (mod 7°), donc 78ag = —4cf/e® — 4 + 78 +
72 (mod 71%). Puis, comme €2 =1 (mod 7%), on a
/
7ag = 4(66 + 1) + 78 + 7% (mod 719).
£
D’ott w(ag) > 0 car ¢5/e +1 =0 (mod 2) et
2\’ 1 (¢
ag = —(2> 2(66 +1) + 72 + 7% (mod 4).
7T e g

D’otu la congruence annoncée pour ag par définition de e.
On en déduit

e (3
3ag = 772(566 +3> + 7%+ 73 (mod 4).
Or,3=-5=—1—4 (mod 7%), donc
_ &3 4 2 3
3067T2<€C%1) et AT (mod 4).

Or, 4 = 7 (mod 7%), donc, par définition du coefficient as, on a 3ag = eaz + 73 (mod 4).
C’est la congruence voulue.
Enfin, par définition du coefficient as,

2 1 /3 3 1/9
2 _ — 2
a9 (a2 + 71_2) = 771_2 <€C/6 — 1) (ECg =+ 1> = 77_‘_2 (gQ C% — 1> (mOd 4)

1
— (g —1) (mod 4) car 9/ =1 (mod 7°)
m

= a4 — ¢ (mod 4)
d’apres la premiére congruence. Cela achéve la démonstration de la proposition [3]
Posons
r= ) +7m et t=m.
Notons bs, by, bg et bg les invariants standard associés au modele de F.
LEMME 38. Supposons (v(cs),v(cg),v(A)) = (4,6,8). Alors,
bs + 3rbg + 3r2by + r3by + 3r* =0 (mod 7°).

De plus, la courbe E correspond a un cas > 7 de Tate si et seulement si (az + 1)(7% +
2a3) +2 =72 + w3 (mod 4).
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Démonstration. On considere le modele de E de la proposition [3] On a

s

2\ 23 4\?2
by = <> +4az, bi=— +2a4, bg= (3> + 4agh,
T T

2
2 23 24 9
bs = | =) as — —;a4 +4dazae + — a2 — aj.
0 ™ 0
On en déduit les congruences suivantes :

by = —en® 4 4ay (mod 47), by =2(ay — ) =0 (mod 47),

be = 72 + 4ay (mod 4r), by = 7 (ag — eag) + 1+ 4az = 1 (mod 4r)

car as — £ag = 2az (mod 7).
L’entier r de O est une unité de Ok et on a

bs + 3rbg + 3r2by + r3by + 3r* = 1+ 3rn? + dag — er’a® + 4das + 3 (mod 4)

=4+ 7%(3 — er?) (mod 4r)
=4+ 72((2/7*)? —r?) (mod 4r).

Or, r? = (2/7%)? + 72 (mod 7). Donc 4+ 72((2/7%)2 —r?) = 0 (mod 47). Autrement dit,
r = 2/7% + 7 vérifie la condition (a) de [3| prop. 3]. On a alors, d’aprés les congruences

de la proposition
) 5 2 2 2 2 3
ag +rag+riax+ri=a+ | s +tTjast | 5 +7T) a2+ | 5 +7
™ m s
— .3 2 2 2
=7 —¢caz + erﬁ e+ 7mas a2+§
9 2 9 3

+ ;—&—w as + ﬁ—f—w (mod 4)
3 2 2 4 9
=7 —eaxt+e| + e + 2a0 a2+ﬁ 75a2+;a2+7r as

™

2
—s<2) + e+ 2+ 7 (mod 4)
7T

=7m%(ag + 1) + 2a2(az + 1) + 2 = (az + 1) (7 + 2a3) + 2 (mod 4).

Par ailleurs, v((az + 1)(72 + 2az)) > 3, donc en particulier,

ag + rag +rlas + 13 =2 =72 (mod 7r3).

NEAN 2
) 7 +2 o (mod 4)

=n+ 72+ 72 +7° (mod 4)
=%+ 73 (mod 4).

On a alors, avec t = T,

4 ) 2
t(= )+t +rt( =
e ™

(3.15)

(3.16)

Donc, en particulier, t(4/m3) +t2+rt(2/7) = 72 (mod 73). On déduit alors de [3] prop. 3]
appliqué a r et t et des congruences (3.15]) et (3.16]) que 'on est dans un cas > 7 de Tate

si et seulement si (az + 1)(72 + 2a2) + 2 = 72 + 72 (mod 4). D’out le lemme.
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LEMME 39. Supposons cgy =1 (mod 2). Alors, v((ag + 1)(72 + 2az)) > 3. De plus, on a
(az +1)(73 + 2az) = 72 (mod 4) si et seulement si az =0 ou 1 + 7 (mod 2).

Démonstration. D’aprés 'hypothese faite, as est entier. On a v((az + 1)(73 + 2a2)) > 3.
De plus, (az +1)(7% +2az) = 7% (mod 4) si et seulement si v((ag +1)(7 +2a2)) = 3. Or,
v((az + 1)(73 + 2a2)) = 3 si et seulement si v(az) > 2 ou v(az + 1) = 1. D’olt le résultat.

PROPOSITION 4. Supposons K € Q1. On a |®| = 3 si et seulement si les conditions
sutvantes sont satisfaites

1. v(A) =8 (mod 12).
2. ¢g=1+72 (mod 4) ou cg =1+ 7 (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’apres [2] th. 2(i)], E est de type IV ou IV*. Donc,
d’apres le lemme E est de type IV* (cas 8 de Tate) et v(A,,) = 8. Quitte & faire un
changement de variables, on peut de plus supposer (v(cs),v(cg),v(A)) = (4,6,8). Puis,
d’apres le lemme on a cg =1 (mod 2). Comme on est dans un cas > 7 de Tate, on a,
d’apres le lemme (az +1)(7 +2a) +2 = 72 + 72 (mod 4). Donc, comme K est dans
Qy, il vient (ag + 1)(7® + 2a2) = 0 (mod 4). Autrement dit, d’aprés le lemme on a
as =1 ou 7 (mod 2). Or, par définition du coefficient as, lorsque K est dans 1, on a,
d’apres le lemme

n?ay = —cy — 1 (mod 4), don ¢ =nlay —1=mag+ 1+ 7 +7° (mod 4).

On en déduit ¢ =1+ 72 ou 1+ 73 (mod 4).

Réciproquement, supposons les deux conditions de 1’énoncé satisfaites. Alors, ¢ =
1 (mod 2) et, d’apres le lemme on a v(A,;,) = 8. Quitte & faire un changement
de variables, on peut supposer (v(cq),v(cg),v(A)) = (4,6,8). D’apres 'appendice (Bl E
correspond alors & un cas 6, 7 ou 8 (type IV*) de Tate. Par ailleurs, comme K est dans
Q1,0naay = (3cg—1)/7? (mod 2), d’ott az = 1 ou m (mod 2). Donc, d’apres le lemme
(az + 1)(7® + 2a3) = 0 (mod 4), puis, comme K est dans 1, (as + 1)(72 + 2a) +2 =
72 + 3 (mod 4). Autrement dit, d’apres le lemme on est dans un cas > 7 de Tate.
Vérifions que 'on est dans un cas 8. Toujours d’apres le lemme comme la condition (a)
de [3 prop. 4] est vérifiée, on doit s’assurer qu’il existe un entier s de Ok tel que

as + 7 = 5% + s7 (mod 2).
Or, c’est bien le cas car ag = 1 ou m (mod 2) et r = 1 (mod 2). En effet, ou bien
az +1 =0 (mod 2) et on choisit s = 0, ou bien az +1 = 1 + 7 (mod 2) et on choisit

s = 1. La condition (b) de [3 prop. 4] est donc vérifiée et on est bien dans un cas 8 de
Tate. On conclut alors que |®| = 3 avec [2] th. 2(i)]. Cela démontre la proposition.

PROPOSITION 5. Supposons K € Q. On a |®| = 3 si et seulement si les conditions
sutvantes sont satisfaites :

1. v(A) =8 (mod 12).
2. ¢g=1 (mod 4) oucty =1+ 7%+ (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’apres [2] th. 2(i)], E est de type IV ou IV*. Donc,
d’apres le lemme E est de type IV* (cas 8 de Tate) et v(4A,,) = 8. Quitte & faire un
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changement de variables, on peut supposer (v(cq),v(cg),v(A)) = (4,6,8). Puis, d’apres
le lemme on a cg =1 (mod 2). Comme on est dans un cas > 7 de Tate, on a, d’apres
le lemme (ag + 1)(72 + 2a2) + 2 = 72 + 7% (mod 4). Donc, comme K est dans €y, il
vient (az + 1)(72 + 2a2) = 7% (mod 4). Autrement dit, d’apres le lemme onaay=0
ou 147 (mod 2). Or, par définition du coefficient as, lorsque K est dans Qs, on a, d’apres
le lemme [10]

m2ay = ¢y — 1 (mod 4), d’out ¢ = n2as + 1 (mod 4).

On en déduit ¢ =1 ou 1+ 72 + 73 (mod 4).

Réciproquement, supposons les deux conditions de 1'énoncé satisfaites. Alors, cg =
1 (mod 2) et, d’apres le lemme on a v(Ay,,) = 8 Quitte & faire un changement
de variables, on peut supposer (v(cq),v(cs),v(A)) = (4,6,8). D’apres 'appendice (Bl E
correspond & un cas 6, 7 ou 8 (type IV*) de Tate. Par ailleurs, comme K est dans 3, on
aay = (cg—1)/m? (mod 2), d’'ott az = 0 ou 1 + 7 (mod 2). Donc, d’apres le lemme
(az + 1)(7® + 2a3) = 7 (mod 4), puis, comme K est dans s, (az + 1)(7% + 2a2) +2 =
72 + 72 (mod 4). Autrement dit, d’apres le lemme on est dans un cas > 7 de Tate.
Vérifions que 'on est dans un cas 8. Toujours d’apres le lemme comme la condition (a)
de [3 prop. 4] est vérifiée, on doit s’assurer qu’il existe un entier s de Ok tel que

as + 7 = 5% + s7 (mod 2).

Or, c’est bien le cas car az =0 ou 1 + 7 (mod 2) et r =1+ 7 (mod 2). En effet, ou bien
az+1+7 =147 (mod 2) et on choisit s = 1, ou bien az + 1+ 7 = 0 (mod 2) et on
choisit s = 0. La condition (b) de [3, prop. 4] est donc vérifiée et on est bien dans un cas 8
de Tate. On conclut alors que |®| = 3 avec [2, th. 2(i)]. Cela démontre la proposition.

3.8.2. Cas ou v(j) = 8. On suppose que le modele de Weierstrass de F vérifie v(j) = 8
et la condition (C2), i.e. 5/ =1 + 72 (mod 27). D’apres la formule (3.10)), on a

g — g =e3rtA. (3.17)

LEMME 40. La courbe E n’est pas de type IV*. Supposons qu’elle soit de type IV. Alors,
v(Ay) =4.

Démonstration. D’apres [2, th. 2(i)], si E est de type IV*, on a v(A,,) = 8. Clest en
contradiction avec la condition v(j) = 8. Par ailleurs, si E est de type IV, on av(A,,) = 4.
D’ou le lemme.

LEMME 41. Supposons v(A) = 4 (mod 12). Alors, v(A,,) = 4 si et seulement si cj =
1 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(A) = 4 (mod 12). D’apreés 'appendice quitte a faire
un changement de variables, on peut supposer (v(c4),v(cs),v(A)) = (8,12,16). Le mo-
dele @ de F est alors entier et la courbe E correspond a un cas 7 de Tate ou a un cas
non minimal. Exactement comme dans la démonstration du lemme on montre qu’il
n’est pas minimal si et seulement si ¢z =1 (mod 2). D’ou le lemme.

LEMME 42. Supposons cy = 1 (mod 2). Alors, ¢ = ¢ + en* (mod 77).
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Démonstration. On a ¢ = £1 (mod 4), d’ott €2 = 1 (mod 7%), puis ¢* = 1 (mod 78)
(lemme [10)). En réduisant 1'égalité (3.17) modulo 2, on obtient ¢ = 1 (mod 2). Puis,
d’apres le lemme [7, on a ¢} = ¢ (mod 47) et ¢ = 1 (mod 47) car ¢5f = 1 (mod 2).
Comme d’apres (3.17), on a ¢} = 2 + «* (mod 47), il vient

¢y =1+r* (mod 4r). (3.18)

On en déduit ¢ =1+ 27 =1 + 7% (mod 473), puis

= cy + 7% (mod 473). (3.19)
Par ailleurs, d’apres la relation , on a, en particulier, ¢ = 1 (mod 2), donc 1’hy-
potheése j/ = 1+ 7% (mod 27) implique

A’ =1+ 7% (mod 27). (3.20)
Autrement dit, d’apres ’égalité et la congruence 7

¢y =c? +er* (mod 77),
car €2 = 1 (mod 7°%), donc, en particulier, €2 = 1 (mod 27). D’ott le résultat.

Posons

1 ¢k, 6 1.2
ag = — —(e%cg — 3cye” — 2).

4 12 /) —
’ 76 g3

1., 13
a2:§(3506—1)7 a4:F€—2(5 g — ¢y
PROPOSITION 6. Supposons (v(ca),v(cs),v(A)) = (4,6,4). Alors, l’équation
2
y? + —ry = 22+ as® + ayx + ag (W)

définit un modeéle de Weierstrass entier de E pour lequel ay = 1 (mod 2) et ag =
1 (mod 7).

Démonstration. Le changement de variables
ecy x
X=x+ —26, Y=y+—
7r T

transforme le modele (W) de E en le modele de la proposition.

Le coefficient 2/7 est entier. D’apreés le lemme on a ¢g = 1 (mod 2). De plus,
d’apres le lemme le coefficient as est entier. Vérifions que les coefficients a4 et ag sont
entiers et satisfont aux congruences annoncées.

On a

3 3 4
nlay = 8—2( e —d)) = 5—2(0'62 —d)) = 38—2 =7 (mod 7%),
car e* = 1 (mod 7%) et, d’apres le lemme ¢y = g+t (mod 7). D’ottay = 1 (mod 2).
Examinons a présent le coefficient ag. D’apres le lemme

3

E—/ﬂﬁag =e2c? — 3cje? — 2¢% (mod 473)

6

e2(cf =3¢}, —2) = ?(—2¢) — 2 — er®) (mod 473),
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car ¢* = 1 (mod 7). Or, —en* = —12 et, d’apres le lemme [42] et la congruence cf =
1 (mod 2), on a ¢y +1 =2+ 7* (mod 4r). Donc

el [

—n%ag = —27* = 7° (mod 47°).

€6
Comme €3 /cj est une unité de O, il en résulte ag = 1 (mod 7) et la proposition.

LEMME 43. Supposons (v(cs),v(ce),v(A)) = (4,6,4). Alors, E ne correspond pas & un
cas 4 de Tate.

Démonstration. D’apres l’appendice la courbe FE correspond & un cas 3 (IT), 4 (IIT) ou
5 (IV) de Tate. Soit le modele de E de la proposition @ Supposons qu’il corresponde
a un cas > 4. D’apres la congruence aqy = 1 (mod 2), r = 1 satisfait & la premiére relation
de divisibilité de [3} prop. 2]. Par ailleurs, avec les notations de [5],

by = 72 (mod 27), by =7 (mod 27), bg =0 (mod 27), bg = w2ag — 1 (mod 27).

Donc, bg+3bg +3bs +b2+3 = w2a+2 = m2(ag+1) (mod 27). D’out le résultat d’apres [3]
prop. 2] et la congruence ag = 1 (mod 7).

LEMME 44. Supposons (v(cs),v(cg),v(A)) = (4,6,4). Alors, as et ag sont entiers et

1
az = — (ecg + 1) (mod 2), g =maz —e (mod 4),
T

ag = — (¢ — 3¢, —2) (mod 2), ¢y =—cZ+6+7%6 (mod 7°).

1
76
Démonstration. Les éléments as et ag sont entiers d’apres la proposition [6} On a 3e =
—¢ (mod 4), d’oui les deux premieres congruences. De plus, ¢ = 1 (mod 78) et 2 =
2¢2 (mod 7®). Donc

1 /
ag = ﬁ%ﬁ (g —3cy —2) (mod 2).

D’ou la troisiéme congruence car cz/e =1 (mod 2). On en déduit

1
¢y = 7m%ag + = (cf —2) (mod 7°).

3
Or, 1/3 = —1 (mod 27) et ¢ —1 =0 (mod 47) car c5; = 1 (mod 2). Donc, (¢Z —1)/3 =
1 — ¢ (mod 7¥). Comme par ailleurs —1/3 = 5 (mod 7%), on en déduit la derniere
congruence et le lemme.

PROPOSITION 7. On a |®| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. v(A) =4 (mod 12).
2. Il existe (a,b) € Ly tel que ¢, = a (mod 78) et ¢y = b (mod 7).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’apres [2] th. 2(i)], E est de type IV ou IV*. Donc,
d’apres le lemme[d0], E est de type IV (cas 5 de Tate) et v(A,,,) = 4. La premiére condition
est donc satisfaite et d’apres le lemme on a c¢; = 1 (mod 2). De plus, quitte & faire
un changement de variables, on peut supposer (v(cq),v(cg),v(A)) = (4,6,4). D’apres la
proposition [6 le modele (W]) de E est entier. Exprimons & présent le fait que I'on n’est
pas dans un cas 3 de Tate. On a a4 = 1 (mod 2), donc r = 1 satisfait & la premiere
relation de divisibilité de [3], prop. 1].
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Supposons as = 1 (mod 7). Alors, t = 0 satisfait & la seconde relation. Puis,
as + ag = ag + a4 +as +1 =0 (mod 2),

car on est dans un cas > 4 de Tate ([3, prop. 1]).
Supposons as = 0 (mod 7). Alors, t = 1 satisfait & la seconde relation. Puis,

2
ag+as+as——=as+ag+1+7=0 (mod 2),
™

car on est dans un cas > 4 de Tate ([3], prop. 1]). D’olt ag+ag = 1+ (mod 2). Autrement
dit, az +ag =0 ou 1 + 7 (mod 2). De plus, d’apres le lemme

¢y =m2ag —e (mod 4) et ¢y =—cZ+6+7%a6 (mod 7). (3.21)
Par ailleurs, d’apres la proposition |§| et les congruences as + ag =0 ou 1 + 7 (mod 2),
(a2 (mod 2), ag (mod 2)) € {(0,1+ n),(1,1), (7, 1),(1+m,1+m)}.

On déduit alors des congruences de la formule les quatre couples (¢} +cg (mod 7®),
¢ (mod 4)) possibles. A chaque classe ¢ (mod 4) correspond quatre valeurs possibles
pour ¢ (mod 7°). En remplacant ¢Z (mod 78) par sa valeur dans la seconde congruence
de , on obtient ainsi les seize couples (¢ (mod 7%), cf (mod 7°)) de I'ensemble L.

Réciproquement, supposons les conditions de 'énoncé satisfaites. Alors, cg=1 (mod 2)
et, d’apres le lemme v(A,,) = 4. Quitte & faire un changement de variables, on peut
supposer (v(cyq),v(cs),v(A)) = (4,6,4). Alors, d’apres appendice [B] F correspond & un
cas 3, 4 ou 5 de Tate. Montrons que E ne correspond pas a un cas 3. Comme a4 est une
unité, r = 1 satisfait & la premiére relation de divisibilité de [3, prop. 1]. De plus, d’apres
le lemme [44]

ag = %(60{5 +1) (mod 2) et ag= iﬁ(cg2 -3¢}, —2) (mod 2).
™ ™
On vérifie alors que pour chacun des seize couples de ’ensemble L1, on a as + ag = 0 ou
1+ 7 (mod 2).

Supposons az+ag = 0 (mod 2). Alors, ¢ = 0 satisfait & la seconde relation de divisibilité
de [3, prop. 1] et ag + a4 + a2 + 1 =0 (mod 2), donc on est dans un cas > 4 de Tate. De
méme, si az +ag = 1+ 7 (mod 2), alors, ¢t = 1 convient et ag+ a4+ a2 —2/m =0 (mod 2)
et on est encore dans un cas > 4. Par ailleurs, d’apres le lemme on n’est pas dans un
cas 4. On est donc dans un cas 5 (type IV) et |®| = 3, d’apres [2, th. 2(i)].

3.8.3. Cas oi1 v(j) = 16. On suppose que le modele de Weierstrass de F vérifie v(j) = 16
et la condition (C2)), i.e. 5/ =1+ 72 (mod 27).

LEMME 45. La courbe E n’est pas de type IV. Supposons qu’elle soit de type IV*. Alors,
v(Ay,) =8.

Démonstration. D’apres [2| th. 2(i)], si F est de type IV, on a v(A,,) = 4. Cela contredit
la condition v(j) = 16. Par ailleurs, si E est de type IV*, alors v(A,,) = 8. D’oli le lemme.

/ /

c 2\c

ay=—3—= et ag=— — —g
)€

Posons
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PROPOSITION 8. Supposons (v(cq),v(cs),v(A)) = (8,10,8). Alors, I’équation
y? =2+ asz + ag (W)

définit un modéle de Weierstrass entier de E. De plus, les coefficients a4 et ag sont deux
unités de Ok satisfaisant aur congruences suivantes :

2
as = ¢ (mod 4), ag = <7T2)c{3 (mod 4),
ag =1 (mod 2), ay = aZ 4+ 72 (mod 27).
Démonstration. Sous 'hypothese (v(cs),v(cs),v(A)) = (8,10, 8), le modeéle proposé n’est
rien d’autre que le modele (Wq|) de E. En effet, on a
C4 c) Co 2\ ¢
48 2 e 864 (71'2) A
Les coefficients a4 et ag sont deux unités de O . De plus,
3 2\ ¢ 72
ay = —E—gcﬁl =c) (mod 4) et ag= —<7T2> E—g = (2>cg (mod 4)

car 2 =1 (mod 4). On a enfin

y 2\° a’ aj (mod 27)
== ) ————= = — (mod 27).
T T\R) @2+ 4(aa/3? a2
D’ott a3 = a2 + 7% (mod 27), d’apres la condition (C2)). Or, ag étant une unité de O,
on a az =1 (mod 2). D’'olt ag = 1 (mod 2) et a7 = 1 (mod 4). D’ott le résultat.
LEMME 46. Supposons que E soit de type IV*. Alors, cjy = 2/m? (mod 2).
Démonstration. D’apres le lemme[d5] on a v(A,,) = 8. Donc, quitte & faire un changement
de variables, on peut supposer (v(cq),v(cg),v(A)) = (8,10,8). On considere alors le mo-
dele de E dela proposition Onaay =1 (mod 2) et ag = (72/2)cf (mod 2). D’apres
[3) prop. 1] appliquée & r =t = 1, on a alors, comme E correspond & un cas 8 de Tate,
0=ae+as=1+(7%/2)c; (mod 2).
D’oti le résultat.

LEMME 47. Supposons (v(cy),v(ce),v(A)) = (8,10,8) et ¢ = 2/7? (mod 2). Alors, la
courbe E est de type IV* si et seulement si ay + ag =0 ou 72 + 72 (mod 4).

Démonstration. D’apreés I'appendice [B] la courbe E correspond & un cas 3, 4, 6, 7 ou 8
(type IV*) de Tate. Pour le modele de F de la proposition on a, avec les notations
de [,
6 2\ ¢ c?
bQZO, b4:2a4=—€—20£1, b6=4a6:—4<7r2>€g, bgz—aiz—Qi.
D’apres les hypotheses faites et la proposition |8 on a ag = (72/2)cg = 1 (mod 2) et
as = 1+ 72 (mod 27). Donc, d’apres [3, prop. 1] appliqué & r =t = 1, on est dans un
cas > 4 de Tate. De plus, comme € = £1 (mod 4), on a

bg + 3bg +3by + by +3=—-9—4—18(1 +7%) +3 =0 (mod 47).
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Donc d’apres [3, prop. 2] appliqué & r = 1, on est dans un cas > 5 de Tate. Vérifions
que l'on n’est jamais dans un cas 7. En effet, d’apres ce qui précede, r = 1 satisfait a la
condition (a) de [3 prop. 3] et s = 1 satisfait & la condition (b), donc on n’est pas dans
un cas 7. Autrement dit, on est dans un cas 8 si et seulement si on n’est pas dans un
cas 6, c’est-a-dire, d’apres [3, prop. 3(b)], si et seulement si il existe ¢t dans Ok tel que
ag+as+1 =12 (mod 4). Or, ag+ a4 + 1 étant une unité de Ok, on en déduit que t € Uy
et on conclut avec le lemme [

PROPOSITION 9. On a |®| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. v(A) =8 (mod 12).
2. Il existe (a,b) € Ly tel que ¢j = a (mod 4) et cg = b (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’apres [2, th. 2(i)], E est de type IV ou IV*. Donc,
d’apres le lemme E est de type IV* (cas 8 de Tate) et v(A,,) = 8. Quitte a faire
un changement de variables, on peut supposer (v(ca), v(cs),v(A)) = (8,10, 8). D’apres le
lemme on a de plus ¢§ = 2/7% (mod 2). Donc d’apres le lemme 47/ on a ay + ag = 0
ou 2 + 73 (mod 4). Or, d’apres la proposition

2
as +ag = cj + (Wz)cg (mod 4).

On en déduit que I'on a ou bien ¢j = —(72/2)cj (mod 4), ou bien ¢} = —(72/2)cf + 72 +

7% (mod 4). En distinguant chaque fois selon les quatre valeurs possibles pour c¢§ (mod 4),
on obtient les huit couples (¢} (mod 4), ¢g (mod 4)) possibles. On vérifie alors qu’il existe
(a,b) € Ly tel que a (resp. b) soit un representant de ¢ (resp. c¢g) modulo 4.

Réciproquement, si les deux conditions de I’énoncé sont satisfaites, alors d’apres 'ap-
pendice quitte & faire un changement de variables, on peut supposer (v(c4), v(cg), v(A))
= (8,10,8). On vérifie de plus que nécessairement cg = 2/72 (mod 2). D’apres la propo-
sition [8| et la seconde hypothese, il vient alors

2

T
a4+a650ﬁ1+(2

Donc d’apres le lemme [47] E est de type IV*. Dot [®| = 3 d’apres [2, th. 2(i)].

)cg =0ou % + 7 (mod 4).

3.8.4. Cas ou1 v( ) = 20. On suppose que le modele de Weierstrass de E vérifie v(j) = 20
et la condition (CT)), i.e. ¢y =1+ 7 (mod 2).

LEMME 48. La courbe E n’est pas de type IV*. Supposons qu’elle soit de type IV. Alors,
v(A,,) =4.

Démonstration. D’apres [2) th. 2(i)], si F est de type IV*, on a v(A,,) = 8, ce qui
contredit v(j) = 20. Par ailleurs, si E est de type IV, alors v(A,,) = 4. D’oli le lemme.
LEMME 49. Supposons v(A) = 4 (mod 12). Alors, v(A,,) = 4 si et seulement si cj =
72/2 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(A) = 4 (mod 12). Alors, d’apres 'appendice quitte a
faire un changement de variables, on peut supposer (v(cq),v(cg),v(A)) = (12,14, 16). Le
modele (Wo|) de E est alors entier. D’apres 'appendice [B] il correspond a un cas 10 de
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Tate ou & un cas non minimal. Examinons donc a quelle condition il est minimal. Avec

les notations de [5], on a, pour le modele (Wy) de E,
6 3 2Ch <C4 )2
bo = 4% = 937258 po_ (Z)7
5~ 77864 T 48
En particulier, v(bg) = 8, donc r = 0 satisfait a la condition de [3] prop. 6]. S’il existe un
entier x de K tel que
bg = 22 (mod 7'Y),

alors nécessairement v(x) = 4, car v(bg) = 8. Puis, il vient

o = (”;) (2“”;2)2 (mod 2).

Dot ¢ = 72/2 (mod 2) car x/27° € Uy.
Réciproquement, si ¢ = 72/2 (mod 2), alors # = 272 convient. Avec [3, prop. 6], cela
démontre le lemme.

) 11//2Y\, L(2Y
014:—?)?, a6:_7r253<(7r2>c6+8 ﬁ .

PROPOSITION 10. Supposons (v(cq),v(cs),v(A)) = (8,8,4). Alors, I’équation

Posons

4
v+ Sy =2t tartag (W)

définit un modéle de Weierstrass entier de E pour lequel ay = 1+ 7 (mod 2).

Démonstration. Le changement de variables
2
X=z, Y=y+—5
m

transforme le modele de E en le modele de la proposition.

Le coefficient 4/7% est entier. Vérifions que les coefficients a4 et ag sont également
entiers et que ay =14 7 (mod 2).

On a

/
ay = —32—; =-3(1+7) =1+ (mod 2),

car ¢y =1+ 7 (mod 2) d’apres la condition (C1')).
D’apres le lemme on a ¢ =72/2 (mod 2). D’out

1((2 2\?
2 _ 1.3 —
7Ta6—_€3((ﬂ_2)66+6 (71_2) ):0(1110(?12),
car € = 1 (mod 2) (lemme [10). D’ou la proposition.

LEMME 50. Supposons (v(cq),v(cs),v(A)) = (8,8,4). Alors, E ne correspond pas da un
cas 4 de Tate.

Démonstration. D’apres l’appendice la courbe FE correspond & un cas 3 (II), 4 (IIT) ou
5 (IV) de Tate. Soit le modele de E de la proposition [I0} Supposons qu’il corresponde
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a un cas > 4 de Tate. D’aprés la congruence ay = 1+ 7 (mod 2), » = 1 satisfait a la
premiére relation de divisibilité de [3, prop. 2]|. Par ailleurs, avec les notations de [5],

/ 4 2
by =0, by= —62—4 =% (mod 27), bg = (3) + 4ag = 7% (mod 27),
™

/2
bg = _97 =—-(1+m)?=—(1+7?) (mod 2n).
Donc, bg + 3bg +3by +ba +3 = —(1 +72) + 372 + 372+ 3 = 0 (mod 27). D’ott le résultat
d’apres [3| prop. 2].

LEMME 51. Supposons (v(cq),v(cg),v(A)) = (8,8,4). Alors, ag est entier et
1 2 w2
a6 = —5 <1 - <7T2)cg) (mod 2) et cg= -5+ 2a6 (mod 4).

Démonstration. Sous I'hypothése faite, ¢ = 72/2 (mod 2) et I'élément ag est entier.

Comme ¢ = +1 (mod 4), on a de plus,
2
<2) (1 +3( >06> (mod 4).
6) =

um (2 (3
mlag =1 — (W> .. (mod 4)

Or, (2/72)2 =1 (mod 2) et v(1 + 3(2/7?)c
et la premiere congruence. On en déduit alors la seconde car 74 = 4 (mod 7%).

PROPOSITION 11. On a |®| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont satis-

faites :

1. v(A) =4 (mod 12).

2. ¢y =72/2+2 (mod 4) ou cg = m2/2+ 73 (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’apres [2] th. 2(i)], E est de type IV ou IV*. Donc,

d’apres le lemme 48] E est de type IV (cas 5 de Tate) et v(A,,) = 4. Donc, quitte a faire

un changement de variables, on peut supposer (v(cs),v(cs),v(A)) = (8,8,4). De plus,

d’apres le lemme on a cg = m2/2 (mod 2). Les coefficients a4 et ag sont alors entiers

d’aprés la proposition [I0}] Exprimons le fait que 'on n’est pas dans le cas 3 de Tate. On a

aqg =1 (mod 7), donc r = 1 satisfait & la premiére relation de divisibilité de [3, prop. 1].
Supposons ag = 1 (mod 7). Alors, t = 1 vérifie t> — ag = 0 (mod 7). Puis,

as +ag — 7 =0 (mod 2),
car on est dans un cas > 4 de Tate ([3| prop. 1]). Donc ag = 1 (mod 2) car ay =
1+ 7 (mod 2) d’apres la proposition
Supposons ag = 0 (mod ). Alors, t = 0 vérifie t> — ag = 0 (mod 7). Puis,
aq +ag+1=0 (mod 2),

car on est dans un cas > 4 de Tate ([3, prop. 1]). D’ott ag = 7 (mod 2) car a4y = 1 +
7 (mod 2) d’apres la proposition La troisieme condition est donc satisfaite. Autrement
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dit, ag =1 ou 7 (mod 2). Or, d’apres le lemme
2
cp = 5+ 2a6 (mod 4).
D’on la seconde condition.

Réciproquement, supposons les deux conditions de 1’énoncé satisfaites. Alors,
¢k = 72/2 (mod 2). D’apres le lemme on a donc v(A,,) = 4 et on peut supposer
(v(cq),v(ce),v(A)) = (8,8,4). D’apres 'appendice [B] E correspond & un cas 3, 4 ou 5
de Tate. Montrons que E ne correspond pas & un cas 3. On considere le modele de FE
de la proposition Comme a4 est une unité, » = 1 satisfait a la premiere relation de
divisibilité de [3], prop. 1].

Par ailleurs, d’apres le lemme on a

e 5 (1 (2)4) ot

D’olt ag = 1 ou 7 (mod 2).

Supposons ag = 1 (mod 2). Alors, ¢t = 1 satisfait & la seconde relation de divisibilité
de [3 prop. 1] et ag+ag —7 = 0 (mod 2), donc on est dans un cas > 4 de Tate. De méme,
si ag = 7 (mod 2), alors, t = 0 convient et ag +ag +1 =0 (mod 2) et on est encore dans
un cas > 4. Par ailleurs, d’apres le lemme on n’est pas dans un cas 4. On est donc
dans un cas 5 (type IV) et |®| = 3, d’apres [2, th. 2(i)].

3.8.5. Cas ou v(j) > 24. On suppose que le modele de Weierstrass de E vérifie v(j) > 24
et que 3 ne divise pas v(A).

LEMME 52. On suppose (v(cq),v(ce),v(A)) = (>11,10,8). Alors, E est de type IV* si et
seulement si cy = 72 /2 (mod 4) ou cg = 72/2+2 + 7 (mod 4).

Démonstration. On consideére le modele (Wo|) de E. Sous ’hypothese faite, ce modele est
entier et il correspond & un cas 3, 6 ou 8 (type IV*) de Tate (d’apres ’appendice . De
plus, on a

c 3 C
4 — (04)*80’ et 6

v [ 2\
48 2 4 864 \m2)ed (3.22)

Les deux premiéres relations de congruence de [3| prop. 1] sont satisfaites par r = 0 et

—% —-1= (ﬂi)c’ﬁ —1 (mod 2).
Autrement dit, on est dans un cas > 4 si et seulement si ¢ = 72/2 (mod 2). Avec les
notations de [5], on a bg = —(c4/48)?, donc v(bg) > 6 et r = 0 satisfait la condition (a)
de [3, prop. 3]. On conclut alors que E est de type IV* si et seulement si il existe ¢ dans
Ok tel que —cg/864 = t? (mod 4). D’apres le lemme [7] et la seconde égalité , c’est
le cas si et seulement si cf = 72/2 ou 72/2 + 2 + 7 (mod 4). D’ott le lemme.

t =1, puis

LEMME 53. On suppose v(A) =4 (mod 12). Alors, v(A,,) = 4 si et seulement si ¢ =
72/2 (mod 2).

Démonstration. D’apres I'appendice [B] quitte & faire un changement de variables, on
peut supposer (v(cq),v(cs), v(A)) = (>14,14,16). Le modele (Wo|) de E est alors entier.
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De plus, v(A,,) = 4 si et seulement si ce modele est non minimal, ¢’est-a-dire, toujours
d’apres I'appendice [B] si et seulement si il ne correspond pas & un cas 10 de Tate. Avec
les notations de [5], on a bg = —(c4/48)? et v(cs/48) > 6, donc v(bg) > 12. On en déduit
que r = 0 satisfait la premiere relation de congruence de [3 prop. 6]. Par ailleurs, pour
ce modele, on a bg = —4cg/864 = —872cy /3. Puis, le modele (W) est non minimal si et
seulement si il existe x dans Ok tel que

/
—8772::—2 = 2? (mod 7'?),

autrement dit, si et seulement si il existe z dans Of tel que 87%cf = 22 (mod 7'9).
Comme cj est une unité de Ok, si un tel z existe, on a nécessairement v(z) = 4 et la
congruence ci-dessus équivaut a cg = (72/2)(z/27%)? (mod 2), puis cf = 72/2 (mod 2)
d’apres le lemme [7} Réciproquement, si ¢ = 72/2 (mod 2), alors = 27 satisfait & la
congruence ci-dessus. Cela démontre le lemme.

Posons

/ 1 /
ay = —3%77”(64)_8, ag =—— (4 + 27TQC§)>.
€ ™ 5

PROPOSITION 12. Supposons (v(cs),v(cs),v(A)) = (>10,8,4). Alors, I’équation
4
y? + - —y =12 + asT + ag (W)

définit un modéle de Weierstrass entier de E.
Démonstration. Le changement de variables

2
X=z, Y=y+—
i

transforme le modele (Wy)) de E en le modele de la proposition. Les coefficients 4/73 et
a4 sont entiers. Vérifions que c’est également le cas pour ag. D’apres le lemme on a
¢k = 72/2 (mod 2). Puis,

—78ag =44 20228 6 =4+ 27%¢} (mod 7).
g3

Comme 4 = 7 (mod 7%), on a donc —7%ag = 0 (mod 7%) et ag est entier. D’ou la

proposition.

LEMME 54. On suppose (v(cq),v(cs),v(A)) = (>10,8,4). Alors, E est de type IV si et
seulement si ¢y = 72/2 (mod 4) ou cg = 72/2+ 2 + w3 (mod 4).

Démonstration. On consideére le modele de E de la proposition Il correspond,
d’aprés 'appendice [B] & un cas 3 ou 5 (type IV) de Tate. Comme v(ayq) > 2 (car v(cy)
> 10), r = 0 satisfait & la premiere relation de congruence de [3, prop. 1]. On est donc
dans un cas 5 de Tate si et seulement si il existe ¢t dans O tel que ag = t2 +t7 (mod 2),

autrement dit, si et seulement si ag = 0 ou 1 + m (mod 2). Or, comme —7n%ag =
4 + 2m%ecy (mod 78), la congruence ag = 0 (mod 2) équivaut & ¢y = —4/(27%) =
72/2 (mod 4). De méme, ag = 1 + 7 (mod 2) équivaut a
4 76 7’ 2
= — =— 42473 d 4).
= "onm T apte e — g T2 (medd)

D’ou le lemme.
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PROPOSITION 13. On a |®| = 3 si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. v(A) =4 (mod 12) ou v(A) =8 (mod 12).
2. ¢ =72/2 (mod 4) ou ¢y =7%/2+ 2+ 72 (mod 4).

Démonstration. On suppose que |®| = 3. Alors, d’apres [2], E est de type IV ou IV*.
Supposons qu’elle soit de type IV. Dans ce cas, v(4A,,) = 4 et quitte & faire un changement
de variables, on peut supposer (v(cs),v(cg), v(A)) = (>10,8,4). Puis d’apres le lemme[54]
on acg = 72/2 ou 2/2 + 2+ 7 (mod 4). D’ot la premiere condition de I’énoncé. De
méme, si la courbe E est de type IV*, alors, d’apres [2], on a v(A,,) = 8 et quitte a faire
un changement de variables, on peut supposer (v(c4),v(cg),v(A)) = (>11,10,8). D’apres
le lemme 52} on a donc ¢ = 72/2 ou 72/2 + 2 + 7 (mod 4).

Réciproquement, supposons que les deux conditions de 1’énoncé soient satisfaites.
Si v(A) =4 (mod 12), comme ¢ = 72/2 (mod 2), on a v(A,,) = 4 d’apres le lemme
Quitte & faire un changement de variables, on peut supposer (v(cs),v(cg),v(A)) =
(>10,8,4). On conclut avec le lemme que la courbe E est de type IV. De méme,
si v(A) = 8 (mod 12), alors d’apres 'appendice [B], quitte a faire un changement de va-
riables, on peut supposer (v(cq),v(cs),v(A)) = (> 11,10,8) et on conclut que la courbe
E est de type IV* avec le lemme Autrement dit, E est de type IV ou IV* et |®| =3
d’apres 2, th. 2]. D’ol la proposition.

A. Exemples

On montre dans cet appendice que tous les cas du théoreme [2] se réalisent. C’est immé-
diat pour les assertions et |3 en raison de 'existence d’une courbe elliptique sur K
d’invariant j donné. On adopte dans toute cette section les notations de [5].

A.1. Cas ou v(j) > 24. La courbe d’équation
13 12
23 T T
TR T
vérifie v(j) = 27 et v(A) = 12. D’apreés le théoreme 2] [®| = 2 et le cas[1T|(a) se réalise.
Vérifions qu’il en va de méme du cas (b) La courbe d’équation

3 71_11 7T10a

TR
vérifie v(j) = 25 et v(A) = 8. D’apres le théoreme 2 on a donc
@] = 3 sia=2/m% (mod 4) oua=2/72+2+ 7% (mod 4),
" | 6 sinon,

v =z avec a € Uy,

et le cas b) se réalise également.

A.2. Cas ol v(j) = 16, 18 et 20. Pour ¢ = 16, 18 ou 20, I’équation
3678 2
m—1728" 7 — 1728

y2 —|—7r2xy =3 -
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définit un modele entier d'une courbe elliptique sur K d’invariant modulaire j = 7*. En
particulier, j* = 1. De plus,

172878 1 8t 7t k
8 8 2 :
= - = 1— _ = 1 .
Ca=m mt — 1728 T < . > 1728 ( + k>1(1728> >

1728

Donc, en particulier, v(cy) = 8 +i — 12 et ¢j = 7'2/(3%-2%) = 1/e3 = 1 (mod 2).
Autrement dit, la courbe ci-dessus ne vérifie ni (C1’)), ni (C2). Cela démontre que les cas
Bi(b) et [L0(b) du théoreme [2] se réalisent.

La courbe d’équation

=

12 1 15
yQ:m?’—W ( +7r)x77r
48 864
vérifie v(j) = 18 et ¢ = 1+ m. La condition (C1') est donc vérifiée. Avec I'exemple
précédent pour ¢ = 18, cela montre que le cas[J] se réalise également.

(A.2)

A.2.1. Cas ou v(j) = 16 et la condition (C2|) est vérifiée. On commence par
démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 14. Supposons que E soit donnée par une équation de Weierstrass entiére
de la forme

y? = 2° + asx + ag,
avec ay et ag deux unités vérifiant ay = a% + 72 (mod 27). Alors,
(v(ea),v(ce),v(A)) = (8,10,8) et j =1+ 7% (mod 27).
Démonstration. On a by = 0, by = 2a4, bg = 4ag et bg = —aZ. Donc,
cy = —48ay, cg = —864ag et A = —16(4al + 27a?).

Comme a4 et ag sont deux unités de O, en particulier (v(cq),v(cs),v(A)) = (8,10,8).
De plus,
3 3
Y ay _ a4
J aZ +4(aq/3)3  a? (mod 2r)
Or, a3 =1 (mod 27), car ag = a2 (mod 2). D'olt j' = as/a? = 1 + 7% (mod 27). Cela
démontre la proposition.

EXEMPLE 1. La courbe E d’équation

!

<

vérifie (v(cq),v(ce),v(A)) = (8,10,8

=

, la condition (C2)) et |®| = 3.

Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition [I4] De plus,

/ 2 / 3 2
Cp=—g =38 =— (mod 4) et c¢5= 0" 10 = =2 (mod 4).

Le couple (—1,2/7%) € Ly est alors un représentant modulo 4 du couple (¢} (mod 4),
cf (mod 4)). On conclut que |®| = 3 avec assertion [8| du théoreme



48 N. Billerey

EXEMPLE 2. La courbe E d’équation
V= trx+l+qn
vérifie (v(ca),v(ce),v(A)) = (8,10,8), la condition (C2)) et || = 6.

Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition [I4] De plus,

864 2
cp = _ﬁ(l +7) = e (mod 2).

En particulier, il n’existe aucun couple (a,b) de Ly tel que ¢ = b (mod 4). On conclut
que |®| = 6 avec l'assertion |8 du théoreme
Cela démontre que tous les cas de ’assertion [§] se réalisent.

A.2.2. Cas ou v(j) = 20 et la condition (C1’) est vérifiée. On commence par
démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 15. Supposons que E soit donnée par une équation de Weierstrass entiere
de la forme

2, 4 3
Y+ 5y =1 + a4 + ae,
™

avec ag =1+ 7 (mod 2). Alors,

(v(ca),v(ce),v(A)) = (8,8,4) et ¢y =1+m (mod 2).

Démonstration. On a by = 2a4 et donc v(bs) = 2. On en déduit que ¢4 = —24b, vérifie
v(cq) = 8, puis ¢j = —(2*-3/7%)ay = —3(2/7%)*as = 1 + 7 (mod 2). De méme, bg =
(4/73)2 + 4ag et donc v(bg) = 2. D'oll ¢g = —216bg vérifie v(cg) = 8. Enfin, A =

—8b3 — 27b2 vérifie v(A) = 4. D’ou la proposition.

EXEMPLE 3. La courbe E d’équation
4
y2+;y:x3+(1+ﬂ)x+1

vérifie (v(ca),v(cs),v(A)) = (8,8,4), la condition (C1') et |®| = 3.
Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,
8 8 w2
/o _ _

On conclut que |®| = 3 avec assertion [10| du théoreme
EXEMPLE 4. La courbe E d’équation
4
y2+—3y:x3+(1+7r)x
™

vérifie (v(ca),v(ce),v(A)) = (8,8,4), la condition (Cl') et |P| = 6.
Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,
3456 1 (72 w2
/ — 4 _
g 5 3(2)5 2(mod)
On conclut que |®| = 6 avec 'assertion [10| du théoréme

Cela démontre que tous les cas de I'assertion [I0] se réalisent.
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A.3. Cas ol v(j) = 12. La courbe d’équation

3 71_9 ’/T14

2
T T
vérifie v(j) = 12 et 2v(cs) = 3v(ca) + 1. Cela montre que le cas |[7a] du théoreme [2] se
réalise.
La courbe d’équation

3 ﬂ.10a 7T16

2

VT TR s
vérifie v(j) = 12 et 2v(cg) = 3v(ca) + 2. Elle vérifie la condition (C1’) si et seulement
sia =14 7 (mod 2). Elle vérifie la condition si et seulement si @ = 1 + 72 ou
1+ 73 (mod 4). Cela montre que le cas [7b|du théoréme 2 se réalise.

ou a € Uy,

La courbe d’équation

3 71_9 71_15

2 f— —_ —_
VET TR 86
vérifie v(j) = 12 et 2v(cg) = 3v(ca) + 3, donc le cas [7c| du théoreme [2] se réalise.
La courbe d’équation

5 7r10a 7.(.17

2 P — _—

YOT TR sea

vérifie v(j) = 12, v(cs) = 10 et 2v(cg) — 3v(cq) = 4. Elle vérifie (C3)) si et seulement si
a=1+7%o0ul+m3 (mod 4). Cela montre que le cas [7d| du théoreme [2| se réalise.

ou a € Uy,

Cela démontre que tous les cas de l’assertion [7] se réalisent.

A.4. Cas ol v(j) = 4, 6 ou 8. On consideére la courbe E d’équation 1’ déduite de
la courbe d’équation (A.1)). Elle vérifie v(j) = 24 — i, o ¢ = 16, 18 ou 20, c’est-a-dire

v(j) = 4, 6 ou 8. Ses invariants standard sont notés (¢, ¢és, A) et satisfont d’apres le
lemme [23] aux congruences suivantes :

A=cy (mod2) et j/=1 (mod4).
En particulier, E ne vérifie ni la condition 1] ni . Cela démontre que les cas (b)
et [6(b) du théoréme 2] se réalisent.
De méme, la courbe F d’équation li déduite de la courbe d’équation 1' vérifie

v(j) = 6 et la condition (CI)). Avec 'exemple précédent, cela montre que le cas se réalise
également.

A.4.1. Cas ou v(j) = 4 et la condition (|C1|) est vérifiée. On commence par dé-
montrer le résultat suivant qui est une réciproque partielle a la proposition

PROPOSITION 16. Supposons que E soit donnée par une équation de Weierstrass entiere
de la forme
2, 2 4 3 2
Yo+ —xy + 3y =T +a2x” + a4 + ag,
T T

avec

2
ag +cay =7 (mod 4) et may (ag + 2> = a4 — ¢ (mod 4).
™



50 N. Billerey

Alors,
(v(cq),v(ce),v(A)) = (4,6,8), cz=1(mod?2) et A'=1+7 (mod 2).

Démonstration. On a tout d’abord,

2 3 2
2 2 4
bg = () + 4@2, b4 = g + 2(1447 b6 = () + 4(167

T 3
2\° 23 24

bs = <7T) ag — Fcu + 4asae + ﬁag — ai.

On en déduit, avec la définition de €, que
2 2 2
by = %5—1—4(12, by = §5+2a4, b = %52—1—4(16,

2 2 2

bg = %eag — §6a4 + 4dagag + %620,2 — ai.

En utilisant les congruences as = ag (mod 2) et ag =& (mod 27), il vient alors
v(be) =2, w(by)>5, w(bg)=2 et wv(bg)=0.

On en déduit que ¢y = b3 — 24by vérifie v(cs) = 4 et cg = —b3 + 36boby — 216bg vérifie
v(cg) = 6. De plus, on a ¢y = —b3 /7% (mod 2), puis, comme by /72 = 1 (mod 2), il vient
cg =1 (mod 2).

11 reste donc & montrer que, d’une part, v(A) = 8, et d’autre part, A’ = 14+ (mod 2).
C’est équivalent & montrer A = 7847 (mod 7'%). On utilise pour ce faire les congruences
suivantes que I’on démontre ci-dessous :

b2 = 7t + 27%a5 + 7842 (mod '), (A.3)
—270% = 7t + 7% + 27506 + 782 (mod 7'?), (A.4)
bg = 1+ 7° + 4a3 + 2n%as (mod 7°), (A.5)
Yobybs = 27*(ay — €) (mod w'0). (A.6)

D’apres les égalités précédentes, on a

.

2
b2 = 352 + 16a3 + 85eaz.

Or, €2/9 = 1 (mod 7%), 4 = 7% (mod 7°) et 16 = 7® (mod 7!°). Cela démontre la
congruence (A.3). Pour les mémes raisons,

o Ty 2 m? 4 6 8 2 10

bg = i€ +16a6+8§5a6 =7" 4 21°a6 + moag (mod 7).
Puis, =27 = -3 =1+ 7 (mod 7%). D’out la congruence (A.4]).

Montrons & présent la congruence (A.5)). On a

7T2 2

T
by = —cag — —caq + 4asag + —e2as — a>
3 3 €46 — 3eda 206 9 2 4

= —n%cag + 2cay + 4agag + w2az — a3 (mod 7).
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Or, a +¢cag = 7 (mod 4) et ay = ¢ (mod 27). En particulier, —a3 = 1 — 2¢a4 (mod 7°)
car €2 =1 (mod 7°). On en déduit donc

bg = 12 (2ay + %) + 1 +4a3 = 1 + 7° 4 4a3 + 27%ay (mod 7°).

Enfin, by = bg = 72 (mod 7%) et by = 2(as—¢) (mod 7°). On en déduit la congruence (A.6).
Déduisons alors des congruences {) celle annoncée pour A. On a

A = —bibg — 8b3 — 27b2 + Ybabybg.

D’apres (A.3) et (A.4) et Phypothese as = ag (mod 2), on a —27b3 = b3 + 7 (mod 719).
Comme v(8b3) > 10, on a, d’aprés la congruence (A.6) et 1’égalité ci-dessus,

A =b2(1—bg) +7° + 27*(ag — €) (mod 7).
D’apres (A.3)) et (A.5)), il vient alors
A =78+ 7% + dntal + 2n%ay + 27% (ag — €) (mod 7).

Or, d apres la congruence de I’énoncé, ay —e = m2a3 + 2a (mod 4), on a +27t(ag —¢) =
47*a3 + 27%ay (mod 7'°). En remplacant dans la congruence ci-dessus, on obtient alors

A =%+ 77 (mod 7'0),
ce qui est le résultat cherché. Cela achéve la démonstration de la proposition

EXEMPLE 5. Supposons K dans 1. La courbe E d’équation
2 4
y2+;xy+¥y=x3—x2+(1—|—773)m+1—|—7r3

vérifie (v(ca),v(cs),v(A)) = (4,6,8), la condition (C1)) et |P| = 3.
Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,
26 26 5
= 737— -3 5— + 3— (mod 4).

Dol ¢ =&+ 2+ 72 (mod 4). Or, comme K est dans Q1, on a ¢ = 1 + 7 (mod 4). On
conclut que |®| = 3 avec l'assertion 4| du théoreme

EXEMPLE 6. Supposons K dans 1. La courbe E d’équation

2 4

y2+fxy+—3y:x3+x+7r3

T
vérifie (v(ca),v(cs),v(A)) = (4,6,8), la condition (C1)) et |P| = 6.
Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition [I6] De plus,

26
= =375 + 32— =¢c+2 (mod 4).

Or, comme K est dans 1, on a cg =1+ 7%+ (mod 4). On conclut que |®| = 6 avec
'assertion [ du théoreme 21

EXEMPLE 7. Supposons K dans 2s. La courbe E d’équation

2 4
v+ oy + Sy=2"—z+n°
s s

vérifie (v(cq),v(ce),v(A)) = (4,6,8), la condition et |®| = 3.



52 N. Billerey

Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,
26 25
/ 22° _
Cg=—37T—= +3°"— =+ 2 (mod 4).
6 w12 8 ( )

Or, comme K est dans 2, on a ¢ = 1 (mod 4). On conclut que |®| = 3 avec I'assertion [4]
du théoreéme 21
EXEMPLE 8. Supposons K dans 2. La courbe E d’équation
2 4
y2+f:cy+—3y:x3+;v2—x+l+7r3
T T
vérifie (v(ca),v(ce),v(A)) = (4,6,8), la condition (Cl)) et |P| = 6.

Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,

26 26 2°

A

Dol ¢ =&+ 2+ 72 (mod 4). Or, comme K est dans O, on a cg = 1 + 72 (mod 4). On
conclut que |®| = 6 avec 1’assertion 4| du théoreme

Cela démontre que tous les cas de lassertion [4] se réalisent.
A.4.2. Cas ou v(j) = 8 et la condition (|C2|) est vérifiée. On commence par dé-
montrer le résultat suivant.
PROPOSITION 17. Supposons que E soit donnée par une équation de Weierstrass entiére
de la forme

9, 2 3 2
Y +;xy:x + ax” + aqsx + ag,

avec ag =1 (mod 2) et ag =1 (mod ). Alors,
(v(ca),v(ce),v(A)) = (4,6,4), c5=1 (mod2) et 5 =1+x* (mod 27).

Démonstration. On a tout d’abord,

2\ 2 2\
by = (> +4as, by =2a4, bs=4as, bg= <> ag + 4azas — aj.
T T

En particulier, il vient
v(be) =2, w(bs) =2, wv(bsg)=4 et wv(bg)=0.
On en déduit que cq = b3 — 24b, vérifie v(cy) = 4 et cg = —bs + 36byby — 216bg vérifie
v(cg) = 6. De plus, on a ¢y = —b3/7® (mod 2), puis, comme by /7% = 1 (mod 2), il vient
¢z =1 (mod 2).
Enfin, A = —b3bg — 8b3 — 27b2 + 9babsbs. Donc, en particulier, v(A) = 4 et

., 1

i=x= T = a2 (mod 27).
Or, as =1 (mod 2), donc a? = 1 (mod 27) et 5/ = 1+72 (mod 27). D’oti la proposition

EXEMPLE 9. La courbe E d’équation
2
y2+;xy:m3+w+1+7r
vérifie (v(cq),v(ce),v(A)) = (4,6,4), la condition (C2) et || = 3.
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Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,

4 4
2 2 1 1
r_ (%) _af2) _t2_ 124
= (7r2> 3(7r) 9E 3E -

DOHC, en particulier, CﬁL = —52 —6 + 7 4 (mod 7 8). De méme,
26 25 2% 25
/ 2 3 3
="t g3 535

Dot ¢ = —¢/3 + 2+ 212 + 7 =5e + 2+ 2r2 + 7° (mod 7%).
Supposons a présent K € . Alors,
g=—e>—6+7t= -2+ 2" + 6+ 7% + 77 (mod %),
g =5e+2+2m% +1° = —+7* (mod 7).
Autrement dit, le couple (a,b) = (=2 + 274 + 6 + 7% + 77, — + %) de ensemble £;
vérifie ¢, = a (mod 78) et ¢ = b (mod 7%). On conclut que |®| = 3 avec I'assertion |§| du
théoréme 2l
Supposons alors K € Q5. Alors,
=—-e*—6+nt=—-2+6+2r"= -2 +6+7° (mod 7%),
5+ 2+ 212 +1° = —e + 7 (mod 7).

&
Autrement dit, le couple (a,b) = (—e? + 6 + 7%, —e + 7°) de £; vérifie ¢}, = a (mod =)
et cg = b (mod 7°). On conclut que |®| = 3 avec I’assertion |§| du théoreme [2| dans ce cas
également. D’ou le résultat en général.

EXEMPLE 10. La courbe E d’équation
2
y2+;xy:x3+x+1
vérifie (v(cq),v(ce),v(A)) = (4,6,4), la condition (C2) et |P| = 6.

Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de la proposition De plus,

4 4
2 2 1 1
r_ (2 _aofZ) _Lt2_ 124
Cy = (ﬂ) 3(7T> 95 36 .
Donc, en particulier, ¢} = —&? — 6 + 7* (mod 7). De méme,
26 25 25
/o 2 3
CG = —ﬁ +3 ﬁ -3 ﬁ

Dot ¢ = —¢/3 + 2 + 212 = 5e + 2 + 272 (mod 7%).
Supposons & présent K € ;. Alors, comme dans I'exemple précédent, on a ¢ =
—e2+21* + 6+ 7% + 77 (mod 7®) et
g =5c+2+2m = -+t +7° (mod 7%).

Il n’existe alors aucun couple (a,b) de £ vérifiant ¢} = a (mod 7%) et ¢ = b (mod 7°).
On conclut que |®| = 6 avec I'assertion [f] du théoreme
Supposons alors K € 5. Alors, comme dans I’exemple précédent, on a ¢ = —? +
6+ 7% (mod 7®) et
¢ =5e+2+21% = —¢ (mod 7).
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Il n’existe alors aucun couple (a,b) de £; vérifiant ¢j = a (mod 7°) et cf = b (mod 7°).
On conclut que |®| = 6 avec I'assertion [6] du théoréme [2] dans ce cas également. Dot le
résultat en général.

Cela démontre que tous les cas de l'assertion [f] se réalisent.

B. Tableaux de Papadopoulos

On explicite dans cet appendice le Tableau V de [3] dans le cas oli, avec ses notations,
A=2(le.e=2).

Type de Néron 11
Cas de Tate 3
v(ca) 4 >8 >8 4 8 8 4 8 >9
v(ce) 6 8 10 6 11 > 12 6 12 11
v(A) 4 4 8 6 | 10 12 7] 13| 10
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 4 4 8 6 | 10 12 7| 13 ] 10
Type de Néron 111
Cas de Tate 4
v(ca) 4 8 8 4 8 9 9 9 9 9
v(ce) 6 | 8| 10| 6| 11| 8] 10| 12| 13| >14
v(A) 44| 8 | 6|10 | 4] 8 | 12| 14 15
Conditions sup. * * * * * * *
v(N) 33| 7 |5 9 | 3| 7 | 11| 13 14
Type de Néron v
Cas de Tate 5
v(ca) 4 8 > 10
v(ce) 6 8
v(A) 4| 4 4
Conditions sup. * * *
v(N) 2 | 2 2
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Type de Néron

Cas de Tate 6
v(cs) 8 | 4 8 8§ | 4| 8 | >10| >10 | >10
v(ce) 10 6 > 12 12 6 12 10 12 13
v(A) 8 | 8 12 14 | 9 | 15 8 12 14
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 4 | 4 8 10 |5 | 11 4 8 10
Type de Néron I7 I3
Cas de Tate 7 7
v(ca) 4 8 10 4 8 10
v(ce) 6 | 10| 10| 6 | >12 | 12
v(A) 8 8 8 11 12 12
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 3 3 3 4 5 5
Type de Néron I3 17
Cas de Tate 7 7
v(ca) 4 8 10 4 8 10
v(cs) 6 | 12 | 14| 6 | 12| 15
v(A) 13 16 16 15 19 20
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 4 7 7 4 8 9
Type de Néron 135
Cas de Tate 7
v(cq) 8 8 8 4 10 10 10 10
v(ce) > 12 12 12 6 12 14 > 15 15
v(A) 12 14 16 10 12 16 18 19
Conditions sup. * * * * * * * *
v(N) 6 8 | 10 | 4 6 | 10 12 13

55
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Type de Néron 1;
Cas de Tate 7
v(cq) 8 8 4 10 10 10
v(cs) 12 [ 12| 6 | 14| >15 | 15
v(A) 16 17 12 16 18 20
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 8 9 4 8 10 12
Type de Néron 15
Cas de Tate 7
v(ca) 4 8 10 10
v(cs) 6 12 15 15
v(A) 14 | 18 | 20 | 21
Conditions sup. * * * *
v(N) 4 8 | 10 | 11
Type de Néron I,,v>38
Cas de Tate
v(eq) 4 8 10
v(ce) 6 12 15
v(A) 8+v 12+v 14 +v
Conditions sup. * * *
v(N) 4 8 10

On notera a cet endroit que si (v(cs),v(ce),v(A)) est le triplet (10,15,14 + v) et si
v est impair > 9, Papadopoulos ne donne pas de condition supplémentaire *, mais il en
existe une pour ce triplet si v est pair > 8.

Type de Néron v*
Cas de Tate 8
v(cq) 4 8 >11
v(co) 6 | 10 10
v(A) 8 8 8
Conditions sup. * * *
v(N) 2 2 2
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Type de Néron T
Cas de Tate 9
v(ca) 4 8 8 1m | 11| 1|1 11
v(ce) 6 12 > 12 12 14 15 16 > 17
v(A) 10 14 12 12 16 18 20 21
Conditions sup. * * * * *
v(N) 3 7 5 5 9 | 11 | 13 14
Type de Néron i
Cas de Tate 10
v(cs) >12 | >12 | >12 8 4 8 8
v(ce) 15 12 14 > 12 6 12 12
v(A) 18 12 16 12 11 17 16
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 10 4 8 4 3 9 8
Type de Néron Equation non minimale
v(cs) >12 | >12 | >12 8 4 8 8
v(ce) > 16 12 14 > 12 6 12 12
v(A) > 20 12 16 12 >12 | 16 | >18
Conditions sup. * * * * * *
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