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Abstract

First we prove some new integral inequalities to obtain a precise estimate on behavior at infin-
ity of a positive and not necessarily decreasing functon. This extends in many directions and
improves in certain cases some integral inequalities due to A. Haraux, V. Komornik, P. Mar-
tinez, M. Eller et al. and F. Alabau-Boussouira concerning decreasing functions. Then we give
applications to (internal or boundary, linear or nonlinear) stabilization of certain nondissipa-
tive distributed systems, which improve and generalize many stabilization results known in the
dissipative case.

The variety of systems considered proves that the method developed in this paper is direct
and very flexible; it can be applied to various nondissipative problems and it allows one to obtain
general estimates (exponential, polynomial, logarithmic or other) of stability.

The main results of this paper constituted the first part of my HDR thesis presented in
2006 at Paul Verlaine — Metz University, some of them had been announced without proof in
C. R. Acad. Sci. Paris and under less restrictive conditions in STAM J. Control Optim., and are
investigated in this paper in more detail.
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1. Introduction

1.1. Inégalités intégrales. Les résultats de nombreux auteurs concernant l’estimation
de décroissance de 1’énergie de certains problemes dissipatifs sont basés sur le lemme
suivant, di & A. Haraux [49, 50], V. Komornik [59, 63] et P. Martinez [77] :

LEMME 1.1. Soient E : RT — R* une fonction continue décroissante et ¢ : Rt — RT
une fonction strictement croissante de classe C' telle que

#(0)=0 et lim ¢(t) = +oo. (1.1)

t——+oo

Supposons qu’il existe 1 > 0 et d > 0 tels que

+o0
1
/ ¢ (E™T(t)dt < EET(O)E(S), Vs > 0. (1.2)
S
Alors E vérifie les estimations de décroissance suivantes :
E(t) < E(0)e!~4*®) sirT =0, (1.3)
1/r
1+
Et)<EQ0)| ———= ' 0. 14
0=0(gm) i (1.4

Ce lemme a été démontré et utilisé par A. Haraux [49] dans le cas 7 = 0 et ¢(t) = ¢ sur
R* pour I’étude de la stabilisation de certains problémes linéaires dissipatifs. A. Haraux
[50] a démontré aussi le Lemme 1.1 dans le cas particulier r = 1/2 et ¢(t) = t sur RT,
et V. Komornik [59, [63] I'a généralisé au cas r > 0 et ¢(¢t) = ¢ sur RT pour étudier la
stabilisation des problémes dissipatifs non nécessairement linéaires. V. Komornik [59] a
démontré aussi 'optimalité de (1.3) et (1.4) dans ce cas-1a.

Quand ¢(t) = t sur RT, la fonction E est forcément intégrable sur RT et converge vers
zéro au moins polynoémialement. En utilisant un changement de variables, P. Martinez
[77] a démontré (1.3) et (1.4) au cas général, ce qui lui a permis de considérer des fonctions

1

décroissantes qui convergent Vers1 zéro plus lentement que ¢ +— e pour tout p > 0

(comme, par exemple, E(t) = W)

En combinant la méthode des multiplicateurs et les techniques d’analyse micro-locale
développées par C. Bardos et al. [I0], I. Lasiecka et D. Tataru [71] et I. Lasiecka et
R. Triggiani [72] ont traité le cas de 1’équation des ondes dissipative (avec des condi-
tions de Dirichlet ou de Neumann sur le bord) sous des hypotheses géométriques plus
générales avec un feedback non linéaire sans hypothese de croissance a l'origine. Le taux

de décroissance obtenu pour 1’énergie dépend de celui d’une équation différentielle ; plus
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6 A. Guesmia

précisément, ils ont déduit ’estimation
t
E(t) < h(t - 1), Vit > t, (1.5)
0
ou tg > 0 et h est la solution de I’équation différentielle

B'(t)+q(h(t)) =0, Vt>0, et h(0)=E(0), (1.6)

et g est une fonction qui fait intervenir implicitement la nonlinéarité du feedback en
montrant que E vérifie

(Id — )~ (E((m + 1)to)) < E(mty), V¥m €N,

Dans 'objectif de trouver une formule générale qui permet d’obtenir un taux de
décroissance de ’énergie de certains systémes hyperboliques dissipatifs en fonction du
comportement au voisinage de zéro du terme de dissipation (ce qui permet d’unifier
tous les cas, et notamment ceux pour lesquels le feedback croit polynomialement et ceux
pour lesquels il s’écrase exponentiellement en zéro lorsque t tend vers 'infini), M. Eller
et al. [29] et F. Alabau-Boussouira [3] ont considéré le cas d’une fonction décroissante
E:RT — Rt vérifiant

+oo 1
| etE@ s 16, vz (1.7)

ol d est un réel strictement positif et ¢ : RT — R™T est une fonction convexe et strictement
croissante vérifiant ¢(0) = 0, et ils ont montré les résultats suivants :

LEMME 1.2 (M. Eller et al. [29]). Soit E : Rt — R™ une fonction continue décroissante
vérifiant (1.7). Alors il existe trois réels strictement positifs to, co et ¢y tels que

<o (), vz, (18)
Clt
ot : R™ — R est définie par
|

LEMME 1.3 (F. Alabau-Boussouira [3]). Soit E : Rt — RT une fonction continue
décroissante vérifiant (1.7) avec

o(t) =tF~(t), vt>0, (1.10)
et F : RT — [0,b] est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel b > E(0),
F0)=0 et }E& F(t)=b.

Alors il existe trois réels strictement positifs tg, co et c1 tels que

1
< _ > 1.11
B(t) < F(wl(c()t))’ Vit > t, (1.11)
ot : [coto, +oo[ = R est définie par
c1 1
1,[}(5) =S +/ —_— dt, Vs Z Coto. (112)
F(1/s) P(t)
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Dans le cas polynomial ou exponentiel (p(s) = q(s) = s" ™t et r > 0 dans (1.6)—(1.7)
et ¢(s) = s dans (1.2)), les estimations (1.5), (1.8) et (1.11) coincident avec (1.3) et
(1.4). L’estimation de F. Alabau-Boussouira [3] ne s’applique pas dans le cas exponentiel
(p(s) = s dans (1.7)) mais elle est en général plus fine que celle de M. Eller et al. [29]
et améliore, dans certains cas, celle de I. Lasiecka et D. Tataru [7I]. L’estimation de
F. Alabau-Boussouira [3] conduit, pour certains feedbacks frontiéres tres particuliers, a
des taux optimaux de stabilité pour ’équation des ondes en dimension 1.

La décroissance de FE joue un rdle crucial dans la démonstration de (1.3), (1.4), (1.5),
(1.8) et (1.11). Or dans I’étude de la stabilisation des divers systeémes distribués, on tombe
sur une fonction positive non nécessairement décroissante; I’obtention d’une estimation
de stabilisation dans une telle situation est ’objectif principal de ce papier.

Afin de surmonter le probléme de non dissipativité, on considére le cas général

S e(B) dt < a(s)E(s), Vs >0,
E'(t) < A)E(t), Vt>0,

olta : RY - R™et A : RT — R sont deux fonctions continues et ¢ : RT™ — RT
est une fonction convexe strictement croissante vérifiant ¢(0) = 0, et on montre une

(1.13)

estimation précise sur E de type (1.5) ou h est une fonction définie explicitement en
fonction de ¢, de a et de A. Ceci unifie, améliore dans certains cas et généralise dans
plusieurs directions tous les cas considérés auparavant dans la littérature.

1.2. Stabilisation de I’équation des ondes. En appliquant les résultats obtenus dans
le paragraphe 2, on démontre dans le paragraphe 3 des estimations (exponentielles et
polynémiales) de stabilisation de certains systeémes distribués non dissipatifs. On com-
mence par considérer ’équation des ondes avec un terme perturbant d’ordre 1 soumises
a un feedback interne

w — Au+h(Vu) + f(u) +g(u') =0 sur Q x RT,

u=0 sur ' x R, (P1)

u(z,0) = up(x) et v'(x,0) = uy(x) sur €,

ou frontiere

u’" — Au+ h(Vu) + f(u) =0 sur Q x R*
u=0 sur I'g x R,

(P1')
Su+gu)=0 sur I'y x RT,

u(z,0) = ug(z) et v/(x,0) =uy(x) sur Q,

ol  est un ouvert borné assez régulier de R™ (ot n € N* dans toute la suite) de frontiére
' =ToUTy, {Tg, I'1} est la partition usuelle de T, f,g € C*(R;R) et h € C*(R™;R) sont
trois fonctions vérifiant certaines hypotheses (voir le paragraphe 3.2).

Dans tous les systemes considérés dans ce papier, - désigne le produit scalaire dans R";
" désigne la dérivée par rapport a t; v désigne le vecteur normal unitaire extérieur a §2;
0, désigne la dérivée par rapport & y; A et V représentent respectivement le laplacien et
le gradient par rapport & la variable de 'espace; | - | désigne la norme euclidienne dans
R et R™; et || - ||co désigne la norme de la convergence uniforme sur Q, R et R™.
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Quand h = 0, la bibliographie des travaux traitant ce probleme est tres vaste. On peut
citer entre autres les travaux de M. Nakao [85]—[88], S. Kawashima et al. [55], M. Nakao
et K. Ono [89], S. Nicaise [90], A. Haraux et E. Zuazua [52], P. Pucci et J. Serrin [92],
E. Zuazua [I05]-[108], V. Komornik [57]-[60].

Dans [88], M. Nakao a considéré le systeme suivant :
u" — Au+ p(u) + f(u) =0 sur Q x R,
u=0 sur I' x R, (1.14)
u(z,0) = up(z) et v'(x,0) = ug(x) sur Q,

ot p(v) = [v|Pv, B> —1, f(u) = bulul®, a, b > 0 et Q est un domaine borné de R™ de
frontiere I" assez réguliere. L’auteur de [88] a montré que (1.14) admet une solution faible
globale unique si (n —2)a < 2, ainsi qu’une solution forte globale unique si (n —2)a > 2,
n = 1 oun = 2. Le probleme de stabilisation a été aussi traité. Dans les deux cas,
M. Nakao a montré que l’énergie de la solution décroit polynomialement si 8 > 0, et
exponentiellement si § = 0. Ces résultats améliorent des résultats antérieurs obtenus par
le méme auteur dans [86] ot le probleme est étudié dans un cadre abstrait et des résultats
de stabilité sont obtenus uniquement dans le cas (n — 2)a < 2. Plus tard, dans un travail
conjoint avec K. Ono [89], ces résultats ont été généralisés au probléme de Cauchy pour
I’équation
u”" — Au+ N (2)u+p(') + fu) =0 sur R" x RT,

oil p(u') se comporte comme |u’|%u’ au voisinage de zéro et I'infini, et f(u) se comporte
comme —bul|u|®. Dans ce cas-la, les auteurs imposent des conditions de petitesse sur la
norme dans H'(Q) x L?(Q) des données initiales avec un support compact.

P. Pucci et J. Serrin [92] ont traité le probleme de stabilisation du systéme suivant :

w — Au+ Q(z, t,u,u) + f(z,u) =0 sur Q x R,

u=0 sur I' x RT, (1.15)

u(z,0) = up(x) et v'(x,0) = uy(x) sur Q,
et ont montré que 1’énergie de la solution est une fonction de Lyapunov. Bien qu’ils
n’aient pas obtenu des estimations de stabilisation, ils ont montré qu’en général I’énergie
converge vers zéro & l'infini. Dans le cas spécial de (1.15) ou

Qz, tyu,u') = a(t)t*y et f(a,u) =V (z)u,

les auteurs de [92] ont démontré que le comportement de ’énergie a l'infini dépend cru-
cialement du parametre a. Si || < 1, (1.15) est asymptotiquement stable. D’autre part, si
a < —1ou a > 1, il existe des solutions qui ne convergent pas vers zéro ou qui convergent
vers une fonction non nulle ¢(x) quand ¢ converge vers I'infini.

S. Messaoudi [79] a traité un systéme basé sur I’équation

" — Au+a(l+ [/ [ D + buulPm2 =0 sur Q x R,

ou a,b >0, m > 2, p > 2 avec des conditions aux limites sur le bord, et a montré la
stabilité exponentielle. La démonstration de ces résultats est basée sur la méthode des
multiplicateurs et sur une approche que j’ai utilisée dans [36] et [37].
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Concernant le cas d'un feedback frontiére, le probleme (P1’) avec h = 0 a suscité
un grand intérét ces vingt dernieres années. De nombreux travaux a ce sujet existent
dans la littérature et un progres important a été réalisé dans ce domaine. Des techniques
nouvelles ont été développées qui ont permis de stabiliser des systemes d’évolution a
partir du bord ou de les contréler de I’état initiale & 1’état finale (controlabilité). Il
existe dans la littérature une longue liste de références traitant de la stabilisation avec
un feedback linéaire sur le bord. On peut citer, comme exemples, les travaux suivants :
J. E. Lagnese [67], D. L. Russell [96], R. Triggiani [I02] et Y. You [I03]. Dans le cas
ou le feedback frontiere est non linéaire, on peut citer les travaux de E. Zuazua [105],
I. Lasiecka et D. Tataru [71], V. Komornik [59] et moi-méme dans [32] et [37], parmi
beaucoup d’autres. Dans tous ces travaux, I’objectif principal était d’obtenir les mémes
résultats de stabilité quand le systeme est soumis & une condition au bord de la forme

Opu+ a(z)u+b(x)g(u') =0 sur 'y x RT,

ou I'; est une partie du bord I' de Q2 vérifiant certaines conditions géométri- ques, a, b
et g sont des fonctions données. En revanche, aucun contréle n’est appliqué sur 'autre
partie, i.e.

u=0 sur (I'\I;) xR".

En utilisant un principe général de Russell [96], S. Nicaise [90] a montré, dans un
cadre général, que la dissipation et la stabilité exponentielle par un feedback linéaire
impliquent des estimations de stabilité (similaires & celles obtenues par M. Martinez [77])
par un feedback non linéaire, ce qui établit un lien direct entre les deux cas.

En revanche, quand h # 0, tres peu de travaux existent dans la littérature. A ma
connaissance, les résultats les plus généraux et les plus récents dans cette direction ont
été obtenus par M. M. Cavalcanti et al. [20]. Dans ce papier, les auteurs ont montré
lexistence et la régularité des solutions d’une large classe d’équations hyperboliques basée
sur ’équation

K(z,t)u" — Au+ F(z,t,u,u',Vu) = f(z) sur Q x RT

avec des conditions au bord et des données initiales comme dans (P1’) ou K, F et f sont
des fonctions données satisfaisant certaines hypotheses.

De plus, pour obtenir la stabilisation exponentielle des solutions en utilisant des mul-
tiplicateurs et des inégalités intégrales classiques, M. M. Cavalcanti et al. [20] ont imposé
des hypotheses supplémentaires sur F'. Ces hypotheéses impliquent, en particulier, que
F' est globalement lipschitzienne par rapport a sa derniere variable ou la constante de
Lipschitz est une fonction en ¢ convergeant exponentiellement vers zéro a l'infini. Cette
forte hypotheése n’est pas satisfaite si, par exemple, la fonction F' ne dépend pas de t,
comme dans le cas des systémes (P1) et (P1’).

Notons que, & cause du terme h(Vu), les systémes (P1) et (P1’) ne sont pas dissipatifs
puisque nous n’avons aucune information sur I'influence de I'intégrale fQ h(Vu)u' dz sur
la norme

) ey = [ (0@ OF + V(e 0 da,

ni sur le signe de sa dérivée; autrement dit, ’énergie E (définie dans le paragraphe 3)
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n’est pas nécessairement décroissante. La décroissance de ’énergie joue un role crucial
dans I’étude de la stabilité asymptotique de la solution, comme cela a été le cas, en
particulier, dans les travaux cités ci-dessus.

On introduit une énergie équivalente dans le but d’absorber la partie linéaire de h;
cette énergie équivalente est décroissante si h est linéaire. En utilisant des multiplicateurs
appropriés et le Lemme 2.7 (voir paragraphe 2), on démontre alors des estimations ex-
ponentielles et polyndémiales de stabilité. Dans le cas ou h est non linéaire, on démontre
la stabilité exponentielle sous une hypothese de petitesse sur la partie non linéaire de h.
La clef principale de la démonstration est 'utilisation des résultats obtenus dans le para-
graphe 2, en particulier le Lemme 2.7.

1.3. Applications. Dans [34] et [41], j’ai considéré le systéme de Petrovsky suivant :
u” + A%u+ q(z)u + g(u') =0 sur Q x R,
u=0,u=0 sur I' x R, (1.16)
u(z,0) = up(z) et v'(x,0) = ug(x) sur £,
ou 2 est un domaine borné de R™ de frontiere I' assez réguliere. Pour une fonction g
continue, croissante, vérifiant g(0) = 0, et une fonction ¢ : Q — R bornée, j’ai démontré
des résultats d’existence globale et de régularité. J’ai obtenu aussi, sous des hypotheses
convenables d’accroissement sur g, des estimations de stabilité. Plus précisément, j’ai
démontré que I'énergie de toute solution faible décroit exponentiellement (resp. polyno-
mialement) vers zéro & l'infini si g est entre deux droites passant par lorigine (resp. si
g a une croissance polynomiale au voisinage de zéro et de l'infini). J'ai démontré des
résultats semblables dans [37] pour le systeme (1.16) couplé avec une équation des ondes
semi-linéaire.

Des résultats similaires ont été obtenus par de nombreux auteurs dans le cas semi-
linéaire ou avec des conditions sur le bord différentes de celles de (1.16). On peut citer
les travaux de V. Komornik [59] [62] et V. Komornik et S. Kouémou-Patcheu [64].

Dans [33], j’ai considéré le probleme de stabilisation du systéme d’élasticité suivant :

u! — oy +gi(u;) =0 sur Q x R,
u; =0 sur I' x R,
(1.17)
ui(z,0) = ud(z) et ul(z,0) = ul(x) sur Q,
1=1,...,n,
ol 'inconnue u=(ug,...,uy,) : & — R". Ici, Uij,j:Z;Lzl 0 /0z;, 04j :22,1:1 QijkIEKIs

€ij = %(um +ujq), uij = Oui/Oxj, uj; = Ouj/O0z; et ajj € WH(Q). Jai démontré
quelques estimations de stabilité qui dépendent principalement de la croissance de g;
a Dorigine et & linfini. Dans [40], j’ai généralisé ces résultats au cas des dissipations
localement distribuées ol le damping est effectif uniquement sur un voisinage d’une partie
bien choisie du bord.

Jai considéré dans [31] et [42] (voir aussi [41]) le probléme de controlabilité exacte
et de stabilisation frontiere des systemes d’élasticité et de 1’équation des ondes avec
des coefficients variables dépendant de 1’espace et du temps respectivement. Dans [36],
j’al généralisé les résultats de stabilisation que j’avais obtenus auparavant au cas d’un
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feedback non linéaire. Les résultats dans [31] et [36] améliorent et généralisent dans
plusieurs directions ceux obtenus par F. Alabau-Boussouira et V. Komornik [6] dans le
cas ou les fonctions g; sont linéaires et a;;z; = const.

J’ai obtenu dans [38] des résultats de stabilité exponentielle d’une classe d’équations
des ondes soumises a une condition aux limites de type mémoire.

Dans tous les travaux cités ci-dessus, la dissipation du systéme considéré (i.e. I’énergie
est décroissante) joue un role crucial dans la démonstration des différentes estimations
de stabilité.

La méthode introduite et développée dans les paragraphes 2 et 3 est directe et tres
flexible ; elle peut étre appliquée a des problémes non dissipatifs variés (élasticité, thermo-
élasticité, systémes couplés, coefficients variables, ... ), soumis & un feedback interne ou
frontiere, dans le but de généraliser et d’améliorer des estimations différentes de stabilité
(connues dans le cas dissipatif).

Afin d’illustrer ¢a, on donne dans le paragraphe 4 quelques applications a la stabi-
lisation de certains systemes non dissipatifs : équation générale des ondes, systeme de
Petrovsky, systeme général d’élasticité, coefficients variables, systémes couplés.

2. Nouvelles inégalités intégrales

On montre dans ce paragraphe des inégalités intégrales nouvelles permettant d’obtenir
une estimation sur le comportement a I’infini d’une fonction positive non nécessairement
décroissante. Ces nouvelles inégalités intégrales améliorent dans certains cas et généra-
lisent dans plusieurs directions celles citées dans le paragraphe 1.

2.1. Convergence exponentielle ou polynémiale. Avant d’énoncer le premier résul-
tat principal de ce paragraphe, on introduit une fonction h : RT™ — R* dont 'intérét est
d’obtenir de meilleures estimations de stabilité en minimisant, par rapport a h(t), les
termes & droite de (2.14) et (2.15) ci-apres.

Soient r un réel positif, a un réel strictement positif, w : R™ — R** et A : Rt — RT
deux fonctions continues. On note A(t) = fot A(T) d7 et on trouve que

+oo .
/ erHDAD gt = o0, (2.1)
0

Pour tout s € R fixé, on définit la fonction I, : Rt — R par

1) = (wls)) ! [ e dr— o030 (o) +r [y ar)

On a I, € CY(RT), I'(t) = (w(s)) HlelrtDA® > 0,

I,(0) = (w(s))" ! / ’ MDA gr — ((rHDA() ((aw(O))T +r /0 S(W(T))T+1 dT> <0

et, d’apres (2.1), limg_, 4o I5(t) = +00. Donc I, admet une seule racine dans RT* notée
g(s), d’ott on définit g : RT — R™* par

Is(g(s)) =0, Vs>0. (2.2)
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D’une part, comme w est continue, il en est de méme pour la fonction g. D’autre part,

1(5) =~ (o)) ++ [ (ulr))*ar ) <o

d’out g(s) > s, et par conséquent lim,_, ;o g(s) = +00. Donc g est surjective de RT sur
[9(0), +o00l.
Soit maintenant ¢ € |g(0), co[ fixé. On définit la fonction J; : [0,¢] — RT par

t
(/ M) dr) elo w(r)dr sir=0,

1/r

(/st e dT) <(aw(0))r + T/OS(W(T))TH dT) sir>0.

La fonction J; est positive et dérivable sur [0, ], et

I(t)elo w(m)dr sir =0,
1/r—1

Is(t) ((aw(O))r + r/os(w(r))“'l dT) sir > 0.

Comme J{(s) est de méme signe que I,(t), alors J; > 0 & droite de 0 (car t > g(0)) et
J{ < 0 a gauche de ¢ (car g(s) > s). Donc J; atteint son maximum sur [0,¢] au moins en
un point sg € |0, [ vérifiant I, (t) = 0, d’olt sg € g~ ({t}).

On définit maintenant la fonction h : Rt — RT par

{ 0 sit € [0,g(0)],
~ lmaxg '({t})  sit€]g(0),+oo[.

On a, pour tout ¢ > g(0), h(t) € g~ ({t}) et I (t) = 0. Pour minimiser les termes
a droite de (2.14) et (2.15) ci-apres par rapport a h(t), il suffit de maximiser J; (avec
a = 1/E(0)). Donc les termes & droite de (2.14) et (2.15) atteignent leur minimum en
h(t) pour tout t > g(0).

Si w est une constante, alors g est strictement croissante (il suffit de dériver 1’égalité
(2.2)), et dans ce cas-1a,

ht) = {0 site0,D7a"/w)],
g7l (t)=K"1(D(t)) site]D ' (a"/w),o0],

Jt (S) =

Ji(s) =

(2.3)

ol K et D sont les deux fonctions définies sur R par

. r t -
K(t) = D(t) 4 T +DA® (TH O‘>, D(t) = / e(rTOAT) g7,
w 0

On généralise maintenant le Lemme 1.1 dans plusieurs directions en montrant le
premier lemme principal suivant :

LEMME 2.1. Soient E : RT — R une fonction dérivable, a : Rt — RT* et A : Rt — RT
deux fonctions continues. Supposons qu’il existe r > 0 tel que
[ Bty dt < a(s)E(s), Vs >0,

{ (2.4)
E'(t) S AHE®), Vt>0.
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Alors, pour tout t > 0,

E(0)

Ww(h(t))ex(t)_s‘(h(t))e— O () dr sir=0, (25)
w

E@t) <

—1/r

E(t) < w(h(t))rO-AG®) ((2%) + r/h(t) (w(r))r dT> sir>0, (2.6)
0
ot A(t) = fg A7) dr, h est définie par (2.3) avec « = 1/E(0) et w =1/a.

REMARQUES. 1. En utilisant un changement de variables, les estimations (2.5) et (2.6)
peuvent étre généralisées au cas suivant :

{ [ (OB () dt < ai(s)E(s), Vs >0, (2.7)

E'(t) < M(DE(t), V>0,

ol a; : RT = R™ et \; : RT — RT sont deux fonctions continues et ¢ vérifie les mémes

)\ = 2100 11 D’aprés (2.7), on a
[ BTN t) dt < a(s)Eq(s), Vs >0,
Ei(t) < At)Ei(t), Vt>0.

Donc E; vérifie (2.5) et (2.6), et par conséquent, E vérifie (2.5) et (2.6) avec ¢ remplacé
par ¢(t).

Si, dans (2.7), Ay = 0 et a; = SE"(0) avec d une constante strictement positive
(comme dans (1.2)), alors E vérifie (2.5) et (2.6) avec
\ 0 site0,1/d],
t) =
®) St —1/d) site]l/d oo,

et t remplacé par ¢(¢). Et donc (2.5) et (2.6) avec t remplacé par ¢(t) coincident avec
(1.3) et (1.4) respectivement.

2. Si, dans (2.4), A = 0 et a est une constante, alors (2.5) et (2.6) sont optimales (voir
V. Komornik [59]).

Preuwve du Lemme 2.1. Si E(s) = 0 ousia(s) =0 pour un s > 0, la premiére inégalité de

(2.4) implique que E(t) = 0 pour tout t > s, et dans ce cas-1a, il n’y a rien & démontrer.

Donc, on peut supposer que E(t) > 0 et a(t) > 0 pour tout ¢ > 0 sans perte de généralité.
On pose w = 1/a et 9(s) = fs+oo E"(t)dt. On a

P(s) <

E(s), Vs=>0. (2.8)

La fonction v est positive décroissante de classe C* sur RT, vérifiant, d’apres (2.8),

U'(s) = —E"(s) < —(w(s)u(s))"™, Vs =05
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alors, par intégration,

() < P(0)e Jo w7 < f((g))efos wmdr i =0, (2.9)
s & ' r ’ w(T)) tdr o sir
W(s) < ((E(0)> 4 /O( () d) - 0. (2.10)

Maintenant, pour tout s > 0, on pose
fs(t) = —(rHDA(E )/ (r+DA(r) dr, Vt>s. (2.11)

La fonction f, est de classe C! sur [s, +0o[ et strictement positive sur |s, +-00[, vérifiant
fs(s)=0 et fi(t)+(r+DAO)fs(t) =1, Vt=s>0.
Donc, d’apres la deuxiéme inégalité de (2.4),
E™Ht) > 0:(fo()ETTL(t)), ¥Vt >s>0. (2.12)
Par suite, d’apres (2.12),

g(s)
@;/ B ) dt > [u(g(s)E (g(s)), Vs >0, (2.13)

ol g est définie par (2.2) avec v = 1/E(0).
Soient maintenant ¢t > ¢(0) et s = h(t) ou h est définie par (2.3) avec o = 1/E(0).
On a donc g(s) =t et on déduit alors de (2.13) que, pour tout ¢t > g(0),

- t -
(1) = fawy () E™ () = (6(”1»(”/ el dT) ETH(1).
h(t)
On conclut de (2.9) et (2.10) que, pour tout t > g(0),
0) s t T -1 L (t
w(( ))e’\(t) (/}(t) eMT) dT) e~ Jo w(r)dr sir=0, (2.14)

E(t) <

h(t GG
X (( (((()) ) / )t d7'> sir>0. (2.15)

En utilisant le fait que Iy, (t) = Is(g(s)) = 0, c’est-a-dire

on conclut (2.5) et (2.6) pour t > g(0).
Sit € [0,g¢(0)], la deuxiéme inégalité de (2.4) implique que
E() < E(0)M,

et comme h(t) = 0 sur [0, g(0)], E(O)ej‘(t) coincide avec les termes & droite de (2.5) et de
(2.6). Ceci acheéve la preuve du Lemme 2.1.
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COMMENTAIRE. Le Lemme 2.1 donne des estimations précises ((2.5) et (2.6)) sur le
comportement de F; ces estimations sont définies & partir d’une fonction g qui est la
solution d’une équation intégrale (I5(g(s)) = 0) qui n’est pas toujours facile & résoudre.
Mais les estimations (2.14) et (2.15) restent vraies pour toute fonction h positive vérifiant,
pour un certain Ty > 0,
h(t) <t sur]Tp,+oo[.

Donc pour des choix simples de h, on obtient des estimations moins fortes que (2.5) et
(2.6) mais qui sont aisément calculables, d’ou les résultats suivants :

LEMME 2.2. Sous les hypothéses du Lemme 2.1, pour tout t > 1,

E(0) 5 by -
E(t) < ﬂe)‘(t) (/ M) dr) e Jitwmdr sir=0, (2.16)
w(0) t—1

—1

- t - 1
E(t) < MV </ e(THDA(T) d7'>
t—1

X ((;;((g))) - r/ot_l(w(r))’"+1 dT> o sir > 0. (2.17)

Preuve. Dans (2.13) on choisit
g(s)=s+1, VseR",

au lieu de la racine de I;. On obtient (2.14) et (2.15) avec h(t) =t — 1 pour ¢t > 1, d’out
(2.16) et (2.17).

REMARQUE. Comme \ est croissante, alors
t } -
/ DA g > ((rDAG=1).
t—1

Donc, on déduit de (2.16) et (2.17) qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ > 1,
E(t) < ce D=Mt=1) o= J5 ™ w(r) dr sir =0, (2.18)

o t—1 —1/r(r+1)
E(t) < ceMO=20=D (1 + / (w(r)) ! d7> sir > 0. (2.19)
0
LEMME 2.3. Sous les hypothéses du Lemme 2.1, pour tous € € ]0,1[ et t > 0,

- t_ -1 .
E(t) < f(((()))) ) (/ M) dT> e~ Jo w(m)dr siT =0, (2.20)

t

5 t 3 =
E(t) < e M) (/ e(rTA(T) dT)

t

X ((;%) + T/OGt(oJ(T))T-H d7> e sir > 0. (2.21)

Preuve. Dans (2.13) on choisit

1
g(s) =-s, VseRT,
€
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au lieu de la racine de I;. On obtient (2.14) et (2.15) avec h(t) = et pour t > 0, d’out
(2.20) et (2.21).

REMARQUE. Comme \ est croissante, alors
t ~ -
/ DX g1 > (1 — )elrHDAen)
et

Donc, on déduit de (2.20) et (2.21) qu'il existe ¢ > 0 tel que, pour tous € € ]0,1[ et ¢ > 0,

E(t) < ﬁex“)—i(fﬂe— o' w(r)dr sir =0, (2.22)
— €

o et D
c ()= A(et) r41 o :
E@) < (IR e 1+ ; (w(r) ™ dr sir > 0. (2.23)
Comme des cas particuliers, on déduit du Lemme 2.2 les estimations suivantes :
LEMME 2.4. Sous les hypothéses du Lemme 2.1 et si A € R et

c28

a(s) = cre” avec ¢c1 > 0 et co € R,

il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout t > 1,

E(t) < ce ot sir=co =0,
E(t) < ce” T sir=0 et cy #0,
E(t)gctﬁ sir>0etce=0,
ertDea(t=1) _ 1\ 707
E(t)§c<c2) sir >0 et cy #0.

1
c1

Preuve. 11 suffit de remarquer que A(t) = M et w(s) =
(2.19).

€2 et d’appliquer (2.18) et

REMARQUE. Quand ¢y < 0, les estimations du Lemme 2.4 n’impliquent pas que E con-
verge vers zéro.

LEMME 2.5. Sous les hypothéses du Lemme 2.1 et si A € Rt et
a(s) =c1(s+1)7*  avececs >0 et cg €R,

il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout t > 1,

E(t)gctzil1 sir=0etc=—1,
E(t) < cemtatm sir=0 et cy # —1,
1 -1
E(t) < c(In(t)) 0+D ) 0etcy=
()_c(n()) st >0 et cy pE
. gea(rH1)+1 _ 1\ 74D . 1
t) <c| ————— LT > t .
()_C<02(r+1)+1> ser 6627&7“4—1

Preuve. 1 suffit de remarquer que \(£) = M et w(s) = é(s + 1)°2, et d’appliquer (2.18)
et (2.19).

REMARQUE. Quand co < %, les estimations du Lemme 2.5 n’impliquent pas que E
converge vers zéro. D’autre part, quand

1;11 < ¢g < 0, les Lemmes 1.1-1.3 ne s’appliquent
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pas car a n’est pas borné, alors que le Lemme 2.5 montre que E converge vers zéro et
donne une estimation précise sur sa convergence.
LEMME 2.6. Sous les hypothéses du Lemme 2.1 et si A € R et

a(s) =c1(In(s+2))72  aveccy >0 et ca €R,

il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout t > 1,

E(t) Sc(ln(t—l—l))%l2 sir=0etcy=-1,
E(t) < 0601(;22+1>(1n(t+1))c2+1 sir=20 et Co 7& _17
=l -1
E(t) < c(In(In(t 4 1)) 70 sir>0etcy= ——,
r+1
(In(t + 1)e+D+ _ 1\ 7D 1
Et) < 0 et o
()_C< o+ +1 st r > 6627£T+1

Preuve. 11 suffit de remarquer que A(t) = Mt et
t—1 ) (rt1) -1 q )
WY dr > 2¢7 V" / —(In(7 + 2)){r+Yez gr.
| etz 2t [ it +2)
et d’appliquer (2.18) et (2.19).
REMARQUE. Quand ¢y < 7;—117
converge vers zéro. D’autre part, quand T:L—ll < ¢y < 0, les Lemmes 1.1-1.3 ne s’appliquent

les estimations du Lemme 2.6 n’impliquent pas que F

pas car a n’est pas borné, alors que le Lemme 2.6 montre que F converge vers zéro et
donne une estimation précise sur sa convergence.

Dans le lemme suivant, on considere des hypotheses plus générales que (2.4) en inclu-
ant le cas d’une perturbation du second membre.

LEMME 2.7. Soient E : Rt — R une fonction dérivable, az € RY, a1, ag : RT — RT*
et A : RT — RY trois fonctions continues. Supposons qu’il existe r,p > 0 tels que

as(r+ 1)sup{A(t)} < 1
t>0
et, pour tout 0 < s < T < o0,

ST Er(t) dt < ay(s)E(s) + as(s)EP(s) + asE7HN(T), (2.24)
E'(t) < ABE(), Vt=0.

Alors E vérifie (2.5) et (2.6) ou \(t) = Jo A(r)dr, w = 1/a et a est défini par (2.26)
ci-dessous.

REMARQUES. 1. Comme dans les Lemmes 2.2 et 2.3, on peut montrer que, sous les
hypothéses du Lemme 2.7, E vérifie (2.16)—(2.19) et (2.20)—(2.23) ot w = 1/a et a est
défini par (2.26).

2. Si 7 = 0, A est une constante et Aaz > 1, alors E(t) = e satisfait (2.24). Ceci
implique qu’une fonction vérifiant (2.24) ne converge pas forcément vers zéro.
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Preuve du Lemme 2.7. 11 suffit de montrer que E vérifie la premiére inégalité de (2.4)
pour appliquer le Lemme 2.1. On a

asE"H(T) = a3 /T(ET+1)’(t) dt + a3 E™(s)
’ T
<as(r+1) / NOE™(t) dt + ag B (s)

T
<az(r+1) ig}g{)\(t)}/ ETN(t) dt + azE"T(s).

Donc, d’apres la premiere inégalité de (2.24), on obtient
+oo
E™TN(t)dt < b(s)E(s), Vs>0, (2.25)
ol
a1(s) + a2(s)EP(s) + a3E"(s)
L —az(r + 1) sup;o{A(t)} ’
On considere la fonction fy (définie par (2.11) pour s = 0) et on integre sur [0, s] I'inégalité

BN (t) 2 0(fo(ET(E), VYt =0;
on obtient, d’apres (2.25)

b(s) = Vs > 0.

b(0)E(0) > /0 E™ () dt > fo(s)E™(s), Vs>0,

d’ott (on exclut s =0 car fy(0) =0)

b(0)E(0)\ 7
E(s) < <fo(5)) ,  Vs>0.

D’autre part, la deuxieme inégalité de (2.24) implique que
E(s) < B(0)e*®), s > 0.

Donc )
5 b(0)E T
E(s) < min{E(O)eW, (W) } =d(s), Vs>0.
Jo(s)
La fonction d est continue et strictement positive, et on a
b(s) < ax(s) + az(s)(d(s))” + as(d(s))"
— T—as(r+ 1) supse{A(D)}

D’ot, on conclut de (2.25) la premiere inégalité de (2.4) avec

ey = )+ a6 + adls)
1 —a3(r+ 1) sup;>o{A(t)}

Ceci acheve la preuve du Lemme 2.7.

, Vs>0.

(2.26)

Dans le cas particulier ou A et a; sont des constantes, le Lemme 2.7 généralise et
améliore une version que j’ai démontrée (sous des hypotheses plus fortes) et utilisée dans
mes deux articles [43] et [44].



Inégalités intégrales et applications 19

LEMME 2.8. Soient E : RT — R une fonction dérivable, a1, as € RY* etas,r,p, A € RT.
Supposons que

JEEr (1) dt < a1 E(s) + asEP™(s) + agB™H(T), V0 <s<T,
E'(t) < AE(t), vt > 0.

Si az\(r + 1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et ¢ telles que,

(2.27)

pour tout t > 0,

Et)<c sir=0, (2.28)
E(t) < (1—|—t) sir>0 et A=0, (2.29)
E() <c(l1+1) T sir >0 et A > 0. (2.30)
Preuve. Si A = 0, (2.27) implique (1.2). Donc, d’apres le Lemme 1.1, (1.3) et (1.4)

impliquent (2.28) et (2.29) respectivement.

Supposons que A > 0. D’apres la preuve du Lemme 2.7, F vérifie la premiere inégalité
de (2.4) ol a est défini par (2.26). Donc, on déduit (2.16) et (2.17) avec w(s) = 1/a(s). Or
sous les hypotheses du Lemme 2.8, la fonction a est bornée. Donc w(s) > 1/sup,sq{a(t)}
(si sup,so{a(t)} = 0, alors a; = ay = ag = 0, et par conséquent E = 0), d’olr (2.16) et
(2.17) impliquent, pour tout ¢ > 1, (2.28) et (2.30) respectivement.

Pour ¢ € [0,1], on a

E(t) < BE(0)eM < E(0)e.

Donc E vérifie (2.28)—(2.30) aussi pour ¢ € [0, 1].

2.2. Convergence générale. On généralise maintenant les Lemmes 1.2 et 1.3 au cas
non dissipatif en montrant le deuxieéme lemme principal de ce paragraphe. Ceci unifie,
améliore dans certains cas et généralise au cas non dissipatif tous les cas cités dans le
paragraphe 1.

LEMME 2.9. Soient E : R™ — R™ une fonction dérivable, A € RT et o : RT — RT une
fonction convexe et strictement croissante vérifiant

¢(0) = 0. (2.31)

Supposons que

{ ST p(B@)dt < B(s), Vs =0, (232
E'(t) < AE(t), Vt>0.
Alors
E(t) < g (Do (w7 (A1) + 9 (B(0))))), V>0, (2.33)
w(t) = /t ﬁ ds, Vt>0, (2.34)
o(t) siA=0
gty =9 [9) 10 s V20 (2.35)
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_ [KTY(D(@) site|Ty,+oo,
h(t) = {0 sit € [0, Ty, 0
avec - ¢*1(t+1/)(E(0))) oAt
K(t)—Di) (Y=Lt +9(E(0)) =0 (2.37)
D(t):/o e*ds, Yt >0,
et
_ 1 _EO) [0 sit €Ty, 4o,
=0 (o) 4 s wecom -

REMARQUES. 1. Si A =0 et ¢(t) = dt"™! pour d > 0 et 7 > 0, alors l'estimation (2.33)
coincide avec (1.5), (1.8) et (1.11), et elle coincide avec (1.3) et (1.4) si de plus ¢(s) = s.

2. Si A = 0, alors V'estimation (2.33) est plus forte que (1.8) en général grace & notre
fonction h définie par (2.36) qui minimise (2.47) ci-apres.

3. Notons que, comme 1/¢ est décroissante,

v
p(=1(1))

Par conséquent, h(t) > +t + ¢(E(0)) pour ¢ assez grand. Donc on déduit de (2.33) qu’il
existe C' > 0 tel que

<t VE>p(1/2).

B0 < Cg~ (eHo(u (30)). V>0,
Dans le cas particulier A = 0 (E est décroissante), cette inégalité implique que
E(t) <Cy~'(3t), Vt>0.

Preuve du Lemme 2.9. Si E(s) = 0 pour un s > 0, la premiere inégalité de (2.32) implique
que E(t) = 0 pour tout t > s, et dans ce cas-1, il n’y a rien & démontrer. Donc, on peut
supposer que E(t) > 0 pour tout ¢ > 0 sans perte de généralité.

On pose

—+oo

L(s) = / e(E(t))dt, Vs=>D0. (2.39)

D’apres (2.32), on a
L(s) < E(s), Vs>0. (2.40)
La fonction L est strictement positive décroissante de classe C'' sur R*, vérifiant, d’apres
(2.39) et (2.40),
—L'(s) = ¢(E(s)) = ¢(L(s)), Vs=0.

La fonction ¢ définie par (2.34) est strictement décroissante, donc
—L'(s)

(W(L(s))) = o(L(s) = Vs > 0.
Alors, par intégration sur [0,¢] et en utilisant (2.40) pour s = 0,
Y(L(t)) >t +9(E(0)), Vi>0. (2.41)

Comme ¢ est convexe et ¢(0) =0, on a

p(s) <p(l)s, Vsel0,1], et @(s)>p(l)s, Vs>1, (2.42)
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et par conséquent lim; ¢ (t) = +o00 et [(E(0)), +oo[ C Image(¢)). On déduit donc de
(2.41) que

L(t) <y~ ' (t+(E(0)), Vt>0. (2.43)

Maintenant, pour tout s > 0, on pose
t
fs(t) = e*At/ Adr,  Vt>s. (2.44)
S

La fonction fs est strictement croissante sur [s, +oo[ et strictement positive sur |s, +00],
vérifiant

fs(s)=0 et fi(t)+Nfs(t)=1, Vt>s>0. (2.45)

D’apres (2.42), la fonction g définie par (2.35) est bien définie, positive et strictement
croissante, vérifiant

g(t) < (t) et Mg'(t) = p(t), Vt>0,
donc, d’apres (2.45) et la deuxieme inégalité de (2.32),
0= (fs(1)g(E(7))) = fir)g(E()) + [s(T)E'(T)g'(E(7))
S A= Afs(M)e(E(T)) + Ms(T)p(E(T)) = ¢(E(7)), VT =820,

En intégrant cette inégalité sur [s, t], on obtient

L(s) > / S(E(F) dr > fo(0g(B(E), V> s> 0. (2.46)

D’apres (2.42), limy—, 4 o g(s) = +00. Comme ¢(0) = 0 et g est strictement croissante, on
déduit de (2.43) et (2.46) que

B(t) < gl< NP Gl ¢§E( )))), vt > 0. (2.47)

s€[0,t] fs(t

On fixe maintenant ¢ > Ty, ou Ty est défini par (2.38), et on pose
0))

2.
J(s) = & (S;f’) ),

La fonction J est dérivable et on a, pour tout s € [0, ¢,
J'(s) = £ [e 9 (s + 9(B(0) = f(8)p (47" (s + U (B(0))))]-
On vérifie facilement, d’apres (2.44), que
J'(s)=0 & K(s)=D(t) et J(s)<0 & K(s)<D(t)

ou K et D sont définies par (2.37). On a K(0) = E(0)/¢(E(0)) et D(0) = 0. De plus,
comme 1)~ ! est strictement décroissante et d(s) = s/p(s), s > 0, est décroissante (puisque
¢ est convexe), alors K et D sont strictement croissantes. Donc, si t > T,

it J(s) = J(K7HD(0)) = J(h(1)).

Comme h vérifie J'(h(t)) = 0, on conclut de (2.47) Pestimation (2.33) pour ¢ > Tp.
Sit € [0,Tp], alors il suffit de noter que E’(t) < AE(t) et g < ¢ impliquent que

E(t) < ME(0) < M E(0) < e (Mo(B(0))) < Mg (eMp(£(0))).

Vs € [0,]. (2.48)
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REMARQUE. Sous les hypotheses du Lemme 2.9, on a toujours

lim E(t) = 0. (2.49)

t—+oo
En effet, il suffit de choisir s = 3¢ dans (2.48) et noter que g(0) = 0, limy_,o ¥ (t) = +00
et limy 400 f1,(t) > 0 d’oti, d’apres (2.47), le résultat (2.49).

On termine ce paragraphe par le lemme suivant qui montre que la fonction E est nulle
a partir de certain ¢y si E vérifie (2.32) avec ¢ non convexe.

LEMME 2.10. Soient E : RT — R une fonction dérivable, A € RT et ¢ : RT — RT une
fonction continue croissante vérifiant

B@O) 4
/ ds < 400, ©0)=0 et o) >0 Vt>0. (2.50)
0 o(s)

Supposons que E vérifie (2.32). Alors

E(0)
E(t)=0, Vt> /
0 0 o(s)

ds. (2.51)

REMARQUE. Le Lemme 2.10 donne une généralisation du [63, Theorem 3(e)] correspon-
dant au cas particulier A = 0 (E est décroissante) et ¢(s) = £sP, ou T > 0 et p € ]0,1].

Preuve du Lemme 2.10. Supposons par contradiction que F(t) > 0 pour tout ¢ > 0. On

considére la fonction L définie par (2.39) et on pose §(t) = tE(O) @(15) ds. D’apres (2.40),

ey = O e
PEED) = S = ey 21 720

Donc, par intégration sur [0, ¢],

@(L(t)) = t+ ¢(L(0)), Vi =0. (2.52)

D’apres (2.50), ¢(L(t)) < ¢(0) = fOE(O) ¢(15) ds < 400 pour tout t > 0, alors que

tlg_noo(t + @(L(0))) = +oo0.
Ceci contredit (2.52). Donc on déduit qu'il existe tg > 0 tel que E(ty) = 0. La premiere
inégalité de (2.32) pour s = ty et (2.50) impliquent que
E(t) =0, Yt>t. (2.53)

On choisit g = min{t > 0 : E(t) = 0}. On a alors E(t) > 0 pour tout ¢t € [0,%[ et
L(s) = f:” ©(E(t)) dt. Par conséquent, (2.52) est vérifié, par continuité en ¢y, pour tout
t € [0,%]. Donc

E(0)
m§m+¢@@»§ﬂMm»§ﬂm=A

d’ol, d’apres (2.53), le résultat (2.51).
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3. Equation des ondes

3.1. Introduction. On considere dans ce paragraphe le probleme de la stabilisation
(interne et frontiere) de I’équation des ondes semi-linéaire avec un terme perturbant

d’ordre 1 :
u —Au+h(Vu)+ f(u) +g(u') =0 sur Q x RT,

u=0 sur I' x RT, (P3)
u(x,0) = up(x) et v'(x,0) = ui(x) sur

dans le cas d’un feedback interne, et

u' — Au+h(Vu)+ f(u) =0 sur Q x R,

-0 Ty x RT,
u sur Iy °3)
Oyu+gu')=0 sur I'; x RT,

u(z,0) = ug(x) et v'(x,0) = uy(z) sur Q

dans le cas d'un feedback frontiere, ou 2 C R™ est un domaine ouvert borné de frontiere
I' assez réguliere, et f,g : R - R et h : R” — R sont des fonctions continues vérifiant
certaines hypotheses (voir paragraphe 3.2). Dans (P3'), I' = 'y UT; ou I'g et I'; sont
deux parties fermées et disjointes.

L’objectif principal de ce paragraphe est de montrer que toute solution de (P3) et (P3’)
converge vers zéro quand ¢ converge vers 'infini et de donner des estimations précises de
stabilité en utilisant, en particulier, les résultats du paragraphe 2.

3.2. Notations et résultats principaux. On commence ce paragraphe par considérer
des hypotheses générales.
(H.1) Hypotheses sur f. f:R — R est une fonction de classe C'! telle que f(0) = 0,
[f(s1) = fs2)] < L+ [s1]" + [s2]")[s1 — 52, Vs1,52 €R,
F(s) > —as®, VscR,
avec a,q¢ > 0, (n —2)g <n et a<1/2¢c, ou F est le potentiel défini par

F(s) z/osf(a)da, Vs € R,

(3.2.1)

et ¢g est la plus petite constante positive (qui ne dépend que de Q et de Q: ou é est défini
dans I’hypothese (H.3)) vérifiant (inégalité de Poincaré)
/ eé'x\v|2 dz < co/ eé'x|Vv\2dx, Yo € Hr (), (3.2.2)
Q Q
ou H} (Q) = {v € H'(Q) : v = 0 sur ['g}. Dans le cas de (P3) (I'y = I'), on utilise la
notation classique H¢(€2).
On suppose aussi qu’il existe un réel b > 0 tel que

2bF(s) <sf(s), VseR. (3.2.3)
(H.2) Hypotheses sur g. g : R — R est une fonction de classe C!, croissante, g(0) = 0, et

telle que
g(s)s >0, VseR". (3.2.4)
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On suppose aussi qu’il existe trois constantes r > 1 et ¢1, co > 0 telles que
cymin{|s|,|s|"} < |g(s)| < comax{|s|*/",|s|}, Vs eR. (3.2.5)
(H.3) Hypothéses sur h. h:R™ — R est une fonction de classe C?! telle que
Vh est borné, (3.2.6)
et il existe f € R™ et B >0 tels que
h(¢)+¢- ¢l < B¢, V¢ eR™ (3:2.7)

On pose maintenant ¢(x) = é -z et on définit ’énergie équivalente de la solution de
(P3) et de (P3’) par la formule

E(t):/e¢<w>(|u'|2+|Vu|2+2F(u)) de, VteR*. (3.2.8)
Q

REMARQUES. 1. Si la fonction f est croissante vérifiant f(0) = 0, alors les conditions
(3.2.1) et (3.2.3) sont satisfaites avec a =0 et b=1/2.

2. La condition (3.2.1) assure l'inégalité
/ O (W2 + |Vul2) do < KE(), Vi€ R, (3.2.9)

olt k = 15— En effet, (3.2.1) et (3.2.2) impliquent que

>/e¢’ (W + |Vul? - 2alul?) da

Q

>/e¢ 2 (| + (1 — 2aco)|Vul?) dx
Q

> (1— 2aco)/ 2@ (|02 + |Vul?) da

d’ou (3.2.9). Comme ¢ est bornée, I'inégalité (3.2.9) montre que I’énergie équivalente F
définit une norme pour le couple (u,u’) sur H}(Q) x L*(Q).

Existence et régularité de solutions. En utilisant la méthode de Galerkin (voir
M. M. Cavalcanti et al. [20]) — on omet ici les détails — on peut montrer, sous les hypothéses
(H.1)-(H.3), que le probléme (P3) admet, pour toute donnée initiale

(uo,ur) € (H*(2) N Hy () x Ho (%),
une solution unique (forte) w : ]0, +oo[ — R, vérifiant
u € L]0, +oo[; H*(Q) N Hy(R)), v’ € L=(]0,+o0[; Hy (),

W € L]0, +o0f; L2(). (3:2:10)

En revanche, si (ug,u;) € H} () x L%(Q), alors, en utilisant des arguments classiques
de densité, on montre que (P3) admet une solution unique (faible) u : 2 x |0, +o00[ — R
dans ’espace

C(]0, +oc]; HE (R2)) N C*(]0, +o0[; L2(2)). (3.2.11)
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On présente maintenant les résultats de stabilité concernant (P3).

THEOREME 3.2.1. Supposons satisfaites les hypothéses (H.1)—(H.3) avec b < 1. Alors
lénergie équivalente E définie par (3.2.8) vérifie, pour toute solution faible de (P3), les
estimations suivantes :

Cas 1 : h est lindaire (8 = 0). I existe deuzx constantes positives ¢ et w telles que
E(t) <cE(0)e ', VteRT sir=1, (3.2.12)
E)<c(l+t)71, VteRt sir>1. (3.2.13)

CAS 2 : h est non linéaire (8 > 0). Supposons que r = 1 et B est assez petit. Alors E
vérifie (3.2.12).

REMARQUES. 1. Dans la démonstration du Théoreme 3.2.1, on précise la condition de
petitesse supposée sur S dans le cas ot h est non linéaire.

2. Si r = 1, on obtient la stabilité exponentielle (3.2.12) que h soit linéaire ou non.
Dans tous les cas, griace a l'introduction de 1’énergie équivalente, aucune condition de
petitesse n’est imposée sur \CA | (qui représente la partie linéaire de h).

3. Dans le cas particulier ot g est linéaire (g(s) = as pour tout s € R avec a > 0;
donc r = 1 dans (3.2.5)), on retrouve les résultats obtenus par S. Messaoudi [7§].

4. Dans le cas ou 8 = 0 (h est linéaire), il est possible d’affaiblir les conditions (3.2.5)
(voir A. Guesmia [35] [36] pour le systeme d’élasticité et A. Guesmia [34] pour le systeme
de Petrovsky). Comme notre objectif principal est de traiter le terme perturbant h(Vu),
on ne considere dans ce paragraphe que les conditions (3.2.5).

On s’intéresse maintenant a la stabilisation de (P3"). Pour obtenir les estimations de
stabilité (3.2.12) et (3.2.13) dans le cas d’un feedback frontiére, on a besoin d’imposer
quelques hypotheses géométriques sur I'. Soit 2° un point fixe dans R™. On pose

m=m(z) =2 —2° R=max|m(z)| = ||m|w (3.2.14)
€N

et on suppose que les deux parties non vides I'g et I'; de I' vérifient, pour un réel § > 0,
Ip={z€el:m-v<0}, T'1={zel:m-v>d}. (3.2.15)

EXEMPLES. Concernant I'existence d’une telle partition de I', on peut prendre {2 comme
suit :

1. Sin =1, alors Q est un intervalle ouvert borné: = |x1, 29[ C R. Les hypotheses
géométriques (3.2.15) sont satisfaites dans les cas suivants :

(i) To = {z1}, T1 = {a2} et 2 <,
(11) FO = {1'2}, 1_‘1 - {xl} et .’130 Z 9.

2.S5in>2et Q=0 \Q ot Q et Qp sont deux domaines ouverts de frontieres I'y
et Ty respectivement, Qo C Q; et Q; et Qo sont étoilés par rapport & un point z° €
(un domaine Q est dit étoilé par rapport & 20 si m - v > 0 sur 99), alors les hypotheses
géométriques (3.2.15) sont satisfaites.

3. Sin > 2 et ) nest pas de la forme mentionnée dans I’exemple précédent, alors
I'existence d'un point x° vérifiant les hypotheses géométriques (3.2.15) n’est pas valable en
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général. En appliquant une méthode d’approximation, on peut affaiblir considérablement
ces hypotheses géométriques, au moins en dimension n = 2, 3, en adaptant des arguments
donnés par V. Komornik et E. Zuazua [66] pour I’équation des ondes (voir aussi les
références mentionnées dans [66]). D’autre part, il est possible d’affaiblir les hypotheses
(3.2.15) en considérant le cas des domaines presque étoilés (une notion introduite et
appliquée par P. Martinez [76]).

. ypothese sur f. f : R — R est une fonction de classe vérifiant (3.2.3), et
H.4) H he fr fR—=R f ion de cl C* vérifi 3.2.3

[£(s1) = fs2)| S a(l+[s1|" + |s2]")[s1 — 52, Vs1,82 €R,

(3.2.16)
F(s)>0, VseR,

avec a, ¢ > 0 et (n—2)g <n.

L’existence et la régularité des solutions de (P3’) peuvent étre démontrées par la
méthode de Galerkin (voir M. M. Cavalcanti et al. [20] et S. Messaoudi [78]); mais ce
point ne sera pas discuté ici. Avec les notations

V={veH (Q):v=0sur o} =H} (Q) et W=HQ)NV,
on obtient :

1. Pour tout (ug,u1) € W x V tel que d,up + g(u1) = 0 sur I'y, le probléme (P3’)
admet une solution forte unique u : ]0, +00[ — R telle que

u € L]0, +00[; W), u' € L>®(]0,+oc[;V) et u” € L>(]0,+oo[; L*(Q)).

2. Si (ug,u1) € V x L?(2), alors (en utilisant des arguments standard de densité) le
probleme (P3’) admet une solution faible unique u :  x ]0, +0o[ — R dans 'espace

C(]0, +o0]; V) N C*(]0, +oo[; L2 (). (3.2.17)
Voici maintenant les résultats de stabilité de (P3') :

THEOREME 3.2.2. Soit u une solution de (P3') dans la classe (3.2.17). Supposons satis-
faites les hypothéses (H.2)-(H.4) avec |C| assez petit, et b assez grand ou bien f linéaire.
Alors Uénergie équivalente E de u, définie par (3.2.8), satisfait les estimations du Théo-
réme 3.2.1; autrement dit, E satisfait (3.2.12) si 8 est assez petit (ou nul) etr =1, et E
satisfait (3.2.13) si =0 et r > 1.

REMARQUES. 1. Comme exemple de fonction f satisfaisant (H.4), on peut prendre f(s) =
as|s|? avec a,q¢ > 0 et (n — 2)q < n. Les conditions (3.2.3) et (3.2.16) sont satisfaites
pour tout b <1+ ¢q/2.

2. L’exemple le plus simple d’une fonction g vérifiant (3.2.4) et (3.2.5) est le suivant :
g(s) =ls|""tssi|s| <1, et g(s) =ssi|s|>1,ouy>0.

3. Grace a (3.2.16), I’énergie équivalente (3.2.8) satisfait 1'inégalité

/(|u'|2 V) da < el?l= B(p). (3.2.18)
Q
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La quantité ([, |Vu|?dz)'/? définit une norme sur V équivalente & la norme usuelle de
H(Q); par conséquent, V x L?(Q) muni de E est un espace de Hilbert.

4. Dans la démonstration du Théoréme 3.2.2, on précise la condition imposée sur ||
ainsi que celle imposée sur b dans le cas ou f est non linéaire.

5. Comme (P3) et (P3’) sont dissipatifs (au sens de Iénergie équivalente) si h est
linéaire, alors on peut considérer des conditions sur le comportement de g au voisinage
de zéro plus faibles que (3.2.5) et montrer des estimations générales de stabilité (comme,
par exemple, celles démontrées par F. Alabau-Bousouira [3] et M. Eller et al. [29]).

3.3. Feedback interne. Afin de justifier tous les calculs qui vont suivre, on montre tout
d’abord les estimations (3.2.12) et (3.2.13) pour les solutions fortes; et par 1'utilisation
d’arguments standard de densité, on déduit ces mémes estimations pour toute solution
faible. Soient donc

(uo, ur) € (H*(Q) N Hy()) x Hy ()
et u la solution de (P3) correspondante (vérifiant (3.2.10)).

On va montrer que 'énergie équivalente (3.2.8) vérifie les hypotheéses du Lemme 2.8
pour obtenir les estimations cherchées.

Dans toute la suite de ce paragraphe, ¢ désigne une constante positive générique qui
peut changer d’une ligne a 'autre et qui ne dépend pas de [.

On commence ce paragraphe par donner une formule explicite de la dérivée de E. En
dérivant E, on obtient (noter que ¢(x) = ¢ - x)

E'(t)=2 /Q @ (W' (u" + f(u) + Vu- V') da.

En utilisant (P3) pour remplacer le terme u” + f(u), et en appliquant la formule de Green,
on déduit

E'(t)= -2 /Q @l g(u') dx — 2 /Q e?@/ (h(Vu) + ¢ - Vu) de. (3.3.1)

En utilisant maintenant (3.2.4), (3.2.7), (3.2.9) et l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on
trouve

() §2/ D /| |h(Va) + ¢ - V| de
Q

< / e?@) <5u’2 + l|h(Vu) +¢- w|2) dz,
Q B
et par conséquent (avec k défini par (3.2.9))
E'(t) < BkE(t), VteRT, (3.3.2)

d’ou la deuxieme inégalité de (2.27) avec A = (k.

On montre ensuite que E vérifie la premiere inégalité de (2.27). Soient 0 < S <
T < oo. Multiplions la premiere équation de (P3) par E = (t)e® @)y et intégrons la formule
obtenue sur Q x [S,T]; on obtient
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T
= T @y (v’ — Au U U u')) dx
Of/SE (t)/Q (W' — Au+ h(Vu) + f(u) + g(u)) dv dt

T
= {Etl(t)/ e? @y dm]
Q s
T r—1
+/ ET(t)/ ) (' P2+ [Vul? + uf (u)) da dt
s Q
r—1 T r—3 , #(2) ’
- E7= ()E'(t) | e”Puu'dedt
2 0
<.
s

%1 6¢(I)u U & u)dx at. 0.
+ [ B @) [ e Oun(vn + -V de (3:3:3)

s
T r—1
E™= (t) / e?@ug(u') da dt
Q
T

Or, d’apres (3.2.2), (3.2.3), (3.2.7), (3.2.9), (3.3.1) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

/ @ u(h(Vu) + C - Vu) da
Q

1 A
< é/ e?@ )2 dx + —/ e?@ (V) + ¢ - Vul? dr < Bc/ @ | Vul? dz,
2 Ja 26 Ja Q

r+

= (1),

r—1

E 2

r— 1
‘E 21(t)/96¢($)uu’ dr| < 3 (t)/Qe‘z’(‘/"")(|u/|2 + |u|?) dx < cE

r—1

E=Z () E'(t) / @yl dx
Q

r—1

< cE™2

OIE' ()] < BT (1) / eH@ (2 g(u') + 20u | [B(Vu) + & - Vul) do

< BT (1)(~E'(t) + BeE(1)),
et uf(u) > 2bF(u), donc on déduit de (3.3.3) que

T
/ ET (t)/ @ (|W/ 12+ (1 - Be)|Vul® + 2bF (u)) dx dt
S Q

T T
S,é’c/ E%(t)dt—i—/ E%(t)/ e?@ (2! |2 — ug(u')) dx dt
s s Q

T
r—1

+e(E=(S)+E™= (T)) —c /S E™= (t)E'(t) dt. (3.3.4)

En intégrant le dernier terme de (3.3.4) on obtient

T
/ E%l(t)/ e?@ (/|2 + (1 — Be)|Vul? + 2bF (u)) da dt
S Q

r+1 r+1

gﬁc/STE%“(t)dtJrc(E £(9) + B (1)

T
= @) 20/ |2 — ug(u')) dx dt. 3.
+ [ B0 [ O ) dede. (335)
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Comme b < 1, on suppose que 3 est assez petit tel que 1 — ¢ > b, et on tire de (3.3.5)
que

r+1 r+1

2 (5)+ BF (D))

T
(bfﬁc)/s B (t)dt < c(E
T
T @ (2112 — ug(u')) dz dt. .3.
+/S E <t>/ﬂ @[? — ug(e)) ded.  (3.3.6)

On majore maintenant la derniére intégrale de (3.3.6). On note
Qf ={zecQ:|u|>1} e Q =Q\Q".

On applique les inégalités de Cauchy—Schwarz et de Holder, et on utilise (3.2.2), (3.2.4),
(3.2.5), (3.2.9) et (3.3.1). On trouve, pour tout € > 0 :

T
—/ Er2l(t)/ e?@ug(u’) da dt
S Qt
T 3 3
< c/ E= (1) (/ e¢(z)|u|2dx> (/ e?@|g(u'))? daz) dt
s ot ot
T 1 Cc
<c 2 (t) <e/ e?@|u|? da + 7/ e?@a/ g(u') da:) dt
s Q+ € Ja+
T r+1 C T r—1
< ce/ E™= (t)dt + 7/ E= (t)/ e?@! g(u') da dt
S €Js Q
T T

" (1) (—E’(t) - 2/Qe¢(””)u’(h(Vu) + (- V) dx) dt.

Or, d’apres (3.2.7) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

() dt + €
€

[/ |A(Vu) + (- Vu| < 5 (\UI2+IVUI );

donc

T
' t)/ e?@ug(u’) dx dt < c(e + ﬁ) / E%(t) + EE%(S). (3.3.7)
Q+ € S €

/TE’"zl(t)/Q @ yg(u') da dt
/E2 </ (“’)|u|2dx+ / 2@ g2 (u )dx)dt

/ @/ g(u)) 7T da dt
r+1

T
Sce/ E% (t)dt + - / E= < e? @/ (h (Vu)+é~Vu)da:> dt.
s

. t)dt+E

On distingue maintenant deux cas.
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Si h(Vu) = —(-Vu (8 =0), alors, d’apres (3.3.1) et 'inégalité de Young,

/ E™ / e?@ug(u') da dt

gce/TET“( )dt+(e /STE’"“( t)dt + €~ TE(S))

<ce/ B t)dt + ce "E(S).

Si 8 > 0 (dans ce cas-la, on a supposé que r = 1), alors, d’apres (3.3.1) et (3.2.7),

/ / e?@) ug(u') dz dt

Sce/s E()dt+e/T<—E'(t)—2/ @y (h(Var) + € - Vu)dx)d

S

T T
gce/ E(t)dt+9E(S)+§/ B(t)dt
s € € Js

Donc, dans les deux cas, on obtient

1 T 41
= (1) /Q ) e’ Mug(u') dr dt < c(e+ B/e) /S E™= (t)dt + ce "E(S).  (3.3.8)

Les deux inégalités (3.3.7) et (3.3.8) impliquent que

_/STET(t)/ ) g (') da dt

<c(e+5/€)/TE

S

) dt + c<uE(S) + %E+ (5)). (3.3.9)

De la méme maniére, on majore le terme f;ZFETEI (t) [ e?@|w'|? dzdt. On a, d’apres

(3.2.5), (3.2.7) et (3.3.1),

T T
/ BT (t) / e?@) }u’|2 dedt <c BT (t) / e?@! g(u') da di
Q+ Q+

S S

T
<cB | E= (t)dt+cE™>(S). (3.3.10)

D’autre part, d’apres (3.2.5) et (3.3.1),

T
t)/ e¢<f>|u'|2dxdtgc/ E%l(t)/ (
Q- S Q-
T r—1
< c/ E= (t) (/ e¢(z)u/g
S Q-

< c/T BT (8)(—E'(t) + cBE() 7 dt.
S

En distinguant les deux cas § = 0 et 8 > 0 et en utilisant 'inégalité de Young, on trouve :

si 8=0,

2

@/ g(u/)) 7T dx dt
(

u') dx) at
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T T
/ Ergl(t)/ @ |/ |2 do dt < ce/ E™* (t)dt+ ce = E(S),
- S

s
et si 8> 0 (dans ce cas-1a, on a supposé que r = 1),

/ST/_ 2o/ |2dmdt<cﬁ/ t)dt + cE(S).

Donc, on déduit que
T T r+1 1—r
/ / D |/ 2 da dt < c(e+ﬁ)/ B () dt + o T E(S). (3.3.11)
s Ja- s

Les deux inégalités (3.3.10) et (3.3.11) impliquent que

T T
/ /e¢<“’>\u’\2d:c dt < c(e+ﬁ)/ E™ (t)dt+c(e = E(S)+ E*
S Q S

On substitue les deux inégalités (3.3.9) et (3.3.12) dans (3.3.6), et on trouve

(S)). (3.3.12)

T r+1
(bfc(ﬂ+,3/6+€))/s E= (t)dt

<c(1+1/)E=(S)+cle = + e ")E(S) +cE™ (T). (3.3.13)
Finalement, si 8 = 0 (donc E est décroissante), on choisit € < b/c; alors (3.3.13) donne
T
/ B (1) dt < (B(S) + B (8) + B (1)) < o(B(S) + B (5)),
s

d’otr, d’apres le Lemme 2.8, on déduit les inégalités (3.2.12) et (3.2.13).
Si 8 > 0 (donc, par hypothéese, r = 1), on prend € = /8 et on obtient

(b—c(B+ /D)) / t)dt < cgE(S) + cE(S),

oll c3 est une constante dépendant de 3. On suppose que [ est assez petit pour que
B+VB<b/cet ; (Cﬁkff) < 1 (la constante k est définie par (3.2.9)), et on obtient
T
/ E(t)dt < cE(S) + cE(T),
s

d’oti 'inégalité (3.2.12), d’apres le Lemme 2.8.
Ceci acheve la démonstration du Théoreme 3.2.1.

3.4. Feedback frontiere : h est non linéaire. Dans ce paragraphe, on montre I’estima-
tion (3.2.12) (stabilité exponentielle de (P3’)). La démonstration est trés similaire & celle
donnée dans le paragraphe 3.3.

En utilisant la premiére équation de (P3’) et les conditions au bord, on montre facile-
ment que (noter que ¢(z) = ¢ - )

E’():—2/ e ’g(u')dm—?/ @)y (W(Vu) + ¢ - V) da (3.4.1)

Q
En utilisant (H.2)-(H.4), on déduit de (3.4.1) que

/¢(m)/ (V) + - Vu)dx<ﬁ/ 2@ (|2 + |Vul?) de < BE(t),
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donc F satisfait la deuxiéme inégalité de (2.27) (avec A = ). On montre maintenant
que, pour deux constantes a et a,

/TE@yngaEw)+aan (3.4.2)

Soit 0 < €9 < 1 (€g sera fixé ultérieurement). On multiplie la premiére équation de (P3’)
par
e®@ (2m - Vu + (n — €o)u)

ot m est défini par (3.2.14) et (3.2.15), et on utilise les conditions au bord. On note
T

:/ /e¢ u’(2m - Vu+ (n — €)u) dx dt,
s

2

T
/ /e"b(”“) —Au—C-Vu)(2m - Vu+ (n — eo)u) de dt,

(I}
o}

/ / +¢-Vu)(2m - Vu+ (n — eo)u) de dt,
I, = /s /Qe“b(””)f(u)@m -Vu+ (n — eo)u) de dt.

On commence par majorer les intégrales I; (qui vérifient Iy + Io + I3+ I, = 0). On a

T
L = / / e?@ " (2m - Vu + (n — eo)u) da dt
s Jo

_ [/Q @)yl (2m - Vu + (n — eo)u) dz]T

S

T
—/(/&WW%VWF+M—QW?Mmﬁ
S Q

T T
= / /(eo +C-m)e®@ W2 da dt — / / e®@ (m - v)|u/|? dr dt
s Jo s Jry

T
+ [/ e?@a/ (2m - Vu + (n — €o)u) d:l:]
Q

s
On majore le dernier terme de cette inégalité :

/ e?@(2m - Vu + (n — e)u)? dz — / ) (2m - Vu)? da
QO Q

= /Qe‘b(z) ((n — €0)*ul* + 2(n — €o)m - V(u)?) dz
= / e?@) ((n — €0)*ul* — 2(n — €o)njul?) dz + 2(n — €) / e?@ (m - v)|u)? dT
Q

I

= (e0 +n)(e0 — n)/ 9!

2u|? dz 4+ 2(n — €) / e®@ (m - v)|ul? dl
Q

Iy

<2(n—e)R [ @ |u?dl
I'y
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(noter que g —n < 1 —n <0), alors
/Q e? @ (2m - Vu + (n — eo)u)? dz

< /Q e?@(2m - Vu)? dx + 2(n — 60)R/F e?@|u2dr.  (3.4.3)

1

Par conséquent, pour tout ¢ > 0,

/ e?@(2m - Vu + (n — e)u)u’ dx
Q
1
< E/ @/ |2de + — (/ e?@ (2m - Vu)? dx + 2(n — eO)R/
2 Q 26 (9] Fl

2R? R
< / @) <€|u’|2 + = |Vul? dx) +—(n-— eo)é/ @ |\ Vu|? dx
0 2 € € Q

ou ¢ est la plus petite constante positive vérifiant (inégalité de Poincaré)

e?@|y? dI‘>

/ e?@||? dl < a/ @Vt de, YveV =Ht (). (3.4.4)
IR Q

Choisissons € = 2\/R(R + £(n — €g)) et posons a; = \/R(R + £(n — €)) ; on obtient

S alE(t).

/ e?@ (2m - Vu + (n — eo)u)u’ d
Q
Donc,

T
L > —ai(E(S) + E(T)) - R / / @)y [2 dT gt
S I,

T
(e — R|\V¢Hoo)/ / @ |/ |2 da dt. (3.4.5)
s Jo
D’autre part, en utilisant la formule générale de Green et 1’identité
2V - V(m - Vu) = 2|Vul|* +m - V(|Vul?)

(noter aussi que sur I'g on a Vu = d,uv), on trouve

T
Ig:/ /eqb(m)(—Au—6-Vu)(2m-Vu+(n—eo)u)dxdt
S Q
T R T
:/ /(2+c-m—eo)e¢<w>|vu|2dxdt—/ /e¢<w>(m-y)|vu|2drdt
s Ja S JTo

T
+ / / e?®) ((m-v)|Vul* = (n — eo)udyu — 2(m - Vu)d,u) dT dt.
s Jr,

En utilisant la définition (3.2.15) de Ty et 'y, on conclut que
T
I >(2—¢ — R\d)/ / e? @) |Vu)? dz dt
s Ja

T 2
+/ / e?(®) <6|Vu2 — (n — €o)udyu — §|Vul? — ]j;(@yu)Q) dr dt,
s Jry
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d’ou

T
I > (2—60—R|§|)/ /e¢($)|Vu|2dxdt
S Q

T R2
- / / e?®) ((n — €g)ud,u + (5(&'“)2) dr dt. (3.4.6)
S JIy

De méme, en utilisant (3.2.7), (3.4.3) et 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on trouve
T
I3 = / / e?@ (W(Vu) + € - Vu)(2m - Vu + (n — o)u) da dt
s Ja
R(T [ s S V)
> —= e’ (h(Vu) + ¢ - Vu)* dx dt
BJs Ja

3 (T
(4R2 / e?@ | Vu)? dz + 2(n — )R
Q

IR J, e |ul* d >dt

I

et par conséquent

I3 > Q,BR/ / e?@ | Vu)? de dt — n—eo// e?®@ |u|? dr dt. (3.4.7)
I

En utilisant (3.2.3) et le fait que F'(0) = 0 et F' soit positive, on obtient

T
Iy = / / e?@ f(u)(2m - Vu+ (n — eo)u) d dt

(n—eo) / / 2P (u dxdtJr/ /e¢("’” 2m - V(F(u)) dxdt

n—e)b—n—C-m)e?® u) dx e?®2(m - v)F(u .
z/S/Q« )b —n—¢-m) 2F<>ddt+/s/n 2(m - v)F(u) dT dt

On en déduit alors que

I > ((n—e)b—n— R|()) /S /Qe¢<w>2F(u) dz dt. (3.4.8)

On distingue maintenant deux cas (qui correspondent aux hypotheses du Théoreme 3.2.2 :
f est linéaire ou b est assez grand).

CAs 1: f est non linéaire. On suppose que

n+ R|(|

RB <1, R|{|<min{l—R3n}, b> >
n — R[¢]

On choisit alors

€ € ]R|§A7min{2(1 — RB) — R[|,n— ”“‘bM} [,

ce qui implique que €; > 0 ou

e1 = min{eo — R|C[,2 — g — 2RB — R|C|, (n — €0)b — n — R|(|}.
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Combinons (3.4.5)—(3.4.8) et rappelons que I1 + Is + Is + I, = 0. On obtient

T
61/ / @ (|u/ 2 4 |Vul? + 2F () dz dt
s Ja

< ay(B(S) / [ e (R|u|2 B~ eo)lul?

+ (n —eg)udyu + — 7 (8 u) ) ardt. (3.4.9)

CAS 2 : f est linéaire. Si f(s) = as pour une constante a > 0 (donc b =1 dans (3.2.3)),
on déduit de (3.4.8) que

T
Iy > —(eo + R|§t|)/ / e?@F (u) dx dt

= (eo — R|()) / / @R (u da:dt—Qso/ / u) da dt
= (o — R|é|)/ / e?@2F (u) dx dt — 260a/ / e? @ |u|? dx dt
5 Ja s Ja
T T
> (eo — R|C|)/ / e?@2F (u) da dt — Zeoaco/ / @ | Vu)? dz dt
s Ja s Jo

ol ¢p est la constante définie par (3.2.2). On suppose dans ce cas-1a que
1-Rp
14+ acy

RB<1 et Rl <

2(1-RB)—RI{|

On choisit alors ¢y € ]R|f|, T oo

[, ce qui implique que €; > 0 ou
1 = min{eg — R|C|,2 — o — 2RB — R|| — 2epaco}. (3.4.10)
On obtient donc la méme inégalité (3.4.9).

En utilisant maintenant la condition au bord sur I';, on obtient dans les deux cas
précédents

T T 2
€ a e¢(z) u 2 Ri 2 o
B0 <aEs) @y« [ ] e Rk T

+ g(n —e)|ul? = (n— eo)ug(u/)> i dt.  (3.4.11)

En utilisant (3.4.1) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, et en prenant en considération les
hypotheses (3.2.4), (3.2.5) (avec r = 1) et (3.2.7), on trouve que

// ¢<$><Rlu|2+g( ))dxdtg( +cQ>// @l g(u') da dt
T, Iy

( i + }f;cz> /S (—E’(t) -2 /Q @/ (h(Vau) + € - V) dm) dt
(R N fo) (E(S) ~ B(T) + 5 (R n ]:;202)5 / ' O+ (Tup) e

C1
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On note as = %(% + R72(:2). On déduit que

/S ' /F 1 e®(®) (Rlu’l2 + }E:QQ(U')) dxdt < ay(E(S) — E(T)) + Bay /S ' E(t)dt. (3.4.12)

De méme, pour tout € > 0 et ¢ > 0 (o1 ¢ est défini par (3.4.4)) on a

n—eo/ /F W( uf? — ug(u ))dwdt

n—eo/ /F( B+6)|u|2)da§dt
i(nfeo)/s /F e¢($)<:u'g(u/)+(5+e)u|2> dar
gjm—m)[(—;ﬂ(t)—/ﬂe (V) + ¢ Tu) d )
%(5+e )(n — €)E / / ¢@)|Vu)? da dt
(n = ) (B(S) = B(T) + 5(3+ )= e0)e [ ) [ vl v

n—eo/ / ¢<w< |Vul? + /|u’2>dxdt.
2€

On choisit € = §/ %5, € = /3\/ et on note

| /\

IA

C2
4e

IN

agzé(n—eo) %257 614(7160)(ﬁ;ﬂL 26\2/2>

On trouve

T
(n— eo)/s /Fl e?(®) (§|u'|2 - ug(u')) dx dt
T

<ay /S E(t)dt + a3(E(S) — BE(T)).  (3.4.13)

En combinant (3.4.11)—(3.4.13) on obtient

T
(61 — 50,2 — 04)/ E(t) dt S (a1 +as + ag)E(S) + ((11 — a2 — ag)E(T) (3414)
s
On suppose [ assez petit de sorte que
max{fBas + a4, B(a1 — a3) + as} < €;
(noter que, quand 8 converge vers zéro, Sas + a4 et B(a; — a3) + a4 convergent vers zéro,
et €; reste strictement positif). On note
_ a1+ az +as . a; — az — as
G=—-——  4G=—m
— Paz —ayq €1 — Paz —ay
et on obtient (3.4.2) avec fa < 1, d’ott on déduit, d’apres le Lemme 2.8, I’estimation
(3.2.12).
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Ceci acheéve la démonstration du Théoreme 3.2.2 dans le cas non dissipatif (8 > 0
dans (3.2.7)).

3.5. Feedback frontiére : h est linéaire. Dans ce paragraphe, on montre les estima-
tions (3.2.12) et (3.2.13) du Théoréme 3.2.2 dans le cas ott h(Vu) = —C - Vu avec ¢ € R?
(donc 8 = 0 dans (3.2.7)).

Dans ce paragraphe, on note par ¢ une constante positive générique, par € une con-
stante positive générique assez petite et c. une constante positive générique dépendant
de € (et qui peuvent changer d’une ligne a l'autre).

Comme h(Vu) = —( - Vu et g est croissante, (3.4.1) implique que

E'(t) = fQ/F @/ g dr <0, VteRY, (3.5.1)
1

ot ¢(z) = (- z. Ainsi, (P3') est dissipatif.
On fixe ¢g > 0, on multiplie la premiere équation de (P3’) par

B (t)e®@ (2m - Vu + (n — eo)u)

et on intégre la formule obtenue sur © x [S,T]. On obtient Iy + I + Is = 0 ou

L = : t)/ e?@" (2m - Vu + (n — eo)u) dx dt,

)
I, = ' t)/ e?@(—Au— - Vu)(2m - Vu+ (n — eo)u) dz dt,
Iy = )e?@ f(u)(2m - Vu + (n — eo)u) dz dt.

On estime mamtenant les intégrales I,;. D’abord,

: t)/ e?@" (2m - Vu + (n — €o)u) da dt
Q

T

= [E (t)/ ¢@/ (2m - Vu + (n — €o)u) dz}

S

)/ ¢(m)(2m Vu+ (n—€)u) dxdt

/ (””)/ (m- V() + (n—eo)u/|?) dadt

t)/ ) (o + ¢ - )l dar dt
Q

S
T
r—1
= / E 2
S
T

: t)/ @ (m - v)|u'|2 dT dt
Iy

T
+ {ET; (t) / e? @/ (2m - Vu + (n — eo)u) da
Q

r—1

S

E'(t) / e?®@ (2m - Vu + (n — eo)u) dz dt.
Q
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Les deux derniers termes de cette égalité peuvent étre majorés par cF = (S), on déduit
donc (d’apres (3.2.14))

T
I > —cE’?(S)—R/ E'El(t)/ @) |/ |2 dT dt
S I

+ (€0 — t)/ e?@|/ |2 dx dt. (3.5.2)
O

D’autre part, en utilisant la formule de Green (voir le paragraphe 3.4), on trouve

I =

t) /Q e? @ (—Au — ¢ - Vu)(2m - Vu + (n — eo)u) da dt

T
:/ E%l(t)/(2+g:-mfeo)e¢(x)|Vu|2d:1:dt
S Q

T t)/ e?@ (m - v)|Vu|? dT dt
T'o

t) / e?@) ((m-v)|Vul* = (n — eo)udyu — 2(m - Vu)d,u) dT dt.
I
D’apres la définition (3.2.15) de T'g et T'y, on conclut que

I, >(2—¢ — t)/ e? @ | Vu)? da dt
Q

T 2
- / E7= (t) / e?(®) ((neo)uawafs(ayu)?) dr dt. (3.5.3)
S Fl

En utilisant maintenant (3.2.3) et le fait que F' soit positive, on obtient

I3 = / /E = (1)e®@ f(u)(2m - Vu+ (n — eo)u) de dt
/ e?@ F(u) d dt

TT e()m- u X
+/SE <>/Qz V(F (w) da dt

n—eo

t) / ((n — )b —n — ¢ -m)2e®@ F(u) da dt

/ o / 264 (m. - )P (w) dT dt ;

on déduit donc, d’apres (3.2.15),

Is > ((n—€)b—n—

= (t) /2e¢<f F(u) dz dt. (3.5.4)

On distingue maintenant deux cas correspondant a la linéarité de f.

CAs 1: f est non linéaire. On suppose que R|C| <1 et b > Z*_‘?‘g: ot on choisit
. R Rl
R[(| < e < min{Q — R|{|,n — n‘*‘()d},
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ce qui implique que
min{ey — R|C[,2 — eo — R|C|, (n — €0)b — n — R|(|} > 0.

CAs 2 : f est linéaire. Si f(s) = as pour une constante positive a (donc b = 1 dans
(3.2.3)), on trouve, d’apres (3.5.4),

T
Iy > (—eO—R|é|)/ E%l(t)/ 2e?®) F(u) da dt

S Q

A T r—1 T r—1
= (60—R|§|)/ ET(t)/ 2e*@) () dscdt—2eo/ ET(t)/ 2e?@) F(u) dx dt
S Q S Q
T r—1
t) /26 @) P (u) de dt — Zeoa/ ET(t)/e¢(z)|u|2dxdt
Q

S
T T

> (EO—R|§|)/ E’%l(t)/ 2e¢’(’“')F(u)dxdt—260aco/ E%(t)/ewnvu\?dxdt
S Q S Q

oll ¢g est la constante définie par (3.2.2). On suppose dans ce cas-1a que R|(| < ﬁ et
2-R[(|

? 142aco

min{ey — R|(|,2 — R|C| — (14 2aco)eo} > 0.

= (0 —

on prend € € ]R|é | [. Ceci implique que

En combinant (3.5.2)—(3.5.4) et en prenant en considération la condition au bord
sur I'y, on déduit de I’égalité I; + Is + I3 = 0 que

T
<cE"* (S)+c/ E™ (t)/ @ (W2 4+ g (') + |ug(u')]) dT dt.  (3.5.5)
S Fl

On majore maintenant le dernier terme de (3.5.5). On utilise I'inégalité de Cauchy—
Schwarz et I'inégalité (3.4.4) et on trouve

/ # @) Jug ()| dT < e/ eW)IuIQdFJrce/ e?®g*(u') dr
Iy Iy ry

<eE(t) + ce/ e?@ g2 (') dr.
Iy

En substituant cette inégalité dans (3.5.5) et en choisissant € > 0 assez petit, on obtient

/ E™ (t)dt < cE™> +c/ E7 / @) (/|2 + g?(u))dTdt.  (3.5.6)

s

On suit maintenant la méthode utilisée dans le paragraphe 3.4. On note
IM={zel:|u|>1} et T- =Ty \T .

D’apres (3.2.5) et (3.5.1), on a

t)/ O (WP + (') do dt < BT
T+

/ @' g(u') da: dt
(7)) < BT (S),

< c(E
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De la méme maniére (en utilisant 'inégalité de Young), on trouve

T
/ B (0)e?®) (|u'|? + g () du dt
s Jr-
T r—1 2
< c/ / E7= (t)(e*@u/g(u')) 7 dx dt
s Jr-
T T
< e/ E™= (t)dt + ce/ / @/ g(u) da dt
S S -

ge/s E™ (t) dt + c(E(S) — E(T)) ge/S E™5(t)dt + c.E(S).

En substituant la somme de ces deux derniéres inégalités dans (3.5.6) et en choisissant e
assez petit, on déduit que, pour tout 0 < § < T < o0,

T
/S EF (1) < o(E(S) + EF(S)).

On en déduit, grace a (3.5.1) et au Lemme 2.8, la stabilité exponentielle et la stabilité
polynomiale de (P3’) (estimations (3.2.12) et (3.2.13)). Ceci acheve la démonstration du
Théoreme 3.2.2.

4. Applications

4.1. Introduction. La méthode introduite et développée dans les paragraphes 2 et 3
est directe et tres flexible; elle peut étre appliquée & des problémes non dissipatifs variés
(élasticité, thermo-élasticité, systémes couplés, coefficients variables, ...), soumis & un
feedback interne ou frontiére, dans le but de généraliser et d’améliorer des estimations
différentes de stabilité (connues dans le cas dissipatif).

On donne ici quelques applications.

4.2. Equation générale des ondes. On considére dans ce paragraphe 1’équation des
ondes semi-linéaire avec des coefficients variables (dépendant de 1’espace) soumises & un
feedback interne

v’ + Au+ q1(z)h(Du) + g2(z) f(u) + g3(x)g(v') =0 sur Q x RT,

u=0 sur [' x R, (4.2.1)
u(z,0) = up(x) et v'(z,0) = uy(x) sur 2,
ot Au= =371, 0, (aij(2)0s,u), avec a;; € WH(Q) vérifiant, pour ag > 0,
aij(x) = aji(z), Y ai(2)GG > aolC?, Vo€ Q, Y e R, (4.2.2)
ij=1

q; € L>°(Q) vérifiant, pour ¢y > 0,
g2(x) >0, g3(x) >e, VreQ, (4.2.3)
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et g et f vérifiant respectivement les hypotheses (H.2) et (H.4) du paragraphe 3. La
fonction h € C1(R™, R) vérifie, pour 3 > 0 et ¢ € W1>(Q),

[Vhlloo <400, la1(x)h(¢) + V(x) - (| < BIC], Vo e, V(eR™ (4.2.4)

On utilise ici la notation
Du = (Z a1 (r)0z;u Z U (1) 0z, u)
j=1

On définit 1’énergie équivalente par

B(t) = / m(‘u 24 Z 1y (2)9, w1 + 20 )F(u)) do (4.2.5)
1,j=1
et on trouve

E'(t) = —2/ @/ (g3(z)g(u') + q1(z)h(Du) + Ve (z) - Du) da.
Q
En utilisant (4.2.4) et (4.2.5), on obtient
E(t) < AE(t), Vt>0, (4.2.6)

ou A = ¢f et ¢ > 0 ne dépend pas de 5.

On obtient alors les résultats suivants :

o Si B =0, E vérifie (3.2.12) et (3.2.13).

e Sir =1 et ( est assez petit, F vérifie (3.2.12).

La démonstration est identique a celle du Théoréeme 3.2.1.

REMARQUE. Des résultats similaires & ceux du Théoréeme 3.2.2 peuvent étre aussi dé-
montrés dans le cas d’un feedback frontiere
v’ + Au+ q1(z)h(Du) + go(z) f(u) =0 sur Q x RT,

u=0 sur I'g x RT,
(4.2.7)
O+ qa(x)u+ q3(x)g(u’) =0 sur 'y x RT,
u(z,0) = up(z) et v'(z,0) = ug(x) sur £,
oll q4 € L>°(Q;R™) vérifie, pour €; > 0,
qa(z) > €1, Ve, ou Iy#0. (4.2.8)

4.3. Equation des ondes avec un coefficient variable. Un autre exemple intéres-
sant des systemes distribués non dissipatifs est ’équation des ondes avec des coefficients
variables (dépendant du temps). On considere ici 'exemple le plus simple suivant :

u' = A)u+bu' =0 sur Q x Rt

u=0 sur T' x RT, (4.3.1)

u(xz,0) = ug(x) et v/(x,0) =uy(x) sur Q,
ot b >0, A(t) = a(t)A et a € C?(R*) N Whe(RY) vérifie, pour ag > 0 et A > 0,
a(t) > ao, vt >0, (4.3.2)

a'(t) < Aa(t), Vt>0.
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Dans un cadre plus général (A(t)u = 327", Oy, (a; (2, 1)0;,u)), j’ai démontré dans
[42], sous certaines hypotheses de régularité et de petitesse sur les coefficients a; ;, que
le systeme (4.3.1) avec b = 0 est bien posé au sens des semi-groupes linéaires et qu’il est
exactement controlable.

En appliquant les résultats du paragraphe 2, on montre dans ce paragraphe que le
feedback bu’ stabilise exponentiellement le systeme (4.3.1).

On définit I’énergie de (4.3.1) par

B(t) = / (o' + a(t)|Vul?) da
Q
Gréce & (4.3.2) et (4.3.3), E vérifie

E(t) > min{ao,l}/(|u’|2 + |Vul?) dz, (4.3.4)
Q
E'(t) = / (a'(t)|Vul|? — 2b]u/|?) dz < NE(t). (4.3.5)
Q
Alors on a le résultat de stabilité exponentielle suivant. Soit ¢ la plus petite constante
vérifiant
/ lv|? de < co/ |Vo|?dz, Vv e Hy(Q). (4.3.6)
Q Q
Si
2 mi 1
A< min{b, mm{%}} (4.3.7)
Ve
le systeme (4.3.1) est exponentiellement stable, c’est-a-dire il existe ¢,w > 0 tels que
E(t) <ce ', Vt>0. (4.3.8)

En effet, pour 0 < S < T < o0,

T
Oz/ /u(u”—a(t)Au+bu’)dxdt
S Q
b ror
_ [/ <uu'+|u2) dx} +/ /(—|u'|2+a(t)|Vu|2)dxdt
Q 2 S S Q
b T T T
_ U <uu'+|u2> dx} +/ E(t)dt—Q/ /\u’|2da;dt.
Q 2 s Js s Ja

En utilisant 1’égalité de (4.3.5), on trouve

/ST E(t)dt = — {/Q <uu’ + g|u2> d:cKJr % /ST (E’(t) + /Q a' ()| Vul? d:17> dt.

En utilisant (4.3.3), on trouve
T

(1 — ) / E(t % (E(S) — E(T)) — [/Q (uu’+ ;’|u|2> dx]s.

En utilisant maintenant (4.3.4) et (4.3.6), on obtient

_ UQ (uu + SW) dxr < VY (Bs) 4 BT) + —20_E(s).

s~ 2min{ag, 1} 2min{ag, 1}
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En combinant ces deux inégalités et en utilisant (4.3.7), on trouve

/TE(t) dt < 1 E(S) + ¢, E(T)
S

ottc; >0et ey = %(% — ). D’apreés (4.3.7), on a Ac < 1. Donc, en appliquant

le Lemme 2.8 (pour r = 0), on déduit (4.3.8).

REMARQUE. L’estimation (4.3.8) peut étre démontrée d’une fagon tout a fait analogue si
on rajoute a la premiere équation de (4.3.1) un potentiel (variable) d(¢)u ou la fonction d
vérifie certaines hypotheses de régularité et de petitesse, mais sans étre forcément positive.
L’estimation (4.3.8) reste aussi valable si on consideére un feedback non linéaire g(u') ol
g est une fonction donnée vérifiant ’hypothese (H.2) avec r = 1 (paragraphe 3). Dans les
deux cas, la condition de petitesse a imposer sur A dépendra de d et de g.

4.4. Systeme de Petrovsky. On considere ici le probleme de stabilisation interne du
systeme de Petrovsky semi-linéaire suivant :

w4+ A%u + q(z)h(Au) + ga(x) f(u) + g3(2)g(u') =0 sur Q x R,
u=0,u=0 sur I' x R, (4.4.1)
u(z,0) = up(z) et u'(x,0) = uy(z) sur £,

ou g et f sont des fonctions données vérifiant respectivement (H.2) et (H.4) (paragraphe 3)

et g; sont des fonctions bornées vérifiant (4.2.3). On suppose ici que h € C*(R;R) vérifie,
pour un réel g > 0,

17 loc < 400, [R(O)] < BICI, VCER. (4.4.2)
On définit I’énergie classique E par
E@®) = / (Ju']* + | Aul? + 2g2(2) F(u)) d (4.4.3)
Q
et on trouve
E'(t) = —2/ g3(x)u'g(u') dx — 2/ q1 (z)u'h(Au) dz. (4.4.4)
Q Q
D’apres (4.2.3), (4.4.2) et (4.4.3), on a
E'(t) < XE(t), Vt>0, (4.4.5)

ott A = Blq1lco-
Alors on obtient :

e Si B =0 (donc h = 0), E vérifie (3.2.12) et (3.2.13).
o Sir=1cet f]q1]lco est assez petit, F vérifie (3.2.12).

La démonstration est tout a fait analogue a celle du Théoreme 3.2.1 en utilisant le mul-
tiplicateur B u (ici ¢ = 0).

REMARQUE. Il semble que l'introduction d’une énergie équivalente n’est pas possible
dans le cas de (4.4.1). Pour cette raison, on a considéré ’énergie classique et imposé
la condition de petitesse sur tout h (dans le cas des équations d’ordre 2 par rapport
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a espace considérées dans ce paragraphe et grace a I'énergie équivalente, cette condition
de petitesse n’est imposée que sur la partie non linéaire de h).

4.5. Systéeme de deux équations couplées. On considére ici le systeme couplé de
I’équation des ondes et le systeme de Petrovsky suivant :

uf + A%uy + ly (@) hy (Au) + I () f1(ua)
+13(z)g1(u) + az(x)uz =0 sur 2 x R,

ufy — Aug + q1(x)ha(Vug) + qo(x) fo(u2) (451)
+ q3(2)g2(uz) + ar(z)ur =0 sur Q x Rt

Uy =uy = Oyu; =0 sur I' x Rt

ui(z,0) = ud(z) et ul(z,0) = ul(x) sur £,

ou f;, g; et l; sont définies respectivement comme f, g et ¢; dans le paragraphe 4.2,
hy € C1(R;R) et hy € C1(R™;R) vérifiant, pour 31, B2 > 0 et ¢pp € WH2(Q),

1Pillse < 400, [h1(Q)] < AilC], VCER,
[Vhzlloe <400, lqu(2)ha(Q) + Va(x) - (| < BalC], Yz e Q,V(eR™,

et a1 et as sont deux fonctions bornées telles que

Veoer e2l#zll=<ay || < 1 (4.5.2)
ol ¢g est défini par (4.3.6) et ¢1 est la plus petite constante vérifiant
/Q v de < ¢ /Q |Av|?dz, Vv e HF(Q).

On définit maintenant ’énergie équivalente de (4.5.1) par
B(t) = / (2 + [Ay | + 20 () F (u)) da
Q

+ / e?2@ (Juh|? 4 |Vug|* + 2qa(2) Fa(u2)) dz + 2/ e®?@q) (x)ujug dz.  (4.5.3)
Q Q

L’hypothese (4.5.2) garantit le fait que E soit une norme pour (uq, us, u}, u)) équivalente
a la norme usuelle de

HE(Q) x Hy () x L*(Q) x L*(Q).

D’autre part, 'énergie E vérifie
B(t) = -2 [ (a(a)uign (uh) + e gn () () d
Q
—2/ (I (@)uy by (Aug) + €22l (g1 (2)ha (Vus) + V() - Vus)) do
Q

+2/ (e22@ay () — ag(x))u)ug dr, (4.5.4)
Q
d’ou, grace aux hypotheses imposées sur les différentes fonctions,

E'(t) < AE(t), Vt>0, (4.5.5)
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avec A = cmax{fs, B1|l1|lco; [[€?2@ a1 (z) — az(z)||oo} et ¢ > 0 ne dépendant pas de
max{f, f1ll1[loc, €72 a1 (x) — az(z)loc}-
On obtient alors les résultats de stabilité suivants :

e Si B = By =0 et ay = are??, F satisfait (3.2.12) et (3.2.13).
o Sir =1 et max{fa, B1]l1lco, €?*@ a1 (x) — as(x)||o} est assez petit, F satisfait
(3.2.12).

En effet, il suffit de multiplier la premiére et la deuxieme équation de (4.5.1) par E Ty
r—1

et B2 e%2uy respectivement, d’intégrer la somme sur [S,T] x Q et d’utiliser les mémes

arguments que dans le paragraphe 3.3.

REMARQUE. Sous des hypotheses supplémentaires similaires a celles du Théoreme 3.2.2,
on peut généraliser ces résultats au cas d’un feedback frontiere pour I’équation des ondes,
i.e.
{UQO sur Iy x RT,
Oyug + qa(z)ug + q3(x)ga(uh) sur Ty x R,

ol ¢4 est une fonction positive et bornée vérifiant (4.2.8).

On peut aussi considérer un systeme couplé de deux équations des ondes ou de deux
équations de Petrovsky (avec méme un couplage d’ordre < 1 pour les ondes, et d’ordre < 2
pour Petrovsky ou un couplage non linéaire comme par exemple celui que j’ai considéré
dans [48]).

4.6. Systéme général d’élasticité. On considere I'exemple du systeme d’élasticité
avec des coefficients a;jx;(¢) (dépendant uniquement de l’espace) suivant :

u — 0455 + qui(x)hi(Duy)
+ q2,i(x) fi(ui) + g3,:(x)gi(uw)) =0 sur @ x RT,

u; =0 sur I' x RT, (4.6.1)
ui(x,0) = ud(z) et u}(x,0) = ul(z) sur Q,
1=1,...,n,

ol on utilise les mémes notations qu’auparavant (paragraphe 4.1) avec
D’LLZ‘ = (O'il,...70'in). (462)

Ici, pouri =1,...,n, fi, gi, Q1,i, ¢2,; €t g3,; vérifient respectivement les mémes hypotheses
que f, g, q1, q2 et g3 dans le paragraphe 4.2. On suppose que h; € C1(R" R) vérifient,
pour B; > 0et ¢; € WH(Q),i=1,...,n,

IVhilloo < 400, |q1,i(2)hi() + Voi(x) - ¢ < Bil¢], Vx e, V¢ eR"™

L’énergie équivalente définie par

n

E(t) = /Q Ze¢i(m)<|u;|2+2(f¢j€w—|—2q27i(x)Fi(ui)) da (4.6.3)
i=1

j=1
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vérifie, d’apres (4.6.1) et (4.6.2),
n
E'(t) = —2/ Zem(m)ug(%,i@)gi(u;) +q1,i(x)hi(Dui) + Vi(z) - Du;) dw
Q=1

< cmax{S3; }E(t)

ol ¢ > 0 ne dépendant pas de max{;}.
On trouve les résultats de stabilité suivants :

e Si f5; =0 pour tout i =1,...,n, E vérifie (3.2.12) et (3.2.13).
e Sir=1et max{0;} est assez petit, E vérifie (3.2.12).

La démonstration est analogue & celle du Théoréme 3.2.1 (paragraphe 3) en multipliant
la premiere équation de (4.6.1) par E"T ¢%iu; et en intégrant la somme sur [S,T] x Q.

REMARQUE. Sous certaines hypotheéses géométriques sur le domaine Q (voir [36] et ses
références), ces résultats peuvent étre généralisés au cas d’'un feedback défini sur une
partie du bord, i.e.

{u,;() sur Iy x R,

N 464
> =103V + qai()u; + g3,i(2)gi(ui) =0 sur I'y x RT, (46.4)

ol ¢4, sont des fonctions positives et bornées vérifiant (4.2.8).

5. Commentaires et questions ouvertes

La méthode présentée dans ce papier est directe et tres souple; elle peut étre appliquée
a différents systémes non dissipatifs et permet d’obtenir des estimations (exponentielle
et polynomiale par exemple) de stabilité a condition que les termes perturbants soient
d’ordres inférieurs de sorte que la deuxieme inégalité de (1.13) soit satisfaite.

Les questions ouvertes générées par les résultats de ce papier sont nombreuses et
diverses. Les plus importantes sont, de notre point de vue, celles qui concernent des
systemes beaucoup plus généraux et l'optimalité de nos estimations de stabilité. On
précise ici quelques-unes de ces questions.

L’hypothese la plus restrictive sous laquelle nos applications sont valables est la con-
dition de petitesse supposée sur certains parametres (dans l'objectif d’absorber certains
termes d’ordres inférieurs génants) ainsi que la croissance linéaire (r = 1) imposée sur
le feedback dans le cas ou l’énergie équivalente n’est pas décroissante. D’ou la question
ouverte : jusqu’au ou peut-on affaiblir ces hypotheses et quel type d’estimations peut-on
obtenir dans ce cas-1a? D’autre part, nos estimations de stabilité sont, dans certains cas
tres particuliers, optimales. La question reste posée dans le cas général.

11 est intéressant (en particulier du point de vue des applications) de traiter un systeme
hyperbolique plus général basé sur I’équation

K(z, )" + A(t)u + F(z, t,u, o', AY?(#)u) =0 sur Q x RT

ou K et F sont des fonctions données et A(t) est un opérateur linéaire, coercif et auto-
adjoint.
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D’autre part, dans le second membre de la premiére inégalité de (2.24) on exclut la
présence du terme EITL(T) avec q # r; 'obtention d'une estimation de type (3.2.12)
et (3.2.13) dans une telle situation reste posée. Pour cela, il est utile de déterminer le
comportement a l'infini d’une fonction positive E vérifiant, pour trois fonctions données
A RT = RT et o, 0: RT x RT — RT les inégalités suivantes (plus générales que celles
de (2.24)) :

JE ot B(t)dt < ¢(E(s), E(T)), ¥0<s<T < +oo,
E'(t) < AHE(t), Vt>0.

Un tel résultat permettra d’affaiblir considérablement les hypotheses imposées sur le
feedback.

Dans le cas dissipatif, S. Nicaise [90] a démontré, dans un cadre général, un lien direct
entre la stabilité exponentielle par un feedback linéaire et la stabilité non exponentielle
par un feedback non linéaire. Un tel lien reste & démontrer dans le cas non dissipatif.
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